Do wspélrzednych z,y, z dodajemy teraz czwartg,
wspolrzedna t 1 kazdy z okregdéw przedtuzamy do
sfery w tej wiekszej przestrzeni. Bardziej precyzyjnie,
S; C R* definiujemy jako zbiér punktéw odleglych

od (z4,¥:, i, 0) o 7, jednoczesnie spelniajacych to
samo réwnanie co wezesniej. Warto sie zastanowic

i odnotowaé — cho¢ wymaga to odrobiny wyobrazni —
ze w przestrzeni punktéw (z,y, z,t) pojedyncze réwnanie
a;x + by + c;z = d; zadaje podprzestrzen wymiaru

3, 1 w tej podprzestrzeni punkty réwnoodlegte od
zadanego faktycznie tworza tradycyjna sfere. W naszej
konstrukeji kluczowa jest nastepujaca obserwacja,
analogiczna do przypadku jednowymiarowego.

Kluczowa obserwacja: Jesli okregi o1,...,0, CR3 byly
niesplgtane, to skonstruowane sfery Si,...,S, CR* sq
rozlgczne.

,Kluczowa” nie oznacza, ze oczywista. Zanim wiec ja
uzasadnimy, odetnijmy kupony od jej konsekwencji.
Podobnie jak poprzednio, otrzymana konfiguracje
mozemy ciaé¢ plaszczyznami ¢ = const na réznych
wysokosciach, otrzymujac film o okregach: kazdy

z nich kurczy sie do punktu i znika, unikajac kolizji

z pozostalymi. Z braku lepszej ilustracji warto znowu
spojrze¢ na rysunek 4, tym razem w nowym $wietle.
Zreszta ten film mozna opisa¢ bez wychodzenia do
czwartego wymiaru: okrag o; kurczy sie zgodnie ze
wzorem na promiefi r(t) = \/r? — ¢2, a po czasie r;
znika.

Pozostaje techniczny szczegdl: przyjetlo sig, ze przy
rozplatywaniu okregéw nie nalezy ich anihilowac.
Nietrudno to naprawi¢, bo dzigki roztacznosci sfer .S,
nie zdarza sie, by dwa okregi o; ,,znikaly” w tym
samym punkcie i czasie. Mozemy wiec na chwile przed

»zniknieciem” o; zapauzowaé film i przesunaé ten tyci
okrag daleko poza sceng, by nie przeszkadzal w dalszym
rozwoju wydarzen (Czytelnik wybaczy mi tutaj skaposé
opisu formalnego). W rezultacie po czasie max(ry,...,7,)
widzimy n malych okregéw umieszczonych daleko od
siebie, co rzeczywiscie przekonuje nas o tym, ze na
poczatku nie mogly by¢ splatane.

Czytelnikom Najwytrwalszym proponuje na deser
uzasadnienie ,kluczowej obserwacji”. Przypusémy, ze
dwie sfery S;, S; jednak si¢ przecinaja, a wigc dwa
okregi o;,0; nachodza na siebie w trakcie ewolucji.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy plaszczyzny tych
dwdch okregéw zawieraja wspolna prosta ¢, na ktérej
ma miejsce kolizja. Przesledzmy wigc doktadnie,

co sie dzieje na tej prostej. Poczatkowo przeciecia

0; N4, 0; N L tych okregéw z prosta tworzg dwie

pary punktéw. Co wazne — niesplatanych, a wigc jak
na rysunku 3bc! Polecam zastanowié sig, dlaczego
przeciecia odpowiadajace rysunkowi 3a sa mozliwe tylko
w przypadku okregéw splatanych. Czytelnik zapewne
juz sie spodziewa, co dzieje sie dalej: te dwie pary
podlegaja ewolucji jak w przypadku jednowymiarowym.
Rzeczywiscie, twierdzenie Pitagorasa przekonuje

nas, ze przeciecie S; z plaszczyzna odpowiadajaca ¢
(czyli utworzona przez osie £ oraz t) jest okregiem —
tym samym okregiem, ktory rozwazaliby$my

w ewolucji jednowymiarowej (jedynie punkt (z;,y;, z;)
nalezy zastapi¢ jego rzutem na ¢). Wiemy juz, ze

w jednowymiarowym przypadku kolizja migdzy dwiema
parami punktéw na £ jest niemozliwa, zatem i kolizja
miedzy o; oraz o; tak naprawde nie moze mie¢ miejsca.

Czy warto bylo wchodzi¢ w czwarty wymiar? Osadzcie
sami.

Asysta grawitacyjna — jak to obliczy¢?

*Wydzial Chemiczny, Politechnika Slqska
w Gliwicach

v+ 2U

Przemystaw BORYS*

O tym, ze asysta grawitacyjna jest czesto wykorzystywana podczas rozpedzania

U pojazdéw kosmicznych, styszat zapewne kazdy mitosnik astronautyki. Wiele
» sond kosmicznych, szczegélnie tych skierowanych w odlegle zakatki Ukladu

Stonecznego, korzysta z tej metody powiekszania predkoéci. Technika ta jest
doskonatym przykladem zastosowania orbit hiperbolicznych w astronomii
($cislej — w astrodynamice, nauce zajmujacej sie orbitami sztucznych pojazdéw
kosmicznych). Niestety, jej szczegdly rachunkowe nie sa powszechnie omawiane
w podrecznikach fizyki ogélnej czy nawet w podrecznikach astronomii — dlatego
zajmiemy si¢ nimi w ponizszym artykule.

Podstawowa idea asysty grawitacyjnej wydaje sie bardzo prosta. Na rysunku 1
widaé, jak pojazd kosmiczny poruszajacy sie z predkoscia v wchodzi tymczasowo

Rys. 1. Manewr asysty grawitacyjnej
wokél planety. Planeta porusza sig

z predkoscia U wzgledem Stonca,

a predkos$é pojazdu wzgledem Storica jest
réwna v

na orbite planety poruszajacej sie z predkoscia U. Porusza sie¢ wokél niej po
poélorbicie (180°) z predkoscia v + U wzgledem planety, aby nastepnie opuscié¢ ja
z ta sama predkoscia v + U (wzgledem planety), lecz w przeciwnym kierunku.
Wzgledem nieruchomego obserwatora — np. na Stoncu, predkosé ta bedzie

powiekszona o predkos¢ planety U, dajac v + 2U.
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Wszystko pigknie, tylko... Jak to zrobié, zeby pojazd
kosmiczny ,,czesciowo” orbitowal wokot planety? T jak
kontrolowaé¢ to, w ktérym miejscu pojazd wchodzi na
orbite, a w ktérym z niej wychodzi? Aby rozwiazaé ten
problem, musimy postuzy¢ sie modelem orbit otwartych,
a wiec orbit hiperbolicznych (lub parabolicznych, ale

w artykule skupimy si¢ na tych pierwszych).

Kat ugiecia trajektorii

Zajmiemy sie najpierw wyznaczeniem kata ugiecia
trajektorii pojazdu kosmicznego. Wspomagajac sie
rysunkiem 2, widzimy, ze rzut predkosci na o$ symetrii
zmienia znak przy ugieciu i przechodzi od v cos(180° — )
(zwréconego w kierunku prawego gérnego rogu) do
—vcos(180° — fy), gdzie v to dlugosé wektordw viy 1 vout.
Poniewaz cos(180° — 6y) = — cos 0y, wiec:

Av = 2v cos by.
Te sktadowg predkosci mozna réwniez wyznaczy¢
7 przyspieszenia, dzialajacego w zadanym kierunku.
Woéweczas, korzystajac z prawa grawitacji Newtona,
w krotkim czasie 0t predko$é zmienia sie o Jv dane
wzorem:

ov = —G—]Zw cos 0 ot.
r

Aby uzyskaé¢ Av, sumujemy infinitezymalne
przyrosty dv dla mozliwych wartosci ¢:
+oo

Rys. 2. Kat ugiecia trajektorii pojazdu kosmicznego korzystajacego
z asysty grawitacyjnej

Sumowanie po czasie zamienimy teraz na latwiejsze
sumowanie po kacie §. Wyrazmy najpierw przyrost
czasu 0t poprzez przyrost kata: zakladajac chwilowa
predkosé katowa w, mamy ot = %. 7 mechaniki
klasycznej dla ruchu centralnego moment pedu spelnia

réwnosé J = Iw = mrw, co daje:
J mr?
w=—5 = 0 =—">3a0.
mr? J

Podstawiajac do wzoru na przyrost predkodci,
dostajemy:

GM GM mr? GMm
Av = E ——5— cos 0 dt, ov = ——5cosf - —— 60 = — cos 040,
= r T J J
=—00
przy czym znak ,—” wynika z faktu, ze sita grawitacji a po wysumowaniu po kacie 6:
dziata w kierunku planety i zarazem odwrotnie do o
& GMm
przyjetego kierunku predkosci (prawego gérnego rogu Av = E - cos 0 86.
rysunku). 0=—0,
Dla bardzo malych 66 mozemy skorzystaé z faktu:
Dla Czytelnikéw, ktérzy nie znaja metod Rl e
a Czytelnikéw, ktérzy nie znajg metody . .
catkowania, wyja$niamy: podane lim E cosf 60 = cos 6 df = 2sin 00,
wyrazenie opisuje pole pod wykresem 66—0 0=—0,
funkcji cos 6, ograniczone przedzialem —0o

od —60p do 6y. Kazdy skladnik sumy to
pole prostokata o podstawie 66
i wysokosci cos 6.

co daje nam:
2GMm

J
W powyzszym réwnaniu musimy jeszcze obliczy¢é moment pedu J =7 x mt. Jest
on zachowany w calej trajektorii i najtatwiej go wyznaczy¢ w duzej odleglosci od
ciala niebieskiego, gdzie predkos¢ nie zostala jeszcze zmieniona przez grawitacje.
Po podstawieniu rsinf = h (odleglo$é planety od asymptoty hiperboli) dostajemy
J = muoh, a wzér na zmiane predkosci przechodzi w:

Av =~ sin 6.

Zachecamy takze do samodzielnego
wyprowadzenia tego faktu,

z wykorzystaniem definicji pochodnej:
f/(z) = limp,_0 W oraz faktu,
ze pochodng funkcji sinus jest cosinus.

2GM
Av = — sin 6.
Poréwnujac z wezesniejszym wyrazeniem na zmiane predkosci:
2vcos by = — sin 6y,
otrzymujemy zaleznos¢:
hv? %) hv?
x tghy = ———, = ctg( )=
i (%) g6 = —=17 g<2> Vi
(ARLIR Wartoéé ¢ to kat ugiecia trajektorii pojazdu kosmicznego, a 6y = 90° + £ (rys. 2).
2 L X Przesunigty tangens jest kotangensem z minusem, stad wynik ().
% Maksymalne zblizenie do planety

Parametr zderzenia h, tj. odlegtoé¢, w jakiej ,,asymptotycznie” chcemy przelecie¢
obok planety, zawsze jest wickszy niz minimalna odleglo$¢, w jakiej pojazd
kosmiczny mija planete, na ktérej podlega asyscie grawitacyjnej. Aby uniknaé
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To réwnanie mozemy réwniez zapisaé

w bardziej zwartej formie, poréwnujac je
z réwnaniem hiperboli we wspéltrzednych
biegunowych (patrz: dodatkowy material
w wersji elektronicznej artykutu).
Wéwezas widzimy, ze rmin = a(e — 1),
przy czym a = (;’:é/l to potowa odlegtosci

miedzy ogniskami hiperboli, natomiast

/ 45,2
e= 1+ % to jej mimosréd. Takie

przedstawienie rownania pozwala uniknacé
btedéw zwiazanych z operowaniem bardzo
rozbudowang formutls.
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zderzenia, warto zatem mie¢ mozliwo$é obliczenia minimalnej odlegloéci, na jaka
pojazd zbliza sie do planety. W tym celu zapisujemy:

5 muv? . J? B GMm.

2 2mr? T

Czyli: na energie pojazdu kosmicznego sklada si¢ jego energia kinetyczna
zwiazana z ruchem w kierunku planety (opisywana przez skladowa radialna
predkosci v,.), energia ruchu obrotowego (J?/2mr?) oraz energia potencjalna
grawitacji. Kiedy pojazd jest bardzo daleko od planety, jego energia potencjalna
jest praktycznie réwna zero, a wigc jego energia i moment pedu dane sg wtedy
przez E = mv?/2, J = mvh. Przy maksymalnym zblizeniu sktadowa radialna
predkosci jest réwna zero i korzystajac z zasad zachowania energii i zachowania
momentu pedu (E i J sa stale), dostajemy:

| 1 GM
& = 7mq)2h2 5 — m7 v2T12rlin + 2GM7rmin — U2h2 =0,
2 2 T hin Tmin

i po rozwigzaniu réwnania kwadratowego:
_ —GM vth? \  GM vih?2
rmin == 1=\t emp | = (Witeare 1)

Asysta grawitacyjna Voyagera 1 z 5 marca 1979 roku

Voyager 1 wykonal asyste grawitacyjna wokét Jowisza (GM = 1,27 - 108 km? /s?).
Do planety podchodzil z predkoscia vg = 10,8 km/s (wzgledem planety) i zblizyt
sie na odlegloéé 3,48 - 10° km. Kat wektora predkoéci sondy do wektora predkosci
planety przed ugieciem wynosit ¢ = 180° — 63,8° = 116,2°.

Zadanie: Obliczy¢ kat ugiecia trajektorii oraz parametr zderzenia. Jakie byly

predkosci wzgledem Stonca przed i po zderzeniu?

Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ parametr zderzenia, korzystamy ze wzoru na marginesie
Tmin = a(e — 1):

M min
a:%:1,09o106km — =M 31319
v a
GM
h=—+e?—1=9,38-10° km.
Yo

Dysponujac h (zwrdéémy uwage, ze jest ono blisko 3 razy wieksze niz ro;p), tatwo
obliczy¢ kat ugiecia trajektorii ¢ z (*):

» = 2arcctg (hv%) = 98,6°.
GM ’

Aby okresli¢ predkosci wzgledem Sloiica przed (v;) i po zderzeniu (vy),
rozkltadamy predkoéé¢ w uktadzie planety na styczng i prostopadla do predkosci
planety i czes$é¢ styczng uzupelniamy o predkosé planety (12,83 km/s):
v; = vasin? + (v cos p + 12,83 km/s)? = 12,593 km /s,
———
p

redkos$¢ prostopadia predkosé styczna

vp= [ visin®(p —®) + (vocos(p — @)+ 12,83km/s)* = 23,324 km//s.
predkosé prostopadta predkosé styczna
Parametry innych asyst dla Voyagera 1 i Voyagera 2

Na koniec, by daé¢ mozliwo$¢ dodatkowego prze¢wiczenia przedstawionej wiedzy,
podajemy tabele z danymi dotyczacymi manewréw sond Voyager 1 i Voyager 2.

Misja Pmin [km] | vo [km/s] | GM [km?/s?] | vp [km/s) ®
Voyager 1, Jowisz | 3,48 x 10° 10,8 1,27 x 108 12,8 116°
Voyager 2, Jowisz | 7,21 x 10° 7,62 1,27 x 108 12,7 132°
Voyager 2, Saturn | 1,61 x 10° 10,7 3,79 x 107 9,59 81,8°
Voyager 2, Uran | 1,07 x 10° 14,7 5,79 x 10° 6,71 74°

Zrédlo: R.J. Cesarone (1 989). W oryginalnym artykule kaqty podawane byly wzgledem grotu
predkosci planety, tu sq przeliczone na ket miedzy wektorami zaczepionymi we wspdélnym punkcie.
Uwaga: predkos$ci planet wykazujg réznice w réznych miejscach swojej orbity!
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