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Peki harmoniczne
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury zachecam Czytelnika do zapoznania sig¢
z poprzednim odcinkiem.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Rozwazmy konfiguracje geometryczng z rysunku 1. Obliczajac na dwa sposoby pola
trojkatéw AXS i BX S, otrzymujemy
[AX| [AXS] jawsina

asin o

|BX|  [BXS] lbzsing  bsing’
s . JAY| _ asin(a+B+7) _ asind : 7 . LA
Analogicznie BY] = — bsmy = heny - Mamy wiec réwnowaznosc:

dcinki AB i sg harmonicznie sprzezone sin asiny = sin B sin d.
Odcinki AB i XY sa harmonicznie sprzezone <= sin asinn in Bsind

Powyzsza réwnosé nie zalezy od polozenia prostej ¢ (nawet gdy przecina proste
Ly, lx, g, ¢y w innej kolejnosci), wiec jest ona wlasnoscia peku. Wnioskujemy
zatem, ze kazda prosta przecinajaca te cztery w punktach kolejno A, X, B, Y,
sprezentuje nam harmonicznie sprzezone odcinki AB i XY. Taki pek czterech
prostych nazywamy pekiem harmonicznym, a punkt S — jego Srodkiem.

Rozwazania te nalezy uzupelnié¢ o prosta £ réwnolegla do, powiedzmy, £y — wowczas
Y = oo. W tej sytuacji harmoniczne sprzezenie odcinkéw AB i XY jest réwnowazne
réwnosci [AX| = |BX|. Z réwnoleglodci fy || £ mamy |¥xSAX| =01 |xSBX|=7.
7 twierdzenia sinuséw dla tréjkata ABS mamy asind = bsin~y, skad

|AX| asina asina bsiny  sinasiny

|BX|  bsinf  bsinf "asind  sinfBsing’
Dlatego |AX| = |BX| wtedy i tylko wtedy, gdy sin asin+y = sin Ssind. W koricu
wykazaliSmy:

Twierdzenie 1. Przeciecie peku pewnq prostq daje pare odcinkéw harmonicznie
sprzezonych wtedy i tylko wtedy, gdy przeciecie go kazdg prostqg daje pare odcinkdéw
harmonicznie sprzezonych.

Na koniec jeszcze o pewnym szczegdlnym peku harmonicznym. Na potrzeby kacika
bede go nazywal prostokgtnym (nie jest to nazwa oficjalna, ale moglaby taka by¢),
poniewaz pewne dwie proste nalezace do niego przecinaja si¢ pod katem prostym
(rys. 2). Ponizsze twierdzenie szczegélowo opisuje te konfiguracje.

Twierdzenie % Dany jest trojkgt ABS. Punkty X 1Y lezg na prostej AB. Jesli

spetnione sq pewne dwa z ponizszych warunkow, to zachodzi takze trzeci:

(a) odcinki AB i XY sq sprzezone harmonicznie;
(b) kgt XSY jest prosty;
(c) prosta SX jest dwusieczng kgta ASB.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze zachodza warunki (b) i (¢). Prosta SY jest dwusieczna
kata zewnetrznego ASB, wiec odcinki AB i XY sa sprzezone harmonicznie na
mocy twierdzenia 2(3) z poprzedniego kacika. Zalézmy teraz, ze zachodzi (a) —
pokazemy, ze wowezas (b) i (c) sa réwnowazne, czym zakonczymy dowdd twierdzenia.
Poprowadzmy prosta ¢ prostopadla do SX, przecinajaca proste AS, BS, XS, Y S
w punktach, odpowiednio, A’, B/, X', Y'. Zachodza nastepujace réwnowaznosci:

[¥XSY|=90° < V' =0 < |X'4A'|=|X'B| < |xASX|=|xBSX]|.

Zadania

1. Dany jest trapez ABCD. Punkty P i Q sa $rodkami
podstaw, odpowiednio, AB i C'D. Przekatne tego trapezu
przecinaja sie w punkcie R, a przedtuzenia ramion — 4
w punkcie S. Okregi o érednicach PQ i RS przecinaja sie
w punktach K i L. Udowodnié, ze |«xQKR| = 45°.

2. Punkt X lezy na wysokoéci AD tréjkata ABC. Proste
BX i CX przecinaja, odpowiednio, odcinki AC' i AB
w punktach E i F. Udowodnié¢, ze prosta AD jest

dwusieczng kata EDF.

3. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do
odcinkéw BC, CA, AB w punktach, odpowiednio,

D, E, F. Dwusieczna kata BAC przecina odcinek DFE
w punkcie P. Wykazaé, ze AP1 BP.

. Dany jest okrag w o $rednicy AB. Punkt P lezy na
prostej AB, przy czym punkt B znajduje sie na
odcinku AP. Na okregu w wybrano taki punkt T,
by prosta PT byta do tego okregu styczna. Punkt M
jest érodkiem odcinka PT, a punkt N jest rzutem
prostopadlym punktu T na odcinek AB. Proste NT
i BM przecinaja si¢ w punkcie Q). Dowiesé, ze AQ || PT.
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