Wielomiany symetryczne
Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika, aby powrdcil na chwile do kacika nr 2 w|A%, — s tam
definicje kilku podstawowych pojeé, wystepujacych réwniez w niniejszym tekscie.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przez S,, bede oznaczal zbiér wszystkich permutacji ciagu (1,2, ...,n). Rozwazmy
wielomian
(W) Wars oo (1502, 20) = D 25t Tty - Tgy-

Zwr6oémy uwage, ze permutujemy tu zmienne,
pozostawiajac wykladniki na swoich miejscach — mozna
tez na odwrdt. Na uzytek tego kacika, jedli jest jasne,
jakie zmienne wystepuja, bede uzywal nastepujacych
zapisow:

xPtxg? . oirnt = (g ag ... ),
Wal,az,“.@n (371,1‘2, cee ,.Z'n) = [041 Qg ... an]

Z samej definicji wynika, ze wielomian (W) jest
symetryczny. Co wiecej, z dokladnosciag do stalej jest
to ,najmniejszy” wielomian symetryczny, w ktérym
wystepuje skladnik (g ag ... ay).

Wiecej $wiatla powinien rzuci¢ przyktad:

WQ,l,l(xv Y, Z)

:l‘2y121+y221$1+2’21’1y1+Z2y1$1+y2$12’1+$221y1

=22y + 2% 20 + 22% 2y,
Mamy tu sume szeéciu jednomianéw, bo 6 = 3!, ale
niektére sa rowne. Co wiecej, po uporzadkowaniu
wszystkie jednomiany maja ten sam wspdlczynnik. To
nie jest przypadek. Niech w ciagu oy, aq, ... a, bedzie ng
zer, n1 jedynek, no dwdjek itd. Wowczas wspolnym

oc€ES,
wspoélczynnikiem jednomianéw po uporzadkowaniu
wielomianu (W) jest ng! - nq!-na!- ..., czego wykazanie

pozostawiam Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie
z kombinatoryki.

Skoro w wielomianie (W) wszystkie wspdlczynniki sa
rowne, rozpatruje sie czasem unormowana jego wersje,
w ktorej wszystkie wspotezynniki sg jedynkami:
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Jednymi z najwazniejszych wielomianéw symetrycznych
sa elementarne wielomiany symetryczne

(E) Ep(z1,...,2z5)

2.

1<i1<...<ip<n

:Ml,_“71,07___70(1‘1,...,J}n) = Z‘il ...J}ik
(w indeksie M jest dokladnie k jedynek). Pojawiaja sie
one miedzy innymi we wzorach Viete’a. W szczegdlnosci
prawdziwa jest rownos$é
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A na koniec pomnozymy wielomiany takie jak (WJ). Powiedzmy, ze jeden z nich
jest suma k jednomiandéw, a drugi — [ jednomianéw, wigc, mnozac tradycyjnie,
trzeba wykonaé kI mnozen (a liczby k il moga by¢ réwne n!). Ponizsza réwnosé
pozwala zmniejszy¢ liczbe mnozen do min{k, 1}
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Jako przyklad obliczymy [2110]-[1100]:
+ | 1100 | 1010 | 1001 | 0110 | 0101 | 0011
2110 \ 3210 \ 3120 \ 3111 \ 2220 \ 2211 \ 2121

To tylko 1/4 pelnej tabeli mnozenia przez (2110), pozostale trzy czedci sa takie
same. Otrzymujemy wiec

[2110]-[1100] =8[3210] +8[2211] +4[3111] +4[2220].

Zadania

1. Wykazaé, ze kazdy wielomian symetryczny zmiennych x i y mozna otrzymac
z wielomianéw x + y oraz xy, za pomoca dodawania i mnozenia wielomianéw
oraz mnozenia przez stala.

2. Wiedzac, ze

r+y+z=a, 2 +y*+22=0b P+yP+0=c
znalez¢ wielomian szedcienny, ktorego pierwiastkami sa x, y, z.
3. Niech a,b,c,d # 0,1 beda liczbami rzeczywistymi. Udowodnié, ze jesli
a+bt+ctd=14+1+141=2
PSR 1 1 1
to rowniez 1= + 15 + 1= + 173 = 2-
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