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Rys. 1. Rysunek pogladowy sekwoi,
drzewa, ktére osiaga nawet 116 m
wysokosci (przy podstawie ludzie). Autor
ryciny: Robert van Pelt, dzigki
uprzejmosci autora [8]

Celem tego eksperymentu byto takze
ztamanie innego dogmatu — $wiatto
propagowalo si¢ przez prézni¢ bez
potrzeby medium.

Drzewo, jakie jest, kazdy widzi
Radost WASZKIEWICZ™ ¢ Jan TURCZYNOWICZS

Seminarium dendrologiczne

Znana biolozka z Matplanety, Hydrargia, specjalizujaca si¢ w badaniu

i klasyfikacji najwyzszych drzew swojej rodzimej planety, przybyla na Ziemie,
by wyglosi¢ prezentacje na seminarium dendrologicznym. Ku jej zaskoczeniu
okaz, ktéry po wielu latach poszukiwan udalto jej sie zaobserwowaé — mierzacy
az 76 cm — nie wzbudzil wsréd stuchaczy najmniejszego zainteresowania, nie
moéwiac juz o oczekiwanych okrzykach zachwytu. Oburzona reakcja publicznosci
Hydrargia zaczeta dopytywaé¢ znamienitych ziemskich dendrologéw o drzewa
rosnace na ich planecie, co zapoczatkowalo zywa dyskusje. Szybko okazalo sie,
ze jedyna istotna réznica miedzy flora obu planet jest ciecz, ktorej potrzebuja
drzewa do zycia: na Matplanecie to rte¢, a na Ziemi — woda. Zastanéwmy sie, co
jeszcze mogto wyniknaé z tej niezwyklej wymiany zdan. . .

Rys. 2. Tzw. eksperyment Torricelliego: maksymalna wysoko$é stupa cieczy w odwréconej rurze
wypelnionej rtecia odpowiada ci$nieniu atmosferycznemu. Rycina z ksigzki F. E. Comptona [2].
Ilustracja demonstracji z XVII wieku

Horror vacui

Starsi Czytelnicy bez trudu skojarza ,, 760 mm shupa rteci” z prognoza

pogody, a dokladniej z ci$nieniem atmosferycznym (mierzenie ci$nient

w mm Hg wciaz spotkamy np. w pomiarach ci$nienia tetniczego). Tylko co
ci$nienie atmosferyczne ma wspdélnego z rtecia? Odpowiedz na to pytanie

znal juz w 1647 roku kapucyn Valerianus Magnus [6], kt6ry przeprowadzil
nastepujaca demonstracje przed znamienita publicznoécig na Zamku Krélewskim
w Warszawie. Dluga, jednostronnie zamknieta rure catkowicie napetnil rtecia,
zatkal dlonia [sic!], obrécil otworem do dotu, zanurzyl w balii wypelnionej
rtecia i cofnal dlon spod otworu (por. rys. . Ku zdumieniu dworu nad rtecia
pojawila sie pusta przestrzen. Inaczej niz przewidywal Arystoteles, to nie
horror vacui — strach (natury) przed préznia — utrzymuje rteé¢ w odwréconym
naczyniu, tylko ciSnienie atmosferyczne wpycha ja do srodka, wiec tenze
whorror” mozna przezwyciezy¢ odpowiednio duza sitg ciezkosci, uzyskujac
préznie. Maksymalng wysoko$é stupa cieczy w takim uktadzie wyznaczono
eksperymentalnie w pierwszej polowie XVII wieku i — jesli wierzyé¢ Valerianusowi
Magnusowi — dokonano tego na dworze kréla Wladystawa IV jeszcze przed
Torricellim, ktéry z wyznaczenia cisnienia atmosferycznego zastynat.

Ta demonstracja postuzy nam za minimalny model (za poSrednictwem cieczy) atmosferyczne p,, a od strony
zachowania sie cieczy wewnatrz drzewa. Modelem rury, ku dotowi, naciska stup rteci, z ciSnieniem pgh,
bedzie catkowicie wypelniona, jednostronnie otwarta gdzie p = 13,5 g/cm?® jest gestoécia rteci, g = 9,81 m/s?
rura zatkana od strony lidci (gdzie zachodzi parowanie, przyspieszeniem grawitacyjnym, a h wysokoscia

o tym p6zniej), z dolnym koricem zanurzonym stupa rteci. Przeksztalcajac réwnanie i podstawiajac

w zbiorniku z ciecza. IloSciowo réwnowage w tym pa = 1000 hPa, otrzymujemy h = 76 cm. Jesli w rurze
eksperymencie mozna zrozumie¢, analizujac sity nie bylo powietrza, to nad stupem cieczy znajduja
dzialajace na maly fragment stupa cieczy blisko si¢ bardzo rozrzedzone pary rteci — w przyblizeniu
wylotu rury. Od strony powietrza, ku gérze, naciska préznia.
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Doswiadczenie z wyrownywaniem ci$nien pozwolito
badaczom zrozumie¢, dlaczego drzewa Matplanety

nie moga przekraczaé¢ wysokosci 76 cm — rteé splywa
ponizej, nie pozwalajac wyzszym partiom drzewa z niej
korzysta¢. Chwile po dojéciu do tego wniosku padlo
pytanie z sali, po ktérym zapadta glucha cisza.

Dlaczego drzewa na Ziemi moga by¢ wyzsze
niz 10 m?

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla wody,
dla ktérej p = 1 g/cm?, otrzymujemy hpax ~ 10 m. Moze
sie wiec wydawaé, ze drzewa nie powinny rosnaé¢ na
wysokosé przekraczajaca 10 m — jest to maksymalna
wysokosé, na ktoéra mozna zassa¢ wode, obnizajac
ci$nienie gazu nad swobodna powierzchnia cieczy.
Whiosek, w zestawieniu z obserwacja przyrody za
oknem, a tym bardziej z najwyzsza sekwoja na $wiecie,
Hyperionem, mierzacym 116,07 m (rys. (1), wydaje sie
absurdalny.

Metoda przezwyciezenia tej granicy lezy w budowie
lici i obiegu wody w roslinie. Drzewa nieustannie
odparowuja wode przez tak zwane aparaty szparkowe
znajdujace sie na liéciach. Aby uwzglednié ten proces
w naszym modelu drzewa, mozemy przyjac, ze te
struktury stanowia gérne zakoniczenie rury w postaci
blony pélprzepuszczalnej.

Rosliny posiadajg tez inne struktury utatwiajace parowanie (np.
przetchlinki).

Proces ten powoduje ciagly przeplyw cieczy w kierunku
aparatéw szparkowych z predkoscia rzedu 0,1 mm/h.

Ciecze pod ujemnym ciSnieniem

Przedstawiony mechanizm prowadzi do zjawisk

wykraczajacych poza nasze codzienne intuicje o cieczach.

Zaltézmy znéw, ze woda wewnatrz drzewa porusza sie
ze stala predkoscia, a co za tym idzie, sily dzialajace na

jej maly wycinek, na danej wysokosci, sa w rownowadze.

Zeby to bylo mozliwe, potrzebny jest hydrostatyczny
(woda porusza sie na tyle wolno, ze wszelkie opory
ruchu mozemy pominaé) rozklad ci$nienia wewnatrz
stupa cieczy p(z) w zaleznosci od wysokosci od gleby, z,
dany przez:

(1) p(2) = pa — py=.

Zatem dla drzew wyzszych niz 10 m absolutne ciénienie
na czubku drzewa jest ujemne, a co za tym idzie, woda
jest rozciggana, a nie, jak zazwyczaj, Sciskana. To stan
materii bardziej kojarzony z cialem stalym (nie ma
przeciez problemu z wyciaganiem wody z glebokiej
studni wiadrem na napietym sznurku, podczas gdy przy
uzyciu zwyklej pompy moze to by¢ niemozliwe).

Wracajac do eksperymentu Magnusa—Torricellego —
kiedy sprobowano umiesci¢ rte¢ w stanie naprezenia,
w do$wiadczeniu spontanicznie pojawila sie
powierzchnia swobodna, i rte¢ odparowala, tworzac
babel rozrzedzonych par rteci na gérze zatkanej rury.
W przypadku wody rzeczywisto$¢ okazuje sie bardziej
zlozona — pomiary ciSnien w drzewach pozwalaja
uzyskiwaé wartosci az do —80 bar [7].

10

W szkole uczymy sie, ze stan skupienia wody przy
danym ci$nieniu p i temperaturze T mozna odczytaé

z diagramu fazowego (rys. [3). Mozemy z niego
wywnioskowaé, ze jesli nalejemy do garnka wody

w temperaturze pokojowej T = 20°C, a nastepnie
obnizymy cisnienie do bardzo matej wartosci
(powiedzmy 0,02 atm), to cala woda zamieni si¢ w pare
wodna. Czy to znaczy, ze woda w drzewie zacznie wrzec
juz ponizej 10 metréow jego wysokosci? Odpowiedz
brzmi (jak to zwykle bywa z trudnymi pytaniami): to
skomplikowane. Przy wyznaczeniu diagramu fazowego
rozwaza sie uklad, w ktérym ciecz moze swobodnie
zamienia¢ si¢ w gaz — w przypadku garnka dzieje sig¢ to
na powierzchni styku gaz-ciecz.

Okazuje sig, ze ciecz, ktorej powoli zmniejszamy
cisnienie, moze znalezé si¢ w stanie metastabilnym,
innymi stowy woda jest ,przegrzana”, ale wciaz ciekla.
W domu latwiej (i bezpieczniej) zaobserwowaé taki stan
metastabilny ze wzgledu na przemiane z cieczy w cialo
stale — czasami wlozony do zamrazarki napéj potrafi
dlugo pozostawaé ciekly, az do momentu otworzenia,
kiedy gwaltownie zmienia sie w lodowa ,kasze”. Innym
przyktadem ,przechtodzenia” moga by¢ wielokrotnego
uzytku saszetki ogrzewajace.
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Rys. 3. Diagram fazowy wody

Parowanie przy niskich ci$nieniach

Taki stan metastabilny mozna osiagnaé tylko przy
pewnych warunkach. Aby moglo doj$é do parowania,
musi najpierw pojawié¢ si¢ protobabelek, czyli maty
pecherzyk pary, ktéry powstaje wskutek fluktuacji
termicznych. Niektére czasteczki cieczy maja chwilowo
wiecej energii i moga zainicjowaé jego powstanie.

Nastepnie taki protobabelek moze sie albo powigkszacé,
albo maleé, zaleznie od warunkéw, przy ktoérych
powstal. Decyduje o tym wartos¢ energii swobodnej
(dokladniej, przy zalozeniu przemian izotermicznych,
energii swobodnej Gibbsa), ktéra mozemy obliczy¢,
znajac liczbe czastek gazu N w babelku oraz jego
promien 7.

Bardziej skomplikowana matematycznie analiza uwzglednia réwniez
zmiany N.

Babelek bedzie miat powierzchnie A = 4712, objetosé
V = (4/3)7r3 oraz wewnetrzne (dodatnie) cignienie pi,.
Moze ono byé inne niz stale (potencjalnie ujemne)
ci$nienie cieczy na zewnatrz pext. Zmieniajac objetosé
od pewnej poczatkowej wartoéci Vy, zewnetrzne



ci$nienie wykonuje prace:
(2) Wext = pext(V - VO)
Z drugiej strony praca wykonana na parze (przyblizonej
przez gaz doskonaly) przy izotermicznym rozprezaniu
Wynosi:
v
(3) Win = —NkpT'In () ,
Vo
gdzie kp = 1,38 x 10723 J/K jest stala Boltzmanna.
Sumujac czlony z réwnan (2)—(3)), dochodzimy do
wniosku, ze gdy pext < 0, to oplaca sie zwieksza¢ V.
Babelek rosnie, ci$nienie p;, spada, i woda wyparuje.
Taki model nie uwzglednia wszystkich zjawisk
zachodzacych wewnatrz drzewa. Brakujacym elementem
jest napiecie powierzchniowe o wspétczynniku v, ktére
daje dodatkowy, dodatni, wktad do catkowitej pracy
’y(A - Ao):

(4) W = pese(V — Vo) — NE5TIn (50) (A Ay).

Wykres tego, jak energia swobodna zalezy od promienia
na rysunku 4.
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energia (E/N) [kgT)

promieri babelka (r) [nm]

Rys. 4. Zaleznos$¢é energii swobodnej na czasteczke pary od promienia
babelka przy zewnetrznym ci$nieniu pext = —200 bar. Dla babelkéw
zawierajgcych niewiele czgsteczek wykres ma ,,gérke”, ktorg trzeba
pokonaé, aby zainicjowaé parowanie

Energia uktadu pozwala nam przewidzieé, jak zachowa
sie babelek — jego promien bedzie si¢ zmieniaé tak,

aby poruszaé sie ,w dot” krzywej. Jedli jego promien
bedzie wigkszy od przypadajacego na maksimum,

r &~ 7 nm, babelek bedzie rosnac i cala ciecz wyparuje,
jednak kiedy promien bedzie mniejszy, babelek

zacznie maleé¢. Cho¢ jego energia bedzie wyzsza

niz ta stanu calkowitego wyparowania, osiggniecie

tego stanu wymaga najpierw pokonania bariery
energetycznej, czyli osiggniecia odpowiednio duzego
promienia poczatkowego. Na szczedliwy zbieg fluktuacji
termicznych, ktory przepchnie babelek przez bariere
energetyczna, mozna czeka¢ bardzo dlugo.

Taki stan ukladu nazywamy wlasnie stanem
metastabilnym. Mdowiac jezykiem technicznym: uktad
znajduje si¢ w lokalnym minimum energetycznym i aby
przejéé¢ do globalnego minimum, potrzebna jest znaczna
energia aktywacji, ktorej fluktuacje termiczne zazwyczaj
nie sa w stanie dostarczy¢. Innymi stowami mozna
powiedzieé¢, ze woda znajduje sie powyzej krzywej
spinodalnej (ang. spinodal curve) ciecz—para.

Od tego momentu bedziemy rozwazaé tylko sytuacje,

w ktorych pext < 0. Zgodnie z prawem Laplace’a napiecie
powierzchniowe powoduje réznice cisnien miedzy

para a woda, wynoszaca piap = 2v/r. Korzystajac
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z pV = NkpT, mozemy wyrazi¢ réznice cisnien
dzialajaca na Scianki babelka w funkcji r jako:

2y  NkpT
(5) Ap = Pext T+ -~ 2_.3 -
T gﬂ"f’

W ekstremum energii swobodnej (zaréwno

w maksimum, jak i minimum) babelek znajduje sie

w réwnowadze mechanicznej, zatem Ap = 0. Warunek
rownowagi prowadzi do réwnania trzeciego stopnia:

(6) AT Pexsr> + 81yr? — 3NkgT = 0.

O liczbie rzeczywistych rozwiazan réwnania ((6))
decyduje wyr6znik (szersze omoéwienie tej metody
znajdziemy w |,Po co nam A?” z numeru AS,). Mozemy
zbadac liczbe rzeczywistych rozwigzan. Dla ujemnych
Dext WSpOlczynnik wiodacy wielomianu (6) jest ujemny,
a wartos¢ wielomianu dla r = 0 tez jest ujemna, wiec na
pewno wystepuje jedno rozwiazanie dla r < 0, ktére nie
ma interpretacji fizycznej; w takim razie, gdy wystapia
trzy rozwiazania, to dwa dodatnie odpowiadaja za
maksimum i minimum z rysunku 4. Gdy A = 0, wykres
energii F(r) ma wyplaszczenie, a dla A < 0 nie ma
maksimum, i kazdy babelek wyparuje. Wyréznik
Wynosi:

(7) A = 487°NkpT (12877 — 8INkpTpZ,) ,

wigc warunek istnienia bariery energetycznej (A > 0)
mozna zwiezle wyrazié¢ jako:

(8) S8INkpTpZ,, < 128773

Jesli nawet najmniejszy mozliwy protobabelek (taki, dla
ktorego N = 1, czyli sklada si¢ z jednej czasteczki gazu)
bedzie wystarczajacy dla zainicjowania parowania, to
woda zacznie parowaé¢ w calej swojej objetosci.

W rzeczywistosci w przypadku tak malych protobabelkéw przyjete
uproszczenia — para to gaz idealny i napiecie powierzchniowe
niezalezne od krzywizny powierzchni — staja si¢ nieralistyczne. Na
szczedcie prawdziwe protobabelki sg wigksze niz N = 1 i w tym zakresie
przyjete uproszczenia sg dostatecznie dobre.

Podstawiajac do (8)) N = 1 i przeksztalcajac na ciénienie,
otrzymujemy oszacowanie peyxe > —6800 bar. Wedtug tego
rachunku woda powinna by¢ w stanie metastabilnym
nawet dla ogromnych ujemnych cisnien, uzytecznosé
tego rachunku mozemy zweryfikowaé¢ do$wiadczalnie
metoda zaproponowang przez Briggsa (1950) [4].

W jego laboratorium z ogromna predkoscia obracano
rur¢ wypelniona woda, tak aby sila od$rodkowa
rozrywajaca ciecz wytworzyla ujemne ci$nienie. Przy
odpowiednio duzej predkosci obrotowej (a co za tym
idzie, odpowiednio niskim, ujemnym ci$nieniu) blisko
osi obrotu woda parowata, co pozwalalo reszcie prébki
wystrzeli¢ na sensor z koncéwek wirujacej rury. W ten
sposob zbadano graniczne cidnienie, przy ktéorym

woda jest metastabilna. Dla T' = 285 K otrzymano

Pext & —270 baréw, a zatem woda stala sie niestabilna
duzo wezeséniej (o czynnik okoto 25) w poréwnaniu

do naiwnego rachunku. Prawdopodobnie wynika to

z faktu, ze babelki o wigkszej liczbie czasteczek réwniez
spontanicznie powstaja, a przeciez wigksze babelki

sa mniej stabilne (cf. rys. [4)). Dopasowujac liczbe
czasteczek w protobabelku (N ~ 730) oraz uwzgledniajac
zaleznos¢ napiecia powierzchniowego od temperatury,


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2022/06/delta-2022-06-po-co-nam.pdf
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2022/06/delta-2022-06-po-co-nam.pdf

100 / doglebnych odpowiedzi (i kolejnych trudnych
o giee probleméw) zapraszamy do lektury prac [3] oraz [1].
% Ciekla woda okazuje si¢ tak stabilna, ze jesli problemem
& byloby tylko pompowanie do géry, najwyzsze drzewo
: mogloby mie¢ wysoko$¢ nawet 2 km. Wartos¢ ciSnienia
krytycznego, mogloby sie wydawac, nie ma w takim
razie konsekwencji dla biologii — jednak w przypadku
mangrowcdéw takie ogromne ujemne ci$nienia sa
% 5 50 0 0 0 100 potrzebne do wciagania wody bez soli korzeniami
temperatura (7)) [°C] zanurzonymi w morzu (odwrécona osmoza), ale to juz
zupelnie inna historia.

ciecz — stan metastabilny

brak rownowagi

ujemne cisnienie (pey) [bar]

Rys. 5. Ekstremalne ujemne ci$nienia, przy ktérych woda pozostaje
w metastabilnym stanie cieklym. Poréwnanie do$wiadczen (wiréwka
— pelne punkty [], kawitacja akustyczna — puste punkty [5]) z teoria, Literatura
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O pewnej konkurencji, w ktérej parabola nie ma réwnych sobie
* Katedra Matematyki i Informatyki, Kata’l“zyna DOMA NSKA *

Uniwersytet Jana Diugosza
w Czgstochowie Czy dla kazdej siecznej do wykresu da sie znalezé réwnolegta do niej styczna?

Lub bardziej precyzyjnie, czy majac dana funkcje f i sieczna ¢ poprowadzona
przez punkty o odcietych z1 < 22, mozna tak dobraé¢ punkt xg € (21, x2), zeby

. ,  styczna do wykresu funkcji f w (xo, f(x0)) byla réwnolegta do £?

Tr2) 1+

Sieczng £, o ktérej tu mowa, jest prosta nachylona do osi Ox uktadu

fla) 1 wspolrzednych pod katem, ktoérego tangens — jak latwo dostrzec — jest rowny
ilorazowi % Tangens kata nachylenia stycznej w (zo, f(zo)) jest zadany

i — przez pochodna: f'(xg). Pytanie o prosta styczna réwnolegla do £ jest wiec
/ 1 To T2 pytaniem o istnienie xg € (21, 22) o wlasnosci

Rys. 1. Sieczna £ poprowadzona przez

pl}llnkty (z1, f(a:l)I)) 1p(:v:jf(w2)) (I;raz f’(ﬂfo) — M

poprowadzona przez (xo, f(zo)) styczna To — X1

swnolegla do ¢ (nie jedynal
réwnolegla do £ (nie jedynal) Jak powszechnie wiadomo, odpowiedZ na powyzsze pytanie (dla funkeji f

rézniczkowalnej w danym przedziale) przynosi klasyczne twierdzenie Lagrange’a
o wartosci $redniej. Odpowiedz jest pozytywna. Trzeba tylko nadmienié, ze
szukana styczna nie musi by¢ jedyna, a teza twierdzenia nie daje nam jawnego
wzoru na punkt xg, ktérego istnienie jest owa teza zapewnione.

Twierdzenie Lagrange’a dla trojmianéw. Latwo sprawdzié, ze specyficznie

\ / zachowuje sie pod tym wzgledem funkcja okreslona tréjmianem kwadratowym.
Istotnie, rozwazajac funkcje f: [z1,72] — R okreslong wzorem f(z) = az? + bz + ¢,
mamy
flae) = fla1) a(a3 — %) +b(wz — 1)

=a(zg+m1)+b oraz f'(r)=2ax+b,
To — X1 To —T1

dla wszelkich x € (21, x2). Pozwala to zauwazy¢, ze punktem z ,realizujacym”
(dodajmy, ze w przypadku a # 0 jedynym) poszukiwana styczna, réwnolegla

. 2 . . . .
g{yg. 2. Wykres Cf{“nkc_lldf(_“") = Jego do prostej ¢ przechodzacej przez punkty (z1, f(x1)) oraz (z2, f(x2)), jest
Wwie sieczne 1 odpowladajgce 1m styczne. , . . . . s .
W obu przypadkach punkt zo = Z1522 $rednia arytmetyczna liczb z; i 2. Przykladu moze tu dostarczy¢ funkcja

zadaje jedyng mozliwg styczng przyporzadkowujaca argumentowi x wartosé 2 (por. rys. 2).
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