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z tych eksperymentéw jest czuly na inne efekty. Na przyklad nasz eksperyment
T2K jest lepszy w mierzeniu symetrii CP. Eksperyment Nova przesyla wiazke
neutrin na zdecydowanie wieksza odleglo$¢ i w zwiazku z tym jest w stanie lepiej
badaé wplyw materii (dostlownie Ziemi) na neutrina — a to daje nam wieksza
szanse na uzyskanie odpowiedzi, z ktéra hierarchia mas mamy do czynienia. Ale
nawet Nova nie moze si¢ rownac¢ z badaniami neutrin atmosferycznych, ktore
moga przenikac¢ do detektora z drugiej strony kuli ziemskiej po przejsciu przez
planete (12 742 km). Warto tez podkresli¢ fakt, ze polaczenie sil eksperymentéw
T2K i Nova zwieksza dwukrotnie statystyke zebranych danych, ktorych nie
mamy tak duzo, poniewaz neutrina bardzo rzadko oddzialuja z materia.

Dotychczasowe ustalenia nie daja jednak ostatecznych odpowiedzi. Pierwsze dwa
eksperymenty T2K i Nova sugeruja ztamana symetrie CP i odwrdcona hierarchie
mas. Badania neutrin atmosferycznych z kolei sugeruja normalng hierarchie mas.
Jakkolwiek statystyczna istotnosé tych wynikéw jest jeszcze niska. Potrzeba
wiecej danych, czyli wiecej zarejestrowanych przypadkéw neutrin w dalekim
detektorze.

Eksperymenty T2K, Nova, Super-Kamiokande nadal zbieraja dane, wiec
mozemy oczekiwaé¢ nowych wynikéw w niedalekiej przysztosci. Ponadto
budowane sa nowe eksperymenty: DUNE w Stanach Zjednoczonych oraz
Hyper-Kamiokande w Japonii. Wierzymy, ze pozwola nam na rozwiktanie
opisanych tu zagadek.

O dyfeomorficznym lepieniu pierniczkéw
Zofia GROCHULSKA*

Wyobrazmy sobie, ze bierzemy do reki nasza ulubiona foremke w ksztalcie
Muminka i wycinamy nig pierniczek. Muminek, jak wiemy, ma do$é obte
ksztalty (podobno ich autorka, Tove Jansson, podczas tworzenia rysunkéw

tych postaci inspirowala si¢ ksztaltem zasp $nieznych; finskie lasy zima zdaja
si¢ roi¢ od Muminkéw). Gdyby$my nie mieli odpowiednich foremek, a bardzo
chcieli mie¢ pierniczek w ksztalcie Muminka, mogliby$my wycia¢ szklanka kétko
i zdeformowacé je do ksztaltu tego sympatycznego bohatera dzieciecych opowiesci.
Innymi stowy, znalezliby$my funkcje f, ktéra przeksztalca koto (dwuwymiarowa
kule) na pewien obszar (dwuwymiarowego Muminka). Mozemy wykonaé to
przeksztalcenie na wiele sposobéw, ale na potrzeby naszej opowiesci lepiej bedzie

Dyfeomorfizm to przeksztatcenie o wielu cechach
pozadanych z punktu widzenia analizy matematycznej:
jest odwracalne (czyli istnieje przeksztalcenie odwrotne)
oraz zaréwno ono samo, jak i jego odwrotnosé sa
rozniczkowalne. PrzegryZzmy te definicje powoli, jakby to
byt ostatni pierniczek w tym roku. Zeby przeksztalcenie
bylo odwracalne, kazde dwa rézne punkty ciasta

musza zostaé przeksztalcone na dwa rézne punkty
(muminkowego) ciasta. Innymi stowy, nie wolno nam
skleja¢ ze soba kawalkéw ciasta. Wowczas bedziemy
mogli, po uformowaniu Muminka, wykonaé¢ ruchy
odwrotne do wczesniejszych i wréci¢ do pierwotnego
ksztaltu kota. Rézniczkowalnosé to troche trudniejsze
stowo, znane licealistom przygotowujacym si¢ do
matury rozszerzonej. Nie bedziemy tu przytaczac
definicji, sprébujemy natomiast opisac¢, jak wyglada
takie przeksztalcenie, ktére jest rézniczkowalne

(i ktérego odwrotnosé réwniez taka jest). Ot6z takie
przeksztalcenie wyglada troche jak Muminek — jest
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zamieni¢ koto w Muminka w sposéb dyfeomorficzny.

oble, pelne kraglosci, nie przyczynia si¢ do powstawania
kantéw ani szpiczastych elementéw (zaokragla,

choéby delikatnie, nawet muminkowe uszy!). Biorac

to wszystko pod uwage, mozemy stwierdzié, ze jesli
uformujemy Muminka z kétka poprzez rozcigganie
ciasta w odpowiednich miejscach, to deformacja

kota w Muminka bedzie dyfeomorfizmem. Co wiecej,

w podobny sposéb mozemy przeksztalci¢ koto na ksztalt
ptaskiej Matej Mi lub ptaskiego Ryjka.

Musimy uscislié¢ jeszcze pewna ceche dyfeomorfizmow.
Dyfeomorfizmy mozemy podzieli¢ na zachowujace
orientacje i odwracajace orientacje. Wyobrazmy sobie,
ze nasze ciastowe kotko z wierzchu pomalowane jest na
rézowo, a od spodu na niebiesko. Jesli przeksztalcimy
kotko dyfeomorficznie w Muminka tak, ze przod Muminka
bedzie rézowy, to bedzie to dyfeomorfizm zachowujacy
orientacje. Jesli natomiast nasz dyfeomorfizm wypluje
Muminka, ktérego przdd jest niebieski, oznacza to, ze



mieliSmy do czynienia z dyfeomorfizmem odwracajacym
orientacje. Zastanowcie sie, prosze, jaki dyfeomorfizm
wyobrazilidcie sobie, gdy w poprzednich akapitach
zamienialiScie kétko w Muminka? No wlasnie — od teraz
trzymajmy sie jedynie dyfeomorfizméw zachowujacych
orientacje.

Wyobrazmy sobie dwa identyczne, okragtawe

placki rozwalkowanego ciasta. Na jednym z nich
zaznaczamy szklanka trzy nieprzecinajace sie koétka,

a na drugim odciskamy foremka ksztalty Muminka,
Matej Mi i Ryjka (ktére si¢ réwniez nie przecinaja).
Wiemy, ze kazde kolejne kétko mozemy przeksztalcié
dyfeomorfizmem na odpowiedni ksztalt. A czy
znajdziemy dyfeomorfizmm przeksztalcajacy caly lewy
placek ciasta na prawy placek ciasta tak, aby wszystkie

trzy koétka zostaly jednoczesnie przeksztalcone na
odpowiadajace im ksztalty? Dorzué¢my do tego jeszcze
jeden warunek: szukamy takiego dyfeomorfizmu, ktéry
nie bedzie od nas wymagal ruszania ciasta w okolicy
brzegu naszego ciastowego placka.

Ci z nas, ktérzy nie maja pod reka rozwatkowanego
ciasta ani foremek do pierniczkéw, musza wytezyc
swoja wyobraznie: Czy na moim wyimaginowanym
stole uda sie tak porozciagaé to ciasto, zeby powstaty
trzy zadane ksztalty jednoczesnie? I to tak, zeby nie
rozciaga¢ ciasta przy brzegu? Czy udaloby sie to

na takim prawdziwym, kuchennym stole, na ktérym
wycinamy pierniczki z maki, masta i miodu? Nie wiem.
Ale na wyimaginowanym stole w mojej lub Twojej
glowie sie uda.

Sformutujmy to pytanie troche precyzyjniej, bo uzywajac Muminka, Malej Mi
i Ryjka, daleko nie zajedziemy. Nasz placek rozwaltkowanego ciasta symbolizuje
zbiér otwarty U (ktéry jest podzbiorem plaszezyzny); kétka to beda zbiory D;
(w naszym przykladzie i = 1,2, 3), a ksztalty Muminka, Matej Mi i Ryjka
oznaczymy D (i = 1,2,3). Zbiory D, sa parami rozlaczne, zbiory D} sa parami
rozlaczne, ale moze sie zdarzy¢ tak, ze jakis zbiér D; przetnie jaki$ zbior D;.
Niech F; bedzie dyfeomorfizmem przeksztalcajacym D; na D). Przypominam,
ze ustaliliémy juz, ze umiemy skonstruowaé kazdy z tych dyfeomorfizmow,
przeksztalcajacy jedno konkretne kétko na jeden konkretny ksztalt. Naszym
zadaniem jest znalezienie dyfeomorfizmu F' przeksztalcajacego U na U,

o nastepujacych wlasnosciach:

e F = F; na D; (czyli F pokrywa si¢ z juz znalezionymi dyfeomorfizmami F; na
kazdym z kétek D),

o F(x) =1z w okolicy brzegu U (czyli dyfeomorfizm F' nic nie zmienia na pewnym
cienkim pasku woké! brzegu placka U, zatem jest tam identycznosciq).

W znalezieniu powyzszego dyfeomorfizmu F' sg dwie trudnosci. Po pierwsze taki
dyfeomorfizm bedzie przediuzeniem kazdego z dyfeomorfizmoéw F;. Przedluzenie
dyfeomorfizmu F; oznacza nowy dyfeomorfizm, okreslony na troche wiekszym
kotku (niz to kétko, na ktérym okredlilismy F;), ktéry pokrywa sie z F; na
wyjéciowym kotku. Wracajac do naszej pierniczkowej metafory, powiemy, ze
chodzi o znalezienie deformacji, ktéra w doktadnie ten sam sposob rozciaga
ciasto w muminkowy ksztalt na wyjsciowym kétku oraz kontynuuje rozciaganie
tego ciasta poza granicami wyjéciowego kétka. Co wazne, chcemy kontynuowad
rozciaganie tego ciasta w sposéb dyfeomorficzny! Znajdowanie przediuzen
dyfeomorfizméw nie jest zadaniem latwym. Co wiecej, sa dyfeomorfizmy, ktérych
nie da sie przedluzy¢, cho¢bySmy nie wiem jak bardzo tupali nézka. Dlatego
tez bedziemy zakladaé¢, ze wszystkie nasze dyfeomorfizmy F; da sie rozszerzy¢
chociaz troszeczke (na odrobine wieksze kolo).

Ktos moéglby sie zasmiaé, ha ha, niezly profesjonalizm w tej branzy: zauwazacie,
zZe moze wystgpic jakis powaziny problem, wiec mowicie: zaloimy, Ze w naszym
wypadku tenze problem nie wystgpi! Nie ma sie co Smiaé¢ — takie myslenie jest

w matematyce na porzadku dziennym (nie nalezy jednak przyktadaé¢ go do,
chociazby, chodzenia samemu po zamarznietym jeziorze. Kruchej tafli lodu

nie interesuje to, ze zalozyliSémy, ze jest nie krucha, lecz gruba i wytrzymala).
Zreszta, to nie jest tak, ze dowodzimy nasze twierdzenie poprzez zalozenie tezy:
zakladamy jedynie, ze F; da sie troche przedluzy¢; wciaz pozostaje pytanie,

jak przedluzy¢ je bardziej niz troche. Wciaz pozostaje tez druga trudnosé,
ktora teraz opiszemy. Musimy znalezé sposéb, zeby poskleja¢ znalezione
przedluzenia w jeden dyfeomorfizm. To sklejanie jest o tyle trudne, ze musimy
wymysli¢, jak wyglada klej, ktérym sklejamy nasze dyfeomorfizmy. Brzmi to
do$é¢ dramatycznie, ale o co chodzi?

WyobraZmy sobie, ze mamy nasze (juz troche przedluzone) dyfeomorfizmy F;,
i widzimy (z lewej) jedynie te kawalki ciasta, na ktérych F; sa okreslone,
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Dyfeomorfizm F; przeksztalca D1 na D/;
szukamy jego przedluzenia, ktére jest
identycznos$cia na zaznaczonym na
kolorowo obszarze

Wystepujaca w dowodzie Palaisa
modyfikacja F; dyfeomorfizmu F; jest
przesunieciem na pewnej malej kulce
(zaznaczonej kolorem) wewnatrz swojej
dziedziny

oraz (z prawej) kawalki ciasta przeksztalcone przez poszczegdlne F;. Po obu
stronach widzimy tez cienkie brzegi naszych ciastowych plackow, ktorych
dyfeomorfizm F' ma nie ruszaé¢. Zaréwno po lewej, jak i po prawej stronie
spomiedzy kawalkéw ciasta wyziera kuchenny blat. Niestety do rozwiazania
naszego zadania nie wystarczy to, ze wezmiemy do reki troche ciasta i zakleimy
nim blat kuchenny po lewej i prawej stronie. Musimy znalez¢ dyfeomorfizm
okreslony na doklejonym ciescie po lewej stronie, ktory przeksztalca to ciasto
na doklejone ciasto po prawej stronie. Co wigcej, ten sklejajacy dyfeomorfizm
musi sie¢ pokrywaé z F; w okolicy brzegu kazdej z dziedzin F;. Mam nadzieje, ze
znalezienie tego sklejajacego dyfeomorfizmu nie wydaje sie latwym zadaniem

— bo nim nie jest! Chyba ze... Chyba ze F;(x) = x blisko brzegéw przedluzen
swoich dziedzin! W takiej sytuacji znalezienie sklejajacego dyfeomorfizmu jest
bajecznie proste: bedzie to dobrze nam juz znany dyfeomorfizm-leniuszek, ktéry
nic nie robi, czyli identycznosé.

Wracamy zatem do problemu numer jeden: przedluzania dyfeomorfizméw F;.
Chcemy przedluzy¢ kazdy z F; w taki sposéb, zeby to przedtuzenie spetniato
F;(x) = x poza pewnym malym otoczeniem swojej wyjsciowe]j dziedziny

(oraz swojego oryginalnego obrazu). Innymi slowy, chcemy, zeby F; bylo tam
identycznoscia. I to, na szczeécie dla naszej historii, da sie zrobié¢ — pokazat

to Richard Palais, amerykaniski matematyk, w swojej pracy z 1960 roku (dla
zainteresowanych podaje tytul: Extending diffeomorphisms). Konstrukcja
Palais jest jak zorza polarna: trzeba sie troche napracowaé, zeby ja zobaczy¢
(np. pojecha¢ w nocy rowerem poza miasto), jest piekna i gdy sie na nia patrzy,
nie ma sie pojecia, skad sie wzieta. Podkreslam, ze trzeba si¢ napracowaé tylko
troche, bo dowéd Palais moze by¢ zrozumialty dla zmotywowanego studenta
drugiego roku matematyki, jest to elementarna konstrukcja uzywajaca de facto
jedynie definicji dyfeomorfizmu i rézniczkowalnosci.

Wilaénie w elementarnosci tkwi piekno tego dowodu. A dlaczego jest tak
zaskakujaca? Palais konstruuje swoje przedluzenie w nastepujacy sposéb.
Najpierw modyfikuje dyfeomorfizm F;, nie zmieniajac jego wartosci przy brzegu
swojej dziedziny, tak zeby ten zmodyfikowany dyfeomorfizm byt zwyklym
przesunigciem na pewnym malym kétku wewnatrz dziedziny. To da sie zrobic,
prosze mi wierzy¢ (wtajemniczony Czytelnik moze zauwazy¢, ze tu wlasdnie
korzystamy z naszej umowy na dyfeomorfizmy zachowujace orientacje).
Uzywajac tej modyfikacji, Palais pokazuje, jak skonstruowaé zadane przez

nas przedluzenie, ktére jest identycznosSciag poza pewnym otoczeniem swojej
wyjséciowej dziedziny (i swojego oryginalnego obrazu). Powtérze to raz jeszcze,
dla tych, ktérym szczeki jeszcze nie opadly ze zdumienia: konstruujemy
przedtuzenie — co$, co intuicyjnie dotyczy wartosci przeksztalcenia przy brzegu
— za pomoca przeksztalcenia, ktére ma zadane przez nas wartosci wewnatrz
swojej dziedziny! Za pomoca tej sztuczki mozemy skonstruowaé¢ odpowiednie
przedluzenia dyfeomorfizméw Fj, ktore daja sie tatwo posklejaé. To sklejenie,
szukany dyfeomorfizm F', bedzie réwniez spelnialo warunek F(z) = x przy
brzegu U (czyli F' bedzie identycznoscia przy brzegu U). W ten sposéb udalo
nam sie odpowiedzie¢ na nasze jakze praktyczne pierniczkowe pytanie: jest to
teoretycznie mozliwe, zeby dyfeomorficznie porozciagaé rozwalkowane ciasto

w ten sposéb, zeby za jednym razem utworzy¢ z trzech kétek Muminka, Mata Mi
i Ryjkal

No dobrze, jeszcze zastanéwmy sie, po co to wszystko. Te dziwne
przeksztalcenia, to sklejanie. Mogtabym podaé ile$ przykladéw innych
matematycznych probleméw, w ktérych takie konstrukcje sie przydaja. Ale
chyba najuczciwiej byloby powiedzie¢, ze to po prostu troche jak z pierniczkami.
Pieke je, bo lubie je jesé. Wszystkich zaciekawionych (lub nieprzekonanych
moimi nieprecyzyjnymi argumentami) zachecam do lektury pracy Gluing
diffeomorphisms, bi-Lipschitz mappings and homeomorphisms, w ktérej

w doborowym towarzystwie Pawla Goldsteina (z Uniwersytetu Warszawskiego)
i Piotra Hajlasza (z Uniwersytetu w Pittsburghu) wyjasniamy zawilosci tej
konstrukcji i uzywamy jej do konstruowania innych pierniczkowych ekscesow.
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