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Przyznajmy uczciwie, ze potowa
uczestnikéw tych zawoddéw otrzymata
maksymalng ocene za to zadanie.

Graf, jaki jest, kazdy widzi. PisaliSmy
o nich juz nie raz, np. w A‘:’1 | Ag4
czy Ags.

Dwukrotnie objawia si¢ tu zasada
szufladkowa Dirichleta. Ten bardzo
intuicyjny fakt gtosi, ze jesli

w s szufladach znajduje sie lgcznie

p pileczek, to w ktérejs szufladzie
znajduje si¢ ich co najmniej %.

O zasadzie szufladkowej pisaliSmy na
przykiad w|AZ i Al

Lemat 1 mozna udowodnié, stosujac
zasade szufladkows tylko raz.
Pozostawiamy to jako éwiczenie dla
Czytelnika Upraszczajacego.

Dirichlet w goérach  Pawet Rafal BIELINSKI*

Nieczesto zdarza sie, zeby zadanie z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
(International Mathematical Olympiad, IMO) bylto dostepne dla ucznia szkoly
podstawowej. Mamy na mys$li cos, co da sie wyjasni¢ w ciggu, powiedzmy,
jednego kétka matematycznego, bez koniecznosci wprowadzania trudnych pojeé,
twierdzen czy zaawansowanych narzedzi. Tym bardziej ciesza nas takie wtasnie
zadania, a jedno z nich pojawilo sie nie tak dawno, bo w roku 2020. Przytoczmy
(do$é dluga) tresé w oryginalnym brzmieniu.

IMO 2020, zadanie 4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Na zboczu gory
znajduje sie n? stacji kolejki linowej, kazda na innej wysokoéci. Kazda z dwéch
firm obstugujacych kolejke, A i B, posiada dokladnie k wyciagbéw; kazdy z nich
umozliwia bezposredni przejazd z jednej ze stacji na pewna stacje polozona wyzej
(bez zatrzymywania si¢ po drodze). Wszystkie k wyciagéw firmy A maja k réznych
stacji poczatkowych oraz k réznych stacji konicowych, a ponadto jesli jeden wyciag
rozpoczyna trase wyzej od pewnego innego, to réwniez konczy trase wyzej od
niego. Te same warunki sa spelnione przez polaczenia obstugiwane przez firme B.
Powiemy, ze dwie stacje sa polaczone przez firme, jesli rozpoczynajac ze stacji
potozonej nizej, mozna dojechaé¢ do stacji polozonej wyzej, z uzyciem wylacznie
polaczen (jednego lub wigcej) obstugiwanych przez te firme (zadne inne sposoby
przemieszczania sie pomiedzy stacjami kolejki nie sa dozwolone).

Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia liczbe catkowita k, dla ktorej z cala pewnoscia
(niezaleznie od ukladu polaczen) istnieje para stacji polaczonych przez obydwie
firmy.

Dla matematyka jest czyms naturalnym przettumaczenie tresci tego zadania
na jezyk teorii graféw. Przy tym bedziemy uzywaé jedynie najprostszych jej
pojeé. Graf jest struktura zltozona z dwoch rodzajéw elementéw. Pierwszym

z nich sa wierzcholki, a drugim krawedzie, ktore stanowia polaczenia miedzy
tymi pierwszymi. Kazda krawedz taczy dwa wierzcholki, zwane jej koricami.
Jest jasne, ze taka struktura nadaje sie do modelowania réznych rodzajéw sieci,
roéwniez tej niemal jawnie opisanej w zadaniu, ztozonej ze stacji potaczonych
wyciggami.

Do rozwigzania naszego problemu uzyjemy nie jednego, lecz dwoch graféow, A
i B — po jednym dla kazdej z dwéch firm. Wierzchotkami kazdego z nich beda
stacje kolejki linowej, natomiast krawedziami — wyciagi odpowiedniej firmy.

W danym grafie zbiér wierzchotkéw, ktére sa miedzy soba polaczone
bezposrednio lub posrednio, nazywa sie spojng sktadowq lub po prostu sktadowq
tego grafu. Naszym celem jest wiec pokazanie, ze przy zalozeniach zadania

i dla odpowiednio duzej liczby k pewne dwa wierzchotki naleza do tej samej
skladowej grafu A oraz tej samej skladowej grafu B. Korzystnie byloby wiec,
gdyby w ktéryms$ z tych graféw zaistniala duza skladowa (bedzie wiele par stacji
do wyboru), a w drugim sktadowych bylo niewiele (zeby dana para miala duze
szanse znalez¢ sie w tej samej). Podany ponizej lemat jest sercem rozwiazania.

Lemat 1. Jesli kazdy z graféw A i B ma mniej niz n sktadowych, to pewne
dwa wierzcholki nalezg do tej samej skiadowej grafu A oraz tej samej skladowej
grafu B.

Dowéd. Poniewaz graf A ma n? wierzchotkéw podzielonych miedzy mniej niz n

sktadowych, wiec ktéras z jego sktadowych zawiera wiecej niz n wierzchotkow.
W szczegdlnosci skladowa ta ma wiecej wierzchotkéw, niz istnieje skltadowych
grafu B. Zatem pewne dwa z nich naleza do tej samej skladowej grafu B,
spelniajac tym samym warunki lematu. O

By¢ moze wigksza czes¢ rozwiazania wtasnie sie¢ dokonala. Pozostato jedynie
okresli¢, jak wielu wyciagéw potrzeba, aby zagwarantowaé polaczenie
istniejacych stacji w mniej niz n sktadowych.

Poniewaz stacje kolejki — wierzchotki graféw — potozone sa na réznych
wysokoéciach, mozemy ponumerowaé je liczbami naturalnymi 1,2,3,...,n2, od
polozonej najnizej do potozonej najwyze;j.
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https://deltami.edu.pl/2011/03/skojarzenia-w-grafach-kubicznych/
https://deltami.edu.pl/2024/08/przeliczenia-w-grafach/
https://deltami.edu.pl/2025/04/gdzie-tu-jest-graf/
https://www.deltami.edu.pl/1995/02/kacik-olimpijski/
https://www.deltami.edu.pl/2018/09/o-ustawianiu/

Lemat 2. Rozwazamy wybrany z grafow A, B. Kazda
skltadowa tego grafu jest $ciezkq, ktora nie zawraca.
Scislej, jesli do pewnej skladowej nalezq wierzcholki

11 <9 < i3 < --- <1y, to jedyne krawedzie tej skladowej
8¢ postact tmlm41-

Dowdd. Z definicji spdjnej sktadowej wynika wprost,

ze zadna z tych stacji nie moze by¢ polaczona z zadna
spoza tej listy. Z drugiej strony, dana stacja moze by¢
polaczona bezposrednio tylko z jedna wyzsza od siebie
i jedna od siebie nizsza; istotnie, polaczenie a i b z c,
gdzie a < b < ¢, przeczyloby zalozeniu, ze wyzszy start
oznacza wyzszy koniec; analogicznie dla a > b > ¢. Zatem
jesli polaczone sa stacje ¢ < j, a takze j z [, to musi
zachodzi¢ j < [. Rozumujac tak dalej, dostajemy dowod
naszej obserwacji. O

W szczegdlnosci zaden z graféw A, B nie zawiera cyklu.

Mozemy teraz powiazac liczbe k z liczba sktadowych
grafu, a wiec z lematem 1.
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Lemat 3. Graf bez cykli o N wierzchotkach
i k krawedziach ma dokladnie N — k sktadowych.

Dowdd. Skonstruujemy nasz graf, zaczynajac od k =0

i dodajac krawedzie jedna po drugiej, w dowolnej
kolejnosci. Oczywiscie dla k = 0 kazdy wierzchotek

jest sam w swojej sktadowej, wiec sktadowych

jest N. Dodajac nowa krawedZ (na dowolnym

etapie konstrukeji), nie mozemy polaczyé niag pary
wierzchotkéw nalezacych do jednej sktadowej — wowczas
powstalby cykl. Oznacza to, ze kazda dodawana przez
nas krawedz taczy wierzcholki, ktére uprzednio nalezaly
do dwdch réznych sktadowych. Tym samym taczy ona
te dwie skladowe, zmniejszajac taczng ich liczbe o 1.
Dowdd jest zakoniczony. |

Jestesmy juz bardzo blisko rozwiazania. Z lematu 3
wynika, ze dla k = n? —n + 1 kazdy z graféw A, B
ma doktadnie n — 1 sktadowych, a wéwczas na mocy
lematu 1 istnieje para wierzchotkéw potaczona przez
kazda z dwoch firm. Bingo!

Pozostaje jeszcze jeden istotny szczegol. Czy jest to rzeczywiScie minimalne k7
Innymi stowy, czy moze zdarzy¢ sie, ze dwoch stacji o zadanej wlasnosci nie
znajdziemy przy k = n? — n? Za odpowiedz niech postuzy schemat przedstawiony
na marginesie (kazdy kolor odpowiada polaczeniom innej firmy).

Warto pokazywaé uczniom zadania takie, jak to — wymagajace, a jednak
dostepne. Moze nawet si¢ zdarzy¢, ze zostanie rozwigzane przez samych uczniéw.
Wazne jest jednak, by nie zdradza¢ zbyt wczesnie jego Zrodla, aby problem nie
zostal z gory uznany za niemozliwy do rozwiazania. Wlasciwie rozegrany, taki

fortel moze niejednej mtodej osobie pokazaé, jak wiele jest w jej zasiegu.

ﬁ Z.adania

Przygotowala Magda CWOJDZINSKA

F 1137. Sonda kosmiczna znajduje si¢ w przestrzeni miedzyplanetarnej

w odleglosci 570 000 km od Jowisza. Na pokladzie sondy znajduje si¢ szpula
magnetofonu o masie 1,3 kg i promieniu 12 cm, bedaca walcem obracajacym

Rozwigzania na str. [24

sie wokél swojej osi. Szpula zostaje wprawiona w ruch obrotowy z okresem 8 s.

Przyjmij, ze o$ obrotu szpuli pokrywa sie z jedna z osi gtéwnych sondy,
a moment bezwladnosci calej sondy (bez szpuli) wzgledem tej osi wynosi

1000 kg - m2.

padajace
Swiatlo
R

powietrze

szklo

szkto

Zakladamy, ze przed uruchomieniem magnetofonu sonda byla nieruchoma i ze
nie dzialaja na niag zadne sily zewnetrzne. Oblicz, o ile maksymalnie przesunie
sie srodek tarczy Jowisza na fotografii wykonanej z sondy, w wyniku jej obrotu,
po 2 minutach pracy magnetofonu.

F 1138. Na rysunku pokazano szklana soczewke o promieniu krzywizny
R = 3m umieszczona na plaskiej plytce szklanej i o$wietlonej od géry swiatlem
biatym. Wyznacz promienie r prazkéw interferencyjnych — promienie pierécieni

Newtona — odpowiadajacych barwie niebieskiej 460 nm. Przyjmij, ze r < R.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1843. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej
n > 1 liczby 1,2,...,2n mozna potaczyé w pary tak,
ze iloczyn sum liczb w parach jest kwadratem liczby
calkowitej.

M 1844. Na tablicy 10 x 10 znajduje sie pewna
liczba mréwek, kazda zasiada na innym polu. Co
minute kazda mréwka przechodzi do sasiedniego
pola na wschéd, na poludnie, na zachéd albo na
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pénoc. Kontynuuje droge w tym samym kierunku

tak dlugo, jak to mozliwe. Kiedy mréwka dotrze do
krawedzi tablicy, zmienia zwrot (utrzymujac kierunek
poruszania si¢). Wiadomo, ze w ciagu godziny zadne
dwie mréowki nie spotkaly sie na tym samym polu. Jaka
jest maksymalna mozliwa liczba mréwek na tablicy?

M 1845. Sfera przecina kazda z plaszczyzn $cian
czworoscianu foremnego wzdtuz okregu. Promienie tych
okregéw wynosza odpowiednio 1, 2, 3 i 4. Czy promien
sfery moze by¢ rowny 57



