Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 812, 813

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2026

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

812. Na drewniana pochylnie tworzaca kat o z poziomem wciagana jest za
pomoca sznurka skrzynia. Wspélczynnik tarcia skrzyni o pochylnie wynosi p.
Pod jakim katem do poziomu nalezy skierowaé sznurek, aby z najmniejszym

wysitkiem wciggaé¢ skrzynie z zadanym przyspieszeniem a?

813. Dwie czastki o masach m i M oraz tadunkach o jednakowych wartoséciach

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po zakoriczeniu roku szkolnego 2024/25
i sprawdzeniu zadan
800 (WT = 2,55), 801 (WT = 2,25)

z numeru 6/2024

bezwzglednych, ale przeciwnych znakach, poruszaja sie po okregach pod
wplywem przyciggania elektrycznego. Wartosé predkosci czastki o masie m
momentalnie zwigkszono, nie zmieniajac przy tym kierunku predkosci. Ile razy
co najmniej wzrosta ta warto$é, jezeli w wyniku tego czastki rozlecialy sie na

Jacek Konieczny Poznan 41,41 N , L, L

Jan Zambrzycki Bialystok  4-39,07 nieskonczona odlegtosé od siebie?

Ryszard Wozniak Krakéw 34,00 A ;

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-32,28 Rozwigzania zadan z numeru 10/2025 B

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-29,93 w
Krzysztof Zygan Lubin 26,89 Przypominamy tre$é zadan: h
Tomasz Wl.eteCha Tarn(zw 18-21,64 804. Chtopiec znajduje si¢ w punkcie A na brzegu rzeki, ktérej
Pawel Kubit Krakéw 20,30 BT . RPN T ~ S Lo -
Marian Lupiezowiec Gliwice 3-14.49 ?)1(31.11\()Tt 11111 1’,11.\\_\, 1{()51(11» (rys. l).» (,h'h:]).l(‘( mtv)'u‘ biec pn' lu/:(t;_',u A 1 D
Krzysztof Magiera Losiéw 413,42 z 1»)1 (;(l»l\um ig 1*/1 ply 03¢ I‘Z(.‘,kEl z })1((‘{“.\().'\,(',121 U W A;;]((‘(l»(\,m -V\U(-l.\,.' . Rys. 1
Zbigniew Galias Krakow 1-12.77 Przy czym u <. \”\ Jnkl/(‘.] u(]logl()mfl od pu.nl.\'tu A /nn;]dn'](‘ sig
’ na brzegu punkt C, z ktérego chlopiec powinien zaczaé plynaé, A
Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérych aby dotrzeé¢ do punktu B w najkrétszym czasie? Odleglo$é |BD)| A
stan konta wynosi przynajmniej punktu B od brzegu wynosi h, odlegto$é |AD| jest réwna . T
10 punktdéw i ktérzy przystali rozwigzanie 805, Para jednakowych matlych kulek A i B polaczonych
co najmniej jednego zadania z rocznika niewazka nicia o dlugosci | zaczyna zeSlizgiwadé sie z gltadkiego ! 7y B
2023, 2024 lub 2025. stotu o wysokosci [, przy czym w chwili poczatkowej kulka B h
znajduje si¢ na wysokosci h = 21/3 nad podlogg (rys. 2). Po
dotknigciu podlogi kulka B przykleja si¢ do niej, a kulka A y y >
spada w tym momencie ze stolu. Od jakiej wysokosci kulki A z
nad podlogg ni¢ bedzie napieta? Rys. 2

804. Postuzymy sie analogia z zalamaniem fali na granicy
dwoch osrodkéw, co zgodnie z zasada Fermata gwarantuje
minimum czasu dotarcia odpowiedniego promienia do
punktu B. Warunek dotarcia tego promienia do punktu B
zastapimy warunkiem dotarcia odpowiedniego frontu
falowego do tego punktu. Najpierw rozwazymy prostszy
przypadek nieruchomej wody, np. brzeg jeziora.

Przypadek w = 0 (rysunek ponizej):
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Dany front falowy jest jednoczesnie zbiorem punktéw,
do ktérych moze dotrzeé¢ chlopiec w zadanym czasie,
zaczynajac ptynaé z réznych punktéw na brzegu.
Zaznaczony kolorem czerwonym front, docierajacy

do punktu B w minimalnym czasie ¢, odpowiada
promieniowi zalamanemu w punkcie Cy, ktéry pokrywa
sie z optymalna trajektoria chlopca ACyB.

Front falowy NM jest, zgodnie z zasada Huygensa,
obwiednig fal kulistych wychodzacych z réznych punktéw
wejscia chlopca do wody na odcinku |AM | = vt, czyli
jest styczna do okregu o promieniu ut i sSrodku A
poprowadzong z punktu M. Z tréjkata AN M mamy:
. _ut _u _ sinag

smao = vt v sin90°’
zgodnie z prawem zalamania. Poniewaz
htgxo= hu/vv? — u?, wiec odleglto$é punktu Cp od
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punktu A wynosi:

|ACy| = |AD| — |CoD| =1 — hu//v? — u2.

Przypadek w # 0 (rysunek ponizej):
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Skorzystamy z wynikéw dla nieruchomej wody

i uwzglednimy unoszenie z pradem rzeki wzgledem
brzegu. Promien ut wzgledem nieruchomej wody

musi wystartowa¢ z punktu O przesunietego w lewo
wzgledem punktu A o odcinek o dlugosci |OA| = wt,
ktory pokonala woda w czasie t. Polozenie punktu M
nie zmienia si¢, gdyz nie zalezy od predkosci pradu
rzeki: |[AM| = vt. Styczna M N wyznacza nachylenie
wzgledem brzegu frontéw falowych. Z tréjkata ONM
mamy sina = u/(w + v). Front NM nie dociera

do punktu B w czasie t. Czyni to nastepny front,
zaznaczony kolorem czerwonym, nachylony do brzegu
pod tym samym katem «. Temu frontowi odpowiada
optymalna trajektoria chlopca AC'B wzgledem brzegu,
zaznaczona kolorem czerwonym, oraz zatamany
promien u7, wzgledem nieruchomej wody, wychodzacy
z punktu Cy. Punkt C} jest przesunigty w prawo
wzgledem Cp, bo a < ag . Punkt C' jest przesuniety

w prawo wzgledem C4 o odcinek |C1C| = wr, ktéry
pokonata woda w czasie ptyniecia chtopca, 7. Poniewaz
|DC| =|C,C| — |C1D| = wr — htga, a z tréjkata CyBD
mamy cos @ = h/ut, skad czas plyniecia:

T =h/(ucosa) = h(w +v)/(uy/(w + v)* — u?),



wiec odlegtoéé punktu C' od punktu A wynosi
|AC| = |AD|+ |DC| =1+ wT — htga

=1+ h(w? — u? + wv)/(uy/(w + v)? — u?).

805. Zgodnie z zasada zachowania energii predkosé
kulki A w chwili ze§lizgiwania sie ze stolu wynosi

(1) vo = /2¢1/3.

Po zeslizgnieciu sie ze stotu kulka A porusza si¢ po
paraboli, dopdki ni¢ nie jest napieta. Wprowadzajac
uktad wspoélrzednych, jak na rysunku 2, mozemy zapisac
wspolrzedne kulki w chwili ¢:

(2) x = wvot, y=1—gt?/2.

Nié ponownie stanie sie naciagnieta, gdy odlegloéé |BA|
zréwna sie z dlugoscia nici:
22+ y? =12

Podstawiajac wspoélrzedne (2) i uwzgledniajac (1),
otrzymujemy réwnanie:

gt? (gt?/4—1/3) = 0.
Z niego znajdujemy chwile czasu, w ktérej ni¢ ponownie
zostanie napieta: t2 = 41/(3¢g) (pierwiastek t = 0 odpowiada
chwili zeslizgiwania sie ciezarka A ze stolu). Korzystajac
z drugiego z réwnan (2), otrzymujemy szukana wysoko$é:

y=1/3.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 F w roku szkolnym 2024/2025 po 801 zadaniach.

Zaskakujaco wysoki okazal si¢ wspdétczynnik trudnosci
zadania 794 (WT = 3,7) z optyki falowej. Z soczewki
skupiajgcej wycieto waski srodkowy pasek, a pozostate

czesci ztoZono ze sobg. Na osi optycznej przed soczewkq

w odleglosci wiekszej niz ogniskowa umieszczono punktowe
Zrodio swiatta monochromatycznego. Nalezalo znaleZé
maksymalng liczbe prgzkéw interferencyjnych, jaka moze
powstaé na ekranie za soczewkq. Wtasciwe podejscie do tego
zadania, czyli badanie interferencji §wiatta z obrazéw Zrédla
od dwoéch czedci soczewki, zaprezentowal jedynie Tomasz
Wietecha. Niestety zaraz na poczatku rozwiazania pomylit
(zapewne przez roztargnienie) promienie biegnace z réznych
czesci soczewki.

Drugie miejsce pod wzgledem wspdlczynnika trudnodci
zajelo zadanie 783 (WT = 3,45). Mala naladowana kulka,
zawieszona na nici w jednorodnym polu magnetycznym
skierowanym pionowo, zostala odchylona o maty kaqt

z potozenia réwnowagi i puszczona swobodnie. Nalezalo
znalezé czas, po ktorym plaszczyzna wahan obrdci sie

o kgt 2. Wymagato to doé¢ zmudnych rachunkéw.

W rozwigzaniu firmowym problem ten uproszczono,
korzystajac z superpozycji rozwigzan liniowych. Konrad
Kapcia zauwazyl, ze réwnania sa analogiczne do réwnan
ruchu wahadta Foucaulta, i korzystajac z zacytowanej
literatury na ten temat, otrzymat poprawny wynik. Tomasz
Wietecha samodzielnie rozwigzal te rownania. Zmienit
wprawdzie warunki poczatkowe, co wptywa na ksztaltt
trajektorii, jaka zakres$la kulka w ptaszczyznie poziomej,
ale nie zmienia wyniku zadania.

Zadanie 787 (WT = 3,25) z termodynamiki polegalo na
znalezieniu stanu réwnowagi w izolowanym cieplnie naczyniu
wypetnionym helem i polgczonym matymi otworkamsi

z dwiema objetosSciami réwniez zawierajgcymsi hel, w ktorych
utrzymywano stale ci$nienie i rézne temperatury. Autorem
jedynego poprawnego rozwigzania jest Krzysztof Zygan.

Zadanie 792 (WT = 3,23) réwniez wymagalo zastosowania
metod statystycznych. W pionowym cylindrze zamknietym
od gory ttokiem poruszaly sie chaotycznie kulki ze znang
Sredniq predkosciq kwadratowq. Tlok zaczeto podnosié

z zadang stalq predkosScig i zatrzymano na dwa razy wiekszej
wysokosci. Nalezalo znaleZé sredniqg predkosé ustalong

po dlugim czasie, nie uvwzgledniajgc strat energii podczas
zderzen oraz sil grawitacji. W pelni poprawne rozwigzanie
nadestal Pawel Perkowski.

W zadaniu 799 (WT = 3,01) z elektromagnetyzmu elektron
krazyt po orbicie kolowej w jednorodnym polu magnetycznym.
Indukcja pola magnetycznego wzrosta powoli trzy razy,
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w czasie przewyziszajacym wielokrotnie okres obrotu. Nalezatlo
odpowiedzied, ile zmienil sie w tym czasie promien orbity.
Poniewaz zmiana pola byta bardzo powolna, mozna byto
przyjaé, ze mimo zmiany pola magnetycznego, a co za

tym idzie predkosci i promienia, tor elektronu w czasie
jednego okresu pozostaje w przyblizeniu kotowy. Nie byto
natomiast uzasadnione zaltozenie, jakie przyjeta wiekszosé
autoréw rozwigzan, ze predko$é elektronu nie zmienia sie.
Maksymalng ocene za to zadanie otrzymal Krzysztof
Zygan, ktéry skorzystal z faktu, ze dipolowy moment
magnetyczny naladowanej czastki w wolno zmieniajacym
si¢ polu magnetycznym jest zachowany (podat odno$nik do
literatury), i otrzymal poprawny wynik.

W zadaniu 785 (WT = 3,00) z elektrostatyki kondensator
plaski podigczony do Zrédia napiecia znajdowat sie

w jednorodnym polu elektrycznym, ktorego linie byly
prostopadie do oktadek kondensatora. Trzeba byto obliczyé
prace, jakq nalezy wykonaé, aby obréci¢ ten kondensator

o kgt ™ wokdl osi prostopadiej do linii zewnetrznego pola
elektrycznego. Pawel Perkowski nadestatl rozwigzanie takie
jak firmowe, pozostali autorzy rozwiazali inne zadanie, gdy
kondensator nie jest podlaczony do zrédia.

Nikt nie rozwiazat do konca poprawnie zadania 784

(WT = 2,6) z optyki geometrycznej. Szklany pryzmat

o matym kqcie lamigcym umieszczono w pewnej odlegtosci
od soczewki skupiajgcej tak, zZe jedna z jego $cian byla
prostopadia do osi optycznej soczewki. Po drugiej stronie
soczewki w jej ognisku umieszczono punktowe Zrodto Swiatla.
Po przejsciu Swiatla przez soczewke, odbiciu od Scianek
pryzmatu i ponownym przejsciu przez soczewke powstawaly
dwa obrazy w znanej odleglosci od siebie. Nalezato znalezé
wspolezynnik zalamania szkla, z ktérego wykonano pryzmat.
Zadanie nie bylo trudne, ale autorzy rozwiazan ograniczyli
sie do rozwazenia jednego przypadku ustawienia pryzmatu,
gdy prostopadla do osi optycznej $cianka pryzmatu byta
blizsza soczewki.

Pawel Perkowski jest autorem 9 rozwiagzan, ktére uzyskaly
maksymalna ocene, drugie miejsce zajmuje Tomasz
Wietecha (7), trzecie Krzysztof Zygan (6).

W omawianym roku Tomasz Wietecha po raz
osiemnasty (!) przekroczyt prég 44 punktow,
Konrad Kapcia po raz trzeci.

Cieszy, ze dwaj panowie po paru latach przestoju odnowili
swéj kontakt z Klubem 44 F, martwi sladowy udziat
uczniéw szkédl srednich, mimo ze rozwigzanie zdecydowanej
wigkszosci zadan nie wymaga zaawansowanej matematyki.



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 915, 916

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2026

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

ciagla pochodna.

915. Funkcja parzysta f: R — R, z wartodcia f(0) = 0, ma w calym zbiorze R

(a) Udowodnié, ze jesli f ma w punkcie 0 pochodng drugiego rzedu (skoriczong),

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakoriczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2024/25

to istnieja dwa przystajace okregi takie, ze poczatek ukladu wspélrzednych jest
jedynym punktem wspélnym wykresu funkcji f z kazdym z tych okregdw.
(b) Podaé przyklad pokazujacy, ze bez zalozenia istnienia f”(0) teza czesci (a)

Szymon Kitowski - 43,92 . . .2

Barbara Mroczek - 43,05 nie musi zachodzi¢.

Andrzej Sudot — 42,56

Andrzej Daniluk - 240,76 916. Wzdluz okregu nalezy rozmiesci¢ groszki w trzech réznych kolorach; mamy

Mikotaj Znamierowski — 40,68 L k& fed kol l kéw d . ké . kol

Marian Eupiczowicc 1-38.54 groszkéw jednego koloru, [ groszkéw drugiego, m groszkéw trzeciego koloru.

gfiysztofSFﬂmliﬁski - ?i?’gﬁ’ Znalez¢ warunek algebraiczny wiazacy liczby k, 1, m, konieczny i dostateczny na
OKsana OW1 - T 9 . . . . 7’ . . .

Michal Adamaszek  — 9-37,30 to, by istnialo rozmieszczenie, w ktérym zadne dwa groszki jednakowego koloru

Stanistaw Bednarek -~ 3-37,24 : 3 :

Jedrzej Biedrzycki - 32,29 ne SQSladu‘]Q'

Btlazej Zmija - 2-29,84 Zad ic 916 7 P 1 Kubit z Krak

Mikolaj Pater ~ 12079 adanie zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Marcin Matogrosz - 4-27,82 . . ,

Piotr Kumor —~ 16-27,28 Rozwigzania zadan z numeru 10/2025

Janusz Wojtal - 26,30

Janusz Fiett - 4-25,17 D o F tredd gadat-

Tomasz Wietecha _ 15-23.97 Przypominamy tres¢ zadan:

Maciej Mostowski - 1-22,90 907. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng; n > 3. Znalezé najwigkszg liczbe naturalng m, dla

Lukasz Merta - 322,87 ktorej istniejg rézne liczby rzeczywiste z1, ..., z,, takie, ze warto$é¢ wyrazenia

Radostaw Kujawa - 1-20,21

Andrzej Kurach - 4-20,01 -

Marek Prauza - 4-19,57 Z z

Norbert Porwol - 1-18,50

Pawel Labedzki - 1-18,29 =0

Grzegorz Karpowicz — 2-17,90 jest jednakowa dla kazdej pary réznych numeréw k,l € {1 ..... m}.

Janusz Olszewski — 25-17,53

Pawel Kubit - 817,31 908. Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite a > 1 o tej wlasnosci, ze dla kazdej liczby catkowitej

Patryk Jagniewski - 1-16,62 n>1sumal+a+...4+a""! jest liczby tréjkatna.

Pawel Najman 9-16,42

Bartek Knapik - 13,39 907. Oznaczmy te wspélng warto$é przez A. Mamy réwnosé (xp — x;)A =

n+1

n+1
Ly,

Legenda (przykladowo): stan konta —z
9-37,30 oznacza, ze uczestnik juz l
dziewieciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma

37,30 punktu.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktoéw;

przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2023, 2024
lub 2025.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

908. Niech a bedzie jedna z szukanych liczb; jasne,
ze a > 1. Rozpatrzmy przypadek, gdy a — 1 ma dzielnik
pierwszy p > 2.

Wezmy dowolna liczbe ¢ € N, dla ktérej kongruencja
2? = ¢ (mod p) nie ma rozwiazania (wiadomo,
ze niereszty kwadratowe istnieja). Niech
n=(Lp+ 1))3(q —1). W my$l warunku zadania istnieje
liczba j € N taka, ze %j(jJrl) =1l4a+...+a L
Skoro a =1, zatem % j(j +1) =n= (%)3(q —1) (mod p)
i po pomnozeniu przez 8:

HE+D=q-1, (25 + 1)
wbrew wczeéniejszemu wyborowi liczby g. Rozpatrywany
przypadek okazal sie niemozliwy.

czyli ¢ = (mod p),

Pozostaje przypadek, gdy a = 2° + 1 dla pewnego
s € NU{0}. Warunek zadania (dla n = 3) zada,
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. n+1
, czyli @y

k # 1. To znaczy, ze wyrazenie x},
wszystkich k € {1,...,m}. Oznaczmy ja przez C. Liczby 1, ..
réznymi pierwiastkami wielomianu W (z) = 2"*t! — Az — C. Jego pochodna
W'(z) = (n+1)2™ — A ma zatem co najmniej m — 1 réznych pierwiastkéw.

_ wlnﬂ — Az, dla kazdej pary k,l € {1,...,m},

1 _ Az, ma jednakows wartosé dla
., Tm 5§ Wiec

— A.Z‘k

Gdy n jest liczba parzysta, wielomian (n + 1)z — A moze mieé co najwyzej dwa
pierwiastki; stad oszacowanie m < 3. Warto$¢ m = 3 jest osiggalna (na wiele
sposobdéw); na przyklad tréjka liczb (z1,xe, x3) = (—1,0, 1) spelnia postawiony
warunek (dla kazdego parzystego n).

Gdy n jest liczba nieparzysta, wielomian (n + 1)z™ — A moze mieé co najwyzej
jeden pierwiastek, wiec m < 2; a dla m = 2 warunek zadania niczego nie zada.
Stad odpowiedz: szukane maksimum to m = 3 oraz m = 2 odpowiednio dla
parzystych i nieparzystych n.

by 1+a+a?=1;(j+1) dla pewnego j € N. Po
podstawieniu a = 2° + 1 i prostym przeksztalceniu
dostajemy réwnanie

22 +3) = (j - 2)(j +3).
Czynniki po prawej stronie sa réznej parzystosci,
wiec jeden z nich dzieli sie przez 25+ stad (wigkszy
z nich) j + 3 > 2571, Drugi jest wtedy dzielnikiem
liczby 2° 4 3; stad (mniejszy) j — 2 < 2° + 3. Uzyskane
dwustronne oszacowanie 257! — 3 < j < 2° + 5 pociaga
nieréwnoéé 2° < 8. Dla s = 0, 1, 2 napisane rOwnanie nie
jest spelnione dla zadnego j. To znaczy, ze s = 3, czyli
a=29. Dla a =9 i dowolnego n suma dana w zadaniu
L4+9+... 49" =1 (3" —1)(3" + 1) jest liczby
postaci 3 j(j + 1) dla j = $(3" — 1). Stad odpowiedz:
a =9 jest jedyna liczba spelniajaca postawiony warunek.
(Pomyst rozwigzania: Marcin Massalski).



Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2024/2025

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (16), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (25),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (15), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (9), P. Kubit (8),

J. Cisto (18), W. Bednarek (10),

D. Kurpiel, P. Najman (9), M. Kieza (4),
M. Kasperski (6), K. Dorobisz,

A. Woryna (4), T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett (4),

M. Spychata (6), A. Kurach (4),

S. Bednarek, M. Pater (4), L. Merta
(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, K. Maziarz, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, F. S. Sikorski, J. Siwy,

R. Stowik, S. Solecki, T. Warszawski,

P. Wisniewski, G. Zakrzewski, K. Zygan,
B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, R. Kujawa, T. Kulpa,
A. Langer, R. Latatla, P. Lipinski,

P. Lizak, P. Labedzki, M. Lupiezowiec,
W. Maciak, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega,

K. Matuszewski, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, K. Morawski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

N. Porwol, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, M. Warmuz, J. Wegrecki,

G. Wiaczkowski, K. Witek, A. Wyrwa,
M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawistawski,

P. Zmijewski.

Jak co roku — oméwienie wybranych zadan, niekoniecznie o parametrach: wspdtczynnik
trudnosci (WT) wysoki, liczba przystanych rozwigzarn (LPR) niewielka. Grono
uczestnikéw, ktoérzy regularnie przysytaja prace, jest niezwykle stabilne — i sa to

w wigkszoéci prace zdecydowanie dobre. Wplyw na wartosci wspomnianych parametréw
jest oczywisty. Jedyne dwa zadania z wartoécia WT okolo 3 (ciekawostka: oba
geometryczne) zawdzieczaja 6w wspdlezynnik zadaniom im towarzyszacym, moze
nadmiernie tatwym.

W e-wydaniu, jak zwykle, znajdziemy niektére prace uczestnikéw oraz ciekawe
komentarze (zakladka: ,Zalacznik do elektronicznego oméwienia ligi matematyczne;j”).
* * k

Zadanie 887. [A,B€R: Ju,v,w €C: |u|=v|=|w|=1=uww, u+v+w= A+ Bi;
min A =?] (WT = 1,69; LPR = 16). Zadanie nietrudne, sporo dobrych rozwiagzan. Ale —
uwaga — przy zliczaniu LPR nie zostaly uwzglednione prace, w ktérych zagadnienie
zostalo sprowadzone do szukania minimalnej wartosci pewnej funkcji dwéch zmiennych
rzeczywistych przez obliczenie pochodnych czastkowych i przyréwnanie ich (obu) do
zera (czyli wyznaczenie punktdw krytycznych badanej funkcji) — i pochopna konkluzja,
ze najmniejsza z wartoéci w znalezionych punktach to szukane minimum funkcji.

W sytuacjach, jakie wynikly w tym zadaniu, uzasadnienie poprawnosci konkluzji jest
tatwe — niemniej niezbedne; jego brak to znaczaca usterka.

[Dygresja — pytanie ukazujace potrzebe ostroznosci przy podobnych rozumowaniach.
Niech np. D = {(z,y): = >0, y > 0}. Zalézmy, ze funkcja f: D — R jest ciagla

w calym zbiorze D, ma ciggle pochodne czgstkowe w punktach wewnetrznych,

a najmniejsza z jej wartoéci w punktach krytycznych wynosi m; ponadto w punktach
brzegu zbioru D przyjmuje tylko wartosci > m oraz jej wartosci wzdtuz kazdej
pOlprostej (zawartej w D) daza do granicy > m. Czy stad wynika, ze m jest jej
najmniejszg wartoscig? Jako odpowiedZ na to pytanie niech postuzy przyktad:
fl,y) =a° — 2’y — 2’y + 42 ]

Zadanie 893. [A, B,C, D, E (kolejno) na prostej, CA=CE, CB=CD; K,L po
jednej jej stronie; katy ostre: x KAB + xKBA+ <xLDFE + <xLED = 180°;
KBNLD={N}, AKNEL={M}; MN L AE; odcinek M N przecina KL

= CK =CL] (WT = 3,25; LPR = 9). Wigkszo$¢ rozwigzan (M. Adamaszek,

A. Kurach, J. Olszewski, M. Pater, M. Znamierowski), podobnie jak firmowe,
polegala na wprowadzeniu punktu uzupelniajacego tréjkat AKE (lub ALE) do
réwnolegltoboku. Marek Spychatla — nieco inaczej, oryginalnie: z zalozen wynikaja
réwnosci AB = DE, xAKB + ¥xDLE = 180°, a z nich wnioski: czworokat K M LN
jest cykliczny; okregi (AKB) i (DLE) maja réwne promienie (tw. sinuséw); ich
srodki U i V leza po przeciwnych stronach prostej AFE; trojkaty AUB i DV E sa
przystajace. Symetria wzgledem punktu C, ktéra zamienia punkty A i E oraz
punkty B i D, zamienia takze punkty U i V. Tak wiec C jest srodkiem odcinka UV'.
Oznaczmy: X KMN = a, xLMN = 3; skoro MN | AB, zatem xBAK = 90° — «,
skad xUKN = 1(180° — 2xBAK) = o. Dalej ¥ NKL = j3 (okrag KLMN);

UKL = xUKN + xNKL = a+ . Analogicznie ¥V LK = 8 + a. Wobec tego
czworokat UKLV jest trapezem réwnoramiennym. Punkt C' jest érodkiem jego
podstawy UV'; stad teza: CK = CL.

Dos¢ podobnie, zgrabnie: Barbara Mroczek (— e-wydanie). Zadanie 896. [A, = %Ziil + dlan € N = cigg (An)
Ponadto dwa rozwigzania rachunkowe (T. Wietecha, maleje] (WT = 1,65; LPR = 21). Badanie ciaggu o wyrazach

P. Wiéniewski).

An = LH(2"), gdzie H(N) = Z;\;l %, wrecz zaprasza do
wejscia w jezyk analizy (logarytmy, pochodne, catki) — i tak

wyglada wiekszo$é rozwiazan (w tym i ,firméwka”...).
A nie lepiej na poziomie gimnazjum? Popatrzmy (Janusz
Olszewski):

HR') —HQ" ) =5i5+... + 57 <1

(bo suma po prawej stronie ma 2" sktadnikéw, kazdy < 27").

Podstawiajac H(2") = nA,, dostajemy nieréwnosé

0>n+1)Ant1 —nAn—1=(n+1)(Ant1 —1) —n(4n — 1) >
> n(Ang1r — 1) —n(4, — 1),

czyli Any1 — 1 < A, — 1: tezal

Autor zadania (Jerzy Cislo) tez zaproponowal rozwiazanie
w podobnym stylu; i nikt ponadto sposréd uczestnikéw.
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Odnotujmy jeszcze podejscie ,erudycyjne”, wykorzystujace
twierdzenie Younga:

— 1
(Y) H(n)77+lnn+m,
(v — stata Eulera); aby uzyskaé teze zadania

(n+1)H(2™) > nH(2""), wystarczy pokazaé, ze

(n+1)(y + 2" + 5aggy) > n(y + 2" + 5507 ),

czyli ze 2v > 53571 — z’il—trll , a to oczywiste, bo

prawa strona ujemna. Jednak twierdzenie (Y) jest

malo znane i nielatwo dostepne (Google wyrzuca

kilka innych twierdzeri Younga). Tomasz Wietecha
znalazt w pracy arxiv.org/pdf/2204.09226 wynik:

H(n) :fy—&—lnn—ki — ﬁ—ken, 0<en < ﬁ, z ktérego
nieréwnos$é dwustronna (Y') daje sie niezbyt trudno
wyprowadzié¢. Jeszcze jeden z uczestnikow w ten sam sposob
wyprowadzil tez¢ zadania z nieréwnosci (Y), jednak nie
podajac ani jej dowodu, ani zadnego odsytacza.

0<6,<1

Zadanie 897. [ABCD — czworokat wypukly; obwéd p,
przekatne m,n; ABCE — réwnoleglobok = DFE < p —m — n|
(WT =297; LPR = 10). Traktujac punkty jako liczby
zespolone i oznaczajac A— B =z, B—C=y,C—D =z,
rozwigzanie firmowe sprowadzalo teze zadania do nieréwnoséci
lzl + [yl + |zl + [z +y+ 2| 2 |z +y| + |y + 2[ + |2 + 2]
(dalej dajac jej dowdd). Redaktor Ligi nie miat $wiadomosci
— jaka mieli liczni uczestnicy — ze ta nieréwnosé jest dosé
dobrze znana jako Hlawka inequality (lub: Hornisch—Hlawka)
i zachodzi nie tylko dla liczb z,y, z € C, ale dla dowolnych
wektorow w przestrzeni liniowej unormowanej, z norma
okreslong przez iloczyn skalarny. Jak wielokrotnie bywato,
popis erudycji dat Piotr Kumor; calos¢ jego pracy
w e-wydaniu — znajdziemy tam obszerne rozwazania,

odsytacze do literatury (nawet reprodukcje fragmentéw prac),
dyskusje przypadkéw réwnoécei, kwestie istotnosci zatozen

(w réznych wariantach twierdzenia) itp. Janusz Olszewski
(— e-wydanie) przystal trzy sposoby, w tym odsytacz do
Hlawki (z komentarzem).

Zadanie 900. [f1, f2, f3, fa — wielomiany rzeczywiste;
N<fo<fa<faw[0,1]; o< fa< fi < fzw[-1,0] =
fi=fo=fs = fa] WT =1,56; LPR = 16). Znéw: podejscie
typowe — przez poréwnanie relacji asymptotycznych (przy 0)
funkcji f; — ustepowalo prostota wykorzystaniu zwyklej
szkolnej algebry: wyrazy wolne a; = f;(0) spelniaja warunki
a1 < a2 <az <aqoraz az < aq < a1 < az, wiec sg rowne
(oznaczmy ich wspdlna warto$é przez a); zatem istnieja
wielomiany g; takie, ze fi(z) = a + zg:;(x) (1 = 1,2,3,4);

w przedziale (0, 1] spelniajg one nieréwnosci takie jak
funkcje f;, za§ w [—1,0) — przeciwne; stad ich wyrazy

wolne b; = ¢;(0) spetniaja warunki b1 < ba < bz < by oraz

bs < b1 < ba < b2, wige sa réwne (wspdlna wartosé b);

i dalej: istnieja wielomiany h; takie, ze g;(z) = b+ xh;(z),
spelniajace w przedziale (0, 1] nieréwnosci takie jak g;, za$
w [—1,0) przeciwne, czyli takie jak f;, wobec czego wartosci
¢; = h;(0) spelniaja warunki takie jak a;, wigc znéw sa réwne;
pozostaje zauwazy¢, ze b; to wpdtczynniki wielomianéw f;
przy x; dalej: ¢; to wpbtezynniki f; przy x?; kontynuujac to
rozumowanie (indukcja), wykazujemy, ze w wielomianach f;
wspoélezynniki przy zmiennej w jednakowej potedze s réwne,
co oznacza, ze te wielomiany sg réwne.

Obie metody byty reprezentowane w przystanych pracach;

ta pierwsza (przez asymptotyke) bardziej licznie; ciezko
doktadnie ocenié, bo niektére rozwigzania zawieraty elementy
jednej i drugiej metody.

Zadanie 902. [Dla n € N: w(n) = max{w: 107%n! € N}, 107*™n!l =: f(n) =

VYm e N: f(5™)=2" (mod5)] (WT =1,90; LPR = 18). Przez do$¢ dlugi czas nie
mogliSmy sie zdecydowad, czy chcemy wlaczy¢ to zadanie do Ligi. Przeciez ostatnia
niezerowa cyfra liczby n! to hasto czesto spotykane — musi byé w sieci. I jest — tylko ze
wszystko, co wyskakuje, to proste przyktady, dla konkretnych wartoéci n — nie ogdlne
twierdzenie, ktére byloby tu przydatne; trzeba poszperaé¢ glebiej. Pawel Kubit, jako
jedyny, dotart do formuty

L(n!) = LD(2°L(a!) L(b))

dlan =5a+b,

w ktérej LD(m) to ostatnia cyfra liczby m; L(n!) to LD(f(n)) (gdzie f to funkcja

z zadania). Podal dwa Zrédla, z ktérych jedno nie zawiera dowodu (tylko przyklady),
za$ drugie www.geeksforgeeks.org/dsa/last-non-zero-digit-factorial odsyla do
kolejnego materiatu, w ktérym faktycznie jest dowdd (formuly nawet bardziej ogélnej),
wszelako ciezki do przebrniecia — te Sciezke (wraz z wyjasnieniem, jak owa formula
prowadzi do tezy naszego zadania) proponujemy entuzjastom. Jednak prosciej jest
zwyczajnie zrobi¢ zadanie — niezbyt przeciez trudne (jak wskazuje warto$é¢ LPR).

Wszyscy pozostali uczestnicy przystali prace réznigce sie w detalach, ale bazujace na
jednej koncepcji, by w iloczynie definiujagcym n! wydzieli¢ wszystkie potegi piatki,

a pozostale czynniki pogrupowaé w bloki czteroelementowe. Jedyna trudnos$é polegata
na tym, jak tu zgrabnie zapisa¢ rozumowanie, ktére w mysli jawi si¢ jako catkiem
jasne. Szczyt zwiezlosci, przy jednoczesnej klarownosci przekazu, osiagnat Jerzy Cislo

(— e-wydanie)!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez

21

wspolezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



