Lemat 2. Rozwazamy wybrany z grafow A, B. Kazda
skltadowa tego grafu jest $ciezkq, ktora nie zawraca.
Scislej, jesli do pewnej skladowej nalezq wierzcholki

11 <9 < i3 < --- <1y, to jedyne krawedzie tej skladowej
8¢ postact tmlm41-

Dowdd. Z definicji spdjnej sktadowej wynika wprost,

ze zadna z tych stacji nie moze by¢ polaczona z zadna
spoza tej listy. Z drugiej strony, dana stacja moze by¢
polaczona bezposrednio tylko z jedna wyzsza od siebie
i jedna od siebie nizsza; istotnie, polaczenie a i b z c,
gdzie a < b < ¢, przeczyloby zalozeniu, ze wyzszy start
oznacza wyzszy koniec; analogicznie dla a > b > ¢. Zatem
jesli polaczone sa stacje ¢ < j, a takze j z [, to musi
zachodzi¢ j < [. Rozumujac tak dalej, dostajemy dowod
naszej obserwacji. O

W szczegdlnosci zaden z graféw A, B nie zawiera cyklu.

Mozemy teraz powiazac liczbe k z liczba sktadowych
grafu, a wiec z lematem 1.
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Lemat 3. Graf bez cykli o N wierzchotkach
i k krawedziach ma dokladnie N — k sktadowych.

Dowdd. Skonstruujemy nasz graf, zaczynajac od k =0

i dodajac krawedzie jedna po drugiej, w dowolnej
kolejnosci. Oczywiscie dla k = 0 kazdy wierzchotek

jest sam w swojej sktadowej, wiec sktadowych

jest N. Dodajac nowa krawedZ (na dowolnym

etapie konstrukeji), nie mozemy polaczyé niag pary
wierzchotkéw nalezacych do jednej sktadowej — wowczas
powstalby cykl. Oznacza to, ze kazda dodawana przez
nas krawedz taczy wierzcholki, ktére uprzednio nalezaly
do dwdch réznych sktadowych. Tym samym taczy ona
te dwie skladowe, zmniejszajac taczng ich liczbe o 1.
Dowdd jest zakoniczony. |

Jestesmy juz bardzo blisko rozwiazania. Z lematu 3
wynika, ze dla k = n? —n + 1 kazdy z graféw A, B
ma doktadnie n — 1 sktadowych, a wéwczas na mocy
lematu 1 istnieje para wierzchotkéw potaczona przez
kazda z dwoch firm. Bingo!

Pozostaje jeszcze jeden istotny szczegol. Czy jest to rzeczywiScie minimalne k7
Innymi stowy, czy moze zdarzy¢ sie, ze dwoch stacji o zadanej wlasnosci nie
znajdziemy przy k = n? — n? Za odpowiedz niech postuzy schemat przedstawiony
na marginesie (kazdy kolor odpowiada polaczeniom innej firmy).

Warto pokazywaé uczniom zadania takie, jak to — wymagajace, a jednak
dostepne. Moze nawet si¢ zdarzy¢, ze zostanie rozwigzane przez samych uczniéw.
Wazne jest jednak, by nie zdradza¢ zbyt wczesnie jego Zrodla, aby problem nie
zostal z gory uznany za niemozliwy do rozwiazania. Wlasciwie rozegrany, taki

fortel moze niejednej mtodej osobie pokazaé, jak wiele jest w jej zasiegu.

ﬁ Z.adania

Przygotowala Magda CWOJDZINSKA

F 1137. Sonda kosmiczna znajduje si¢ w przestrzeni miedzyplanetarnej

w odleglosci 570 000 km od Jowisza. Na pokladzie sondy znajduje si¢ szpula
magnetofonu o masie 1,3 kg i promieniu 12 cm, bedaca walcem obracajacym

Rozwigzania na str. [24

sie wokél swojej osi. Szpula zostaje wprawiona w ruch obrotowy z okresem 8 s.

Przyjmij, ze o$ obrotu szpuli pokrywa sie z jedna z osi gtéwnych sondy,
a moment bezwladnosci calej sondy (bez szpuli) wzgledem tej osi wynosi

1000 kg - m2.

padajace
Swiatlo
R

powietrze

szklo

szkto

Zakladamy, ze przed uruchomieniem magnetofonu sonda byla nieruchoma i ze
nie dzialaja na niag zadne sily zewnetrzne. Oblicz, o ile maksymalnie przesunie
sie srodek tarczy Jowisza na fotografii wykonanej z sondy, w wyniku jej obrotu,
po 2 minutach pracy magnetofonu.

F 1138. Na rysunku pokazano szklana soczewke o promieniu krzywizny
R = 3m umieszczona na plaskiej plytce szklanej i o$wietlonej od géry swiatlem
biatym. Wyznacz promienie r prazkéw interferencyjnych — promienie pierécieni

Newtona — odpowiadajacych barwie niebieskiej 460 nm. Przyjmij, ze r < R.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1843. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej
n > 1 liczby 1,2,...,2n mozna potaczyé w pary tak,
ze iloczyn sum liczb w parach jest kwadratem liczby
calkowitej.

M 1844. Na tablicy 10 x 10 znajduje sie pewna
liczba mréwek, kazda zasiada na innym polu. Co
minute kazda mréwka przechodzi do sasiedniego
pola na wschéd, na poludnie, na zachéd albo na
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pénoc. Kontynuuje droge w tym samym kierunku

tak dlugo, jak to mozliwe. Kiedy mréwka dotrze do
krawedzi tablicy, zmienia zwrot (utrzymujac kierunek
poruszania si¢). Wiadomo, ze w ciagu godziny zadne
dwie mréowki nie spotkaly sie na tym samym polu. Jaka
jest maksymalna mozliwa liczba mréwek na tablicy?

M 1845. Sfera przecina kazda z plaszczyzn $cian
czworoscianu foremnego wzdtuz okregu. Promienie tych
okregéw wynosza odpowiednio 1, 2, 3 i 4. Czy promien
sfery moze by¢ rowny 57



Rozwigzania zadan ze strony 5

& Rozwigzanie zadania M 1843.
Jedli n jest liczba parzysta, tj. n = 2k, to pary

(1,4k), (2,4k—1), ..., (2k,2k+1)
spelniaja warunki zadania, gdyz
(1+4k)- 24+ @k —1))-...- 2k + 2k + 1)) = ((4k + 1)F)2.

Jesli n jest liczba nieparzysta, tj. n = 2k + 1, to uzyjemy indukcji
matematycznej. Dla n = 3 mamy
(145)(2+4)(3+6) = 182
Zalbézmy zatem, ze teza zachodzi dla n — 2 = 2k — 1 i polaczyliSmy
juz w pary liczby 1, 2, ..., 4k — 2 tak, ze iloczyn sum w parach jest
réwny m? dla pewnej liczby calkowitej m. Wtedy dokladajac pary
(4k — 1,4k + 2), (4k,4k +1),
dostajemy:
(4k — 1+ (4k +2)) - (4k + (4k + 1)) - m? = ((8k + 1)m)>.

& Rozwigzanie zadania M 1844.
Odpowiedz: 40.

Udowodnimy, ze na poczatku w kazdym rzedzie lub kolumnie
znajduja sie co najwyzej dwie mrowki, ktorych pierwszy ruch
odbywa sie¢ w tym rzedzie lub kolumnie. Zatem calkowita liczba
mréwek na tablicy wynosi maksymalnie 2-10 4+ 2 - 10 = 40.

Rozpatrzmy standardowe kolorowanie szachowe naszej tablicy.
Zalézmy, ze po pewnym rzedzie lub kolumnie poruszaja sie
3 mréwki. Na podstawie

v |- -« |y zasady szufladkowej Dirichleta
S vy «| ¢ dwie z nich muszg zajmowacé
- Y I - pola tego samego koloru.

g V=< Jednakze wtedy te mrowki

muszg zajaé to samo pole na

i e dtugo przed uptywem godziny!

-4 b |- Rysunek obok pokazuje
- y } - spelniajacy warunki zadania
Iy e Ny <1 sposéb rozmieszczenia

e <4 40 mréwek wraz z kierunkami

ich wedréwek.

i Rozwigzanie zadania M 1845.
Odpowiedz: Tak.

Niech ABCD bedzie czworoscianem foremnym. Rozwazmy trzy
plaszczyzny:

¥1: réwnolegta do DAB, w odleglosci 3 od niej i po tej samej
stronie DAB co punkt C,

Yo: réwnolegta do DBC, w odleglosci 4 od niej i po tej samej
stronie DBC' co punkt A,

¥3: réwnolegta do DCA, w odlegtoéci v/21 od niej i po tej samej

stronie DC'A co punkt B.

Niech O bedzie punktem przecigcia sie¢ plaszczyzn 31, Yo i X3.
Rozpatrzmy sfere €2 o srodku w punkcie O i promieniu 5. Wezmy
jeszcze punkty A’, B, C’ odpowiednio na pétprostych DA, DB, DC
tak, aby DA’ = DB’ = DC" i plaszczyzna A’ B'C’ byla styczna do Q.

Sfera ) przetnie plaszczyzne DA’B’ wzdluz okregu o promieniu
V52 — 32 = 4, plaszczyzne DB'C’ wzdtuz okregu o promieniu
V52 — 42 = 3, a plaszczyzne DC’ A’ wzdluz okregu o promieniu

V52 — V210 =2.

Przesuwamy teraz réwnolegle plaszczyzne A’B’C’ w kierunku D
az do momentu, w ktérym O € A’ B’C’. Widzimy, ze ) przecina
A’ B’'C" wzdtuz okregu, ktérego promiert moze by¢ dowolng liczba
z przedziatu (0, 5], w szczegdlnodci moze by¢ réwny 1.

24

i Rozwigzanie zadania F 1137.

W sytuacji, gdy na odizolowanej sondzie uruchamiamy szpule
magnetofonu, ukitad pozostaje wolny od zewnetrznych momentéw.
Calkowity moment pedu wzgledem osi obrotu musi wiec

pozostaé staty. Jesli przed wiaczeniem wszystko spoczywa, to

po uruchomieniu szpuli calkowity moment pedu nadal réwny jest
zeru: moment pedu szpuli zostaje skompensowany przez przeciwny
moment pedu powolnego obrotu korpusu sondy.

Niech Is oznacza moment bezwtadnosci korpusu sondy wzgledem
danej osi, a I, moment bezwladnosci szpuli (traktowanej jak

jednorodny walec, I, = %mr2). Oznaczmy takze przez wy = 27 /T
predkosé katowsq szpuli, gdzie T jest jej okresem obrotu. Z zasady

zachowania momentu pedu otrzymujemy natychmiast:

1,
Isws + Iy wy =0 — ws:—I—rwr
S
W konsekwencji po czasie t kat obrotu sondy wynosi:
I, 2wt mr2 wt

I, T I T
Jesli o$ obrotu ma sktadowsa prostopadia do kierunku patrzenia
kamery, ten kat przeklada sie bezposrednio na ugiecie linii
celowania na niebie. Réwnowazne przesuniegcie liniowe srodka
tarczy Jowisza w rzucie na odlegto$é D to (w przyblizeniu dla
matlego kata)
Az =D Ap.

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:
Ap =8,82-10"%rad = 0,0505° ~ 182",
Dla odlegloéci D = 5,7 - 105 km:
Az =D Ap ~ 500km .

Uwaga: Jezeli o$ obrotu pokrywa sie z osig optyczna kamery, obraz
jedynie obraca si¢ w kadrze — bez przesuniecia srodka tarczy.

i Rozwigzanie zadania F 1138.

Rozwazmy obraz interferencyjny powstaly przez fale odbite od
goérnej i dolnej powierzchni klina powietrznego. Fala odbita od
dolnej powierzchni ulega zmianie fazy o 7, podczas gdy fala
odbita od gérnej powierzchni nie. W miejscu, gdzie grubo$¢ klina
wynosi d, warunkiem na maksimum natezenia jest

2d = (m+ 3) A,
gdzie A jest dlugoscia fali w powietrzu, a m jest liczba catkowita.

Zatem
(2m + 1)\

4

d=

Z geometrii rysunku wynika, ze

d=R—\/R2 -2,
gdzie R jest promieniem krzywizny soczewki, a r jest promieniem
pierscienia Newtona. Zatem
(2m 4+ 1)
— -

R—+/R%2 —r2.
Skad otrzymujemy:

(@m+1)RA  (2m +1)2A2
r= - .
2 16

Jedli R jest duzo wigksze od dlugosci fali, pierwszy skladnik
dominuje nad drugim i

_/(@m+1)RA
T = T

Wartoéci liczbowe to: 71 ~ 1,44 mm, ro =~ 1,86 mm.



