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Ciag Fibonacciego okreslony jest przez
rekurencje Fp =0, F; =1

i Fpy1=Fy, +F,_1dlan>1.
PisaliSmy o nim np. w A.lm, Ago, A42L2.

Przy okazji przedstawienia réznych
$rednich zapytajmy, jaka jest $rednia
predko$é podrézy samochodem, ktéry
pierwsza polowe drogi pokonuje

z predkoscia v1, a druga z predkodcia va.
2v7 vy

Odpowiedzig jest wlasnie ETTR

Dla przyktadu, w przypadku (a)
nieréwnosé (2) przybiera postaé
< fntbn < p,

2a5,bn
an+bn
co wynika z (1). Skrajne nieréwnosci
mozna latwo uzasadnic:

an <

2a,bpy 2a,bn
On = bptbn < antbn’

3(an +bn) < 5(bn +by) = by

Kontynuujac przyktad, w przypadku (a)

i — 2anbn — antbn
liczby an41 = anpe oraz bpy1 = 251
mieszczg si¢ w przedziale (an, W} .

Twierdzenie (G. Cantor, 1880). Jezeli
la,b] D [a1,b1] D ... jest ciggiem
niepustych domknietych przedzialéw
w przestrzeni euklidesowej R, ktorych
dlugosci dazq do zera, to przeciecie
la,b] N [a1,b1] N ... zawiera dokladnie
jeden punkt.

Jarostaw GORNICKI*

Procedure, ktéra wymaga wywolania samej siebie, nazywamy rekurencjg. Tego
typu sytuacje wystepuja w informatyce i matematyce do$¢ czesto, klasycznym
przykladem jest rekurencyjna definicja ciagu Fibonacciego. W tym artykule
przygladamy sie zbieznosci kilku ciggdéw rekurencyjnych generowanych przez
klasyczne $rednie dwoéch liczb dodatnich. Bedziemy sie przygladaé¢ temu
zagadnieniu od strony czysto analitycznej, warto jednak zaznaczy¢, ze poruszone
tu kwestie maja pewne odzwierciedlenie w metodach numerycznych.

Ustalmy 0 < a < b. Jak Wiadomo zachodz@ wéwczas nieréwnosci
(1)

(przypadku a = b nie bgdmemy dyskutowac, bo Wtedy wszystkie te wielkosci
sa réwne). Niech ag = a, by = b. Ciagi {a,} i {b,} okreSlamy wzorami
(n=0,1,2,...):

2a,b, an + by

(a) apt1 = a b ntl = T
a, + by,

(b) Ap4+1 = V anbn7 bn+1 = Ta

2a,b,
<C> Anp41 = my bn+1 =V anb'ru

a, + b, an + by,
(d) n4+1 = Ty n+1 -V an—l—lb - - bn

Problem. Czy ciggi {a,} i {bn} sq zbieine, a jeéli tak, to jakie sq ich granice?

Najpierw pokazemy, ze w kazdym z tych przypadkéw ciagi {a,} i {b,} sa
zbiezne oraz lim a,, = lim b,,. Zrobimy to niejako ,za jednym zamachem?”,
majac na uwadze nieréwnosci (1). W jasny sposéb wynika z nich, ze w kazdym
z przypadkéw (a)—(d) dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

(2)
Udowodnimy, ze w kazdym z przypadkéw (a)—(d) zachodzi ponadto

Istotnie, w przypadkach (a)—(c) liczby a1 1 by41 leza w przedziale (an,
o dhugoséci %|an — by|. W przypadku (d) liczby te leza w przedziale [%, bn)
o tej samej dhugosci.

Gp < Gpt1 < bpy1 < by,

lan+1 = bnya] < — bl

an;rbn]

Oczywiscie warunek (2) gwarantuje zbiezno$¢ wystepujacych tam ciagdw, ale
nas interesuje wynikajaca z niego zaleznosé [an,bn] D [an+1,bn+1]. Z warunku (3)
wynika, ze dlugosci tych przedzialéw daza do zera. Zatem w kazdym przypadku
twierdzenie Cantora zapewnia, ze przeciecie [a,b] N [a1,b1] N ... zawiera dokladnie
jeden punkt, ktéry jest wspdlna granica ciagéw {a,} i {b,}.

Pozostal problem wyznaczenia tych granic, jesli jest to mozliwe.

W sytuacji (a) mamy an41bp41 = anby, = ... = a1by = ab. Zatem jesli
«a = lima, = limb,, to
o =lima, - limb, = lim(a,b,) = ab
i o = vab. Niestety pozostate przypadki sa bardziej wymagajace.
W przypadku (b) wspdlng granice ciagéw {a,} i {b,} oznaczamy symbolem
M(a,b), a w przypadku (c) symbolem N(a,b). Poniewaz w przypadku (c)

1o _1/1 1 1 [T 1
an+172 GQp bn ’ anrli Qnp bn’

wiec granice M (-,-) i N(-,-) wiaze zaleznosé M(L,3) = N( 57 Niestety dokladnej
wartosci tych granic nie potrafimy wyznaczyé! W 1800 roku Carl Gauss
zauwazyl, ze ciagi opisane wzorami (b) sa bardzo szybko zbiezne, i pokazal,
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jak mozna je wykorzysta¢ do obliczania przyblizonej wartosci pewnych calek

O odkryciu Gaussa mozna przeczytaé eliptycznych, kt(')rych dokladnej wartosci (na Ogé}) nie znamy. Gauss, majqc
Srnicki 6 s s
w artykule Jarostawa Goérnickiego w |Ag,. 23 lata, Wykazal réwnoéé

1 T

/2 dx
/ \/a2sin2x+b20052x M(a,b) 2

Na temat zbieznosci ciagéw postaci (d) W latach 1799-1800 Gauss podal, ze w przypadku (d) wspdlna granica

Gauss prowadzil korespondencj . , . , Vb2 —a2 .
S e o taffom. T e ciagéw {an}, {b,} jest réwna mgcos‘l%. Wykazemy to na drodze elementarnych

rozwazan geometrycznych, korzystajac z rozwazan inspirowanych obserwacja
Jacques’a Schwaba z 1813 roku (J. Schwab, Elémens de Géométrie, Premiére
Partie, Géométrie Plane, Nancy, 1813):

< Niech P bedzie n-kgtem foremnym i niech Py bedzie 2n-kgtem foremnym,
oba o tych samych obwodach. Jezeli a i b sq promieniami okregéw
wpisanego i opisanego na wielokgcie P, a a1 i by oznaczajg analogiczne
wielkosci dla wielokgta Py, to a1 = 1(a+b), by = vayb.
B . i(p/ A Kredlimy tréjkat réwnoramienny OAB, w ktérym |OA| = |OB| = b i wysokosé
b |OD| jest réwna a (rys. 1). Niech £xAOB = 2¢. Na luku okregu o $rodku
o w punkcie O i promieniu b (opartym na kacie $rodkowym < AOB) wyznaczamy
Rys. 1 C punkt C taki, ze |AC| = |CB|.

Niech A; i By beda $rodkami odcinkéw AC i C'B, odpowiednio. Niech D; bedzie
A, punktem przeciecia odcinka A; By z odcinkiem OC'. Poniewaz D; jest srodkiem

B
/\ D odcinka DC, wiec
a 1 1
0D1] = 5(10C| +10D]) = 5(b+a) = ar.

B b1 D A
M Trojkat OA;1C jest prostokatny, a A; D1 jest jego wysokoscia, w zwiazku z tym
|[OA1] _ |OD4|
o) |ocl| = |OA1|, a zatem
Rys. 2.
‘OAl‘ =\ |OD1| . |OC| =V alb = bl.
W ten sposéb liczby a; i by otrzymujemy z liczb a ¢

i b przy pomocy prostej konstrukcji geometrycznej
(rys. 2). Jednoczesénie w tej konstrukeji przeszliSmy od

tréjkata OAB (gdzie |OA| = |OB| =b, |OD| = a) do B"/',D A
tréjkqta OAlBl (gdzie |OA1| = |OBl| = bl, ‘ODll = al), "
w ktorym

1 1
Powtarzajac te konstrukcje n razy, otrzymamy
Swaski” tréjkat OA, B, w ktérym
|OA,| =|0B,| =b,, |0D,|=an,

1 1
(4)  $A4,0B, = =-5AO0B, |A,B,| = 5:|AB|.

Kreslimy teraz tuk okregu o promieniu b, o $rodku Przy n — oo mamy lim a,, = lim b,, = «, zatem

w punkcie O i kacie srodkowym X AOB = 2¢p. |AB|  |AD|
Drzielac ten tuk na 2" przystajacych tukéw, taczac |AB| =2¢ - a, skad a = 25 = o
kolejno punkty podzialu cigciwami, otrzymamy Poniewas trojkat OAD jest prostokatny, wiec
,wachlarz” zlozony z 2™ przystajacych kopii trojkata | 07 Dl a

A, OB,,. |AD| = /b% — a? oraz cos p = 3 =
Dostajemy w ten sposéb ,wycinek wielokata foremnego”  dlatego ostatecznie

majacy 2" bokéw (o kacie srodkowym xAOB), ktérych b2 _ a2

taczna dlugosé jest réwna |AB|. Okregi, o srodku O s &

w punkcie O, opisane na tym wielokacie i wpisane b

w ten wielokat maja promienie b, i a,, odpowiednio. Zauwazmy jeszcze, ze dlaa = 3, b= % otrzymujemy
Poniewaz dlugos$¢ tamanej (réwna |AB|) zawiera o= 2, wiee ciagi (d) pozwalaja nam obliczaé prayblizons

sie miedzy dlugosciami tukéw okregéw wpisanego
i opisanego, wiec
20 - a, < |AB| < 2¢ - b,.
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wartosé .

Czasem potrafimy co$ obliczyé¢. .. i to bez komputeral!
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