Klub 44 F Zadania z fizyki nr 814, 815

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

814. Dno naczynia nachylone jest pod katem a = 45° do poziomu. W dnie
znajduje sie pélsferyczna wypuklosé o promieniu R (rys. 1). Wysokosé stupa
cieczy nad wypukloscia wynosi H. Jaka sila dziala ciecz w kierunku pionowym
Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2026 na Wypukl@ CZQéé dna? GQStOéé Cieczy jeSt réwna p-

815. Nalezy przeprowadzi¢ gaz doskonaly ze stanu 1 o temperaturze T do

] stanu 2 o temperaturze To > T w taki sposéb, aby temperatura w ciagu catego
procesu odwracalnego 1 — 2 nie malala, a gaz nie oddawal ciepta. Minimalna

B iloé¢ ciepta, jaka moze pobraé¢ gaz w opisanym procesie, wynosi Q1. Jaka moze
by¢ maksymalna ilos¢ tego ciepta?

" Rozwigzania zadan z numeru 11/2025
ys. 1 —|

Przypominamy tresé¢ zadan:

: 806. Hantla sklada sie z dwoch jednakowych matych kulek o masach m, zaczepionych na koncach

2a lekkiego preta i jest zawieszona w polozeniu poziomym na dwéch nierozciggliwych niciach
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o ditugosci I, oddalonych od siebie o 2a (rys. 2). Odlegto$é miedzy kulkami wynosi 2b. Znalezé okres
malych drgan skretnych tej hantli.

I

: 807. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 klucz K3 jest na poczatku zamkniety, a klucze

1o K i Ko otwarte. W pewnej chwili zamknieto klucz K1, a po czasie t; = 0,1 s zamknieto klucz Ks.
! : I Po kolejnym czasie to = 0,2s otwarto klucz K3. Znalezé: 1) natezenie pradu przez cewke L1 po

| dlugim czasie od zamknieciu klucza Ki; 2) maksymalne napiecie na kondensatorze. Opory omowe

| zaniedbujemy, dioda jest idealna. Przyjmujemy Ly = 1H, Ly = 0,5H, C = 10 uF, Uy = 10 V.

I

I

I

I

806. Podczas drgan skretnych hantla obraca sie wokét osi 0. Kat obrotu
oznaczmy przez ¢ (rys. 4). Podczas obrotu $rodek cigzkodci hantli podnosi sie o h

©

Rys. 2 Zjb wzgledem polozenia réwnowagi. Z rysunku 4: Ah =1 — h, gdzie h = /1?2 — |BB1|?.
|BBi1| = ayp, poniewaz kat ¢ jest maty, wicc 12 — h% = a’p? = a®¢® = Ah(l + h),

Ah = a*p?/(l 4+ h) = a*? /2. Energia potencjalna hantli (mierzona od potozenia
réwnowagi) zalezy od kata obrotu zgodnie z wzorem:

(1) Ey(p) = 2mgAh = mga®? /1.

Przy matych drganiach mozemy zaniedbaé sktadowe pionowe predkosci kulek i przyjaé,
ze wektory predkoéci leza w plaszczyznie poziomej i maja jednakowe wartosci:

v =bw(p) = bdp/dt, gdzie w(p) to predkosé katowa obrotu kulki. Energia kinetyczna
hantli zalezy od kata obrotu zgodnie z wzorem:

(2) Er(p) = 2mv® /2 = mb® (de/dt)*.

Wzory (1) i (2) sa analogiczne do wzoréw opisujacych energie potencjalna i kinetyczna
ciezarka o masie M, drgajacego na sprezynie o wspbélczynniku sprezystodci k:

Ep(z) = kx?/2, Ex(z) = M(dx/dt)?/2, gdzie x jest wychyleniem cigzarka z potozenia
réwnowagi. Korzystajac z tej analogii, mozemy zapisa¢ wzory (1) , (2) w postaci:
E,(x) = mga®z? /b2, gdzie x = by, stad k = 2mga/lb®. Ex(x) = m(dx/dt)?, gdzie

M = 2m. Okres malych drgan skretnych hantli wynosi: T = 27/ % = 2—’“’\/Z

a 9

807. Po zamknieciu klucza Ky, w cewce Ly zaczyna ptynaé prad, ktéry rosnie

liniowo z czasem: leh/dt =Uy, I = Uot/Ll. Podobnie jest w cewce La po
zamknieciu klucza K». W chwili otwarcia klucza K3 (rys. 5) It = Uo(t1 +t2)/L1 = 3 A,
I, = Uota/L2 = 4 A. Gdy tadunek kondensatora osiggnie warto§é maksymalna

(ktéra pozostanie stata, ze wzgledu na diode) przez obie cewki bedzie ptynat

taki sam prad I (rys. 6). Napiecie bateryjek kompensuje sie, nie ma oporéw

omowych, dlatego strumien pola magnetycznego w obwodzie nie zmienia sig:

LIy — Lolo = LI + Lo1, stad szukane natezenie pradu plynacego przez cewke L
wynosi [ = (L1Iy — L21I2) /(L1 4+ L2) = 2/3 A. Od chwili zamknigcia klucza do ustalenia
sie maksymalnego tadunku na kondensatorze bateryjki wykonaty prace W = gmaxUbo.
7 zasady zachowania energii: L1112/2 + L2122/2 +W = (L1 + L2)12/2 + qmax2/20,
stad gmax = 1,3 - 1072 C. Maksymalne napiecie na kondensatorze wynosi

Umax = gmax/C = 1300'V.
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 917, 918

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

917. Znalezé¢ najwiekszg liczbe ¢, majaca te wlasnosé, ze dla kazdej nieparzystej
liczby naturalnej n oraz dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest

nieréwnosé |z" — 1| > ¢z — 1.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 2026

918. W tréjkacie ABC punkty D, E, F' sa spodkami wysokosci AD, BE, CF.

Proste DE i CF przecinaja sie w punkcie G. Udowodnié¢, ze okrag opisany na
tréjkacie ABG przechodzi przez srodek odcinka DE.

Zadanie 918 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadann z numeru 11/2025

Przypominamy tres¢ zadan:

909. Troéjkat prostokatny ABC ma boki AB = 5a, BC' = 4a, CA = 3a (a = jednostka dlugosci).
Na boku BC lezg punkty D, E takie, ze okregi o érednicach CD i DE sg styczne do boku AB
odpowiednio w punktach P i Q. Przez dowolnie wybrany punkt X na odcinku AP prowadzimy
prosta (rézng od AP) styczng do okregu CPD. Réwnolegta do niej prosta styczna do okregu DQE
przecina pélprosta @B~ w punkcie Y. Wyznaczy¢ minimalng dlugoéé odcinka XY, gdy punkt X
zmienia swoje polozenie na odcinku AP.

910. Rozwazamy graf skierowany o nieskonczenie wielu wierzchotkach ponumerowanych wszystkimi
liczbami catkowitymi nieujemnymi. Krawedz zorientowana od wierzchotka ¢ do wierzchotka m
prowadzi wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < m — £ < 3 oraz dokladnie jedna z liczb m—¢, m¥ jest
podzielna przez 3. Dla kazdej liczby naturalnej n obliczy¢, ile jest Sciezek prowadzacych od
wierzchotka 0 do wierzchotka 3n.

(1 .

909. Oznaczmy $rodki okregéw CPD, DQFE odpowiednio
przez I, J. Kat BC A jest prosty, zatem okrag CPD jest
styczny do prostej AC, skad wniosek, ze AP = AC = 3a,
BP = 2a. Z podobienstwa ABIP ~ ABAC wynikaja

proporcje L2 = % = %, wobec czego [P = %a. To promien

BP
okregu C'PD; te sama dlugo$é maja promienie IC, ID, skad

CD =3aiBD =a.

Roéwnoramienne tréjkaty CIP, DJ@Q, o réwnolegltych
bokach IP, JQ, tez sa podobne. Zatem CP|DQ i na
mocy twierdzenia Talesa g—g = % = % = i. Uzyskujemy

réwnosci PQ = ga oraz JQ = %a.

A

Pétproste X177 i YJ7 to dwusieczne katéw (ostrego
i rozwartego), jakie tworzy prosta AB z kierunkiem

dwéch prostych réwnoleglych (stycznych do danych

okregéw, zgodnie z tredcia zadania). Zatem XI L YJ
i dlatego AIPX ~ AY QJ (tréjkaty o bokach
odpowiednio prostopadlych). Stad g—); = %,
PX-QY =1P-QJ = %a- 3a. W takim razie

PX 4+ QY >2\/PX-QY = 32a

czyli

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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($rednia arytmetyczna i geometryczna) i ostatecznie (skoro
PQ = 3a):
XY = XP + PQ + QY > 3a.

Réwnosé jest osiagana, gdy PX = QY = %a, czyli gdy
tg xI X P = 2. Tak wigc 3a to szukane minimum.

910. Oznaczmy przez Tn, Yn, zn (dla n > 1) liczbe Sciezek
(odpowiednio) od wierzchotka 0 do wierzcholka z etykieta
3n—2, 3n—1, 3n; zadanie pyta o wartos¢ z,. Do kazdego
z wierzchotkéw 1 i 2 wchodzi jedna krawedz od punktu 0,
wiec 1 = y1 = 1. Ogdlnie, z warunkéw zadania wynika
(dla n > 2), ze do punktu 3n—2 wchodzg krawedzie

z punktéw 3n—>5 i 3n—3, za$ do punktu 3n—1 wchodza
krawedzie z punktéw 3n—4 i 3n—3; natomiast (dla n > 1)
do punktu 3n wchodza krawedzie z punktéw 3n—2 i 3n—1.

To daje zaleznosci rekurencyjne

T = Tn-1+ 2Zn-1, Yn = Yn—1+ 2n—1 (dlan > 2);
Zn = Tn +yn (dlan >1).

W ostatnim z tych wzoréw mozemy cofnaé numerek
i uzyskana réwnosé zn—1 = Tn—1 + yn—1 (dla n > 2) wstawié
do dwdch poprzednich wzoréw, otrzymujac:

Tn = anfl + Yn—1y Yn = Tn—-1 + 2yn71 (dla n 2 2)

Przez oczywisty indukcje (z baza x1 = y1 = 1):
Tn = Yn = 3Tn_1 = 3" 1. Stad odpowied? na postawione
pytanie: zp, = Tpn + yYn =2 - 31

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



