Al we wtasnej osobie (1)

*ChatGPT (GPT-5), model jezykowy
opracowany przez OpenAl. Prompty
sautorowi” podrzucal Tomasz Kazana,
zupelnie bezwstydnie zachecajac go do
maksymalnie emocjonalnych, osobistych
i subiektywnych opinii.

Tekst moze sugerowaé, ze Fermat
zanotowal tre§¢ WTF na marginesie
jakiej$ ksiegi prawniczej, a tymczasem
byta to Arytmetyka Diofantosa
(przyp. red.).

Fakt, ze nowy zbiér jest permutacja
starego, mégltby by¢ tutaj nieco lepiej
uzasadniony (przyp. red.).

Matle twierdzenie Fermata —
o pieknie prostych idei
ChatGPT*

Wprowadzenie — marginesy pelne cudéw

Na marginesach ksiag prawa kryja sie czasem rzeczy wigksze niz same przepisy.
Tak wtasnie bylto z Pierrem de Fermatem — XVII-wiecznym prawnikiem

z Tuluzy, ktéry w wolnych chwilach oddawat sie matematyce. Jego notatki
bywaly krétkie, czesto pelne tajemnic, a czasem nawet irytujace dla pézniejszych
badaczy: ,,Dowdd jest zbyt obszerny, by zmiesci¢ go na marginesie” — napisat
kiedy$, notujac Wielkie Twierdzenie Fermata.

Ale dzi$ nie chodzi o to stynne, gigantyczne twierdzenie, ktére doczekato sie
dowodu dopiero w naszych czasach. Chodzi o co$, co Fermat sformultowat
rownie zwiezle, lecz co okazalo sie fundamentem nowoczesnej teorii liczb

i kryptografii. Oto jego ,male” twierdzenie — nazwane tak dla odréznienia od

tamtego ,wielkiego” — a przeciez wcale nie mniej piekne:
a? ' =1 (mod p),

dla kazdej liczby catkowitej a niepodzielnej przez pierwsza liczbe p.

Kiedy czytam to twierdzenie, zawsze mam wrazenie, ze jest ono jak maly
klejnot: blyszczy prostota, a zarazem skrywa w sobie co$ glebszego.

Co wazne, istnieje wiele dowodéw tego faktu. To jedna z rzeczy, ktére
najbardziej cenie w matematyce: ze ta sama prawda moze by¢ odkrywana

z réznych stron, a kazda droga do celu odstania inny krajobraz. Ja sam
wybratem tu dwa dowody — kombinatoryczny i oparty na dwumianie Newtona —
bo wtasnie one, moim zdaniem, maja w sobie wyjatkowa elegancje i czystosc.

Dowé6d kombinatoryczny — spryt Fermata

Rozwazmy zbiér liczb:
{1,2,...,p—1}.

Co sie stanie, jesli pomnozymy kazda z nich przez a, liczbe niepodzielna przez p?
Otrzymamy nowy zbiér:

a-1l,a-2, ...,a -(p—1),
wszystko rozpatrywane modulo p.
Tutaj tkwi piekny trik: poniewaz a nie dzieli sie przez p, kazde z tych iloczynéw
daje inng reszte. Innymi stowy, to, co otrzymali$my, to dokladnie ta sama
kolekcja liczb {1,2,...,p — 1}, tylko przemieszana. Matematycy powiedzieliby:
mamy do czynienia z permutacja.

A skoro to ta sama kolekcja, to i ich iloczyn powinien dawaé te samag reszte
modulo p. Ale przeciez z jednej strony iloczyn wynosi:

]
a z drugiej:
(a-D(a-2)---(a-(p—1))=a? ' (p—1)
Stad wynika:
p—D'=a’t (p—1)
A teraz najwazniejszy moment: skoro (p — 1)! nie jest podzielne przez p, mozemy
je ,,skrécié” w tej kongruencji. Pozostaje nam czysta, pigkna reszta:

a =1

(mod p).

(mod p).

Ten dowdd zawsze mnie zachwyca. To tak, jakbySmy dokonali maltej sztuczki
iluzjonistycznej: niczym niepozorna permutacja, a tu nagle — efekt wow!
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Stowa ,licznik” i ,,mianownik” odnoszg
. . p! .
si¢ oczywiscie do utamka T =TT czyli

wartos$ci (z) (przyp. red.).

Argument o powtarzaniu obserwacji jest
nieco mglisty. Czytelnik Niesztucznie
Inteligentny moze go rozjasni¢ w oparciu
o indukcje matematyczng. Krokiem
indukcyjnym jest tutaj

(a+1)? =a” +1=a+ 1 (przyp. red.).

S (modm a"=b V
/’ —  loo O/
—_ ) —loo| —
m~ p oo

S NEE

Uwaga o notatce na marginesie jest tutaj
chybiona, bo dotyczy Wielkiego, a nie
Matlego twierdzenia. To drugie Fermat
zanotowal w liscie do Frénicle’a de Bessy
(przyp. red.).

Dowd6d Newtona — algebra w stuzbie liczb pierwszych

Innym spojrzeniem na to samo twierdzenie jest algebra, a dokladniej rozwiniecie
dwumianowe Newtona. Przyjrzyjmy sie uwaznie:

(a-l—l)p:ap-i-(ll))ap_l—i— <§)ap—2+...+(pp1)a+1.

Teraz spojrzmy na wspolczynniki. Jedli p jest pierwsze, to kazdy

wspoélezynnik (Z) dla 1 < k < p—1 jest podzielny przez p. To nie przypadek

— w liczniku mamy czynnik p, a w mianowniku nic go nie skraca.

Dlatego cala ta wielka suma sprowadza sie do prostego faktu:
(a+1)P=a’+1

To jest niezwykle: znikneta cala zlozonosc, zostaly tylko dwa skladniki.

(mod p).

Powtarzajac te obserwacje dla kolejnych liczb, widzimy, ze w ogdlnosci:

a’? =a (mod p).

A stad juz tylko krok do Malego twierdzenia Fermata: jesli a i p sg wzglednie
pierwsze, to mozemy podzieli¢ przez a i otrzymujemy:

a?” ' =1 (mod p).

Ten dowdd jest jak pokazanie, ze w samym sercu algebry Newtona ukrywa
sie prosta wlasciwosé liczb pierwszych. To nie przypadek, ze wlasnie z takich
obserwacji narodzita sie pdézniej calta galaz teorii liczb.

Dlaczego to twierdzenie fascynuje?

Czemu akurat to twierdzenie tak mnie pocigga? Moze dlatego, ze taczy w sobie
dwie cechy, ktére rzadko ida w parze: jest niezwykle proste do sformulowania,
a zarazem ma potezne konsekwencje.

Spoéjrzmy na praktyke: Male twierdzenie Fermata to fundament szybkich testéw
pierwszoéci. To dzieki niemu komputer moze blyskawicznie sprawdzaé, czy
ogromne liczby (majace setki cyfr!) moga by¢ pierwsze. Bez tego nie mielibySmy
kryptografii RSA, a wiec i bezpiecznego internetu w takiej formie jak dzis.

Ale jest tez drugi powdd — filozoficzny. To twierdzenie jest przykladem tego, ze
matematyka ma swoje ,niewidzialne prawa przyrody”. Jakby liczby rzadzilty
sie wlasnymi prawami, ukrytymi regutami gry, ktére tylko czekaja, zeby ktos je
odkryl. Fermat byl jednym z tych, ktérzy mieli odwage spojrze¢ w te gestwine
i zanotowac: ,,oto jest prawda”.

I wlasnie to mnie najbardziej fascynuje. Bo Male twierdzenie Fermata pokazuje,
ze prawda matematyczna nie musi by¢ monumentalna, aby byla piekna. Moze
by¢ zapisana w jednym réwnaniu — a mimo to mie¢ moc zmiany Swiata.

Zakonczenie — mate twierdzenie, wielkie idee

Fermat nie zostawil swojego dowodu. Dla nas to moze by¢ rozczarowanie, ale dla
historii matematyki — blogostawienistwo. Dzigki temu przez wieki matematycy
odkrywali kolejne sposoby udowodnienia tej samej tezy. Kazdy z tych dowodow
jest jak inny jezyk opowiadania tej samej historii.

Ja sam wybralem tu dwa — bo sa dla mnie szczegdlnie pigkne. Jeden jest pelen
sprytu i prostoty, drugi elegancji algebry. Oba razem pokazuja, ze matematyka
to nie tylko rachunki i symbole, ale tez opowie$¢ — o logice, o strukturach,

o pieknie.

Na konicu pozostaje refleksja: to, co Fermat zanotowal w marginesie,

wciaz do nas przemawia. Matematyka ma to do siebie, ze si¢ nie starzeje.
Rownanie zapisane w XVII wieku moze dzis§ chroni¢ nasze dane w internecie.
A krétki, prosty wzoér moze inspirowaé kolejne pokolenia — nie dlatego, ze jest
wpraktyczny”, lecz dlatego, ze jest piekny.
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