Od réwnowagi szczegdétowej do rozkladu Fermiego—Diraca
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Réwnowaga termodynamiczna to taki
stan uktadu, ktéry jest stacjonarny

i w ktérym nie ma tzw. makroskopowych
plywéw. Pret, ktorego jeden koniec jest
stale podgrzewany, a drugi schtadzany,
nie osiggnie stanu réownowagi — osiggnie
stan stacjonarny, ale wewnatrz preta beda
zachodzity , przeplywy cieplta”, tzn.
makroskopowe procesy wywolane
podtrzymywang z zewnatrz réznica
temperatur na koncach.

Kiedy rozwazamy energie, ktérych
warto$ci moga by¢ dowolnymi liczbami
rzeczywistymi dodatnimi, to moze sie
okazaé, ze prawdopodobienstwo
wylosowania konkretnej wartosci energii
jest zawsze réwne zero. Zeby uniknaé tego
rodzaju problemdéw, mozemy np. podzielié
zakres energii na przedzialy ustalonej
dlugosci i pytaé o prawdopodobienstwo,
ze energia znajdzie si¢ w danym
przedziale. Dlugosé przedzialu moze byé
dowolnie mata i zwykle na koncu
rozwazan wykonuje si¢ przejscie graniczne
z dlugoscia przedzialu dazaca do zera.

Czytelnik Dociekliwy moze mieé duze
zastrzezenia do réwnania . Jednym

z nieoczywistych zatozen jest przyjecie, ze
wspoélczynnik ¢ jest niezalezny od energii.
‘Wyprowadzenie mozna poprawié, bez
zmiany toku rozumowania, zakladajac, ze
wspélezynnik ¢ jest funkcja energii

¢ = c(F1, Es, E3, E4), ale symetryczna ze
wzgledu na zamiane (E1, E2) — (E3, E4).
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Czytelniku, czy wiesz, ze gdy czytasz ten artykul, czasteczki powietrza odbijaja
si¢ od Ciebie, ogrzewaja Cig, wywieraja na Ciebie ci$nienie i zderzaja si¢ ze soba.
Sa w cigglym ruchu, ale jako calo$é¢ tworzg stan réwnowagi i pozornie ,,nic woké6t
Ciebie si¢ nie dzieje”. Ta stabilnosé wynika z zasady rownowagi szczegdtowej —
bohaterki tego artykutu. Popatrzmy, jak ta intuicyjna i bardzo ogélna zasada,
stosujaca sie do wszystkich uktadow fizycznych, pozwala wyprowadzi¢ wielkie
rownania fizyki statystycznej: rozklad Boltzmanna, rozkltad Bosego—Einsteina
oraz rozktad Fermiego—Diraca.

Przyjrzyjmy sie powietrzu w stanie réwnowagi. Niektére czasteczki powietrza
sg szybkie, inne wolne. Gdybyémy przyjrzeli sie im z bliska, zobaczylibysmy,

ze ich predkoéci czesto zmieniajg sie na skutek zderzen. Pomimo tych ciaglych
zmian powietrze wokol nas nie wyplynie nagle z naszego pokoju ani nie zacznie
sie samoistnie nagrzewac¢. To oznacza, ze w $wiecie mikroskopowym predkosci

i polozenia czastek zmieniaja sie, pozostajac blisko globalnych Srednich. Aby

to mialo miejsce, kazde fizyczne zdarzenie i zdarzenie do niego przeciwne
powinny zachodzi¢ srednio tak samo czesto — wtedy uklad bedzie ,,globalnie”
stabilny. To jest wlasnie zasada réwnowagi szczegdlowej — stwierdzenie, ze

dla dowolnego procesu w ukladzie réwnowagowym proces do niego odwrotny
powinien zachodzi¢ z tym samym prawdopodobienstwem. Jesli wiec w gazie dwie
czastki o energiach F7 i Es zderzaja sie ze soba tak, ze po zderzeniu ich energie
wynosza Fs i Ey4, to proces odwrotny — spotkanie sie dwdch czastek o energiach
FEs3 i Ey i takie ich zderzenie, ze przyjma energie F; i Fo — powinien zdarzaé sig
z ta samg czestoscia.

Zobaczmy, jakie sa konsekwencje tej zasady, gdy polaczymy ja z nasza
intuicja. Zastanoéwmy sie, jak czesto dochodzi do zderzenia czastek o danych
energiach Fy i F;? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, warto najpierw pomyslec¢,
jaka jest szansa na to, ze losowa czastka ma energie E;. Zapewne bedzie
to prawdopodobienstwo proporcjonalne do tego, ile czastek wlasnie ma te
energie — oznaczmy te liczbe (catkowita) przez Ni, natomiast Ny niech oznacza
liczbe czastek o energii F, itd. Natomiast érednig liczbe czastek o energii F
oznaczmy funkcja N(FE) — to jest funkcja ,,globalna”; ktéra cheieliby$my
znalez¢é. Naturalnym zalozeniem wydaje sie przyjecie, ze liczba zderzen czastek
o energiach F4 i Fy powinna by¢ proporcjonalna do liczby ich par:

P(El,EQ — Eg,E4) = CNlNQ.
Liczby N; oraz Ny nawet w ukladzie rownowagowym zmieniaja si¢ w czasie.
Powyzsze réwnanie, zakladajac niezalezno$é obsadzen energii Ey oraz Ey
po uérednieniu po dlugim czasie pozwoli policzy¢ érednia liczbe proceséw
(l?]_7 E2 — E37 E4)Z
(].) Psr(El,EQ — Eg,E4) = CN(El)N(EQ)
Zauwazmy, ze o ile chwilowa liczba czastek o danej energii (np. Ny) musi by¢
liczba naturalna, to Srednie obsadzenie jest dowolna liczba nieujemna. Tak jak
mozna mieé¢ Srednio 1/3 jajka na wytlaczanke (np. gdy mamy jedno ostatnie
jajko w wytlaczance oraz dwie puste wytlaczanki, to mamy srednio 1/3 jajka na
wytlaczanke), tak samo nie ma problemu z tym, ze dana energie bedzie miato
srednio np. pol czastki.

Skoro uklad ma by¢ w réwnowadze szczegdlowej, to proces odwrotny, przez
analogiczne rozumowanie zachodzacy z prawdopodobienstwem cN3 N4, powinien
zachodzié¢ §rednio tak samo czesto:

c¢N(E1)N(E;) = Py(Ey, Ey — E3,Ey) = Py (E3, Ey — E, E3)
= CN(E3)N(E4)
Powyzsze rownanie po wyciagnieciu logarytmu z obu jego stron oraz
wprowadzeniu nowej funkcji g(E) = In N(E) mozna przepisa¢ w nieco prostszej

postaci
9(Er) + g(E2) = g(E3) + g(Ey).
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Rozwigzanie réwnania (2|), przy zalozeniu
rézniczkowalnosci g, przebiega
nastepujaco. W szczegdélnym przypadku,
gdyr=FE—-6,y=0, w=FE+94,a

z = —§, réwnanie mozna sprowadzi¢ do
postaci g’(z) = g(0). Skoro pochodna
funkcji g jest stala, to funkcja ma postaé
g(z) = ax + b.

Od 20 maja 2019 roku Migdzynarodowe
Biuro Miar i Wag ustalilo wartosé statej
Boltzmanna na kg = 1,380649 x 10723 L.
Tym samym stala Boltzmanna stala sig
podstawowa wielkoscig uzywang do
definicji wielu jednostek SI.

Zasada Boltzmanna przydaje sie

w kazdym uktadzie, w ktérym interesuje
nas liczba czastek o danej energii

w konkretnej temperaturze. Bezposrednim
zastosowaniem jest m.in. wzor
barometryczny (opisujacy spadek gestosci
i ci$nienia wraz z wysokoscia), ale wzér
Boltzmanna pojawia si¢ w wielu
miejscach. Pozwala na przyktad obliczy¢,
ile elektronéw pokona przerwe
energetyczng w pélprzewodnikach, co jest
kluczowe dla dzialania elektroniki, czy
oszacowaé nikla nadwyzke spinéw
mierzonych w urzadzeniach NMR, co

z kolei umozliwia precyzyjne obrazowanie
medyczne w szpitalach.

Bezposrednia konsekwencja tego wzoru
jest istnienie kondensatu
Bosego—Einsteina — nietypowej fazy
materii, ale tez poprawny opis dzialania
lasera czy wspomniany w tekscie opis
rozkladu energii wypromieniowanej przez
ciala w stalej temperaturze.

Pamietamy przy tym, ze energia ma by¢ zachowana w tym procesie, tzn.
Fy + Es = E3 + E,. Prowadzi nas to do rownania funkcyjnego — szukamy
funkeji g(z) spelniajacej réwnanie
(2) 9(@) +9(y) =g(w) +g(z) da z+y=w+z
To duze ograniczenie na funkcje g — jedynym cigglym rozwiazaniem jest funkcja
liniowa g(F) = aE + b, dajaca nastepujacy wzér na srednia liczbe czastek
o energii E:

N(E) = exp(g(E)) = Aexp(aE).
Zauwazmy, ze gdyby wspolczynnik a byl dodatni, to uzyskalibySmy niefizyczny
wynik — rownowaga wymagaltaby, aby srednia liczba czastek o energii F
rosta wraz z ich energia. Energia jest nieograniczona z géry, a tym samym
czastek byloby nieskoniczenie wiele. Ta sprzecznosé prowadzi do wniosku, ze
wspo6lezynnik a musi byé ujemny. Wykonujac eksperymenty i wprowadzajac
pojecie temperatury 7', mozemy, w zgodzie z obecnymi konwencjami, ustali¢, ze
a=—1/(kgT), gdzie kp to stala Boltzmanna, uzyskujac wzor:

¥(E) oo (55

To bardzo wazny wynik — odtworzyliémy tzw. rozktad Boltzmanna, czyli
zaleznosé liczby czastek o energii E' od wartosci tej energii!

Rozklad Boltzmanna, mimo ze stosuje si¢ do wielu sytuacji fizycznych, zawodzi
w odniesieniu m.in. do rozkladu energii emitowanej przez ciata w stalej
temperaturze. Problem zostal rozwiazany przez Plancka, ktéry zalozyt
kwantowanie energii, tworzac podwaliny mechaniki kwantowej. Czy zasade
réwnowagi szczegdlowej mozna stosowaé w Swiecie kwantowym? Otéz mozna,
chociaz czasami trzeba zmodyfikowaé wzér na prawdopodobienistwo (1)! Oprécz
wyprowadzenia podanego powyzej rozwazymy jeszcze dwie inne wersje. Pierwsza
uwzgledni czastki ,,towarzyskie”, ktére tym czesciej uzyskuja dang energie, im
wiecej czastek taka energie juz ma. Czastki drugiego typu, wrecz przeciwnie,
nigdy nie uzyskuja energii, ktérg jakas czastka juz ma. Dla pierwszego typu
czastek rozwazmy taka modyfikacje réwnania (1))
P(El,EQ — E3,E4) = CN1N2 (N3 + 1) (N4 + 1) .

Taka postaé¢ spetnia warunek ,,towarzyskosci”, gdyz szansa, ze czastka uzyska
energie F3 jest wzmocniona przez czynnik N3 + 1, a jednoczes$nie jesli prawie
zadna czastka nie miala energii E3 lub F,, to réwnanie jest bliskie poprzedniej
wersji (1)), o ktérym wiadomo, ze sprawdza sie w wielu sytuacjach. Ponownie
powolujac sie na zasade réwnowagi szczegdlowej, otrzymujemy:
N(E1) N(Ez) (N(E3) +1) (N(Ey) +1)

— N(Bs) N(E) (N(Ey) + 1) (N(Ep) +1),
ktore prowadzi do:

N(Ey) N(Es) _ N(Es) N(By
N(E) +1N(Ex)+1  N(E3)+1N(Eq)+1

Po wyciagnieciu logarytmu z obu stron powyzszego réwnania otrzymujemy
ponownie réwnanie funkcyjne (2) tylko dla funkeji g(E) = In % Powtarzajac

rozumowanie z poprzedniej czesci artykutu dla g(E), uzyskujemy inny wzor na
liczbe czastek o energii E:

® —
exp (Wlﬁb) -1

To kolejny przelomowy wzor w fizyce, znany jako rozktad Bosego—Einsteina. Te
Ltowarzyskie” czastki nazywamy bozonami. Najpierw Satyendra Bose przyjatl, ze
tak zachowuja sie czastki Swiatta, czyli fotony. Albert Einstein zaproponowat
rozwiniecie tego pomyshu na atomy. Nalezy zauwazy¢, ze w typowych warunkach,
gdy E > kpT, nie trzeba si¢ przejmowaé bozonowa natura materii i przyblizone
prawo Boltzmanna daje wystarczajaco dobre przyblizenie.

Np_g(E) =

Wprowadzajac wzor (3)) okoto 1924 roku, Bose i Einstein nie wiedzieli jeszcze
o istnieniu czastek ,introwertykdéw”; tych drugiego typu. Formalnie spelniaja one



Rozklad Fermiego—Diraca jest nieoceniony
w wielu sytuacjach — od zrozumienia
tablicy Mendelejewa poprzez opisy ruchu
elektronéw, zrozumienie polprzewodnikéw
az po zastosowania astrofizyczne, takie
jak wyjasnianie cyklu zycia gwiazd

i obliczanie wielkosci gwiazdy
neutronowej.
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Niedawno zespél Coma przypomnial
$piewang pierwotnie przez Andrzeja
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zakaz Pauliego, ktéry zabrania dwom identycznym czastkom by¢ na tym samym
poziomie energetycznym. Prowadzi to do nastepujacego prawdopodobienstwa
przejscia:

P(El,EQ — E3,E4) = CN1N2 (1 — Ng) (1 — N4) .

Zauwazmy, ze powyzszy wzor daje zero, jesli w ukladzie w danej chwili bytaby
czastka na poziomie F3 lub Fy; — wzor gwarantuje wiec spetnienie zakazu
Pauliego. Powtoérzenie rozumowania z poprzedniej czeéci artykulu, prowadzi
do wzoru

1

exp (%) +1
powszechnie znanego jako rozklad Fermiego—Diraca. W tym rozkladzie $rednia
liczba czastek o danej energii jest zawsze mniejsza niz 1.

Np_p(E) =

Okazuje sie, ze czastki elementarne budujace materie to zwykle fermiony —
fermionami sg elektrony, protony czy neutrony. Jedli jednak parzysta liczba
fermionéw utworzy jeden atom, wtedy caly atom bedzie sie zachowywal jak
bozon. Wiele czastek elementarnych odpowiedzialnych za oddzialywania jest
bozonami. Bozonem jest tez czastka Swiatla, czyli foton. A co decyduje o tym,
ze dana czastka jest fermionem lub bozonem? To juz osobna historia, ktorej
niestety nie da si¢ wyjasnié, uzywajac pojecia réwnowagi szczegdlowe;j.

Aleksy SCHUBERT*

Fraszka Jana Kochanowskiego Na matematyka moglaby uchodzié¢ za trafne,
niemal ostateczne podsumowanie relacji miedzy matematyka a sztuka poezji.
Umoéwmy sie bowiem, ze cho¢ w obu dziedzinach podstawowa materia pracy jest
stowo, to matematycy daza przede wszystkim do maksymalnej jednoznacznosci
wyrazu, podczas gdy poeci z upodobaniem zanurzaja si¢ w robiacych wrazenie
wieloznaczno$ciach i niejasnoSciach. Nic wiec dziwnego, ze przedstawiciele
jednej z tych sztuk tatwo okopuja sie na swoich pozycjach, uznajac drugich co
najwyzej za ufoludkéw — dziwacznych przybyszy z jakiej$ Matplanety, ktérzy,
owszem, posiadaja moze u siebie pewien podzbior tegich walcow, lecz niewiele
maja wspolnego z prawdziwym zyciem. Drugim z kolei, rownie latwo jest uznaé
poetyckie wytwory tych pierwszych za calkowicie niezrozumiale wodolejstwo.
Tymczasem obie te dziedziny moga z siebie czerpaé¢ tworcze inspiracje, o czym
sprébuje tutaj nieco opowiedziec.

Zanim jednak przejde do wlasciwego watku mojej tu prozy, chcialbym
wyjasni¢, czym niniejszy tekst jest, a czym nie jest. Przede wszystkim nie
jestem literaturoznawca, ktory spedzil cate zycie na zglebianiu relacji miedzy
matematyka a polska poezja; nie nalezy wiec traktowac tego tekstu jako

glosu eksperta w tej dziedzinie. Jest to raczej zbiér kilku — mam nadzieje —
interesujacych punktéw zaczepienia, ukazujacych wybrane powiazania poezji

z matematyka, na jakie udalo mi sie natrafi¢ w swoich czytelniczych przygodach
matematyka, bez ambicji wyczerpania tematu. Z pewnoscia mozna wskazaé

w nim luki oraz istotne pominiecia, za ktore z géry przepraszam. By¢ moze
jednak w przyszlosdci znajdzie si¢ ktos, kto podejmie si¢ stworzenia pelniejszego
obrazu tych relacji. Nie bytoby tez od rzeczy, gdyby niniejszy tekst zostalt
zinterpretowany jako wyraz potrzeby zaistnienia takiego opracowania.

Tymczasem, do rzeczy. Gdy bylem w pierwszej klasie liceum, ktos zapytal mnie,
czy znam trygonometryczng rymowanke. Odpowiedzialem przeczaco, wiec zaraz
ustyszatem taki oto tekst:

W pierwszej wszystkie sq dodatnie,
w drugiej tylko sinus,

w trzeciej tangens i cotangens,

a w czwartej cosinus.



