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Hipoteza Goldbacha (1742) glosi, iz
kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest
suma dwoch liczb pierwszych. Do dzi$
pozostaje nierozstrzygnigta, choé
udowodniono wiele stabszych
sformulowan i powigzanych twierdzen.

Przedstawiamy tylko drobng czes$¢ zjawisk
i teorii powigzanych z problemem
Waringa. Czytelnik Zainteresowany
znajdzie pelniejszy przeglad

w Rozdziale 8 Teorii Liczb

W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

Oszacowanie g(k) > 2% + L(%)kJ -2
podat L. Euler okoto 1772 roku. Na tej
podstawie wysunal on $miatag hipoteze,

ze g(k) jest réwne podanej wartosci
ograniczenia dolnego. Obecnie wiemy, ze
jest to prawda dla k < 471 600 000 oraz ze
moze istnieé co najwyzej skonczona liczba
wyjatkéw; w ich (hipotetycznym)
przypadku, dokladne wartosci g(k)
réwniez sg opisane.

Artykut w|A3, autorstwa Tomasza
Kobosa przedstawia obfita selekcje
standardowych metod. Czytelnik
Zainteresowany znajdzie wigcej zadan
olimpijskich z zakresu analitycznej teorii
liczb w odpowiednim skrypcie broszury
MIKO 2023/24 pod adresem
https://mikomath.org/editions/|

Czytelnik Zaciekawiony zechce zbadaé

w tym miejscu gestos¢ naturalng zbioru
liczb, ktérych zapis dziesigtny zaczyna sig
od 1.

Problem Waringa i funkcje gestosci
w teorii liczb
Michat GOS*

Teoria liczb wyrdznia sie wyjatkowo intensywnym stosowaniem narzedzi
pozostatych dzialéw matematyki. W tej dziedzinie nierzadko okazuje sie, ze
badanie prostych do sformulowania probleméw wymaga szeroko zakrojonej
rozbudowy znanych metod, co historycznie przyczynialo sie do preznego
rozwoju innych dziedzin. Ponizej zajmiemy si¢ przyktadem takiego problemu.
Przypomnijmy najpierw nastepujace:

Twierdzenie 1 (Lagrange). Kazdg liczbe naturalng mozna wyrazié jako sume
czterech nieujemnych kwadratow.

Dowdd, choé niekrétki, mozna uzyskaé skromnymi srodkami elementarnej
algebry i arytmetyki modularnej reszt kwadratowych. W 1770 roku Edward
Waring zapostulowal nastepujace uogélnienie twierdzenia Lagrange’a, ktére
zostalo udowodnione dopiero w 1909 roku przez Davida Hilberta:

Twierdzenie 2 (Waring—Hilbert). Dia kaidego k € N istnieje g € N takie, ze
kazdg liczbe n € N mozna zapisaé jako n = ¥ + ... + x’; dla pewnych nieujemnych

liczb catkowitych x1, 22, ..., x,.

Najmniejsze g spelniajace warunek twierdzenia 2 oznaczmy jako g(k). Tak wiec
g(2) = 4, zas Waring przypuszczal, ze g(3) = 9 oraz g(4) = 19 (co okazalo

sie prawda). Obok hipotezy Goldbacha, problem Waringa stal si¢ jednym

z wazniejszych obszaréw badan addytywnej teorii liczb. W niniejszym artykule
przedstawimy szkic dowodu tego klasycznego juz twierdzenia.

Dla wstepnej oceny trudnosci zadania, mozemy latwo otrzymaé oszacowanie
dolne wartosci g(k) przez sprytny wybor n = 2% [(3)*] — 1. Wtedy n < 3%,
wige x1, ..., T4k € {0,1,2}. Niech a z tych liczb przyjmuje warto$¢ 1, b z nich
warto$¢ 2. Mamy n=a+b- 2%, skad b < |3+] < [(2)*] — 1, a zatem

gk) Za+b=n—(2"—1)b> 2"+ [(3)*] — 2.

Patrzac na wykladniczy wzrost wartosci g(k), mozemy porzucié¢ nadzieje na
dowo6d konstruktywny, jaki mozna przeprowadzi¢ w przypadku twierdzenia 1.
Zastosujemy inne podejicie — zamiast konstruowaé¢ odpowiednie przedstawienie
danej liczby n jako sumy k-tych poteg, bedziemy badaé zbiér wszystkich liczb
postaci o% + ... + xf dla okreslonego I. Oznaczmy przez Sy zbiér {m* : m € Z>,},
gdzie Z>( to zbiér nieujemnych liczb catkowitych. Sumq Minkowskiego zbioréw
A, B C Zo bedziemy nazywaé zbiér A+ B :={a+b:a € A, b € B}; bedziemy
tez domyélnie pisa¢ [A = A+ ...+ A (mamy [ ,skladnikéw” po prawej stronie).
Twierdzenie 1 mozemy wiec zapisa¢ w postaci 4Sz = Z>. Chcieliby$my opisaé,
jak duza ,,cze$é” zbioru Z3( stanowia zbiory [S), dla kolejnych liczb [ € N oraz
znalez¢ kryteria okreslajace, kiedy (S, = Z>¢.

Jesli Czytelnik mial okazje poznaé olimpijskie zastosowania analitycznej teorii
liczb (nie jest to potrzebne do lektury tego artykulu), moze on skojarzyé w tym
miejscu pojecie gestosci naturalnej d(A) dla zbioru A C Zx¢. Definiujemy ja jako
granice przy n — oo wyrazenia #, gdzie A(n) = |AN{1,...,n}|. Intuicyjnie,
mierzy ona dokladnie to, jaka ,,cze$¢” zbioru N stanowi podzbior A; do naszych
e . . o A(n) . .
celéw jest ona jednak wybrakowana. Po pierwsze, ciag liczb {T}n cny Die musi
posiadaé¢ dobrze okreslonej granicy — do opisu ,,gestosci” zbioru A za pomoca
tego ciagu potrzebne bylyby wtedy bardziej techniczne pojecia analityczne.
Po drugie, nawet ,najgestszy” przypadek d(A) = 1 nie pozwala stwierdzié, ze
A=N.

Badajac zagadnienia addytywnej teorii liczb, matematyk rosyjski Lew
Sznirelman wprowadzil ,ostrzejsza” funkcje gestosci, zwang dzis gestoscig
Sznirelmana. Dla zbioru A C Zx, oznaczamy ja przez 6(A) i definiujemy jako
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Czytelnik Skrupulatny moze zapytacé, czy
wynik ten da si¢ poprawi¢. Okazuje sie,
ze tak: H.B. Mann wykazal, ze dla

A, B C Zyq takich,ze 0 € ANB

i1l € AU B, zachodzi nawet

6(A+ B) > min{1,6(A) + §(B)}.

Uwage przykuwa kombinatoryczny
charakter powyzszych wynikéw, mimo
analitycznej definicji gestosci Sznirelmana
6(A) — to za sprawa jej wygodnej
interpretacji w ramach nieréwnosci

A(n) =2 6(A)n dlan € N.

Do dowodu lematu 3 konieczne sg
zaawansowane narzedzia analityczne lub
zmudne obliczenia. Czytelnik Zawzigty
moze znalezé elementarne uzasadnienie
oparte na tych drugich w ksigzce Three
Pearls of Number Theory, A.Y. Khinchin
(Graylock Press, Rochester, NY, 1952),
dostepnej online. Dowd6d analityczny
zawarty jest w Teorii Liczb

W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

infimum (najwicksze ograniczenie dolne) zbioru {A "€ N} to jest najwieksza
liczbe 0 € R taka, ze T > 6 dla kazdego n € N. Zaznaczmy, ze kazdy podzbidr
liczb rzeczywistych posiada dobrze okreélone infimum. Ponadto z definicji

0(A) natychmiast wynika, ze §(A) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ANN =N.
Zatem 6(A) zapewnia ,, gestoSciowe” kryterium na zajscie A = Zs( dla zbioru A
zawierajacego 0. Okazuje sie, ze mowi o wiele wiecej w sytuacji, gdy rozwazamy
sumy Minkowskiego [A dla | € N zdefiniowane powyzej:

Twierdzenie 3 (Sznirelman). Jezeli zbiér A C Z>o zawiera 0 i spelnia 6(A) > 0,
to istnieje g € N takie, Ze gA = Zxy.

Zbior A C Zx spelniajacy tez¢ twierdzenia 3 nazywamy bazq zbioru liczb
naturalnych. Powyzszy wynik otwiera droge do dowodu twierdzenia 2 —
wystarczy wykazaé 0(ISx) > 0 dla pewnego ! € N. Zaznaczmy, ze warunek
twierdzenia 3 dla zbioru A C Zx( na bycie baza N nie jest warunkiem koniecznym
— mamy wszak §(Sz) = 0, ale 452 = Z>¢. Dowdd twierdzenia 3 opiera si¢ na opisie
przyrostu gestosci Sznirelmana dla sumy Minkowskiego A + B w poréwnaniu do
gestosci sktadnikéw A, B i jest konsekwencja dwoch kolejnych lematéw:

Lemat 1. Dla dowolnych zbioréw A, B C Zx>o zawierajgcych 0 zachodzi
0(A+ B) 2 6(A) +(B) — 6(A)d(B).

Dowdd. Do wykazania 6(A 4+ B) > ¢ wystarczy (A + B)(n) > cn dla kazdego
n € N. Wypiszmy elementy AN{l,...,n}: 1< a3 <ag <- - <a, <n, gdzie
r=A(n) > 6(A)n. Oznaczmy B; = BN{1,...,a;41 —a; — 1} dlaie{0,...,r}
przy dodatkowym oznaczeniu ag =0 i a,4+1 = n + 1 (niekoniecznie a, 1 € A).

Zbiory {a;}i_, oraz {a;} + B; dla i € {0,...,r} stanowia rozlaczne podzbiory
(A+B)n{l,...,n} —zatem (A+ B)(n) > A(n) + >_;_, B(ait1 —a; — 1).

Z definicji gestosci Sznirelmana B(a;+1 —a; — 1) = §(B)(ai+1 — a; — 1), wiec
otrzymujemy

(A + B)(n) +Z(s Yaizr —a; — 1) = A(n) + 6(B)(n —r),

gdyz prawa suma ,,teleskopuje sie”. Zapis prawej strony jako (1 — §(B))A(n) +
nd(B) i podstawienie A(n) > §(A)n daja zadana nieréwnosé. O

Lemat 2. Dla dowolnych zbiorow A, B C Z>¢ zawierajgcych 0 i spelniajgcych
0(A) 4+ 6(B) > 1 zachodzi A+ B = Z>o.

Dowdd. Rozwazmy dowolne n € N — pokazemy, ze n € A + B. Jezelin € AU B,
to sytuacja jest jasna. W przeciwnym razie zbiory AN {1,...,n} oraz
B'={n—-b:be Bn{l,...,n}} sa zawarte w {1,...,n — 1}. Jednoczesnie

A(n) + B'(n) = A(n) + B(n) = (6(A) + 6(B))n = n. Te dwa zbiory musza zatem
mie¢ niepuste przecigcie — dlatego istnieja a € A, b € B takie, ze a = n — b, czyli
n=a+beA+B. O

Dowdéd twierdzenia 3. Tez¢ lematu 1 mozemy zapisaé alternatywnie jako
—0(A+B) < (1-96(A)(1=46(B)). Z indukcji matematycznej wynika teraz, ze

—0(A1+...+4) < Hi L(1=38(A;)), w szezegélnodei §(1A) > 1— (1 —4(A))! dla
A C Zxo zawierajacego 0. Jesli wiec §(A) > 0, to istnieje [ € N takle, ze 0(1A) > L
a wtedy 2{A = Z>o na mocy lematu 2. a

Przystepujemy do dowodu twierdzenia 2. Chcemy znalezé¢ | € N takie, ze
0(ISk) > 0 — wystarczy wykazaé, ze dla pewnego ¢ > 0 zachodzi (IS;)(n) = cn
dla kazdego n € N. Dla m € Zs oznaczmy przez ry ;(m) liczbe uporzadkowanych

nieujemnych krotek (1, ..., ;) speliajacych réwnanie x¥ + ... + xf = m, to jest:
rix(m) = {(z1,...,21) € Zlgo s b+ mf =m}|.

Nie obedzie sie, niestety, bez lematu deus ex machina:

Lemat 3 (Linnik). Dla kazdego k € N istniejg takie | € N i stala a(k) > 0 zaleina
tylko od k, ze dla kazdego m € N zachodzi nieréwnosé ri ,(m) < a(k)ym¥=—1.
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Najmniejsza liczba [ spelniajaca
warunki twierdzenia 4 nosi nazwe stalej
Sznirelmana sg. Wskazmy dwa obecnie
najlepsze jej oszacowania z géry: so < 6
wynika z opublikowanej w 2014 pracy

Terrence’a Tao, zas sop < 4 wynika z tzw.

slabej hipotezy Goldbacha, ktérej dowdd
zostal ogloszony w 2013 roku przez
Haralda Helfgotta, jak dotad nie zostal
jednak opublikowany w recenzowanym
czasopi$mie.

Czytelnik znajdzie dowdd lematu 4

w Rozdziatach 4, 5, 8 ww. Teorii Liczb
W. Narkiewicza (WN PWN, Warszawa
2003).

Powyzsze oszacowanie moze wydacé sie przypadkowe; uwydatnimy jego role,
poprzedzajac jego zastosowanie (nieudana) préba dowodu.

’ . . . n , .
Dowdd twierdzenia 2. Oszacujemy sume » " 1 (m) od géry i od dotu dla
n € N — por6wnanie oszacowan zapewni nam oczekiwang nier6wnosc.

Zauwazmy, ze jesli x; € Z> spelniaja 0 < z; < (?)Uk dlaie{1,...,1},

to z cala pewnoscig zachodzi zf + ... + zF < n — zatem dolne

oszacowanie dla Y. o ;(m) zapewni liczba uporzadkowanych krotek
(x1,...,2y) € Zl>0 spelniajacych powyzszy warunek. Z reguly mnozenia, jest

ich (1(4)"")+1)" > ()"

Szukajac elementarnego ograniczenia gérnego, moglibysmy postapi¢ podobnie —
jesli ¥ + ...+ 2F = m ma by¢ spelione dla m € N, z pewnoscia dla i € {1,...,1}
musi zachodzi¢ 0 < z; < m'/*. Z reguly mnozenia, odpowiednich krotek jest
(Lm/* ] + 1)l < (mt/* + 1)l =m!/* (14 m‘l/k)l, przy czym ostatnia réwnosé

jest prawdziwa dla m > 0. Czynnik (1 +m~Y k)l nietrudno ograniczy¢ od goéry
statg B(1) > 0, np. 3(1) = 2!. Mamy zatem:
Yorklm) <1+ Y BUmMYF <1+ BOnH(ISE) (n),

m=0 m=1,
71,k (m)>0
korzystajac z (ISk)(n) = [{m € {1,...,n} : r, x(m) > 0}|. Poréwnujac ograniczenia
gérne i dolne, mamy 1+ B(1)nt/*(1Sy)(n) = 1=1/*nt/*. Niestety nie jest to
wystarczajaco mocna nieréwnosé: przeksztalcajac ja, otrzymujemy jedynie
(ISk)(n) = % - W; po prawej stronie nie otrzymali$my skladnika cn dla

zadnej stalej ¢ > 0.

Teraz tatwo jest dostrzec role lematu 3 — wybierajac I € N przewidziane przez
niego i wyznaczajac ograniczenie gérne analogicznie, otrzymamy nieréwnoscé

1+ a(k)nF =1 (1Sp)(n) = 17/ Fnl/k,

Pozostaje podzieli¢ obie strony przez oz(lf)n%*1 — sktadnik ,,+1” po lewej stronie
okazuje sie tu nieistotny i ostatecznie wnioskujemy istnienie stalej ¢ > 0 takiej, ze
(ISk)(n) = cn dla kazdego n € N, co daje §(ISx) > 0. O

Zastosowania gestosci Sznirelmana i twierdzenia 3 nie koncza si¢ na problemie
Waringa; pracujac nad zagadnieniem hipotezy Goldbacha, Sznirelman wykazal:

Twierdzenie 4 (Sznirelman). Istnieje [ € N takie, ze kazda liczbe naturalna
wieksza od 1 mozna wyrazi¢ jako sume nie wiecej niz [ liczb pierwszych.

Dowdd tego twierdzenia przebiegnie podobnym szlakiem co dowdd twierdzenia 2;
ponownie, jego sednem jest nietatwy do wykazania lemat, oparty na analitycznej
teorii liczb (P oznacza zbiér liczb pierwszych):

Lemat 4. Zachodzi d(2P) > 0, to jest zbiér 2P ma dodatnia gesto$é naturalng.

Dowdéd twierdzenia 4. Jezeli zbior 2P ma dodatnia gesto$¢ naturalna, z pewnoscia
to samo tyczy sie zbioru 2P*, gdzie P* =P U {0,1}. Skoro d(2P*) > 0 oraz 1 € 2P*,
to réwniez §(2P*) > 0. Poniewaz 0 € 2P*, wiec z twierdzenia 3 wnioskujemy, ze
istnieje ¢ € N takie, ze 2cP* = Zy(. Zatem kazda liczbe n € N mozna przedstawié¢
w postaci sumy py + ...+ p; + j, gdzie i, j < 2¢. Pozostaje rozwazy¢ kilka
przypadkéw wartosci liczby j, by zapisa¢ ja w postaci sumy liczb pierwszych

2 i 3 o ograniczonej przez c liczbie sktadnikéw (w przypadku j = 1 nalezy zastapié
n przez n — 2). O

Wariacje na temat problemu Waringa sg liczne; wspomnijmy na koniec o jeszcze
jednej z nich. Zamiast g(k) z twierdzenia 2, rozwazmy G(k) — najmniejsza
mozliwa liczbe [ € N taka, ze kazda dostatecznie duzg liczbe n € N mozna
zapisaé jako x’f +...+ xf dla pewnych z; € Z>o. W kontrascie do wartosci g(k),
obecnie znane sg jedynie wartosci G(2) =4 i G(4) = 16. Wiadomo réwniez, ze
G(k) < g(k) dla k > 2. Okazuje sie, ze G(k) rosnie o wiele wolniej niz w tempie
wykladniczym (jak g(k)); najostrzejsze znane obecnie ograniczenie gérne ma
postaé¢ G(k) < k(log k + log log k + C) dla pewnej stalej C' € R.
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