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O problemie krojenia tortu i jego
rozwigzaniu za pomoca lematu Spernera
mozna przeczytaé w Ago.

CPU to procesor, GPU to karta graficzna,
nazywana tez dawniej akceleratorem
graficznym.

Rozwigzania zadan ze strony
Zakolorowane pola mozna odslonic.
Krzyzyki wskazuja miejsca, w ktérych
na pewno jest mina.
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Wektory zamiast tortu — sprawiedliwy
podzial w wielu wymiarach
Igor JANKOWSKI*

Mozna podzieli¢ co$ idealnie po réwno i zmarnowaé przy tym jedna trzecia. Ten
pozorny paradoks zna kazdy administrator klastra obliczeniowego: uzytkownicy
dostaja identyczne przydzialy procesorow i kart graficznych, a mimo to czes¢
maszyn stoi bezczynnie ze wzgledu na zréznicowane zapotrzebowanie na te
zasoby. Jest w tym duzo podobienstwa do tzw. problemu krojenia tortu, ktéry
Hugo Steinhaus postawitl w latach czterdziestych XX wieku. Nasz tort jest
jednak specyficzny, nie kazdy kawalek da sie z niego wykroié. Przyjrzyjmy sie tej
trudnosci na konkretnym przykltadzie.

Rozwazmy klaster obliczeniowy o pojemnosci C = (180 CPU, 180 GPU).
Uzytkownik A zajmuje sie analityka danych i potrzebuje do kazdego zadania
wektora Dy = (2 CPU,1 GPU). Uzytkownik B trenuje sieci neuronowe,
wymagajac Dp = (1 CPU,3 GPU). Zakladamy przy tym, ze ich popyt jest
nienasycony — obaj maja w kolejce setki proceséw i chca zréwnolegli¢ obliczenia
na tyle, na ile pozwoli im sprzet.

Naturalnym podejéciem wydaje sie podzial kazdego z zasobéw po rowno
(Maz—Min Fairness). Limitujemy uzytkownikéw do 50% serwerowni,
udostepniajac im maksymalnie 90 CPU oraz 90 GPU. Przy naiwnym podziale
,,po rowno” kazdy otrzymuje przydzial ograniczony przez ten wymiar, ktory
wyczerpie sie u niego jako pierwszy. Biorac pod uwage takie obostrzenia,
uzytkownik A zdota uruchomié jedynie 45 zadan, poniewaz wyczerpie
przydzielong pule procesoréw (45 x 2 = 90 CPU) — mimo ogromnego zapasu
przyznanych mu kart graficznych. Z kolei uzytkownik B zostanie zablokowany
przez limit akceleratoréw, uruchamiajac zaledwie 30 zadan (30 x 3 = 90 GPU).
Lacznie zuzyja 120 CPU i 135 GPU. Reszta cennych zasobéow — 60 CPU

i 45 GPU — bedzie lezala odlogiem.

Kolejnym rozwazanym podejéciem jest naiwny mechanizm rynkowy ze stalymi
cenami. Nadajemy zasobom réwne wartosci. Poniewaz serwerownia sklada

sie z 360 jednostek, przy cenie 10 kredytow za sztuke jej warto$é¢ wynosi 3600
kredytéw. Dajemy kazdemu z uzytkownikéw budzet w wysokosci 1800 kredytow.
Uzytkownik A sfinansowalby z tego 60 swoich zadan, a uzytkownik B kupitby
ich 45. Lacznie generuje to zapotrzebowanie na 165 CPU oraz az 195 GPU.
Drugi zaséb przekracza fizyczne mozliwosci klastra. Gdybysmy chcieli rozwiazaé
ten problem poprawnie i wprowadzili dynamiczny mechanizm rynkowy (np.
réwnowage Walrasa), w ktérym ceny rosna wraz z popytem, zbalansowaliby$my
system. Taki rynek staje si¢ jednak natychmiast podatny na spekulacje —
uczestnikom oplaca sie fatlszowaé swoje zgloszenia: zawyzaé popyt na pozadany
zaséb, by wyczerpaé¢ budzety rywali, lub ukrywaé preferencje, by uniknaé
wzrostu ceny.

W poszukiwaniu sprawiedliwosci: algorytm DRF

Rozwiazania tego problemu dostarcza algorytm Dominant Resource Fairness
(DRF). Porzuca on koncepcje ,wspdlnej waluty” na rzecz patrzenia przez
pryzmat fizycznych ograniczen maszyny. Zalézmy, ze oferuje ona m zasobow,

o ktoére konkuruje N uzytkownikéw (w przykladzie wyzej N = m = 2).
Sprowadzamy zadania do abstrakcyjnej przestrzeni utamkéw pojemnoéci catego
klastra. Dla jednego zadania i-tego uzytkownika utamek zuzycia j-tego zasobu
wynosi d;; /C;. Najwiekszy z tych utamkow nazywamy potrzeba dominujaca

i-tego uzytkownika: J
ij
i — max -] .
P e (Cj>

W naszym wariancie ulamki dla uzytkownika A wynosza 2/180 = 1/90 dla CPU
oraz 1/180 dla GPU. Zasobem dominujacym sg procesory, stad pa = 1/90. Dla

uzytkownika B utamki to 1/180 dla CPU oraz 3/180 = 1/60 dla GPU. Dominuja
karty graficzne, wiec ug = 1/60.

16


https://deltami.edu.pl/2020/03/lemat-spernera-czyli-co-wspolnego-maja-trojkaty-i-sprawiedliwy-podzial/

Zasada algorytmu DRF opiera si¢ na tym, ze wszyscy
uczestnicy maja otrzymac taki przydzial, w ktérym
ich udzial dominujgcy osiagnie identyczna, globalna
wartosé¢ s. Jezeli uzytkownik uruchomi z; zadan,

jego calkowity udzial dominujacy wyniesie s; = x; ;.
Zréwnanie ich (s; = sp = -+ = $) oznacza w ostatecznym
rozrachunku, ze kazdy kontroluje doktadnie taki

sam ulamek swojego zasobu dominujacego. Liczba
przydzielonych zadan x; staje sie wiec funkcja
pozadanego poziomu s, zgodnie ze wzorem x; = s/ ;.
Intuicyjnie rzecz ujmujac, algorytm traktuje udzialty
dominujace jako miare tego, jak duzy kawatek
serwerowni faktycznie zajmujemy. W idealnym
scenariuszu miara ta powinna rosnaé dla kazdego

w identycznym tempie. Nalezy tu jednak wprost
zaznaczy¢ istotne zalozenie: popyt uzytkownikéw

jest nieograniczony (w prawdziwych systemach
produkcyjnych system po prostu odcina dalszy
przydzial w momencie nasycenia).

Skad zatem wziaé ostateczna wartos¢ s? Wyobrazmy
sobie, ze powoli proporcjonalnie zwiekszamy przydziaty
wszystkich uczestnikéw. Robimy to tak dlugo, az

w klastrze fizycznie wyczerpie sie ktorys z zasobow.
Skoro x; = s/u;, to catkowite zuzycie konkretnego
zasobu j w calym systemie wynosi Zﬁl(s/ui)dij.

Ze wzgledéw fizycznych suma ta nie moze przekroczyé
pojemnoéci klastra C;. Nieréwno$é sy (di;/pi) < Cj
po odpowiednim przeksztatceniu dostarcza nam
poszukiwany wzér na s. Poniewaz bariera musi by¢
zachowana dla wszystkich wymiaréw, wybieramy te
najbardziej wymagajaca (najmniejsza dopuszczalna
wartosé):

. C;
s = min =N d. |-
jeq{l,... 2J
JEMm} \ 3050

To wyrazenie matematyczne to po prostu poszukiwanie
tzw. waskiego gardla — sprawdzamy, przy jakiej wartosci

s osiggniemy fizyczna granice ktéregokolwiek z zasobow.

Przesledzmy obliczenia na przykltadzie. Dla procesoréw
mianownik wynosi

da,cru n dpcru _ 2 1,4
1A 1B /90~ 1/60

Ograniczenie narzucone przez CPU to bariera

s < 180/240 = 0,75. Mianownik dla uktadéw

GPU wynosi z kolei 1/(1/90) 4+ 3/(1/60) = 270.

Ograniczenie dla kart graficznych okazuje sie cia$niejsze:

s < 180/270 = 2/3 =~ 0,66. Optymalizacja zatrzymuje sie
na limicie kart graficznych, wiec s = 2/3. Uzytkownik A
moze uruchomié x4 = (2/3)/(1/90) = 60 zadan
(otrzymujac przydzial z4D4 = (120 CPU, 60 GPU)).
Uzytkownik B moze uruchomi¢ zp = (2/3)/(/60) = 40
zadan (jego przydzial to x5 Dp = (40 CPU, 120 GPU)).
Laczne zuzycie klastra wynosi (160 CPU, 180 GPU).
Zas6b limitujacy zostal wykorzystany w 100%,

a marnotrawstwo w waskim gardle znikneto.

Geometria tego problemu sprowadza sie do znalezienia
odpowiedniego punktu w przestrzeni zasobow wykres
powyzej.
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Geometria podzialéw. Suma wektoréw dla DRF opiera si¢ o krawedz
klastra, co oznacza 100% wykorzystania limitujgcego zasobu (GPU).
Metoda Max—Min zostawia znaczny margines obu typéw sprzetu,
natomiast mechanizm stalych cen wychodzi poza prostokat, wskazujac
wartosci fizycznie niemozliwe do zrealizowania.

Wektory uzyskanych przydzialéw (z4Da oraz xpDp)
sumuja sie zgodnie z regulg réwnolegloboku. Ich

suma znajduje sie na gornej krawedzi prostokata, co
obrazuje wyczerpanie GPU, pozostawiajac margines
bezpieczenstwa na osi procesoréow.

Matematyka bez zawisci

Jedna z podstawowych cech, ktérych wymaga si¢ czesto
od algorytméw podziatu, jest brak zawisci. Oznacza

to, ze w wyniku zastosowania algorytmu zadnemu

z uczestnikéw nie optacaloby si¢ wymieni¢ otrzymanym
kawalkiem z kim$ innym. W naszym przypadku
oplacalno$¢ mierzona jest liczba wykonanych zadan.
Poniewaz zasoby przyznane k-temu uzytkownikowi
wynosza (Trdk1, ..., Tedgm), to uzytecznosé dla i-tego
uzytkownika z tych zasobow jest rowna:

Ui(k) = min %
G€{1,om} | dyj

Twierdzenie. Algorytm DRF realizuje podzial bez
zawidci (dla kazdego uzytkownika i oraz k zachodzi
Ui(i) = Ui(k)).

Dowdd. Zastanéwmy sie najpierw nad wartoscig
uzytecznosci z wlasnego przydziatu. Poniewaz algorytm
przyznal nam zasoby idealnie dopasowane do naszych
potrzeb, mozemy z nich uruchomi¢ dokladnie x; zadan.
Formalnie U; (i) = x;, co zgodnie z wyliczonym wczesniej
wzorem algorytmu wynosi s/ ;.

Zalézmy teraz, ze uzytkownik i spoglada na cudzy
przydzial (zasoby sasiada dla xj zadan). Niech

r; oznacza zaséb dominujacy dla uzytkownika 2.
Zapotrzebowanie naszego pojedynczego zadania na ten
zaséb wynosi d; ., = 11;Cy,.

Ile zasobu dominujacego r; posiada w swoim przydziale
sasiad k7 Zgromadzil go w ilosci zd . Poniewaz

i 7z definicji okreéla najwieksze zapotrzebowanie ze
wszystkich zasobéw sasiada, to dla interesujacego nas
zasobu r; musi zachodzié nieréwnosé dy, ., /Cr, < ik,
czyli di r, < prCr,.



Nawet jedli inne zasoby u sasiada wystepuja w obfitosci,
to ewentualne braki w naszym zasobie dominujacym r;
beda stanowi¢ dla nas gléwna bariere, powyzej ktorej
nie uruchomimy wiecej proceséw. Poniewaz minimum
po wszystkich zasobach nie przekracza wartosci dla
pojedynczego, konkretnego zasobu r;, uzytecznos$é
calego cudzego przydziatu jest ograniczona z gory:

Ui (k) < Thdp.r, _ Te(prCr) Tk
dir, pi Cr, Hi
Skoro wiemy dodatkowo, ze DRF wszystkim zrownat
udzialy dominujace (zxur = $), mozemy podstawié ten
fakt do licznika naszej nieréwnosci:

Ui(k) < — = 2; = Ui(i).

(2

<

Zatem mechanizm DRF sprawia, ze nikomu nie optaca
sie zazdrosci¢ sasiadowi jego przydziatu. Mechanizm
DRF zmniejsza tez oplacalno$é oszustwa, bo sztuczne
zawyzanie zapotrzebowania na zaséb dominujacy obroci
sie przeciwko uzytkownikowi (powigkszona wartosé
trafia do mianownika w naszym wzorze).

Cena kompromisu

Dlaczego wiec algorytm pozwala, by w naszej symulacji
pozostato niewykorzystane 20 CPU? Wyobrazmy sobie,
ze zabiegajac o silng optymalno$é Pareto (wymog
bezwzglednego rozdysponowania calosci sprzetu),
postanawiamy oddaé te wolne procesory komus,

kogo zadania nie wymagaja uzycia GPU. Kiedy to
zrobimy, udzial dominujacy tej osoby wzrosnie, niszczac
fundament metody DRF: réwne udzialy dominujace.
Uczestnicy systemu szybko zorientowaliby sie, ze oplaca
sie modyfikowaé zgloszenia, by celowo przejmowac
wolne okruchy. Ratujac pelne wykorzystanie maszyn,
tracimy odpornosé¢ na manipulacje. Ten konflikt to nie
stabo$¢ konkretnej implementacji, lecz matematyczna
wlasciwos$é problemu.

W pracy Dominant Resource Fairness: Fair Allocation
of Multiple Resource Types autorzy algorytmu DRF
argumentuja, ze w klasycznym modelu alokacji

(obejmujacym podzielne zasoby i strategicznych graczy),
zaden algorytm nie jest w stanie jednoczesnie pogodzié¢
ze soba czterech wlasnodci:

(i) braku zawisci;

(ii) odpornosci na manipulacje (prawdomdéwnosé
oplaca sie w kazdej sytuacji);

(iii) gwarancji optacalnosci (sharing incentive) —
pewno$é, ze nikt nie otrzyma mniej, niz gdyby
samodzielnie kupil sprzet wielkosci 1/N klastra;

(iv) silnej optymalnosci Pareto — bezwzgledny wymog
niepozostawiania wolnych okruchéw.

To napiegcie wynika z prostego faktu: jesli zmusimy
system do rozdania wszystkich nieuzywanych okruchéow
(wlasnoéé (iv)) tym, ktérzy akurat ich potrzebuja,
zaburzamy proporcje, na ktérych zbudowano
sprawiedliwo$é (co lamie wlasnosé (i)) i tworzymy

pole do strategicznych naduzy¢ (co catkowicie niweczy
wlasnosé (ii)).

Oznacza to, ze w tym klasycznym modelu idealny
algorytm podzialu wielowymiarowego tortu nie

istnieje. Metoda DRF $wiadomie idzie na kompromis

— doskonale spelnia pierwsze trzy aksjomaty, akceptujac
cene w postaci niewykorzystanych okruchéw.
Wspdlcezesne badania siggaja jednak znacznie dalej.

W prawdziwych systemach procesy dotaczaja do klastra
i opuszczaja go w ulamkach sekund. Jak zagwarantowac
sprawiedliwo$¢ w $rodowisku, gdzie algorytm — taki

jak w systemie Apache Mesos, dla ktérego oryginalnie
stworzono DRF — na biezaco kontroluje przydzial bez
wiedzy o przysztosci? To wciaz otwarty problem — czy
mozna pokroi¢ tort sprawiedliwie, gdy nie wiemy, kto
jeszcze zapuka do drzwi i z jak wielkim apetytem.
Podzial wielowymiarowego tortu okazuje si¢ zatem
zadaniem znacznie bardziej ztozonym niz krojenie

jego klasycznego, ptaskiego odpowiednika Steinhausa.
Cho¢ idealna sprawiedliwos¢ w chmurze pozostaje
matematycznie niemozliwa, madre kompromisy — takie
jak DRF — pozwalaja nam dzieli¢ zasoby bez zawisci,
nawet jesli czasem na stole pozostang wolne okruchy.
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