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Przypominamy niezwykla wlasnosé
optyczng paraboli. Promienie §wiatla,
wychodzgce z ogniska paraboli

i odbijajace si¢ od powierzchni paraboli
(gdzie kat padania jest réwny katowi
odbicia), wedruja dalej jako wigzka
réwnolegta do osi symetrii paraboli
(rys. 1). Réwniez na odwrét, wigzka
promieni réwnoleglych do osi symetrii
paraboli, po odbiciu od ,wewnetrznej
strony” powierzchni paraboli, skupia sie
w jej ognisku.

Rys. 3

Na ptlaszczyznie dane sa dwa rézne
punkty Fy, Fy zwane ogniskamsi. Zbiér
punktéw plaszczyzny, ktérych suma
odlegtoéci od punktéw Fi i Fs jest stata
(i wigksza od odlegtosdci ognisk),
nazywamy elipsq. Zbiér punktéow
ptaszczyzny, ktérych modul réznicy
odlegtosci od punktéw Fy i Fs jest staly
(i mniejszy od odleglo$ci ognisk),
nazywamy hiperbolq.
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Rys. 4

Ksztalt i opor, czesé 4/4:
Czapka niewidka
Jarostaw GORNICKI*

Obiekt uznamy za niewidzialny, jesli kazdy promien $wiatta dociera do oka wzdtuz
tej samej linii, po ktorej biegt przed spotkaniem z obiektem. W poprzednim odcinku
(A1) rozwazali$my bryly stawiajace zerowy opér; wsréd nich niewidzialnymi

(z jednego kierunku) sa te z rysunkéw 10, 11, 13c, ale bryly z rysunkéw 9, 13a juz
nie. Zatem niewidzialno$¢ to wlasnoéé silniejsza niz brak oporu!

Stworzymy teraz bryle niewidzialng w dwéch wzajemnie prostopadlych
kierunkach. W tym celu rozwazmy dowolng parabole; odbijajac ja symetrycznie
wzgledem ogniska, otrzymamy dwie parabole o wspdlnym ognisku i wspélnej
osi (rys. 1). Zaznaczone tréjkaty krzywoliniowe przesuwamy prostopadle do
plaszczyzny rysunku o dlugo$é odcinka AB. Otrzymujemy bryle (rys. 2a, dwie
symetryczne granie o podstawie kwadratowej) o zerowym oporze w kierunku
pémoc-potudnie. Gdy obrécimy ja o 90°, to otrzymamy bryle (rys. 2b)

o zerowym oporze w kierunku wschod-zachdod. Czegs¢é wspélna tych bryt

(rys. 2¢), para krzywoliniowych piramid, ma zerowy opér w dwéch kierunkach
réwnolegltych do bokéw podstaw piramid. Teraz, aby uzyskaé ciato niewidoczne
w dwéch (wzajemnie prostopadlych) kierunkach, wystarczy poczwérnie
zwiekszy¢ te strukture (rys. 3) i pokryé ja powloka lustrzana.

Rys. 2

Rozwiazania te tatwo skrytykowaé. Stworzyliémy powierzchnie niewidzialne dla
réwnoleglej wiagzki $wiatla, a nasz sposéb widzenia jest bardziej skomplikowany,
bo przeciez mamy dwoje oczu. Jednym widzimy, gdy wszystkie promienie
zbiegaja si¢ w punkcie — Zrenicy oka. Zatem problem jest troche inny — czy
istnieja powierzchnie niewidzialne (dla nas) choéby z jednego punktu? Tak!

Przed ich stworzeniem przypomnimy niezwykle wtasnosci optyczne pozostaltych
krzywych stozkowych — elipsy oraz hiperboli. Kazdy promien swiatta
wychodzacy z jednego ogniska elipsy, po odbiciu od ,,wewnetrznej” powierzchni
elipsy, przejdzie przez drugie ognisko. Innymi stowy, wszystkie promienie
wychodzace z jednego ogniska elipsy skupia sie w jej drugim ognisku (rys. 4).
Tak samo bedzie dla wewnetrznej powierzchni elipsoidy obrotowej, gdy

osig obrotu jest prosta F}F5. Podobnie kazdy promien swiatla wychodzacy

z jednego ogniska hiperboli po odbiciu od hiperboli przeksztaltca sie w promien,
ktorego przedluzenie przechodzi przez drugie ognisko. W innym wypadku
wszystkie promienie wychodzace z jednego ogniska hiperboli beda sie rozchodzi¢
z drugiego (rys. 5). Ta sama wlasnos$é przystuguje bryle otrzymanej w wyniku
obrotu hiperboli wokot prostej Fi Fb.

Skorzystamy jeszcze z nastepujacego lematu:

Lemat. W tréjkgcie NABC (rys. 6) odcinek BD jest dwusieczng kqta X ABC
wtedy i tylko wtedy, gdy (a1 + b1)(az — by) = f?
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Rys. 6



Twierdzenie Stewarta (1746), zob.
S.I. Zetel, Geometria tréjkqta,
Wyd. Aksjomat (2020).

Szkic dowodu: nalezy wyznaczyé af oraz
a2 z twierdzenia cosinuséw w tréjkatach
ANABD oraz ABDC, a nastgpnie

odpowiednio polaczyé uzyskane réwnosci.

Rys. 8

Rys. 9

Dowdd. Przywolajmy twierdzenie M. Stewarta (patrz margines), ktére méwi, ze
a%bz + a%bl = (bl + bg)(fg + blbg).

Jesli zachodzi réwnosé z lematu, to we wzorze wyzej mozemy podstawié
f? = (a1 +b1)(az — b), co po pewnych przeksztalceniach daje

(bl + bQ +ay — 0,2)(0,11)2 - agbl) = 0.
Pierwszy czynnik wynosi AC + AB — BC', a wigc jest dodatni na mocy
nieréwnoéci trojkata. Stad wnioskujemy réwnoséé a1bs — asb; = 0 lub inaczej
a1/by = ag /by, co z twierdzenia o dwusiecznej oznacza, ze AD musi byé
dwusieczng.

W istocie rozumowanie to pokazuje réwniez przeciwna implikacje. Mianowicie,
jesli AD jest dwusieczna, to a;/b; = as/bs, co po powtdrzeniu tych samych
przeksztalcenn algebraicznych (w odwrotnej kolejnosci) prowadzi nas do réwnosci
a?by + a3by = (by +b2)(g? + b1ba) spelianej przez wielko$é g% = (ay + by )(ag — ba).
W polaczeniu z twierdzeniem Stewarta daje to f2 = g2, czyli réwnoéé z lematu. O

Tak przygotowani mozemy przystapi¢ do konstrukcji rzeczywiscie niewidzialnego
dla nas obiektu, cho¢ tylko z jednego punktu. Rysujemy wspdlogniskowe elipse
i hiperbole tak, aby odcinek HH' (laczacy dwa punkty ich przeciecia) zawieral
ognisko Fy (rys. 7) i byl prostopadly do odcinka F} F5. Nastepnie z ogniska Fj
prowadzimy poélprosta przechodzaca powyzej punktu H, ktoéra przecina elipse
i hiperbole w punktach A, B, odpowiednio. Odcinek F} B odbijamy symetrycznie
wzgledem prostej laczacej ogniska F Fy; odbity odcinek przecina teraz elipse
i hiperbole odpowiednio w punktach A’, B’. Otrzymujemy w ten sposéb dwa
symetrycznie polozone krzywoliniowe trojkaty ABH oraz A’B'H’. Rozwazmy
teraz promien wychodzacy z ogniska F} i odbijajacy sie od pary wskazanych
tréjkatow. Promien odbija sie w punkcie C' od tuku elipsy, przechodzi przez
ognisko F5, po czym odbija si¢ od tuku hiperboli w punkcie D i biegnie
dalej wzdtuz prostej Fy D. Popatrzmy na tréjkat AF1CD (rys. 7). Poniewaz
Flc + FQC = FlH + FQH (Z okreslenia, elipsy), FlD — FQD = FlH — FQH
(z okreslenia hiperboli), wiec

(F\C + F>,C)(F1D — DF,) = (F\H + FyH)(FyH — FoH)

= F\H? - F,H? = FyF3,

bo tréjkat AFy FoH jest prostokatny. Zatem na podstawie lematu prosta Fj Fy
jest dwusieczng kata <xCFyD w trdojkacie AF;CD. Gwarantuje to, ze promien
po odbiciu w punkcie D porusza sie wzdluz linii F1 D, ktora jest symetryczna do
linii F1C wzgledem prostej Fy Fo.

Jest tylko jeden problem: kierunek odbicia promienia w punkcie D nie pokrywa
sie z kierunkiem promienia, ktory wyszedl z punktu Fj. Aby temu zaradzié,
wystarczy zaznaczone trojkaty krzywoliniowe przeksztalci¢ jednoktadnie
wzgledem punktu F}, jak pokazuje to rysunek 8. Wowczas promien FiC' po
czterech odbiciach porusza sie wzdluz promienia GK, ktéry jest przedtuzeniem
promienia F;C'. Zapewnia to niewidzialnoé¢ punktu Fj. Oczywiscie ruch
promieni $wiatla odbywa si¢ w przeciwng strone — promien porusza si¢

w kierunku, w ktérym znajduje sie oko (punkt F7), dokonujac czterech odbié
od czterech krzywoliniowych tréjkatow, by ostatecznie dotrze¢ do oka wzdluz tej
samej prostej, po ktérej poczatkowo sie poruszal.

Obracajac powstala konstrukcje wokol pétprostej FiFo
(rys. 9) i pokrywajac ja powloka lustrzana, otrzymujemy
powierzchnie, ktéra jest niewidoczna, jesli spojrzymy na nia
jednym okiem z danego punktu F; w przestrzeni. Obiekty
ukryte w ,szarej strefie” sg niewidoczne. Istnieja tez
inne, bardziej ztozone powierzchnie, ktore sg niewidoczne,
gdy patrzymy obojgiem oczu lub gdy obiekt ma by¢
niewidoczny w skonczonej liczbie kierunkéw.

I nie chodzi tu o pélprzepuszczalne lustra (powierzchnie),
iluzjonistyczne sztuczki, o ciemny stréj w nocy, a o mozliwosci
drzemigce w najstarszej galezi matematyki — w geometrii.
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Problem jest trudny, bo zalamywanie Swiatta wynika
z anatomii oka. Jednak niewidzialno$é jest mozliwa! Moze
kiedy$ powstanie material, ktory nam na to pozwoli. ..
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