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Pikosekundy

Mgr Wojciech MAJEWSKI

Ponad cztery lata temu opisywalismy w numerze 10, Delty” z 1974 roku, w jaki sposob

w Zakladzie Optyki Instytutu Fizyki Doswiadczalne] UW zmierzono za pomoca kilku lusterek,
krawieckiej miarki i aparatu fotograficznego czas trwania impulsu laserowego. Nie byta to
oczywiscie najlepsza metoda pomiaru czasu trwania blysku o diugo$ci Kilku nanosekund (jedna
nanosekunda = 10~%s, w tym czasie $wiatlo przebiega droge 30 cm).

Zazwyczaj do tego celu stuza specjalne ,,szybkie” oscyloskopy, w ktorych czas wiasny narastania
impulsu jest wiasnie rzedu jednej ns. Probiem polegat na tym, 2 witedy w Zaktadzie Optyki
takiego oscyloskopu nie byto. Teraz tez go jeszcze nie ma, ale udato sie pozyczy¢ taki przyrzad.
Na zdjgciu przedstawiony jest obrazek z ekranu tego oscyloskopu. Przedstawia on cigg impulsow
swietlnych z Jasera. Na osi ¥ odlozone jest natezenie Swiatla (prad z szybkiej fotokomearki), na
o0si x — czas (znaczniki czasu co 10 ns).

Jak wida¢, impulsy nastepuja co 3 ns! A kazdy z nich narasta | ns. Zachodzi podejrzenie, ze te
impulsy trwaja duzo, duzo krocej. Poniewaz ten egzemplarz oscyloskopu ma czas wlasny
narastania whasnie rzedu jednej ns — nawet najkrotszy impuls na jego ekranie bedzie narastat tg
nieszczesna nanosekunde. Nalezy wziac lepszy oscyloskop — powiecie. Niewiele to zmieni, gdyz
nawet najlepsze oscyloskopy nie sa w stanie pokaza¢ impulsow krotszych niz dziesiate czedci
unanosekundy. Nie tedy droga.

Rozwigzaniem mogloby by¢ uzycie ultraszybkiej kamery smugowej. Zdobycie takici kamery jest
tak nierealne (Koszt wiekszy niz 50 000 dolardw), Ze nawet nie opiszemy Wam tutaj zasady jej
dzialania.

Istuieje inne wyijsScie (zawsze nalezy wierzy¢ w mozliwos¢ jego znalezienia) — ale zanim © nim
opowiemy, wyjasnimy najpierw, jak wytwarza sie takie najkrotsze impulsy Swietlne.
Wytwarzac je mozna np. w impulsowym laserze barwnikowym. Jego uproszczony schemat
przedstawia rysunek.

Najciekawsza dla nas bedzie rola nieliniowego absorbera, ktorym jest cienka warstwa roztwory
pewnego madrego barwnika, podobnego zreszta do atramentu. Warstwa ta bardzo stabo
przepuszcza §wiatlo, ktore generowane jest w osrodku wzmacniajacym — ale do czasu! Gdy
nate¢zenie Swiatta osiagnie pewna wartos¢ — barwnik ten robi sie przezroczysty. Tak wyglada
wykres przepuszczalnosci nieliniowego absorbera w zaleznosci od natezenia $wiatla.
Wyobrazcie sobie, ze swiatlo wychodzace z o$rodka wzmacniajacego ma na poczatku
charakterystyke szumowa. (Kazdy wzmacniacz szumi — czyScie to juz zauwazyli?) Fluktuacje
natezenia $wiatla sa bardzo szybkie. Swiatlo to grzeznie w absorberze. W koficu zdarzy sie jednak
tak silna fluktuacja swiatla, Ze |, otworzy” absorber, przedrze si¢ przez niego, odbije od
swigrciadia 1 wroci do wzmacniacza. Wzmacniacz ja wzmocni, poleci ona dalej do
polprzepuszezalnego zwierciadia. Polowa Swiatla zawroci, wzmocni sie jeszceze raz i teraz to na
pewno ,,otworzy” absorber, ktory w miedzyczasie juz dawno si¢ zamknal. Sytuacja zacznie sie
powtarzac i migdzy zwierciadtami jak piteczka zacznie lata¢ taka wzmocniona fluktuacja
swietlna. Za kazdym przelotem czesé tego Swiatla wybiegnie z lasera przez polprzepuszezaine
swierciadto, Zamieszczone zdjecie zostalo tak zaaranzowane, zeby pokaza¢, iz uformowanie sig
fluktuacji w dojrzaly impuls wymaga wielu kolejnych wzmocnien i ostabien. Jezeli w
rezonatorze (miedzy zwierciadlami) mamy tylko jeden impuls, wtedy z lasera powinny wybtegad

o

biyskico ——— gdzie L to dlugoé¢ rezonatora, a ¢ — predkosc swiatla, W naszym przypadku
¢

I = 50 cm.
2L 10%¢cm

e s 2 3 107 5 {3 ns).
c 3-10¢m st

Na zdjeciach wyraznie mozna zobaczy¢, ze impulsy pojawiaja sie co 3 nanosekundy. Zgodzito
si¢! Jeden ciag sklada sie z okoto tysiaca impulsow, ale to nie ma dla nas znaczenia.
Wytworzony impuls trzeba zmierzyé. Robi sie to bardzo chytrze, korzystajac ze zjawiska
fluorescencji wzbudzanej dwufotonowo. Wyjaénimy zjawisko na nastgpnym rysunku.
Przedstawiony jest na nim schemat poziomow energetycznych molekuly barwnika (to juz

trzeci barwnik dzisiaj!).

Foton hv z lasera jest zbvt mato energetyczny (ma zbyt dlugg fale), aby wzbudzi¢ molekute tego
barwnika. Natomiast dwa fotony jednoczesnie sg w stanie fo uczyni¢. Wzbudzona czasteczka
barwnika zdolna jest do fluorescencji na fali krotszej od pobudzajacej! Zjawisko to,

= —oczywiscie, jest niezwykle malo prawdopodobne i ma ciekawa whasno$é, ze jego natezenie jest

proporcjonalne do drugiej potegi natezenia $wiatta padajacego, czyli Nvorcccencii ~ 17 tasera-
Jezeli przepuscimy nasz impuls przez kuwete z barwnikiem 1 sfotografuiemy jego slad, to na
zdjeciu otrzymamy swietlista smuge takiej fluorescencji.
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Rozwigzanie zadania M 176
Dzialania takie okreslimy tabelkami
Olab DI ab

4 aga ajaa
bbb blba

cc ozpacza np.,2¢a0 b=a, bOa="b.
Dzialanie[J jest nieprzemi , gdyz
a=a0b# bJa=25.

Mamy réwniez, przy dowolnych x, y, 2 X

xJ (0 ) =x0y=(x0y0 (xOd ),
O )0x =y0 x = (O x)O (z0 x),
gdyZ wynikiem dzialaniaO jest pierwszy
argument.

A co sig stanie, jezeli zrobimy zdjecie kuwety oswietlonej z obu stron, jak na schemacie na
rysunku?

Gdzie$ na srodku kuwety impulsy si¢ spotkaja i dalej poleca w swoje strony. W miejscu
spotkania si¢ impulsow chwilowa intensywnos¢ Swiatla bedzie dwa razy wieksza niz w innych
miejscach. Gdy intensywno$¢ bedzie dwa razy wicksza, to dwufotonowo wzbudzona fluorescencja
bedzie cztery razy wigksza. Na tle $wiecace] smugi otrzymamy jadniejszy obszar. Rozmiary tego
jasniejszego obszaru to z grubsza rozmiary naszego §wietlnego impulsu.

Kazdy nastepny impuls (ten po 3 ns) zrobi dokladnie to samo. Wszystko to na odpowiednio
czulej kliszy aparat fotograficzny picknie zarejestruje. Spojrzcie wiec jeszcze raz na zdjecie.
Rozmiary impulsu (rozjasnienia) — pottora milimetra!

Obliczmy wigc, ile czasu trwa blysk, ktory jest pottoramilimetrowym pociskiem §wietlnym.
Dlugosé drogi, jaka przebywa $wiatlo w cieczy o wspolczynniku zatamania n = 1,5 wynosi

1,5 mm.

§
Czas t = —, gdzie s oznacza droge, a v predkos¢ Swiatla w osrodku
U

c . son 13- 407" 1.5 B}
t=—, Wigcl=— = o 07107 = 7-10"1%,
n G 310t
Nasz impuls trwa 7 pikosekund!
Zaden oscyloskop nie mial szans, zeby to uczciwie pokazad!
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Czym zajmuje sie reologi

.

Mgr Jacek ZEBROWSKI

Modele reologiczne

Zanim wyjasnimy pojecie zawarte w tytule, zasianowmy si¢ nad modelami mechanicznymi
takich ciat, jak guma do zucia, czekolada, ciasto pszenne, farba olejna.

Na pytanie, czy guma do zucia jest cialem sprezystym, odpowiemy bez wahania nie —
rozciggana przeciez plynie. Czy zatem jest typowa ciecza lepka o bardzo duzym

wspolczynniku lepkosci? Nie, wykazuje wlasnos¢ szczatkowej sprezystosci, po odjeciu sity
rozciagajacej w pewnym, cho¢ niewielkim stopniu kurczy sie. Z kolei umieszczona w polu sit

o wielkosci rzedu sily grawitacji zachowuje si¢ jak ciato Hooke'a. Cialo w rodzaju gumy do
Zucia laczy zatem w sobie rozne cechy mechaniczne (sprezysto$é, lepkos¢, plastycznosc)

i trudno byloby wiasciwie je zaszeregowaé wedtug znanych ze szkoly kategorii. W naturze,

a takze w technologii produkcyinej (polimery, ich roztwory) spotykamy olbrzymia ilos¢ takich
,,watpliwych™ ciat wymagajacych klasyfikacji, a przede wszystkim specyficznej metodyki badan
ich ztozonych whasciwosci. Funkcje te spelnia reologia (reo — plyna¢, logos — nauka),
dyscyplina nauki wyodrebniona z mechaniki w latach trzydziestych XX wieku, stawiajaca sobie
za cel ustalenie korelacji migdzy whasnosciami mechanicznymi cial (podatnoscia na
odksztalcania) a ich struktura wewnetrzna.

Podstawowymi pojeciami, jakimi postuguje sie reologia, sa odksztalcenie, ptynigcie i naprezenie.
Odksztalceniem, jak wiadomo, nazywamy zmiang stanu ciata zwiazana ze zmiana wzajemnych
odleglosci jego czastek, przy czym pojeciu czqstka przypisujemy w naszych rozwazaniach
osobliwe znaczenie. Traktujemy ja jako element ciala o objetosci dV znikomy wobec rozmiarow
ciata a jednoczesnie wielki wobec rozmiardw czasteczki chemicznej. Zalozenie to pozwala
traktowa¢ dowolny material jako tzw. osrodek ciagly, lokalnie jednorodny i pomija¢ w
rozwazaniach ziarnistos¢ struktury wewnetrznej. Dodajmy dla $cistosci, ze ptynigciem nazywamy
nieodwracalna deformacj¢ narastajaca w czasie w sposob ciagly. Zdefiniujmy jeszcze potrzebna
nam wielkos¢ dynamiczna — naprezenie. Na czastke ciala o objetosci dV i masie dm moga
dziala¢ sity masowe (np. sity grawitacji) oraz sily powierzchniowe (krotkozasiggowe sity
oddziatywania czasteczek otaczajacych). Jezeli AF jest wypadkowa sil powierzchniowych
dzialajacych na element A4 powierzchni otaczajacej czastke dV, toAl;mO g = p nazywamy
naprezeniem w danym punkcie. Naprezenie w ciele jest jego dynamiczna reakcja na
odksztalcenie, a zwiazek tych dwoch wielkosci ujety jest w tzw. rownaniu reologicznym.
Wspdtezynniki wystepujace w rownaniu reologicznym bedace jednocze$nie wielkosciami, ktore
mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie, nazywamy parametrami reologicznymi. Dowolnemu
rownaniu reologicznemu mozna przyporzadkowaé odpowiednie wyabstrahowane ciato, ktore
nazwiemy modelem.
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Rys. 1. Tlumik — model reolagiczny cieczy
doskonale lepkiej
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Rys. 2. Spreivna — model reologiczoy ciala
doskonale spreiysiego

Rys. 3. Suwak -— model reclogiczny ciala
doskonale plastycznego
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Rys. 4. Model reologiczny ciala spredysto-
-lepko-plastveznega

Poznajmy trzy podstawowe modele reologiczne opisywane najprostszymi rownaniami. Dobra ich
ilustracia moga by¢ schematy (rys. 1, 2, 3) podkreslajace w sposob pogladowy podstawowe
cechy mechaniczne. Interpretacja pierwszego z mich, tzw. ttumika, w jezyku reologii nakazuje
przesunigcie podziurawionego tloczka traktowac jako odksztalcenie e, predkosc jego

de i i
przesuwania jako predkos$é odksztalcania T a opor towarzyszacy ruchowi jako naprezenie p
t
w ciele. Cecha charakterystyczna tego modelu jest liniowa zalezno$¢ naprezenia od predkosei
de .
odksztalcania, co odpowiada nastgpujacemu rownaniu reologicznemu p = 2y =5 gdzie parametr
- dr

reologiczny 7 nazywamy wspolczynnikiem lepkosci. Rysunek 2 ilustruje model ciala doskonalfe
sprezystego opisywanego znanym Wam prawem Hooke'a p = 2Ge (gdzie G jest modutem
sztywnosci). Ostatni schemat (rys. 3) przedstawia cialo doskonale plastyczne, ktorego cecha jest
to, ze ulega odksztalceniu dopiero przy naprezeniach wigkszych od ustalonego naprezenia
granicznego py.

Modele ciat o ztozonych wlasciwusciach mozna traktowac jako kombinacje tych trzech

prostych modeli. Jakie wiec cechy mechaniczne moze posiadac ciato reprezentowane przez model
skladajacy sie z szeregowo polgczonego elementu sprezystego G z réwnolegle polaczonymi
elementami ciala plastycznego i cieczy lepkiej jak na rysunku 4.

Analizujac rysunek w konwencji przedstawionej powyzej zauwazymy, z¢ dla malych sit
odksztalcajacych (a tym samym dla matych naprezen w ciele) cialo to wykazuje wlasnosci
sprezyste (ttumik zablokowany przez suwak). Dla naprezen przekraczajacych pewna wartosc
graniczna py, cialo zaczyna ptynaé. Po odjeciu sily zewnetrznej cialo to na pewno nie powrdci do
pierwotnego stanu, zaobserwujemy jednak czgdciows redukcje odksztalcenia spowodowang
udzialem elementu sprezystego G.

Zauwazmy, ze cechy, jakie wymieniliémy w odniesieniu do tego teoretycznego modelu,
dostrzegamy wlasnie w gumie do zucia. Podobne whasciwosci jednak mozemy wymienic

w odniesieniu do wielu innych ciat, dla ktorych mamy juz nazwe: sprezysto-lepko-plastyczne.
Gume do zucia sposrdd innych przedstawicieli tej klasy wyrdznia specyficzna proporcja w udziale
elementow sprezystosci, plastycznosci i lepkosci w modelu, co jest okreslone w wartosciach
parametrow reologicznych (p,, 1, G).

Postugujac sie modelem (rys. 4) tatwo mozna ulozy¢ réownanie reologiczne, ktorego
rozwiazanie przy odpowiednio zadanych warunkach poczatkowych daje jeszceze wigcej informacii,
niz sugeruje sam rysunek.

Petne odksztalcenie e ciala jest suma odkszialcenia elementu sprezystego ¢, i odksztateenia
ttumika e,

(1) e = e, +¢e;.

Rownanie reologiczne dla tlumika polaczonego z suwakiem ma postad

d(fg.
(2 P =put2n——mi,
dr
za$ dla elementu spregzystego
3) » = 2Ge,.

Po zrozniczkowaniu (1) wzgledem czasu i wykorzystaniu (2) i (3) otrzymujemy réwnanie
reologiczne
de 1 dp  p—pu

4) e e b L sluszne dla p > py
dt 2G dr 2y =

Dla naprezen p < pgr, jak powiedzieliSmy wezesniej, wyeliminowany jest element plynigeia i cialo
wykazuje wlasnosci sprezyste okreSlone rownaniem p = 2Ge.

Zapytajmy, jak zmienia si¢ w czasic stan naprezen w ciele zdeformowanym do wartosci eq

i pozostawionym w tym stanie. Dodajmy, ze naprezenie w chwili przerwania od ksztalcania
wynosi po. Rozwiazanie rownania (4) przy warunku poczatkowym p(f = 0) = p, oraz

e(t = 0) = e, wyglada nastgpujgco

[

P() = P+ (po—pwle 7'
Widzimy wice, ze naprezenie nie znika natvchmiast, ale maleje wykladniczo w czasic, i wlasnose
te, ktora trudno wyczytad z rysunku, nazywamy relaksacja naprezen.
Pamietajmy, z¢ kazdy model cksponuje tvlko najwaZniejsze cechy, a nasz jako szezegdlnie
prosty pomija na pewno wiele innych rzeczywistych cech gumy de zucia.
Zaskakujaeym moze wydaé sic jeden z pedstawowych postulatow reologii, mowigcy, 7¢ kazde
cialo rzeczvwiste posiada wszystkie wlasciwosci reologiczne. Czy zatem woda {(latwo
rjaca sie z naczynia do naczynia) wykazuje sprezystosé pestaci? Owszem, tak, ale

przele
wlasnos$é ta zaznacza si¢ tak stabo, ze trudno jest ja stwicrdzi¢ eksperymentainie, « zupelinte fest
nieistotna w praktyce. Woda nie jest jednak tak interesujacym dla reologow obiektem, jak

czekolada, lawa wulkaniczna, gleba czy guma do 7zucia, ktore wymagaja wicloelementowych,
nickiedy nizskonczenie wieloelementowych modell.



Rys. 1. Parzystosé okregu: jest jeszcze jeden
sposéb przekonania sig o tym.

Rys. 4,

Rys. 5. Jesli rozbicic mic jest polciagle ...

Jest tak, jak sic nam wydaje:
odcinek ma nieparzystg ilos¢ punktow

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

— inaczej niz okrag: o jego parzystosci przekonujemy sie laczac w pary przeciwlegle punkty.
Podobna proba dla odcinka (z koficami} zawodzi: jesli np. odcinek o koncach —1i 1 zegniemy
na pot wokol 0, taczac'w pary punkty —¢ iz, to punkt 0 pozostanie bez pary.

Nie wida¢ tak od razu innych sposobow faczenia punktow odcinka w pary, chyba ze go przedtem
porozcinamy.

Np. jesli ten sam odcinek podzielimy na nieskoficzenie wiele odcinkow z jednym (np. lewym)
koncem tak, by dotykaly do sicbie, i tak, by w punktach —11i 1, i tylko w tych punktach,
skupialo si¢ nieskoficzenie wiele odcinkow (rys. 3), to laczac jakkolwiek w pary odcinki podziatu
i nasuwajac w kazdej parze jeden odcinek na drugi (powigkszajac lub zmniejszajac go przedtem
przez podobienstwo), polgczymy w pary wszystkie punkty z wyjatkiem —1 i 1, ale te tworza
ZNOwu pare.

Nie umiemy pomysle¢ tego taczenia w pary jako sklejania odcinka bez uprzedniego rozcinania.
Nie rezygnujmy mimo to 7 szukania skiejen dwukrotnych odcinka; tak nazwiemy te laczenia

w pary punktow odeinka, ktore mozna pomysle¢ (nie zwolni to od podania pdzniej scislego
okreslenia) jako sklejania odcinka bez uprzedniego rozcinania.

«

Inna proba. Sklejamy parami pododcinki, rozlaczne lub majace wspolny koniec, przez ~
nalozenie jednego na drugi przez podobienstwo. Przypadek, kiedy odcinki jednej pary daja calosé,
mamy za soba. Rys. 4 ilustruje typows nowa sytuacje: odcinek A4 skleja sie z odcinkiem B
(odcinki te sa rozlaczne), a odcinek C z odcinkiem D, majacym z € wspolny koniec, zginajac
odeinek wokdl tego wspolnego konca; ten wspolny koniec nie skieja sie z zadnym innym
punktem. Suma odcinkow 4 i B jest rozlaczna z suma odcinkow C i D, bo inaczej pewne trzy
punkty bylyby skicjone, Wynik skiejenia pokazany jest w drugiej czesci rysunku. Przyjmijmy, ze
odcinki ze skiejajacych si¢ par nie sa zawarte w 7adnych wickszych sklejajacych si¢ przez
podobiefistwo. Jest to poczatek proby, kidra dalej wyglada tak, ze pewna nowa para odcinkow,
poza sumg dotychczas sklejonych, skieja sie ze soba jednym z opisanych sposobow, zaleznie od
tego czy odrinki te stykaja sie koncami, czy nie. Pomyslmy teraz sytuacje skrajna, kiedy poza
suma posklejanych odeinkow nie ma odcinkéw. Ta pozostalosé plus konce posklejanych
odeinkow jest zbiorem rzadkim (tak nazywa si¢ zbiory domknigte nie zawierajgce odcinkow).
Skiada si¢ na nia zbior horeomorficzny ze zbiorem Cantora i punkty izolowane (punkty
wspolne odcinkow takich, jak €1 D). Punkty tej pozostalosci trzeba teraz poskleja¢ po dwa, Czy
to si¢ da zrobi¢ bez rozrywania figury, ktora juz mamy?

Trudno miec¢ od razu jakies zdanie, bo wyszliémy poza znane sytuacje geometryczne. Nie da sig
pOjs¢ dalej nic wyjasniajac, co rozumie si¢ przez sklejanie figury bez uprzedniego jej rozcinania
CzZy rozrywania.

Aby sklejac figure geometryczna, trzeba mie¢ wpierw jej rozbicie, tj. przedstawienie jej jako sumy
podzbiordw rozlacznych, aby wiedzie¢, ktore punkty sklejac z ktérymi: punkty sklejamy ze soba
wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego elementu rozbicia. Aby sklejanie nie wymagato
przedtem rozcinania (rozrywania) figury, rozbicie nie moze by¢ catkiem dowolne, np. takie jak
rozbicie na pary przedstawione na rys. 3.

Rozbicie nazywane jest polciqglym, jesli dla kazdego zbioru domknigtego suma elementow
rozbicia majacych punkty wspolne z tym zbiorem jest zbiorem domknigtym; w szczegolnosci,
clemeaty rozbicia polciaglego sa zbiorami domknigtymi, bo przez punkt przechodzi jeden
clement rozbicia, a zbiory jednopunktowe sa domkniete. Jak wiele rzeczy, takze i polciaglosé
widzi si¢ najlepiej tam, gdzie jej nie ma. .

Jesli rozbicie nie jest polciagle, to istnieje zbior domknicty F taki, ze suma S elementow rozbicia
majacych punkty wspolne z F nie jest zbiorem domknictym. Znaczy to, ze istnieje punkt ¥
rozwazanej figury, bedacy punktem skupienia zbioru S i nie nalezacy do S. Element A rozbicia,
do ktorego nalezy punkt p, omija zbior F; co wiecej, omija on pewna kule wokot F (rys. 5;
rysunek ten zwalnia z ttumaczenia tego, czym jest kula wokot zbioru, chociaz nie zwolni

z wytlumaczenia si¢ z istnienia kuli, o ktorej byla mowa). Dowolnie blisko punktu P sa punkty
zbioru S, a wiec punkty sklejajace si¢ z punktami zbioru F; te punkty zbioru F maja punkt
skupienia ¢ w zbiorze F i ten punkt ¢ nie skleja si¢ z punktem p, bo p nie skleja si¢ z zadnym
punktem zbioru F. Nie mozna pomysle¢ takiego sklejania bez rozerwania figury w punkcie p.
Rozumowan motywacyjnych prawie si¢ nie spotyka w pracach z matematyki, przez co wyniki

w nich zawarte sa jak gory lodowe, ktére znamy jedynie z wierzcholkow. Jest to rezym narzucony
czgSciowo przez modg: elegancja moZe tu sasiadowaé z szablonem. W artykule tego rodzaju nie
musimy si¢ takiego rezymu trzymac.




Rys. 7.

{x,-}

Rys. 8. Para {n, 0} nie jest elementem
cigglosci.

Rozumowanie motywacyjne, ktére przeprowadzilismy, daje nam tyle, ze jesli bedziemy juz mieli .
dowiedzione

Twierdzenie, Nie istniejq rozbicia polciagle odcinka na zbiory dwupunkiowe,

to bedziemy mogli to twierdzenie rozumicé. Jak? Wiasnie tak, ze nie mozna sklei¢ odcinka,
uprzednio go nie rozrywajac, i sklejaé¢ po dokiadnie dwa punkty. Okrag mozna (teraz to
precyzujemy), bo rozbicie z rys. 1 jest poiciagte (co wymaga sprawdzenia).

Rozumowanie t0 ma jednak swoja wartos¢ dopiero wtedy, kiedy figura jest przestrzenia zwartq,
z czego korzystaliSmy m.in. (kiedy po raz drugi?) twierdzac, ze zbior domknigty omijajacy zbidr
domkniety F omija pewna kule wokot F. Odcinek jest zwarty ; zwarte sg tez jego podzbiory
domknigte,

Dobrze jest przeformutowaé warunek poiciggtosci rozbicia przez prawa de Morgana (przejicie do
dopelnien). Brzmi on wtedy: dla kazdego zbioru otwartego suma elementow rozbicia zawartych
w tym zbiorze jest zbiorem otwartym.

Teraz widac od razu, ze jesli A4 jest elementem rozbicia poiciagtego, U jest zbiorem otwartym
zawierajacym A i x jest punktem zbioru A, to istnieje otoczenie W punktu x takie, ze jesli
element rozbicia ma punkty w zbiorze W, to jest zawarty w U.

Dla wyjasnienia: otoczenie punkiw, to zbior otwarty, do ktorego ten punkt nalezy.

#

Wyjasniajac polciaglosé nie ograniczyliSmy sie do rozbic¢ odcinka i do rozbi¢ na zbiory
dwupunktowe. Sa dwa powody: 1. dalej pojawia si¢ inne niz odcinek przestrzenie zwarte

i rozbicia niekoniecznie na zbiory dwupunktowe; 2. na rzeczy nie mozna patrze¢ zbyt wasko,
jesli chee sig je rozumied, a znakomite wyjatki, np. owego jablka, ktore wystarczylo dla
uchwycenia prawa grawitacji, jedynie unaoczniaja t¢ prawdg.

Niebanalne sytuacje matematyczne (miejmy nadzieje, Ze te, o ktorych tu mowa, sg takimi) nie
bojg si¢ wszakze ostrego Swiatla przypadkow szczegolnych. Odnotujmy wigce fakt, dotyczacy
rozbi¢ poiciaglych na zbiory dwupunktowe, wynikajacy bezposrednio z ostatniego stwierdzenia.
(1) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia, U jest otoczeniem punktu x i ¥ jest otoczeniem punktu y,
to istnieje otoczenie W punktu x zawarte w U takie, ze kazdy element rozbicia majacy punkt w
W ma swoj drugi punkt w U lub w V. .

Najlepiej widzieé to tak: jesli zbiory U 1 ¥ sa matle (p. rys. 6), to elementy rozbicia majace punkty
dostatecznie blisko x sg albo male, zawarte w U, albo od razu duze, bo majace swoje drugie
punkty w V.

W szczegolnosci,

(I') Jesli zbiory U i V sa rozlaczne i zbidr U nie zawiera calych elementow rozbicia, to kazdy
element rozbicia majacy punkt w W ma swoj drugi punkt w ¥, a odwzorowanie
przyporzadkowujace punktowi x” zbioru ¥ drugi punkt w elemencie rozbicia, do ktorego punkt
x’ nalezy, jest homeomorfizmem zbioru W na zbior A(W). .
Czes¢ koncowa tego stwierdzenia (o homeomorfizmie) nie miesci si¢ w stwierdzeniu (I). Nie
dowodzac jej (bo dowod nietrudny), zwréémy jednak uwage na ostrozne sformutowanie na
samym koncu.

%

Element A rozbicia nazywany jest elementem ciaglosci, jesli dla kazdej rodziny skonczonej

{U,, ..., U:} zbioréw otwartych takich, ze (rys. 7)

MACU;U...uU i (2) An U5t ¢ dla kazdego j,

i kazdego punktu x ze zbioru A istnieje otoczenie W punktu x takie, ze elementy rozbicia
majace punkt w W sa zawarte w U, U ... U Uy i maja punkty w kazdym U, (speiniaja wigc, jak
A, warunki (1) i (2)), a ich suma jest zbiorem otwartym (zawierajacym A).

Znaczy to m.in., Ze jesli element rozbicia jest dostatecznie bliski jakiemus punktowi z elementu
ciaglosei, to jest bliski w stopniu danym z gory wszystkim punktom z tego elementu ciaglosci.
Roznice miedzy elementami cigglosci a innymi (w rozbiciach polciaglych) zobaczmy na
przykladach rozbi¢ na zbiory dwupunktowe.

Jesli okrag zegniemy na pot wokot érednicy, laczac w pary punkty odpowiadajace katom x i —x,
jak na rys. 8, a potem konce tej $rednicy skleimy ze sobg, to dokonamy jeszcze jednego sklejenia
dwukrotnego okreggu (potcigglosé odpowiadajgcego temu sklejeniu rozbicia wypadatoby
sprawdzic¢), w ktorym para zlozona z koncow $rednicy nie jest elementem ciaglosci.

To, ze {r, 0} nie jest elementem ciaglosci wynika m.in. stad, ze jesli W jest dostatecznie malym
otoczeniem punktu 0, to suma elementoéw majacych punkty w W nie jest zbiorem otwartym,
majac punkt izolowany 7. Ale wystarczyloby i takie kryterium:

(I1) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia na zbiory dwupunktowe i kazde otoczenie punktu x
zawiera cale elementy rozbicia, to {x, ¥} nie jest elementem cigglosci,

Kryterium to jest zamieszczone nie po to, by daé drugi dowod prostego faktu (nasuwaloby to
watpliwosci co do wartosci pierwszego dowodu), ale dlatego, ze si¢ przyda dalej.

Inne elementy rozbicia (okregu) z rys. 8 sg elementami ciagloéci. Rozbicia (okrggu) z rys. 1

i (odcinka) z rys. 2 maja same elementy ciaglosci.



Rys. 9. Sklejanie dwukrotne w poblizu
elementu cigglosci.

Rys. 10, Takie sklejanie odcinka nie
doprowadzi do skiejenia dwukrotnego.*

Popatrzmy teraz ogolnie na rozbicia poélciagle na zbiory dwupunktowe:

(1) Jesli {x, y} jest elementem ciaglosci rozbicia, to dla kazdego otoczenia V punktu y istnieje
otoczenie W punktu x takie, ze kazdy element rozbicia majacy punkt w W ma swoj drugi punkt
w V, a odwzorowanie /4 przyporzadkowujace punktowi x’ zbioru W drugi punkt w elemencie
rozbicia, do ktérego punkt x’ nalezy, jest homeomorfizmem zbioru W na zbiér A(W) i zbior
h(W) jest otwarty. .

Inaczej (chociaz nie oddajac catej tresci): sklejenie dwukrotne polega w poblizu punktow x i y
stanowigcych element ciagtosci na sklejeniu przez homeomorfizm pewnych otoczen punktéw
x1iy.

Dowdd stwierdzenia (I11) nie zawiera innych trudnosci niz dowody poprzednie, ale trwa dluzej.
Wystarczy go robi¢ dla zbioréw ¥ rozlacznych z pewnym otoczeniem U punktu x. Rodzina
dwuelementowa {U, V'} spetnia warunki (1) i (2) dla {x, y}. Zbiér W dobieramy dla {U, V}i x
na mocy warunku ciaglosci. Ten dobor zbioru W zapewni to, ze h(W) (h okresla sie tak, jak to
byto robione poprzednio) bedzie zbiorem otwartym.

5
Glownym w teorii rozbié¢ polciaglych jest
Twierdzenie. Rozbicie pdlciggle przestrzeni zwartej (metrycziiej) ma elementy cigglosci.
Twierdzenie to jest odpowiednikiem twierdzenia Baire’a o istnieniu punktéw ciaglosci funkgji
rzeczywistej i ma z nim wspolny rodowod w twierdzeniu Baire’a (bardziej znanym), ze
przestrzen metryczna zupelna (tym bardziej zwarta) nie moze by¢ sumg przeliczalnie wielu
podzbioréw rzadkich. Twierdzenie nalezy do Kuratowskiego i mozna je znalezé w ,, Topologie 11"
na str. 38 wydania z r. 1950. Nie bedziemy tu dowodzi¢ tego twierdzenia. Sama teoria rozbi¢
polciaglych zostala zapoczatkowana w latach dwudziestych przez Aleksandrowa i Moore’a.

Rozbicie polciggle pozostanie potciaglym, jesli je ograniczyé do podzbioru domknietego.
Poniewaz zbiory domkniete sa zwarte, wobec zwartoéci rozwazanych przestrzeni, wiec rozbicie
ograniczone do podzbioru domknigtego bedzie miato elementy ciggtoéci na mocy sformulowanego
twierdzenia. Jest to bardzo wazna okolicznosé¢ (i jednoczesnie nie bardzo wazna, bo wynikajaca

z prostej obserwacji). Wynika stad m.in., ze elementy ciaglosci rozbicia polciaglego przestrzeni
zwartej wypelniaja jej podzbior gesty. Stad, wobec (III), sklejenia dwukrotne odcinka musza byé
wszystkie takie jak te, ktore rozwazalismy w probie zwanej inna, ilustrowanej na rys. 4.

Wtedy po sklejeniu ze soba przez homeomorfizmy przedziatow, trzeba sklei¢ ze soba pozostalo$é,
na ktora sklada si¢ zbior ¢ homeomorficzny ze zbiorem Cantora i punkty izolowane, po nie
wigcej niz jednym w kazdym przedziale dopetniajacym do Q. Ta pozostato$é jest juz wszakze
czgsciowo sklejona: sklejone s3 ze soba po dwa konce przedzialéw dopetniajacych do Q; moga
si¢ przy tym skleja¢ korice tego samego przedziatu (syluacja z odcinkami C i D na rys. 4), lub
konce dwu roznych (wiec roztacznych) przedziatow (sytuacja z odcinkami 4 i B na tymie
rysunku).

Jesli ograniczy¢ rozbicie do zbioru P roéwnego wspomnianej pozostatosci pomniejszonej o pary
punktow izolowanych sklejajacych sig ze soba (zbior P jest zwarty), to kazdy element rozbicia
zbioru P ma punkt w Q.

(V) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia i x jest punktem zbioru Q, to w kazdym przedziale
wokot x sg zawarte cate elementy rozbicia.

Jesliby (IV) bylo nieprawda, to wobec (I') pewien przedziat wokot x sklejalby si¢ przez
homeomorfizm z pewnym przedzialem wok6t y (obrazem homeomorficznym przedziatu wokot x).
Sprzeczno$é, bo x lezac w Q, lezy poza wszelkimi przedziatami sklejajacymi si¢ przez
homeomorfizm.

Z (IV) wynika niemozliwo$¢ pomyslanego przez nas sklejania.
Bo skoro w kazdym przedziale wokot dowolnego punktu x zbioru Q sa cale elementy rozbicia
catosci odcinka, to sg rowniez i cale elementy rozbicia ograniczonego do P; bo pary punktow
sklejajacych sig (jesli nie mieliby$my ich od razu) pojawityby si¢ na dowolnie drobnych
przedziatach dopelniajacych do Q i skupiajacych sie przy punkcie x; wtedy konce tych
przedzialow, nalezace juz do P, musialyby sie sklejaé ze soba.
Stad, na mocy (I') i tego, ze kazdy element rozbicia zbioru P ma punkt w Q, zaden z
elementow rozbicia zbioru P nie jest elementem ciaglosci. Przeczy to twierdzeniu o istnieniu
elementow ciaglosci.

%*
Dowod nieparzystosci odcinka zostat w ten spos6b zakonczony.
Bylo w nim jedno delikatne miejsce. Brak otwartosci zbioru A(W) w stwierdzeniu (I’) nie
przeszkodzil nam w dojsciu do sprzecznosci poprzez dowiedzione wpierw stwierdzenie (IV).
Obraz homeomorficzny przedziatu jest w tak oczywisty sposob (czyzby?) zbiorem otwartym na
odcinku, Ze nie myslimy o trudnosciach, ktore by si¢ pojawily, gdyby$my podobnym
rozumowaniem chcieli dowies¢ np. nieparzystosci dysku (domknietego) lub dendrytu; jesliby
dendryt mial nieskonczenie wiele koricow, trudnosci bylyby nie do pokonania.

]
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Dygresja. Troche ich bylo, ale jeszcze jedna na koniec.

Dlaczego tak okreznie formutowalismy wynik? Pomifimy pretensjonalny tytut, bo to niewazne.
Dlaczego by nie napisa¢ wprost, ze nie ma odwzorowan ciaglych dwukrotnych z odcinka (bo
chyba o to chodzito?). Dlatego, ze wtedy trzeba by powiedzie¢ w co, i rzecz stalaby si¢ klopotliwa
z catkiem blahego powodu. Oto dla wygody formalnej pojawito si¢ w dzialach ogolnych

topologii wiele mniej realnych bytow, przez co nabrato sensu méwienie o ciagtosci odwzorowania
takze i tam, gdzie to juz nie ma znaczenia: kazde odwzorowanie staje sig ciggle, jesli w zbiorze
wartosci uznaé za otwarte odpowiednio malo zbioréw. Np. biorac jakiekolwiek rozbicie odcinka
na zbiory dwupunktowe, np. takie jak to z rys. 3, lub catkiem nie kontrolowane przez
wyobrazenia, robione za cen¢ pewnika wyboru, i biorac pod uwage odwzorowanie
przyporzadkowujace punktom odcinka elementy rozbicia, w ktorych te punkty leza, dostajemy
odwzorowanie dwukrotne, ktore stanie sie ciggle, jesli w zbiorze zlozonym z elementow

rozbicia uzraé za otwarte jedynie takie zbiory, dla ktorych sumy elementow do nich

nalezacych sa zbiorami otwartymi na odcinku. Wida¢ mala wartos¢ takiego rozwigzania.

0Od klopotéow z bytami wprowadzanymi dla wygod formalnych nie s wolne i inne dzialy
matematyki: wygody, jakie mogloby dawa¢ zero, czyZ nie sa zniweczone przez klopoty, jakie
mamy wtedy, kiedy chcemy przez to zero podzieli¢?

*
Twierdzenie o nieparzystosci odcinka zostato dowiedzione przez O. G. Harrolda, Duke
Mathematical Journal 5 (1939). str. 475—486. Potem P. Civin, tamze 10 (1943), str. 49—57,
wykazal nieparzysto§¢ kostek euklidesowych (domknigtych) wymiaru < 3 oraz, ze na sferach do
wymiaru 3 wlacznie nie ma innych sklejen dwukrotaych oprocz tych, ktore od razu widzimy.
Kostki euklidesowe wyzszych wymiarow okazaly sig tez nieparzyste, co pokazat A. W.
Czernawski, Doklady Akademii Nauk SSSR 144 (1962), str. 286—298.

P. S. Kostka Hilberta, ktora raz zachowuje sie jak kostka (odwzorowania ciagle kostki
Hilberta w siebie maja punkty stale), a raz jak sfera (jest jednorodna), okazuje si¢ parzysta, ale
autor tego artykutu nie umie tego pokazaé inaczej niz przez latwe zastosowanie trudnego
twierdzenia o tym, ze produkt dendrytu i kostki Hilberta jest kostka Hilberta. Dowody
nieparzystosci kostek euklidesowych sa trudne w sposob prawdziwy, polegajac na niebanalnym
stosowaniu trudnych twierdzen o zbiorach punktow statych inwolucji ciaglych na sferach.
Liczba 2 okazuje si¢ wyjatkowa: bez trudu buduje si¢ rozbicia polciagte odcinka (kwadratu,
kostki etc.) na same zbiory trojpunktowe etc.

& Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 175. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami catkowitymi, Ze liczba a+b+-c jest podzielna przez 6.
Udowodnié, ze liczba a®+ b3+ ¢ jest podzielna przez 6.
Rozwiazanie na str. 12
M 176. Okresli¢ w zbiorze dwuelementowym X = {a, b} dwa dzialania O i [J, przy czym [J
ma by¢ dziataniem nieprzemiennym, ale rozdzielnym obustronnie wzgledem dziatania O.
Uwaga. Dzialaniem (w zbiorze X) nazywamy kazda funkcj¢ f: X' x X — X. Mowimy, ze dziatanie
O jest rozdzielne obustronnie wzgledem [, gdy dla wszelkich (niekoniecznie roznych) x, y,
ze X jest

xO002)=x0O» 0o O3,

(oaOx=(0Ox0 Ox.

Rozwigzanie na str. 2
M 177. Znalez¢ liczbe par uporzadkowanych podzbioréw roziacznych zbioru X, = {1,2, ..., n}.
Rozwigzanie na str. 11

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 59. Dwie polplaszczyzny metalowe stykaja sie pod katem prostym (rysunek). Wewnatrz kata
dwusciennego utworzonego przez te polptaszczyzny, rownolegle do wspolnej krawedzi biegnie
jednorodnie natadowany cienki drut. Gesto$é liniowa ladunku na drucie (czyli tadunek
przypadajacy na jednostke diugosci) wynosi 7. Odleglosci drutu od polplaszczyzn metalowych sg
jednakowe i wynoszg a. Wyznacz wielko$¢ i kierunek sity dzialajacej na jednostke dlugosci drutu
(XXVII Olimpiada Fizyczna, zawody stopnia II).

Rozwigzanie na str. 10
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