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Ulamkiem lancuchowym skonczonym lub nieskonczonym nazywamy wyrazenie typu odpowiednio

gdzie Oh b, sa element3mi dowolnego ciala. Ulamki takie zapisujemy prosciej w postaci

a.
+~+

lub (2)
a.+
b.

(1)

Ulamki

lancuchowe
Pro! dr Andrzej

SCHINZEL

lub

sa rózne od zera. Liczbe c" = bo+ ~ nazywamy wówczas wartoscia ulamka (I) i piszemy
C.-t

W niniejszym artykule ograniczymy sie do omówieaia ulamków lancuchowych, których liczniki a,
i mianowniki h, (obejmowane niekiedy wspólna nazwa wyrazów ulamka lancuchowego) sa
liczbami rzeczywistymi. Takim ulamkom skonczonym mozna przypisac wartosc liczbowa, jezeli
wszystkie zamaczane dzielenia sa wykonalne, tzn. wszystkie wyrazy ciagu okreslonego
rekurencyjnie wzorami

(I .;; k < n)

(k = 1,2,3, ...).

c. = b._. + a._.+ ,
c._,

Co = b.,

Jt'zeli ulamek lancuchowy (I) ma OZ1/Llczonawartosc w, to

p.W=-.
Q.

Liczbe bo+ I:: I-l: ... + I:I,jeslijest okreslona, nazywamy k-tym reduktem ulamka
lancuchowego (2), a dla k .;; 11 równiez ulamka lancuchowego (1). Jesli dla ulamka lancuchowego
(2) redukty R,. sa okreslone dla prawie wszystkich k i ciag R. jest zbiezny, to ulamek
lancuchowy nazywamy zbieznym, a granice Iim R. = w nazywamy jego wartoscia i piszemy

k ...•oo

a, I a.1
bO+jb; + ...+ ~ = c•.

Inny sposób obliczania. wartosci ulamka lancuchowego podaje twierdzenie nastepujace.
TwfenIzeDIe l. Polózmy P-t = l, Q-t = O, Po = bo, Q, = l oraz

p. = p.-tb.+P.-2a.
Q" = Q.-tb.+Q.-2a•

a, I . a.1
ho+ jli;- + ...+ ~ + ...= w.

Zapis ten niejest calkiem konsekwentny (wlasciwie nalezaloby odrózniac ulamek lancuchowy od
jego wartosci), alejest uswiecony tradycja i nie doprowadza w praktyce do nieporozumien.

<D

Podobnie symbol L a" oznacza zarazem szereg nieskonczony i jego sume .
••=1

Na temat ulamków lancuchowych o wyrazach dodatnich mamy dwa naste1>ujace twierdzenia.
TwierdzeDie 2. Jezeli liczby a., h. sa dDdatnie dla k ~ 1, a ulamek (2) jest zbiezny, to redukty

rzedu parzystego przyblizajajego wartosc z lIiedDmiarem. a redukty rzedu rtieparzystego
z 1/Lldmiarem.

TwJerdzeale 3~ Jezeli a. = l i b. > O dla k ~ l, to ulamek (2) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
<D

gdy szereg L bo. jest rozbiezny.k=l

Szczególnie wazne sa tzw. ulamki lancuchowe arytmetyczne, tj. takie, których liczniki a. sa
wszystkie równe l, a mianowniki b. dla k ~ l sa liczbami naturalnymi oraz bo jest liczba
calkowita. Na mocy twierdzenia 3 ulamki lancuchowe arytmetyczne nieskonczone sa zbiezne.
WartoSC kazdego ulamka lancuchowego arytmetycznego skonczonego jest liczba wymierna.
Odwrotnie, latwo dowiesc, ze kazda liczba wymierna rózna od 1 ma dokladnie jedno
rozwiniecie na ulamek lancuchowy arytmetyczny, normalne, tj. z ostatnim mianownikiem
róznym od 1. Rozwiniecie to mozna otrzymac przy pomocy algorytmu Euklidesa. Na przyklad
celem rozwiniecia na ulamek lancuchowy liczby 96/65 znajdujemy kolejno

skad

96=1'65+31,65=2'31+3,31=10'3+1,3=3'1,

96_ 11 l! 11

65 - 1+ f2 + jlO + 13-'
Mamy dalej

1



dla wszystkich k ;;. l,

dla co najmniej jednego z dwóch kolejnych k ;;. l,

dla co najmniej jednego z trzech kolejnych k ;;. 1.

--
Rozwiazanie zadania M 194.
Nietrudno zauwazyc, ze n-t mnozen a' a = oz,
a' OZ = a3, ...• a' 08-1 = an jest
rozwiazaniem bardzo nieekonomicznym.
Jei.eli bowie~ 2k ~ n < 2k+l. to wystarczy
znalezc- potegi 02 = a' at a4 = 02. 02, ...•

alt = at . at, a nastepnie pomnozyc te
ze znalezionych poteg, którym odpowiadaja
jedynki w rozwinieciu dwójkowym n = Co+
+2<'. +2'c.+ ... +2tct. W ten sposób
znajdziemy a' po wykonaniu najwyzej
2k = 2 [log ,n] mnozen.
Uwaga: W pewnych wypadkach (jakich - .
pozostawiamy Czytelnikom) i ta strategia nie
jest optymalna.

Twierdzenie 4. Wartosc kazdego ulamka lancuchowego arytmetycmego nieskonczonego jest liczba

nie wymierna. Kazda liczba nie wymierna ma dokladnie jedno rozwiniecie na ulamek lancuchowy

arytmetyczny nieskonczony ..
Rozwiniecie liczby niewymiemej w, o którym mowa IW twierdzeniu, znajdujemy jak nastepuje.
Kladziemy Xo = w, bo = [xol (calosc z xo) i dalej stosujemy wzory zwrotne

l
Xt+l = ---, bt+l = [xt+tl·

xt-bt

Dla ulamków lancuchowych arytmetycznych zachodzi wazny wzór

Pt-1 Qt-Qt-l Pt = (- I)t.

Poniewaz liczby Pt i Qt sa calkowite, wynika stad, ze ulamki Pt/Qt sa nieskracaIne. Ulamki te

przyblizaja wartosc ulamka lancuchowego, którego sa reduktami z duza dokladnoscia. Mamy
istotnie

Twierdzenie S. Jezeli w jest wartoscia, zas Pt/Qt (k = 0,1, ... ) kolejnymi redukta~i ulamka
lancuchowego arytmetycmego, to

I p' lw- Q: 1< Qi

jw- PtI <_lQt 2Qi

Iw-~I <-J-I Qt Y5Qi

Stalej YS wystepujacej w twierdzeniu nie mozna juz poprawic. Istotnie dla rozwiniecia

(3) Y- 11 11+5+1 l _+_ ...- -2= +11 11

a mamy

Euler zauwazyl, ze jeden z pierwiastków
równania kwadratowego

x'-ax-b = O jest równy

b I b I b I
a+ ra + ra + ra + ...

I
liczby Pt, Qt sa odpowiednio równe (k+2)-emu i (k+ l)-emu wyrazowi ciagu Fibonacciego

lim I YS + l - ~ I Qi = y'5 .k ...•oo 2 Qt

Przyblizenie wartosci ulamka lancuchowego przez jego redukty jest ,nie tylko dobre, ale równiez
najlepsze mozliwe, w sensie sprecyzowanym przez nastepujase
Twierdzenie 6. Jezeli liczba wymierna r/s o mianowniku naturalnym jest lepszym przyblizeniem

liczby w niz redukt R. (n ;;. 1) rozwiniecia w na ulamek lancuchowy arytmetyczny, to mianownik s

jest wiekszy od mianownika reduktu R•.

Ulamek lancuchowy arytmetyczny bo+ f;l' + I ;2' + ... nazywamy okresowym, jezeli ciag b.
jest okresowy poczynajac od pewnego miejsca.

Jak widac ze wzoru (3) rozwiniecie liczby YS2+ l jest okresowe. Nie jest to przypadek. Mamy

Twierdzenie 7. Kazdy ulamek lancuchowy arytmetycmy okresowy przedstawia pewna

niewymiernosc kwadratowa, tm. niewymierny pierwiastek równania kwadratoJl'ego o

wspólczynnikach calkowitych. Kazda niewymiernosc kwadratowa rozwija sie na ulamek lancuchowy
arytmetyczny okresowy.
Pierwsza czesc tego twierdzenia pochodzi od Eulera, druga, znacznie trudniejsza, od
Lagrange' a.
Malo wiadomo o rozwin:eciach na ulamki lancuchowe liczb algebraicznych niewymiernych
róznych od niewymiernosci kwadratowych. W szczególnosci zagadka jest, czy mianowniki
takich rozwiniec moga tworzyc ciagi ograniczone. Ze mianowniki te nie moga rosnac zbyt
szybko, wynika z nastepujacego twierdzenia K. F. Rotha.
Twierdzenie 8. Jezeli Pt/Qt jest k-tym reduktem rozwiniecia liczby algebraicznej niewymiernej na

ulamek lancuchowy arytmetyczny, to

I· In Qt+l lIm---= .
k ...•oo InQt

Znane sa rozwiniecia na ulamki lancuchowe niektórych waznych liczb przestepnych, np.
liczby e, podstawy logarytmów naturalnych. Zachodzi mianowicie wzór Eulera

11 11 11 11 11 11 11 II 11 •
e = 2+Tl+f2+Tl+-ll +"(4- +-11 + .... + rr- + 12k +Tl+ ....

Odpowiednie rozwiniecie liczby n nie jest znane, zachodzi natomiast wzór Brounckera

n 11 P I 32 I (2k+ 1)2 I

"4 = -11-+12+12+'" +'-2-+ ....

Na ostatnim Miedzynarodowym Kongresie Matematyków, który odbyl sie w Helsinkach
w sierpniu 1978 r., wielka sensacja wzbudzilo znalezione przez R. Apery'ego rozwiniecie liczby
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Suma szeregu :l: ~ je.t slynna funkcja ,
1/=l fi'

(dzeta) Riemanna, majaca duze znaczenie

w teorii liczb i jeszcze kilku galeziach
matematyki

00 1L 3" na ulamek Jancuchowy niearytmetyczny:
11=1 n

00 l 00 l
Z rozwiniecia tego wynika, ze liczba L -3 jest niewymierna. Dla liczby L 2 fakt taki

11=1 n 11=1 n
znany byl juz od 1770r., na wynik Apery' ego czekano zatem ponad 200 lat.

Dowody wiekszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksiazkach W. Sierpinskiego
"Dzialania nieskonczone", rozdzial XI i "Teoria liczb", rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksiazeczce A. XUH'IUH,L(enHble opoou.

Zastosowania ulamków lancuchowych

Podamy tylko kilka przykladów tych zastosowan. Pelniejsza teorie moze Czytelnik znalezc
w ksiazkach: AJ. Banarski "Równania nieoznaczone", A.O. rellbrP01l0"Peu/eHue ypa8HeHuu 81/eAblX

'lUCAax" i W. Sierpinski "Dzialania nieskonczone". Opisane przyklady pochodza z tych
ksiazek.

1. Rozwiazywanie równan w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy równanie 127x- 52y+ l = O,

127
które chcemy rozwiazac w liczbach calkowitych. Rozwijamy najpierw -- na ulameR

52

lancuchowy (np. metoda opisana w artykule A. Schinzla):

127

52= 2+
2+ l

3+ --1
1+5

1
W tak otrzymanym wyrazeniu skreslamy ostatni ulamek, tj. -, i obliczamy wartosc

5

otrzymanego nowego ulamka lancuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia l

1 l l 22
artykulu A. Schinzla): 2+ ---- = 2+ -- = 2 + - = -.

l 1992+-- 2+- -
3 1 4 4+T

1+

127· 9- 52' 22 = -l,

18 5 l
Poniewaz zas - - - = --, wiec (mnozac przez wspólny mianownik) otrzymujemy

~5 7 25'7

2+ l

1+ --1
1+3

l 5=--=-
2 71+
5

l
1+ --1

2+"2

ulamek lancuchowy:

l
Odrzucamy - i obliczamy:

3

a zatem otrzymalismy rozwiazanie równania: x = 9, Y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
calkowitoliczbowe (xo, Yo) rozwiazanie równania Ax+By+C = O, gdzie A i B sa wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazaja sie wzorami x = Xo- Bt, y = Yo+At. gdzie t jest
dowolna liczba calkowita.

, 18
2. Rozpatrzmy równanie 25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia - na

25
18 l

25

... , 127 22 l
Obhczamy nastepme rózmce -- - - = - ---.

52 9 52' 9
Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika otrzymtijemy

3
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Ro;zwiazanie zadania M 195.
Katy BDC i BEC sa wpisane w okrag o
i oparte na jego srednicy BC, sa wiec
katami prostymi. Wynika <tad, ze odcinki
BE i CD sa wysokosciami trójkata ABC.
Prosta AF przechodzi przez trzeci
wierzcholek tego trójkata i punkt przeciecia
dwóch jego wysokosc i, jest wiec jego
wysokoscia prostopadla do boku BC, czyli do
prostej p.

l
X3 = 1+-.

X4

1
X4 = 8+- itd.

XI

- 4 l
y23+ = 1+-,

X27

Xl > 1.
l

Aby obliczyc Xl' napiszemy - = y23 -4, stad Xt = _
Xl y23-4

gdzie X2 > 1. Obliczamy teraz X2 metoda podobna do obliczania Xl:

D l . l ]/23-4 d '/23 4 8 l"d' . d l he'a ej mamy - = 7 ' a sta X4 =" + = + - l Wl ZImy,ze a sze XI da SieX4 Xl

powtarzac (por. twierdzenie 7 artykulu A. Schinzla). Otrzymujemy nieskonczony okresowy
ciag równosci

./_ 1 l l . l,,23=4+-, xI=I+-, x2=3+-. X3=1+-.
Xl Xz X3 X4

Po podstawieniach ~trzymujemy

l y23+4 y23-3 Y23+3 j
- = --7---1 = 7 ; X2 = 2 ~ 3,9, zatem X2 = 3+-,X2 X3

gdzie jak i poprzednio X3 > l. Wymaczamy nastepnie X3, otrzymujac

18' 7- 5' 2S = l, a inaczej 25' (- 5)+ 18· 7 = ],

Pomnózmy te ostatnia równosc przez 970:

2S . (- 5' 970) + 18' (7 . 970) = 970.

Mamy zatem juz jedno rozwiazanie Xo = - 5 . 970 = - 4850, Yo = 970' 7 = 6790.
Rozwiazaniem ogólnym bedzie wobec tego

x= -4850+181

y = 6790- 251.

Mozemy nieco uproscic te wzory, mianowicie podstawiajac 1+270 zamiast I. Dostaniemy

x = -485O+18t+486O = 10+18/, Y = 6790-251-6750 = 40-251.

3. Wyciaganieplenria.stka kwadratowego.Obliczymy y 23, znajac jego wartosc przyblizona 4,8
1

(a w zasadzie wiedzac tylko, ze 4,5 < y'23 < 5,0). Mamy najpierw Y23 = 4+ -, gdzie
XI

p

p

c

c

A

B

B

B

A

F

p

.J;Vi l I 1 I 11 l I l I l I l I l I
,,23 = 4+ fl+f3+fl+f8+fl+f3+fl+f8+ ....

4. W podobny sposób mozna otrzymywac rozwiniecia innych liczb niewymiernych. Rzecz jasna,
tylko dla niewymiernosci kwadratowych beda to ulamki okresowe. Przykladowo:

II II 11 II
log 5 = fl+f2+f3+j9+ -.-,

U;o 11 11 11 II II,2 = 1+f3+fl+f5+-,I +fl+ ....

5. Rozwijaniefunkcji na ulamkllancuchowe. Rozpatrzmy funkcje wymierna

fix4+I~+13x2+10x+ l
f(x) = --------.

6,x3+ lZx2+ 7x+ l

Jej rozwiniecie na ulamek lancuchowy mozemy otrzymac stosujac algorytm Euklidesa (por.
uwagi miedzy twierdzeniem 3 a twierdzeniem 4 w artykule A. Schinzlll):

dzielimy I
I

otrzymujac
Iprzez

.iloraz
I

i reszteI I I
6X4+12x3+ J3xz+

I

+IOx+4

6x3+1~+7x+lx6X2+9x+4.6X3+12x2+ 7x+ l
6r+9x+4X3x2+3x+l

6X2+9x+4

3r+3x+1
i

2
3x+2

3x2+3x+l

3x+2 Xx+l

3x+2

x+l 2X(*)

x+l

x ll

x

I 1
XI !



Czytelnicy proponUja

SCisle rzecz biorac w miejscu zaznaczooym (.) odeszlismy od algorytmu Euklidesa, w którym
reszta powinna miec mniejszy stopien niz dzielnik. Znalezione rozwiniecie jest nieco

••zgrabniejsze" od. otrzymanego wtedy. gdy postepowalibysmy konsekwentnie do konca. Mamy
zatem

11' II II 11 11 11
f(x) = x+fX+j2+fX + j2 +-/1- +fX'

Dr Micha! SZUREK

Pawel PASZKO z Krakowa. student inzynierii chemicznej, pokazal, jak obliczac wartosci
logarytmów oraz wyrazen postaci ;rP na kalkulatorach, które tych funkcji nie maja.

Zaczyoamy od tego. ze. jak wiadomo, e" = Iim (l + ~)'. Zatem, dla bardzo duzych N bedzien-+oo n

zachodzic przyblizona równosc e" ~ (l + ~) N

Stad, uwzgledniajac, ze x = elU, obliczymy szybko, ze

(1) In x ~ N(Vx - l).
Przyjmijmy IlP' N = 1024 = 210. Zauwazmy, ze wyciagniecie pierwiastka stopnia 1024 - to
100krotne wyciagniecie pierwiastka kwadratowego, a nawet najprostsze kalkulatory maja
funkcje ••pierwiastek kwadratowy". Wzór (I) nadaje sie do praktycznych obliczen

inzynierskich: na 8-cyfroWyro kalkulatorze przy N = 210 mozemy obliczyc logarytmy naturalne
liczb mniejszych niz lO z dokladnoscia do 3-4 miejsc znaczacych, a przy N = 215 i 11-cyfrowym
kalkulatorze dokladnosc wzrasta do 5-11 miejsc. Niestety maleje przy wiekszych liczbach, choc np.
przy N = 210, In 100 otrzymujemy jeszcze z dokladnoscia do ok. 1%.
Ze wzoru (l), pamietajac ze;rP =e""u, prosto otrzymujemy

(2) ;rP ~ [l+(yx-I)y]N

iwzór (2) w pelni nadaje sie do obliczen na kalkulatorach, majacych operacje "x2" i "yx";
jak poprzednio, nalezy za N przyjac potege 2.

Ciekawe, ze oba wzory (I) i (2) daja dokladniejsze wyniki, niz mo~na by sie spodziewac, sadzac
ze sposobu ich wyprowadzenia. Przykladowo przy N = 210 obliczamy z nich
23 ~ 7,9987, 0,5)2.3 =::: 2,5404 (wobec dokladnego 2,54103 ... ),

lVi ~ 1,07179 (wobec dotl3dnego 1,0717735 ... ), e'" ~ 23,07,(a dokladnie jest e'" = 23,14 ... )

i szczególnie przy niewielkich wykladnikach wzór ten w pelni nadaje sie do praktycznych

obliczen inzynierskich. Gdy N = 215, to na ll-cyfrowym kalkulatorze mozna otrzymywac bardzo
dokladne wyniki (ale takie kalkulatory juz przewaznie maja funkcje x').
Logarytmy mozna bardzo dokladnie obliczac. wykorzystujac rozwiniecie

n+l 2 (. l l l l )In-- = 1n(n+1)-lnn = -- 1+- ( 2 + - 4 + ....n 2n+1, 3 2n+l) 5 (2n+l)

,Na przyklad przyjmujac n = l otrzymujemy rozwiniecie liczby In 2

.2( l l l l 1.1 l l l l102 =3 1+ J'9' + 5' 92 + 7"'93:- 9" 94 + 11' 95 +

+_1 1_+_1_._1_ + _1_ .~_+ .. :)13 ~ 15 97 17 98

i ograniczajac sie do wypisanych powyzej wyrazów mozna na kartce papieru obliczyc In 2
z dokladnoscia do 9 cyfr po przecinku: In 2 = O, 693147180 .... Podstawiajac n = 4, otrzymujemy

2( l l· l l )
In5= 2In2+- 1+-·- +-'--+ ...

. 9 3 81 5 8P , '

potem mozemy obliczyc op. In 10 = In 2+1n 5 i w podobny sposób logarytmy innych liczb.
WyCiaganie pierwiastków równiez mozemy robic bardzo dokladnie korzystajac z szeregu

dwumiennego (l + x)'" = 1+mx+ (;)x2+(;)x3+ ..:, lxi < l.

Przypuscmy mianowicie, ~e trzeba obliczyc VA', przy czym znamy juz jego wartosc przyblizona Q.
A

Jesli przyjmiemy - ,;,. l + x, gdzie lxi jest bardzo male, to mozna pierwiastek przeksztalcic
, ak

w sposób nastepujacy V:4 = a(l +X)l/l

i skorzystaC ze wzoru dwumiennego dla m = lIk. Wyniki beda bardzo dokladne.
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Uklady wielu

czastek-
-opis statystyczny
Dr Marek CIEPLAK

l. Spróbujmy opisac stan wody w stawie napotkan)'m w parku. Jezeli w stawie tym zanurzymy
kubek, to woda, która sie don wdarla, stanowi oczywiscie czesc (poduklad) wody w stawie.
W kubku znajduje sie kolosalna ilosc czasteczek wody. Srednio jest tam okolo 1025 czasteczek.
Jak opisac wode w kubku? Scislego opisu z pewnoscia dostarczyloby sprecyzowanie liczby
czasteczek wody, ich polozen, pedów i kierunków momentów dipolowych w zadanym
przedziale czasu. Parametry te bowiem okreslaja stan podukladu. Sporzadzenie takiego
mikroskopowego opisu jest jednak niemozliwe, nawet gdybysmy polaczyli moce wszystkich
komputerów na Ziemi. W dodatku niewiele znaczacej tresci z takiego opisu by wynikalo.
Rozsadny opis wody daje sie jednak sformulowac w kategoriach prawdopodobienstw. Opis
statystyczny pozwala wyznaczyc srednie wartosci pomiarów liczby czasteczek w kubku, ich
calkowitej energii, wypadkowego momentu dipolowego, oraz wnioskowac o cisnieniu, cieple
wlasciwym czy tez stalej dielektrycznej podukladu. Wazne jest przy tym, zeby wielokrotne
realizowanie podukladu (zanurzanie kubka) nie wplywalo na stan calego ukladu (wody w
stawie).

2. Jak obliczyc srednia (A> pewnej makroskopowej wielkosci A? Najpierw trzeba znalezc
wartosc A w kazdym z mikroskopowych stanów podukladu, a wiec np. znalezc energie dla
okreslonej liczby czasteczek N, ich okreslonych polozen, pedów, kierunków momentów
dipolowych itd. Jesli dla zadanego N stany mikroskopowe podukladu numerowane sa
wskaznikiem i, to odpowiadajace im wartosci wielkosci A oznaczymy przez AN, I. Nastepnie
mnozymy kazde AN, I przez prawdopodobienstwo PN, I znalezienia i-tego stanu N-czasteczkowego
(zbiór zdarzen elementarnych konstruuje sie nabierajac wode do kubka wielokrotnie).
Obserwowana wartosc (A> dana jest wzorem

00

(1) <A> = L L PN,IAN,/.
N=O i

W wypadku ukladów takich jak woda, których dynamika daje sie w zadowalajacy sposób

. analizowac w ramach mechaniki klasycznej, symbol L w równaniu (1) nalezy rozumiec jako
i

calke po stanach mikroskopowych. Zgodnie z teoria kwantowa zbiór dozwolonych stanów
ukladu jest w rzeczywistosci dyskretny (przynajmniej dla ukladów skonczonych) i wtedy
w równaniu (1) calki nie pojawiaja sie.

3. Jak znalezc prawdopodobienstwo PN, l? Problem ten jest prosty w sytuacji, gdy srednie
wartosci wszystkich mierzalnych wielkosci nie zaleza od czasu. Mówimy wówczas, ze poduklad
znajduje sie w stanie równowagi termodynamicznej (jesli jest to stan trwaly). W stanie równowagi
prawdopodobienstwo PN, I moze zalezec wylacznie od niezaleznych stalych ruchu dla plynu
w kubku. Stalymi ruchu z pewnoscia nie sa predkosci czasteczek. Ulegaja one bowiem zmianom
w wyniku zderzen. Z dobrym przyblizeniem stalymi ruchu sa natomiast liczba czasteczek N
i energia E" Przyblizenie polega na zaniedbaniu energii oddzialywania wody w kubku z woda
w stawie oraz na pominieciu zmian liczb czasteczek w kubku w porównaniu ze srednia ich
liczba· Przyblizenie to zalamuje sie, gdy w kubku jest srednio niewiele czasteczek.
4. PN,I powinno zatem zalezec wylacznie od N oraz El (N oraz E, sa zmiennymi niezaleznymi 
zadana wartosc energii moze byc zrealizowana dla róznych N). Ksztalt tej zaleznosci mozna
ustalic na podstawie nastepujacego rozumowania. Przypuscmy, ze w stawie zanurzamy drugi
identyczny kubek. Niech PN+N', IJ(EI +EJ, N +N') oznacza prawdopodobienstwo wystapienia

stanu o N +N' czasteczkach i o energii El +Ej, przy czym N czaste,czek ma sie znajdowac
w pierwszym kubku i byc w stanie o energii El, a N' w drugim kubku i byc w stanie o energii

EJ. Z uwagi na olbrzymia liczbe czasteczek wody w stawie, realizacja jakiegokolwiek stanu
w jednym kubk.,u nie wplywa na stan stawu i w rezultacie nie wplywa, na stan wody w drugim
kubku. A zatem

(2)

lub

(3)

PN+N',IJ(EI+Ej, N+N') = PN,.(E" N)' PN',j(Ej, N')

InPN+N',IJ(EI+EJ, N+N') = In PN,I(E" N)+lnPN',J(Ej,N').

Logarytm prawdopodobienstwa realizacji stanujest wiec wielkoscia addytywna. Powinien on
zatem zalezec od E i Nw nastepujacy sposób:

(4) InPN, I(E" N) = (1.-fJEI+p.- fJ' N

gdyz zarówno energia jak i liczba czasteczek sa wielkosciami addytywnymi. Parametry (1., p i p, sa
pewnymi stalymi charakteryzujacymi stan wody. Wzór (4) przepisujemy w konwencjonalnej
postaci

(5) PN,I =
e-!3(EI-I'N)

B

Rozklad prawdopodobienstwa dany wzorem (5) znany jest pod nlliwa wielkiego rozkladu
kanonicznego. Stala B, badz stala (1., mozna wyznaczyc, gdyz musi byc

(6)

&

00

L L PN" = 1.
N=O i



Stad

(7)
00

E = e-ex = L ePpN 2:e-PEl.
N=O

Warto zwrócic uwage, ze L oznacza sumowanie (ewentualnie calkowanie) po mozliwych stanach,i
a nie tylko po róznych wartosciach energii. Czesto sie bowiem zdarza, ze wiele stanów ma te
sama energie.

S. Jaka interpretacje fizyczna maja stale p i ft? Przypuscmy, ze woda w kubku moze

wymieniac energie z otoczeniem, a nie moze wymieniac czasteczek. Taka sytuacje otrzymujemy,

przykrywajac kubek cienka folia, która przewodzi cieplo (przekazuje energie zderzen czasteczek
osrodka z folia do kubka i na odwrót). Wówczas w rozkladzie (5) oraz w sumie (7) wystepuje
tylko jedna okreslona wartosc N = No i czynnik eppNo sie redukuje. Otrzymujemy tzw. rozklad
kanoniczny:

(8)
N= No

Zauwazmy, ze gdybysmy powtórzyli doswiadczenie nabierania w kubek tej samej ilosci wody na
srodku stawu, to rozklad (8) bylby dokladnie taki sam (po ustaleniu sie stanu równowagi) 
bylby tam dokladnie ten sam parametr p. ParanIetr ten charakteryzuje wiec cala wode w stawie
i jest jednakowy dla wszystkich jej podukladów. Jesli folia jest w sztywny sposób zamocowana
na kubku (nieruchomy tlok), to cisnienia wody w kul,ku i wody w stawie moglyby byc rózne,
natomiast temperatury bylyby jednakowe. Wnioskujemy stad, ze p jest w jakis sposób
zwiazane z temperatura. W jaki? Zamiast rozpatrywac tak skomplikowany uklad jak woda, dla
której energia potencjalna oddzialywan czasteczek jest istotna, rozwazmy znacznie prostszy
uklad: rzadki jednoatomowy gaz o N czasteczkach. Jesli gaz jest rzadki, to jedyny wazny wklad
do energii wnosi energia kinetyczna

(9)
2

Pex

t:(ex) = 2m '

gdzie wskaznik oc oznacza numer czasteczki.
Jest to tzw. model gazu doskonalego. W nastepnym artykule pokazemy, ze rozklad (8) prowadzi
do nastepujacego wyrazenia na cisnienie gazu doskonalego zawartego w naczyniu o objetosci V:
(1 Q) pV = N/p.

N=NoEl =E,

(12)

(lI)

00

S= -k L LPN,IlnPN,I'
N=O I

Dla rozkladu m:ikrokanonicznego (o ustalonej energii i liczbie czasteczek) definicja (12) sprowadza

EI'# E, N'# No,

gdzie W(E) = L l jest liczba mikroskopowych stanów o energii E. Zwiazek (lI) oznacza, zei
wszystkie stany o zadanej energii i liczbie czasteczek sa jednakowo prawdopodobne. Rozklad
(lI) znany jest pod nazwa rozkladu mikrokanonicznego.

8. W fizyce statystycznej wprowadza sie wielkosc S, zwana entropia. Definiuje sie ja
w nastepujacy sposób:

Wzór (1Q) pokrywa sie z prawem gazu doskonalego, jesli przyjac, ze p = l/kT, gdzie k oznacza
stala Boltzmanna, a T temperature absolutna. W nastepnym artykule spróbuje przekonac
Czytelnika, ze utozsamienie parametru p z odwrotnoscia temperatury jest zawsze zgodne
z fenomenologiczna definicja temperatury.

6. Rozpatrzmy z kolei wielkosc ft. Jest to równiez wielkosc, która charakteryzuje wszystkie
poduklady wody w stawie. Nosi ona nazwe potencjalu chemicznego. Zauwazmy, ze ft ma
wymiar energii i wystepuje we wzorze (5) w postaci El - ftN. Skoro tak, to przeprowadzenie

jednej czasteczki ze stawu do kubka zwieksza srednia energie podukladu o ft. W odróznieniu od
p parametr ft moze przyjmowac dowolna (równiez ujemna) wartosc rzeczywista. Gdyby
potencjaly chemiczne wody W kubku i wody w stawie byly rózne, to w ukladzie pojawilyby sie
przeplywy, wyrównujace potencjaly chemiczne i ustalajace srednia liczbe czasteczek w kubku na
pewnej wartosci <N). Owa srednia wartosc <N), jesli jest znana, pozwala obliczyc
odpowiadajace jej ft. '
7. Przypuscmy wreszcie, ze zamiast kubka uzyjemy termosu. Woda w termosie jest izolowana
termicznie od otoczenia. Uklad ma zadana energie, która jest scisle zachowywana. W rozkladzie
(8) wystepuje tylko jedna energia E = <E). Prawdopodobienstwo wystapienia stanu o tej
wlasnie energii jest stala równa

Rozwiazari'ie zadania M 193.

Zalózmy, ze równanie x3-27 x+ c = O ma

trzy pierwiastki calkowite u, v. w. Beda
wtedy zachodzily równosci:

x3_ 27 x+·c = (x- u)(x-.v}(x- w) = x3_
- (u+v+w)x2+ (uv+uw+vw)x-uvw,

skad wynika, ze u+ v+ w = O,

uv+uw+vw = -27. Jedna z liczb u. v. w

musi byc nieujemna. Mozemy zalozyc, ze

u ,. O. Podstawiajac do drugiej z tych

równosci w = - (u + v) otrzymujemy
u2+uv+ v2 = 27, skad po pomnozeniu

obydwu stron przez 4 otrzymujemy
3u2+ (u+2v)2 = le8.
Wprowadzimy nowa niewiadoma 1 = u+2v.
Ma wiec byc 3u2+12 = 108, ezyli /2 = 108

3u2• Widzimy, ze musi byc 108-3u2 ,. O,

czyll u2 ~ 36, O :!G; u ~ 6. Ponadto t jest

podzielne przez 3; / = 3., skad 9.2 '7" 108
- 3u1:, a wiec i u d7ieli sie przez 3: u = 3r.

Zatem 9s2 = 108-27r2, O ~ r::!;: 2, S2 =
= 12-3r2• Ale i. musi byc podzielne przez 3.

s = 3p, skad 3p' = 4-r'; zatem r = Ipl =
= I lub r = 2, p = O. Otrzymujemy wiec

III = 9, u = 3 lup I = O, u = 6, czyli
u+2v= ±9, u = 3lubu+2v = O, u = 6.

W pierwszym przypadku otrzymujemy
(u. v) = (3, - 6), (3,3), w drugim (u. v) =
= (6, - 3). Odpowiednimi trójkatami

(u. v, w) sa (3, - 6, 3), (3,3, - 6), (6, - 3, - 3).
Zawsze wiec dwa pierwiastki calkowite

danego równania sa równe.
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sie do wyrazenia

(13) , S = k In W(E),

postulowanego przez Boltzmanna.. Im wieksze W(E), tym wieksze S. Entropia stanowi wiec
miare ••niepor7Jl(iku" w ukladzie. Statystyczne okreslenie entropii jest wazne, gdyz ustala ono
zwiazek pomiedzy prawdopodobienstwami wystapienia stanów a makroskopowymi
(termodynamicznymi) wlasciwosciami ukladu, czy tez podukladu.
Okazuje sie, ze entropia ••statystyczna" ma wszystkie cechy entropii wprowadzanej w
termodynamice. Rozwazmy na poczatek pierwsza zasade termodynamiki. Stwierdza ona. ze jesli
przeprowadzic uklad (qua.sistatycznie) od stanu równowagi odpowiadajacego energii (E) do
stanu równowagi o energii <E> + d (E), to

(14) d (E) = TdS,

(15)

pod warunkiem, ze objetosc ukladu i liczba zawartych w nim czasteczek nie ulega zmianie
(patrz artykul B. Cichockiego w Delcie 8/1978).
Prawa strone równania (14) interpretuje sie jako cieplo pobrane przez uklad. Jesli rozwazamy
uklad izolowany (z punktu widzenia mozliwosci praktycznego wykonania procesu jest to

idealizacja), dla którego wlasciwy jest rozklad mikrokanoniczny, to omawiany proces odpowiada
przejsciu od W(E)do W(E+dE). Przyrost entropii

dIn W(E)dS=k---dE
de

jest proporcjonalny do de. ~odnosc z pierwsza zasada termodynamiki uzyskuje sie.
utozsamiajac wspólczynnik proporcjonalnosci z odwrotnoscia temperatury.

(16)
dS dlnW(E) l

dE = k--dE-- = T·

Logarytm iloczynu jest zas suma I~mów

Pojecie temperatury mozna wiec wprowadzic równiez dla ukladu izolowanego.
9. Dlaczego w definicji (12) wystepuje logarytm? Jesli podzielic uklad izolowany na dwa
poduklady: jeden o energii Et, drugi o energii E-El. to liczba realizacji stanu o energii E
jest iloczynem odpowiednich liczb dla podukladów.

Zwiazek ten wraz z równoscia (16) pozwalaja stwierdzic, ze warunkiem równowagi (E = const)
jest równosc temperatur podukladów. Obserwacja ta potwierdza wewnetrzna spójnosc
statystycznych definicji entropii i temperatury.
11. Czym wlasciwie jest temperatura? Otóz stwierdzilismy, ze entropia jest wielkoscia
addytywna. Stad In W(E) musi byc proporcjonalny do liczby c?aSteczek No, a nie np. do N1;.
Wspólczynnik proporcjonalnosci jest wielkoscia bezwymiarowa. która oznaczymy przez w.
Wspólczynnik w, odpowiadajacy stanowi ukladu o najnizszej energii Eo. tj. stanowi
podstawowemu ukladu. oznaczymy przez 000' Rozwazmy uklady o róznych energiach, ale
o okreslonej liczbie czasteczek No. Energiajest równiez propQrcjonalna do No: E = (e)No,

E
gdzie (e) = -- jest srednia energia, przypadajaca na jedna czasteczke. Jesli pochodna w (16)

No

przyblizyc ilorazem róznicoWYm. to

dS(E-EI)

d(E-EI)

W(E) = W(EI)W(E-EI).

S(E) = S(Et) + S(E-EI)·

dS(E) dS(Et) dS(E-EI) d(E-EI) dS(EI)0= -- = --- + -------- = ---
dei dEI d(E-EI) dEI dEI

(19)

(17)

(18)

Logarytm w (12) prowadzi zatem do addytywnosci entropii.
10. Zauwazmy wreszcie, ze dla E = const mamy S = const. A wiec

(20)
1 dS No' (w-wo)-- = -- ::::;k -----
T de No· «e)-(eo»

Wielkosc k T jest zatem miara odchylenia sredniej energii (e) pojedynczej czasteczki od
odpowiadajacej sredniej (60) w stanie podstawowym.
12. Okazuje sie, ze dla ukladów o duzej liczbie czasteczek wszystkie trzy rozklady:
mikrokanoniczny, kanoniczny i wielki kanoniczny prowadza do równowaznych wyrazen na
wielkosci termodynamiczne. (N) obliczane przy pomocy rozkladu (5) nalezy tylko uznac za
odpowiadajace No, a (E> obliczane dla rozkladów (5) i (8) - za odpowiadajace E. Dzieje sie
tak dlatego, ze wspomniane rozklady sa silnie skupione wokól srednich wartosci (N) i (E),
a oddzialywania z otoczeniem sa przewaznie slabe. Wybór wlasciwego rozkladu w praktyce
dyktowany jest wiec dogodnoscia obliczen.
W nastepnym artykule zbad"RlY wlasciwosci naj prostszych ukladów wielu czastek, mianowicie
gazów doskonalych. Teraz lepiej jest pójsc do parku.
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Akustyka-
- alez to bardzo proste

o falach stojacych

Jezeli jeden koniec weza gumowego zostanie pobudzony do drgan, to wzdluz niego beda biec
fale ku drugiemu koncowi. Pobudzmy teraz drugi koniec do drgan z ta sama czestotliwoscia.
Powstana dwa ciagi fal: jeden biegnacy w lewo, drugi:'-' w prawo, które nakladaja sie na siebie.
Zauwazymy, ze waz podzieli sie na odcinki drg3.jace przedzielone punktami nieruchomymi. Tak
powstaja fale stojace. Punkty, które maja najwieksze amplitudy, nazywamy strzalkan'J, zas
nieruchome - wezlami (rys. 1).

Spróbujcie sprawdzic to zjawisko doswiadczalnie. Zamiast weza gumowego mozecie uzyc np.
sznura od bielizny. Dwóch eksperymentatorów powinno pobudzac jego konce do drgan z ta
sama czestotliwoscia.

Fale okresla okres T i dlugoSC A. Polozenia miejsc odpowiadajacych strzalkom fali stojacej musza
spelniac warunek:

x

cos21l-y= ± 1, skad

x
2n-=n:;r;,

A
czyli

A
x= n-o

2

..
Rys. I

w

Odleglosc sasiednich strzalek równa jest wiec polowie dlugosci fali. Równiez odstep pomiedzy
dwoma wezlami wynosi A/2.

W wezu gumowym obserwujemy fale poprzeczne, to jest takie, w których drgania czasteczek sa
prostopadle do kierunku rozchodzenia sie fali.
Fale akustyczne odbierane przez nas w postaci wrazen sluchowych rozchodza sie w powietrzu
w postaci zgeszczen i rozrzedzen czasteczek, czyli zmian cisnienia. Jest to charakterystyczne dla
fal podluznych. Warto dodac, ze w fali stojacej w powietrzu wezlom drgan czasteczek
odpowiadaja strzalki fali zmian cisnienia i odwrotnie ..

A teraz eksperyment

Wykorzystujac wiadomosci o falach stojacych mozna doswiadczalnie wyznaczyc czestotliwosc
drgan zródla dzwieku. I to chciale!ll Wam wlasnie zaproponowac.
Zakladamy, ze predkosc v fali akustycznej jest stala, wtedy A = vT.

1 v
Pomiedzy okresem a czestotliwoscia f zachodzi zaleznosc T = -, wiec f = -.f ).
Predkosc fali akustycznej w powietrzu moze~ przyjac równa 340 mis.
Ale jak znaleZC dlugoSC fali? Oczywiscie eksperymentalnie.
Schemat ideowy doswiadczenia przedstawia rys. 2. Role dwóch zródel dzwieku spelniaja odbiornik
radiowy i polaczony z nim glosnik dodatkowy, ustawione w odleglosci 1,5-2 m. Czy jednak taki
uklad moze generowac wyrazny sygnal o stalej czestotliwosci? Okazuje sie, ze tak. Rozpoczecie
programu telewizyjnego jest poprzedzone przez okres 10-15 minut emisja nieprzyjemnego dla
ucha sygnalu, potrzebnego do strojenia odbiorników w punktach serwisowych. Bedzie to wlasnie
nasz generator akustyczny.

Wystarczy ustalic czas rozpoczecia emisji programu, wlaczyc nieco wczesniej odbiornik na
zakresie fal UKF, ustawic dodatkowy glosnik i przeprowadzic do~wiadczenie.
Jako detektora-odbiornika sygnalu uzyjemy mikrofonu polaczonego z magnetofonem, który
wlaczamy na "zapis"; tasma nie jest potrzebna. Przesuwajac mikrofon wzdluz linii laczacej
glosniki i obserwujac wskaznik wysterowaniazapisu znajdziemy strzalki i wezly fali stojacej.
Naldy zmierzyc, uzywajac linijki z podzialka, odleglosc miedzy dwoma wezlami lub strzalkami.
Odleglosc ta równa jest polowie dlugosci fali.
I na tym mozna by zakonczyc opis doswiadczenia. Ale ...

Uwagi praktyczne

W magnetofonach szpulowych podczas pomiarów przelacznik powinien byc ustawiony
w pozycji "zapis ustawiony", zas w magnetofonach kasetowych nalezy wylaczyc automatyczne
wysterowanie poziomu zapisu. Dopiero wówczas wskaznik bedzie wyraznie reagowal na
zmiany amplitudy fali stojacej.
Potencjometr regulujacy glosnosc nalezy ustawic tak, aby przy maksymalnym sygnale wskaznik
nie wykazywal przestrojenia.

Przymiar powinien byc dosc dlugi, okolo 1 m, i ustawiony na osi laczacej glosniki.
Podczas obliczania czestotiiwosci sygnalu akustycznego telewizji nie zapomnijcie wlasciwie
ustalic jednostki wielkosci danych i mierzonych. Zastanówcie sie, od czego zalezy blad pomiaru
i spróbujcie go oszacowac. Dla ulatwienia dodam, ze wynik pomiaru powinien byc "okragla liczba".

Czy mozna zobaczyc dzwiek?

W fizyce doswiadczalnej stosowane sa przyrzady do optycznego "zapisu" drgan dzwiekowych.
Nosza one nazwe fonografów optycznych. '-
Zapoznajcie sie z odpowiednia literatura, np. Tadeusza Drynskiego Doswiadczenia pokazowe

z fizyki, i spróbujcie zaprojektowac fonograf optyczny. Dowcip polega na tym, aby przyrzad mógl
zrobic kazdy w przecietnych warunkach domowych.
Przyslijcie swoje pomysly. Nie zapomnijcie sprawdzic ich praktycznie. Jezeli okaza sie
rewelacyjne, to opublikujemy, a Redakcja pomysli o nagrodach. Zachecam do eksperymentowania I

s
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Rys. 2 o - glosnik odbiornika
Od - glosnik dodatkowy
M-mikrofon

w
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o pewnym

paradoksie

hydraulicznym

Rys. I

y

Rys. 2

Mgr inz. Jacek CHLIP A LSKI
Przypomnijmy na wstepie, ze hydraulika zajmuje sie przeplywem cieczy odbywajacym sie na
skutek dzialania sily ciezkosci lub róznych urzadzen (zwykle pomp). Przeplywy moga dotyczyc
przewodów otwartych (rzeki, kanaly, rowy), jak tez i zamknietych (rury). W 1775 roku
de Chezy odkryl, ze szybkosc przeplywu cieczy jest w przyblizeniu proporcjonalna do
pierwiastka kwadratowego tzw. promienia hydraulicznego. W koncu XIX wieku okazalo sie, ze
zaleznosc ta jest bardziej skomplikowana i dokladniej jest

fi = k}llJ· VR~ , gdzie

v - srednia szybkosc cieczy w danym przewodzie,

k - wspólczynnik proporcjonalnosci, zalezny od rodzaju przewodu, jego chropowatosci, stopnia
zabrudzenia a takze ksztaltu itp.,
J - spadek hydrauliczny; gdy przeplyw odbywa sie wylacznie pod dzialaniem sily ciezkosci,
mozna go okreslic jako nachylenie przewodu do poziomu;

F
Rh - promien hydrauliczny, równy --, gdzie Fjest polem przekroju poprzecznego, przezOb

który plynie ciecz, a Ob jest dlugoscia tej czesci przekroju poprzecznego, która styka sie z ciecza.
Wielkosc Ob nazywana jest obwodem zwilzonym.
len zmodyfikowany wzór de Chezy stosowany jest powszechnie w hydraulice zarówno do
obliczen przeplywów w przewodach otwartych jak i zamknietych.
Nasze rozwazania dotyczyc beda jednego przewodu, zatem wielkosci kiJ beda niezmienne,
przyjmiemy zatem, ze sa równe l. Zalozenie to usprawiedliwia zreszta praktyka hydrauliczna.

2

Wzór de Chezy przyjmuje zatem postac v = Rl.
Jezeli v jest srednia szybkoscia cieczy w przewodzie, to objetosc cieczy przeplywajacej przez ten
przewód w jednostce czasu jest równa

q = v·F,

gdzie F jest polem przekroju poprzecznego tej czesci przewodu, przez która plynie ciecz.
Wyobrazmy sobie teraz, ze ciecz plynie rura o przekroju kolowym (rys. l). Oznaczmy przez h
wysokosc warstwy wody w rurze. Zapytajmy, przy jakim h wielkosc q jest najwieksza, tzn. przy
jakim napelnieniu rury odplywowej basen opróznia sie najszybciej? Wydaje sie, ze aby przez rure
w jednostce czasu plynelo jak najwiecej wody, rura powinna byc calkowicie napelniona (bo i po
co marnowac kawalek rury?). A wlasnie to nieprawda! Obliczmy bowiem wielkosci F i Ob, za
pomoca których wyraza sie promien hydrauliczny (rys. l):

• a. l l
F = pole wycinka 1f/ + poletrójkata.r = r2• - + -. r2• sin(3600-a.) = - r2(a.-sina.);

222
a.

Ob = 2nr· - = ra., zatem promien hydrauliczny jest równy2n

l ( sina.)Rh = Tr l--a.- .
Widzimy, ze srednia szybkosc liniowa przeplywu i szybkosc "objetosciowa" wyrazaja sie
wzorami

_ [l ( sina. )]2/3.
fi - -r 1---

2 a. '

l (Sina. )5/3q = fi· F = 2 Vii" . r8/3 • a.. l - -a.-
Aby obliczyc np. maksimum funkcji v, mozemy ja zrózniczkowac i przyrównac pierwsza
pochodna do zera (zwracamy uwage, ze a.jest katem wiekszym niz n, a wiec funkcja v(a.) jest
rózniczkowalna). Funkcja v ma oczywiscie maksimum w tym samym punkcie, w którym ma

~a. •
maksimum funkcja g(a.) = 1- -- . Zwykla metoda (przyrównanie pierwszej pochodnej do

a.

zera + ew. dyskusja) mozna sie przekonac, ze w przedziale (n, 2n) maksimum bedzie w punkcie
a. takim, ze a. = tg a.. Równanie a. = tg a. mozemy rozwiazac tylko w sposób przyblizony (rys. 2),
otrzymamy a. = 257°27'15". Odpowiada to wartosci h = 0,81 d. Znacznie gorzej jest z maksimum

fun!ccji q. Przyrównanie do zera pochodnej prowadzi do równania

2 sin a.- 5a. cos a.+ 3a. = O,

które trudno rozwiazac nawet w przyblizeniu. Mozemy jednak latwo przekonac sie, ze maksimum
znajduje sie gdzies pomiedzy 1i i 2 n (czyli gdy przewód nie jest calkowicie napelniony).
Mamy bowiem (opuszczajac nieistotny wspólczynnik)

( sinn )5/3q(n) = n· 1- -n- = n, q(2n) = 2n,
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_ 5 3 10
z drugiej strony, z uwagi na oszacowanie 21 y3 > lOn i - > - otrzymujemy przy oc = - n,3 2 6
tj. 3000:

10 ( 3 Y3)5/3 10 ( 1)5/3 10 ( 1 )3/2
-n 1+--- > -n 1+- > -,n 1+- > 2n6 lOn 6 7 6 7 '

a zatem maksimum funkcji znajduje sie rzeczywiscie gdzies we wnetrzu przedzialu (n, 2n).
W praktyce hydraulicznej korzysta sie z tablic funkcji v i q i z nich mozna sie dowiedziec, ze

qm •• otrzymujemy dla oc~ 3020 czyli h = 0,94 d (gdzie d jest srednica przewodu).

Warto zauwazyc, ze dla przewodów o przekroju prostokatnym (o dwóch scianach poziomych)

najwiekszy przeplyw bedzie osiagany przy calkowitym nap~lnieniu. Mozna to latwo obliczyc.

Rozwiazanie zadania F 65.

(a) Przyjmujac uproszczony model, w którym srednio..!... czasteczek gazu porusza sie równolegle do u z tym samym
ex

zwrotem i ~ ze zwrotem przeciwnym, stwierdzamy. ze ich pedy zmienia sie o
ex

!1pp = 2 m (w+u)

dla czasteczki padajacej z prwdu poruszajacego sie przedmiotu i o

!1PT = -2m (W-fi)

dla padajacej z tylu (m - masa czasteczki gazu).
Liczba czasteczek uderzajacych z przodu i z tylu w przedziale czasu !11wyniesie odpowiednio

Np = _q_o s· (w+u)· !1t, NT = ---'!.-. S· (w-v)· !11.am .• a.nt

Nie do wtary

gdzie q - gestosc gazu, S - powierzchnia przedmiotu.
Zmiana. pedu przedmiotu (suma pedów przekazanych przez uderzajace czasteczki) wyniesie

!1p = -!1ppNp-!1PTNT,

a poniewaz ~ila oporu F to stasunek zmiany pedu do czasu,. wiec

(c) Zalózmy, ze orbita statku jest w przybli;-.cniukolowa o promieniu r. Wówczas energia calkowita statku wyniesie
m'ME=-G---,

2r

skad
(m)

u+-g
- ; In -----,,!- = l,

Tg
czyli

k •
mg --

u= T(e mi_I).

I
~ dl,
O

Liczba I !1p q 8
1234567891234567891234567891234567891 F = ~ ~ -2m '-;;n' S' «W+vP- (W-vP) = - -;; q' S' w ·v.

jest pierwsza, podobnie zreszta jak (h) Przyjmujac zgodnie z (a), ze sila oporu F jest proporcjona;na do predkosci v

23456789 i 1234567891. F = -ku
To sa przyklady liczb pierwszych, otrzymujemy równanie ruchu (zakladamy, ze spadek je,t p;onowy)

W których cyfry wystepuja w tzw. (I) m' ~ = - m' g- k· v,
rosnacym porzadku cyklicznym (tzn. dl

k l . t I' 9 . b . O gdzie m - masa przedmiotu, g - przyspieszenie grawitacyjne.pO O el, y e ze po moze yc

albo 1). Takich liczb znamy tylko 19, Osiagnawszy predkosc v. = - .:g cialo poruszac sie bedzie ruchem jednostajnym, bo w mysl (I) bedzie ~~ = o.

nie liczac jednocyfrowych. Dla swobodnego spadku (u(O) = O)predkosc taka jest jednak nic do uzyskania. Calkujac bowiem równanie (I)

Nie wiadomo dlaczego, ale trudniej otrzymujemy

trafic na liczby pierwsze z malejacym

porzadkiem cyklicznym. Znamy ich

tylko 4: 43, 109, 10987, i 76543; jezeli

uznamy, ze Ojest gorsza cyfra niz

inne (choc wlasciwie dlaczego?

czyzby dlatego, ze wynalezli je

Arabowie?), to mamy jeszcze 1987.

Stad

gdzie m - masa statku, M - masa Ziemi, G - stala grawitacji.
Straty energii sa proporcjonalne do oporu i do predkosci, a wiec, poslugujac sie wynikiem (a), mamy

dedl = -kv'.

dl: = -~"r.
dl m

(2)

czyli

-ku' = ~~ = ~ ..~ = G_m'M .~.
dl dr dl 2r' dl

u2 M GM GmM dr
Obliczajac sile odsrodkowa otrzymujemy ,= G'", co wraz z (2) daje -k-r- = ~. -dl"

*

13 dzien miesiaca przypada w piatek

cze~iej niz w jakikolwiek inny dzien
tygodnia i tak bedzie az do konca

przyszlego stulecia!

Fibonacci na drodze: 8 km = 5 mil

angielskich (w przyblizeniu, niestety),

13 km = 8 mil, 21 km = 13 mil, itd.

Dopiero 89 mil jest znacznie blizsze

143 km niz 144 km.

Sily opc;lruproporcjonalne do predkosci moga miec inne przyczyny (np. lepkosc) niz oddzialywanie szybkich
w stosunku do rozpatrywanego ruchu czasteczek bardzo rozrzedzonego gazu. W gazie natomiast nie spelniajacym takich
zalozen (np. powietr7.cblisko powierzchni Ziemi) opór nie jest proporcjonalny do predkosci (juz raczej do jej
kwadratu) i aby go wyznaczyc, nalezy uciec sie do równan hydrodynamiki, w którycl1 uwzglednia sie równiez ksztalt
poruszajacego sie przedmiotu.
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" Mechanika, komputer, czlowiek (VIII)

Prof. dr Dominik ROGULA

Uzyde jezyka naturalnego w komunikacji czlowiek-komputer wymaga calkowicie odmiennego
podejscia niz jezyki formalne. Wynika to z istotnych róznic miedzy jezykiem naturalnym
i formalnymi systemami komunikacji. Najwazniejsze z tych róznic to

(1) ~jezykach formalnych mamy scisle okreslona skladnie i tylko poprzez skladnie jezyki te
interpretujemy. W jezyku naturalnym rola skladni jest stosunkowo mala - komunikacja

w jeZYku naturalnym jest raczej znaczeniowo-pragmatyczna.
(2) Znaczenia elementów leksykalnych i struktur jezyka naturalnego nie sa ostro zdefiniowane.
(3) Interpretacja jezyka naturalnego bardzo istotnie zalezy od kontekstu ikonsytuacji.

Na przeszkodzie w zastosowaniu jezyka naturalnego w komunikacji z maszyna stoi glównie
ogromna jego zlozonosc, której latwiej nie docenic niz przecenic. Dlatego tez nalezy od razu zdac
sobie sprawe, ze realizowane obecnie i w najblizszej przyszlosci maszynowe implementacje nie
moga obejmowac "calego" jezyka naturalnego.
W dotychczasowych podejsciach mozna wyróznic nastepujace sposoby wykorzystywania
elementów jezyka naturalnego.

(a) Uzycie pewnych slów jezyka naturalnego jako cegielek jezyka formalnego. Przykladem moga
byc wyrazenia ALGOLu "go to", "iC ... then", "begin", "end" itp. Wyrazenia takie
interpretowane w jezyku programowania Cl.y w jakims systemie maja specjalne i scisle okreslone

znaczenie. Ich skojarzenie ze znaczeniem w jezyku naturalnynijest czysto mnemotechniczne.
Oczywiscie w zadnym sensie nie mamy tutaj do czynienia z komunikacja w jezyku naturalnym.

(b) Symulacja jezyka naturalnego, w której wyróznia sie slowa kluczowe i slowa puste.

Uzytkownik ma znaczna swobode wyrazania sie, lecz maszyna interpretuje tylko slowa
kluczowe, ignorujac slowa puste. Przykladami takich programów moga byc EUZA
Wei~enbauma, konwersujaca w jezyku naturalriym i STUDENT Bobrova, rozwiazujacy
;,zadania z trescia".
W tym przypadku mamy juz rzeczywiscie do czynienia z jezykiem naturalnym, ale w sposób
bardzo powierzchowny, oparty na formalizacji stosunkowo niewielkiego zbioru slów
kluczowych. Sposób ten pozwala czasem osiagnac efektowne tricki, lecz nie mozna go uznac za
ro~azanie problemu: maszyna "rozumie" jezyk w zupelnie inny sposób niz jej uzytkownik, co
moze prowadzic do gigantycznych nieporozumien.

(c) Wykorzystanie podzbioru wyrazen i struktur jezyka naturalnego, z pelnym "zrozumieniem"
tego ograniczonego zbioru przez maszyne. W razie uzycia wyrazenia czy struktury spoza tego
zbioru, maszyna przyznaje, ze nie rozumie.
W celu skutecznego porozumiewania sie z maszyna, czlowiek musi znac te ograniczenia. Jest to

utrudnienie bardzo uciazliwe w prostszych systemach, ale tym mniej odczuwalne im szerszy jest
zakres dopuszczalnych wyrazen i struktur.
W podejsciu tym mozna wyróznic dwa warianty:
(c l) Taki dobór wyrazen i struktur, by w wyniku skonstruowac jezyk formalny. Wówczas
znaczenie komunikatu jest jednoznacznie okreslone przez znaczenie elementów leksykalnych
i skladnie.

(c 2) Dopuszczenie wieloznacznosci i niejasnosci wyrazen i struktur. Interpretacja

komunikatów oparta na aspektach semantycznych i pragmatycznych.
Wariant (c l), aczkolwiek wygoda moze przewyzszac calkowicie sztuczne jezyki, nie jest jeszcze
"wystarczajaco naturalny", mimo ze mozliwe sa zaskakujaco dobre rozwiazania, takie jak FASE
(Fundamentally Analyzable Simplified English). Czlowiek musi umiec selekcjoD(~wac wyrazenia
pod grozba nieporozumienia, a im pelniejszy i bardziej naturalny jest podzbiór, tym subtelniejsze
i trudniejsze moga okazac sie reguly selekcji.

Zastrzezenia te odnosza sie tylko do komunikatów formulowanych prze;z.czlowieka dla maszyny.
Jesli chodzi o komunikacje w kierunku odwrotnym, gdy syntezy komunikatu dokonuje maszyna,
a odbiorca jest czlowiek, wariant (c l) moze okazac sie zupelnie dobrym rozwiazaniem.
W najbardziej zblizonym do naturalnego wanancie (c 2) maszyna musi dzialac dosc
inteligentnie. Musi stawiac hipotezy znaczeniowe i oceniac ich wiarygodnosc w danych
warunkach. Z zasady, informacja wprowadzana jest niejasna i niepelna i maszyna musi sie
"domyslac" o co chodzi, a w razie potrzeby pytac i wyjasniac.

Pamietac tez nalezy, ze komunikacja w jezyku naturalnym ma nie tylko zalety. Do jej
zasadniczych wad naleza: (i) mozliwosc nieporozumien, której mozna zapobiegac, ale nie mozna
calkowicie uniknac. Wydaje sie, ze tkwi ona inherentnie w samym jezyku; (ii) nadmierna
rozwleklosc w pewnych sytuacjach. Zagadnienia naukowe i techniczne najlepiej jednak'formuluje
sie przy uzyciu specjalnych systemów skrótowych symboli.
Do najwazniejszych czynników zapobiegajacych nieporozumieniom nalezy konwersacyjny sposób
wspólpracy z maszyna. Natomiast co do kwestii unikania nadmiernej rozwleklosci wydaje sie, ze
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w systemach jezyka naturalnego nalezy zapewnic mozliwosc definiowania nowych wyrazen,
skrótów, specjalnej symboliki czy nawet jezyków formalnych i pelnego honorowania tych
definicji przez maszyne w trakcie konwersacji. Powinno byc mozliwe swobodne przechodzenie od
jezyka naturalnego do sztucznej symboliki i vice versa.
Dotychczasowe doswiadczenia z programami "sztucznej inteligencji" pokazaly jednak, ze
programy te z reguly sa niezmiernie czasochlonne.

W czesci wynika to z niedoskonalosci stosowanych metod, która z kolei jest odbiciem slabego
rozwoju podstaw teoretycznych.

Ogólnie widoczna jest mala sprawnosc procesów dedukcyjnych, które w sformalizowanym
wydaniu sa bardzo dlugie, nawet gdy chodzi o sprawy dla czlowieka proste. Mimo postepów
w maszynowej realizacji procesów dedukcyjnych wydaje sie, ze duzo sprawniejsze moze okazac sie
wnioskowanie oparte nie na teorii dedukcji lecz na teorii modeli. Wnioskowanie "modelowe'(
jest duzo krótsze, a w niektórych sytuacjach daje wyniki tak samo pewne jak dedukcja.
Sytuacja taka wystepuje np. w arytmetyce, która jest teoria kategoryczna, co oznacza, ze
wszystkie jej modele sa izomorficzne. Wnioski arytmetyczne wyciagniete (np. na palcach)
z jakiegos jednego modelu maja wobec tego moc powszechnie obowiazujaca.
Inna, chyba wazniejsza przyczyna malej sprawnosci "inteligentnych" programów jest
nieodpowiednia konstrukcja dzisiejszego komputera. Zasada dzialania tego urzadzenia jest
bowiem sekwencyjne wykonywanie operacji za operacja, odpowiadajace klasycznemu wyobrazeniu

algorytmu. Tymczasem myslenie inteligentne to myslenie skojarzeniowe, w którym jeden obiekt
myslowy jest równo;:zesnie b:l.dany pod wieloma wzgledami. Tego typu procesy przetwarzania nie
moga byc sekwencyjne, lecz wieloprocesorowe, i to o wysokim stopniu wspólbieznosci. Chyba
wlasnie wskutek takiego wysokiego stopnia wspólbieznosci przetwarzania "powolny" mózg
sprawniej wnioskuje niz dzisiejszy "szybki" komputer.
Maszyny nowej generacji sa juz niekoniecznie scisle sekwencyjne: czesto maja one 2 lub wiecej
procesorów. Jednakze dopóki liczba procesorów jest niewielka, cala sprawa sprowadza sie
wlasciwie do technicznego usprawnienia maszyny sekwencyjnej. Interesujace mozliwosci daje juz
ILLIAC IV, wyposazony w 64 procesory. D:llsze znaczne podwyzszenie stopnia wspólbieznosci
moze przyniesc rewolucje w dziedzinie budowy maszyn inteligentnych.

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NO WIN SKI

M 193. Wykazac, ze wielomianp(x) = x3-27x+c nie moze miec trzech róznych pierwiastków
calkowitych.
Rozwiazanie na str. 7

M 194. Ile mnozen wystarcza dla znalezienia n-tej potegi danej liczby a?
Rozwiazanie na str. 2 .

M 195. Uzasadnic nastepujaca konstrukcje prostej prostopadlej do danej prostej p

i przechodzacej przez punkt A nie lezacy na p i nie lezacy na danym okregu o o srodku
polozonym na prostej p:
Przez punkt A i punkty B i C przeciecia okregu o z prosta p prowadzimy proste AB i AC
przecinajace okrag o w punktach D i E. Proste BE i CD przecinaja sie w punkcie F. Szukana
prosta jest prosta AF.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

F 65. Na ciala poruszajace sie w osrodku gazowym dzialaja sily oporu skierowane przeciwnie do
kierunku ruchu. Sila ta jest wynikiem zderzen powierzchni ciala z czasteczkami gazu.
(a) Zakladajac. ze predkosc czasteczek ma rozklad izotropowy (zaden kierunek nie jest
wyrózniony) o srednim module w, oraz ze cialo poruszajace sie nie zaburza tego rozkladu
w sposób istotny (model gazu bardzo rozrzedzonego - srednia droga swobodna duza

w porównaniu z rozmiarami ciala), okreslic w przyblizeniu sile oporu dzialajaca na plaski
przedmiot (deske) poruszajacy sie z predkoscia v prostopadla do jego powierzchni.
(b) Okreslic zaleznosc predkosci od czasu dla spadajacego w polu grawitacyjnym przedmiotu
podlegajacego sile oporu powietrza.
(c) Okreslic zmniejszanie sie orbity statku kosmicznego krazacego w zewnetrznych warstwach
atmosfery przy zalozeniu, ze straty energii sa male w porównaniu z jego energia kinetyczna.
Rozwiazanie na str. 11
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Patrz w niebo

W maju, wieczorami góruja prawie w zenicie dwie typowo
wiosenne konstelacje: Korony Pólnocnej (Corona
Borealis, CrB) i Wolarza (Bootes, Boo). Na poludniowej
czesd nieba wyglada zza horyzontu gwiazdozbiór Wagi
(Libra, Lib). Spróbujmy odnalezc golym okiem gwiazde
15 Lib (delta Librae) wedlug zamieszczonej obok, dla
ulatwienia identyfikacji, mapki tej czesci nieba. 15 Lib jest
gwiazda zmienna - co 2 dni 7 godzin i 50 minut staje sie
ledwo widoczna. Dzieje sie tak dlatego, ze jest to uklad
podwójny, w którym oba skladniki zacmiewaja sie.
W 1909 roku astronom amerykanski Schlesinger tak
opisywal ten uklad: "Jasna gwiazda ma srednice 4,5 mln
km, ciemna 4 mln km, czyli 3,2 i 2,9 razy wiecej niz nasze
wlasne Slonce. Ich objetosci sa odpowiednio 33 i 24,
suma ich mas - 1,5 razy wieksza niz masa Slonca. Jesli
ich gestosci sa równe, to stanowia tylko 0,026 gestosci
Slonca, a obie masy wynosza 0,87 i 0,63 masy Slonca .
Jasna gwiazda obiega srodek ciezkosci ukladu po prawie
kolowej orbicie w sredniej odleglosci 2,5 mln km. Ciemna
gwiazda opisuje podobna orbite w sredniej odleglosci
3,4 mln km od srodka masy ukladu. Plaszczyzny orbit sa
nachylone do kierunku widzenia pod katem 81,5°.
W czasie jednej czwartej okresu obiegu jasna gwiazda jest
bardziej lub mniej zacmiewana przez towarzyszke, jednak
w minitJlum jasnosci ciagle jedna trzecia jej tarczy
pozostaje nie zakryta. Odleglosc miedzy powierzchniami
gwiazd jest zadziwiajaco mala w porównaniu z ich
srednicami i zmienia sie od 1,3 mln km w periastronie do
2 mln km w apoastronie."
Dzisiaj wiemy duzo wiecej o ukladzie 15 Lib niz 70 lat
temu, jednak nasze ogólne wyobrazenie o nim nie
zmienilo sie. Masy sa wieksze (5 i 1,7 masy Slonca),
a ponadto ciemny skladnik okazal sie wiekszy od
jasnego, co pozwala wyciagnac wniosek, ze jego jasnosc
powierzchniowa (a wiec i temperatura) jest znacznie
mniejsza niz skladnika jasnego.
Nie jest to uklad nietypowy, znamy setki podobnych,
najbardziej slynnym jest Algol (fJ Per). Pózna jesienia,
przy okazji omawiania gwiazdozbioru Perseusza, wrócimy
do zmiennych zacmieniowych typu Algola.

Mgr Tomasz CHLEB O WSKI
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Krzywa zmian jasnosci ukladu 15 Uh.

Poniewaz nachylenie orbity (i = 81,5°)jest duze, to
mozliwe sa zacmienia.
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Centrum Astronomiczne im. M. Kopernika,
Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu
Warszawskiego oraz Polskie Towarzystwo
Milosników Astronomii zapraszaja na cykl odczytów
popularnonaukowych ..Oto najblizsze z nich:
17.V.1979, Gromady kuliste, doc. dr J. Stodó/kiewicz

21.V.1979, Krzywe blasku gwiazd zmiennych
zacmieniowych, doc. dr W. Krzeminski
24.V.1979, Gromady otwarte i asocjacje,
dr J. Juchniewicz

28.V.1979, Jak promieniowanie oddzialuje z materia.
mgr B. Rudak
W poniedzialki odczyty odbywaja sie w Centrum
Astronomicznym im. M. Kopernika, Warszawa, ul.
Bartycka 18 o godz. 17.
W czwartki - w Obserwatorium Astronomicznym
UW, Warszawa, Al. Ujazdowskie 4 o godz. 17.
Wstep wolny.
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Kilkanascie lat temu jechalem autobusem 116 ulica
Miodowa w Warszawie. W dole po prawej stronie, ulica
Swierczewskiego jechala ciezarówka, chyba Star 20.
Ulica Swierczewskiego chowa sie pod Miodowa do tunelu
i na Miodowej jest kamienna balustradka. Zobaczylem,
ze kola ciezarówki, które widzialem miedzy
kolumienkami balustradki, nie poruszaja sie wcale.
Moglem to dobrze widziec.•bo kola te mialy cos jakby
szprychy. Potem zaczely sie powolutku obracac-
w przeciwna strone. Cale zjawisko trwalo kilka sekund
i juz nigdy potem nie zobaczylem "w naturze" tego
zjawiska, które znane jest kazdemu, kto choc raz ... byl
w kinie. Nieruchorne obrazki na klatkach filmowych
zlewaja sie dla naszego oka w jeden ruchomy obraz.
Nasze oczy i umysl maja sklonnosc do dopatrywania sie
ruchu tam, gdzie go nie ma. A jeszcze bardziej niz kino
"nabiera nas" telewizja.
Gdy przez dluzszy czas wygladamy przez okno jadacego
pociagu, to po zatrzymaniu odnosimy wrazenie, ze
pociag powolutku jedzie do tylu. To zjawisko nazywamy
"powidokiem wstecznym".
Precyzyjne urzadzenie, jakim jest nasze oko, nietrudno
oszukac i za pomoca sprytnie dobranych rysunków'. Na
rysunku 1 i 2 widzimy odcinki róznej dlugosci, choc
w rzeczywistosci sa równe. Na rysunku 3 luk dolny
wydaje sie bardziej zakrzywiony, a na rysunku 4 bardzo
trudno jest uwierzyc, ze luki po lewej stronie pionowego
slupa spotkaja sie z lukami po prawej dokladnie na
brzegu slupka.
Rysunki 5, 6 i 7 pokazuja, dlaczego ludzie, którzy chca sie
wydac mniej otyli niz sa, powinni nosic ubrania w pionowe
p_asy.

Zludzenia wzrokowe

Rys. 3

Rys. l

Rys. 2

Rys. 4

I I I \
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Rys. 6

Rys. S Rys. 7
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Rys. 9

Ciekawe zludzenia daja tzw. figury gwiazdziste Heringa
(rys. 8 i 9). Proste równolegle wydaja sie wygiete.
Wystarczy jednak spojrzec na te figury przez mocno
zmruzone oczy, a efekt zniknie.'
Wiele zludzen powstaje przy ogladaniu przedmiotów
róznokolorowych - przedmioty zmieniaja kolory
w zaleznosci od tla i oswietlenia.
Na rysunku 11 widzimy prosta przecinajaca dwa
prostokaty i dopiero przylozenie linijki (albo spojrzenie
z boku) wykazuje, ze prosta zostala "zlamana".
Odwrotnie, jedna prosta zobaczylibysmy jako "polamana"
Dlatego dla uzyskania efektu estetycznego trzeba niekiedy
odejsc od kanonów geometrii. Wiele greckich budowli (na
przyklad swiatynia Ateny na Akropolu) jest zbudowanych
wedlug scislych prawidel geometrycznych z poprawka na
"wywolanie efektu".

Widzenie - to nie tylko fotograficzne rejestrowanie obrazu
'na siatkówce oka. Zawsze w proces widzenia
zaangazowany jest mózg, który przetwarza swiadomie lub
nieswiadomie naplywajace informacje. Rys. 12 moze byc
widziany albo jako schody - wtedy bialy dolny obszar
wydaje sie byc blizej niz biala górna sciana, albo jako
nisza pod schodami. Co zobaczymy zalezy od
przypadku albo od naszej swiadomosci: co chcemy
zobaczyc.
Bardzo ciekawym zjawiskiem jest widzenie konturów na
rysunku. W najprostszym przypadku widzimy kontur,
jezeli istnieje na rysunku róznica jasnosci lub róznica
koloru. Okazuje sie jednak, ze mozna widziec kontur
tam, gdzie go w ogól~ nie ma: Na pokazanej serii rysunków
mozemy przesledzic nasza zdolnosc postrzegania tego
zjawiska. Rys. 13 pokazuje bialy trójkat. Blizsze
przyjrzenie sie konturom tego trójkata wykazuje, ze po
prostu on nie istnieje. Ten sam efekt mozna uzyskac na
czarnym tle, jak to pokazuje rys. 14. Kontury moga byc
nie tylko liniami prostymi, jak ma to miejsce w
przypadku trójkata. Rys. 15 pokazuje dwie biale figury
utworzone przez luki wklesle i wypukle. Rys. 16
wykazuje, ze mozemy uzyskac omawiany efekt równiez
w przypadku figur nieregularnych.

Rys. 16
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Rysunki na podstawie H..n:;. ApTaHHoB,HA/lJ03UU 3peHUR;
Sdentific American, kwiecien 1976; W. Lietzmann
"Gdzie tkwi blad?"
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Rys. 17

Te nie istniejace kontury istnieja w naszym mózgu na tyle
realnie, ze mozemy je wykorzystywac do innych zludzen
optycznych. Dwie pionowe kreski na lewej czesci rys. 17
sa w rzeczywistosci równe wbrew temu, co nam sie
wydaje. Odcinki na prawej czesci rysunku leza na jednej
prostej .
Na pytanie, jak to sie dzieje, ze widzimy kontury tam,
gdzie ich nie ma, nie umiemy dac dokladnej odpowiedzi.
Tym bardziej nie umiemy modelowac tego procesu
matematycznie. W wielu urzadzeniach próbujemy
rozwiazac zagadnienie rozpoznawania obrazu, ale jest to
tylko nieudolne nasladownictwo naszego organu widzenia.

Umiemy ogladac obrazy skladajace sie z kropek, kólek, krzyzyków, linii prostych i falistych; umiemy skladac
najsubtelniejszeodcienie z róznych mieszanek trzech podstawowych barw, widziec wkleslosci i wypuklosci na
plaskiej kartce papieru i obserwowac ruch na nieruchomych obrazkach; umiemy dostosowywac nasze oczy do
róznego natezenia swiatla i róznych jego zabarwien i jedynie swiatlo zdecydowanie jednobarwne uniemozliwia
nam rzeczywiscierozróznianie kolorów ogladanych przedmiotów.
Spróbuj zaslonic oczy ciemna, jedwabna chustka, azurowym, lecz grubym szalem, spróbuj ogladac
przedmioty w swietle dziennym, "zmierzchowym", elektrycznym, czy w swietle ksiezyca - fakt, ze widzimy
mniejwiecej normalnie we wszystkich wymienionych warunkach zdaje sie uzasadniac latwosc, z jaka dajemy sie
"oszukac" widziac nie to, co widzimy naprawde, lecz to, co spodziewamy sie zobaczyc.
Oko jest bowiem sygnalizatorem, który, dokladnie czy niedokladnie, ma nas informowac przede wszystkim
o niebezpieczenstwie,a jego historyczna funkcja jest - "uciekaj (ew. atakuj) - potem bedziesz sie
zastanawial".

Wiele z tego, co widzimy jest po prostu rezultatem nauki,
choc nauka przyszla do nas z mniej lub bardziej
zamierzchlej przeszlosci.
Konie umieja w sylwetkowym rysunku rozpoznac swoich
pobratymców (rzecz jasna, jesli zachowane zostana
prawdziwe rozmiary). Ptaki rozrózniaja na obrazku nie
tylko siebie, "zbieraja" z kartek ksiazki namalowane tam
owady czy jagody, pod warunkiem, ze kolory na rysunku
czy zdjeciu sa mniej wiecej naturalne.
Pewna malpa zaprzyjazniona z kotem umiala odrózniac
w ksiazeczkach dzieciecych przerózne stylizowane kotki.
Tak, ze w rezultacie najtrudniejsze i najbardziej
"nienaturalne" jest chyba to, co uwazamy za rzecz
zwykla - umiejetnosc zobaczenia przedmiotu w rysunku
konturowym. Poslugiwanie sie kreska dla wyrazenia
rzeczy, w której tak naprawde zadna kreska nie istnieje,
jest istotnie naszym, na wskros ludzkim wynalazkiem.
Sa ludzie pozbawieni moznosci rozrózniania pewnych
kolorów i sa tacy, którzy dysponuja swego rodzaju
"wzrokiem absolutnym", czyli umiejetnoscia zapamietania
danej barwy niezaleznie od otoczenia, w jakim ja ogladali,
choc wiadomo, ze barwa otoczenia ma tu znaczenie
decydujace itd. To, co widzimy ma bowiem gleboki
zwiazek z tym, co rozumiemy.
Przyklad: Szary prazek na zóltym tle moze zostac
zakwalifikowany jako niebieski przez czlowieka
niezainteresowanego profesjonalnie tym zagadnieniem.
Malarz zakwalifikuje go jako czarny prazek, którego
wzgledne niebieskawe zabarwienie bierze sie z zóltego
otoczenia, na jakim go obserwuje.
I ptak, i malpa moga czerpac wzruszenia estetyczne
z ogladania kolorowych obrazków, choc nie wiemy
dokladnie, co z tego rozumieja. Grafika - w szczególnosci
jednobarwna, jest zamknieta dla nich, zupelnie niepojeta
dziedzina·

Mala Delte przygotowali: Tomasz HOFMOKL I Michal SZUREK
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