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Rozwigzanie zadania M 1264.
Wykazemy, ze w ciggu x1, T2, . . . wystepuje
liczba parzysta.

Przypusémy, ze wszystkie liczby
T1,T2,... sy nieparzyste. Réznice miedzy
nimi sa parzyste, a wigc kazda z tych
liczb ma w zapisie dziesietnym pewna
niezerowy cyfr¢ parzysta.

Niech 1 = ayaz ... a,, oraz niech j bedzie
najmniejszg liczba, dla ktérej cyfra a; jest
parzysta i rézna od 0. Poniewaz kazdy
nastepny wyraz ciggu powstaje poprzez
dodanie do poprzedniego liczby wigkszej
od 0 i mniejszej niz 10, wigc dla pewnego k
otrzymamy liczbe ) = b1ba ... by, gdzie
b; =a; dlai < j, bj :a_]’“rl,bi:()dla
7 < i < m; liczba b, jest, oczywiscie,
nieparzysta. To oznacza, ze liczba xy,

ma w zapisie dziesigtnym jedynie cyfry
nieparzyste i zera. Wobec tego liczba x4 1
musi by¢ parzysta.

Przez 32 Jakub RADOSZEWSKI

We wspolczesnej informatyce szeroko rozumiana kwestia efektywnosci

odgrywa niebagatelna role. Jest to zwiazane z koniecznoscia operowania

na coraz wigkszych ilosciach danych przy jednoczesnym uwzglednieniu
wzrastajacych wymagan uzytkownikoéw wzgledem szybkosci i jakosci ustug

— bodaj najlepsza, ale na pewno nie jedyna, ilustracja tego zjawiska jest
Internet. Dlatego tez informatycy na wszelkie sposoby staraja sie przyspieszaé
tworzone aplikacje. Stosowane sg do tego zasadniczo dwa podejscia: ,,bardziej
teoretyczne”, polegajace na zmniejszaniu ztozonosci czasowych i pamieciowych
wykorzystywanych algorytmow, a w ostatecznosci statego czynnika w ztozonoéci
(patrz np. artykul Srednio lepiej w Delcie 12/2009), oraz ,bardziej praktyczne”
w ktérym projektuje si¢ coraz to wydajniejsze procesory, laczy istniejace
procesory w wicksze zespoty, powicksza pamieci podreczne i dyskowe,

zwieksza przepustowosci taczy sieciowych ete. (o skali tego zjawiska mozna
przeczytaé w artykule o mikroprocesorach w Delcie 5/2009). W tym artykule
zaprezentujemy metode optymalizacji programdw, ktora w tej klasyfikacji
znajduje si¢ gdzies posrodku.

Nasze rozwazania beda opieraé sie na pewnym dosy¢ prostym problemie grafowym.
Dany jest graf nieskierowany G, majacy n wierzchotkéw oraz m krawedzi. Naszym
zadaniem jest zliczenie w tym grafie wszystkich trojkgtow, czyli takich trdjek
wierzchotkéw w, v, w, ze istnieja wszystkie krawedzie: z uw do v, z v do w iz u do w.
Na przyktad, graf z rysunku 1 zawiera szes¢ trojkatow.

Najprostszy algorytm rozwiazujacy opisany problem polega na rozwazeniu
wszystkich tréjek wierzcholtkéw; tatwo zauwazy¢, ze mozna go zaimplementowaé
w ztozonodci czasowej O(n?). Powstaje pytanie, czy da sie to jako$ poprawic.
Intuicja podpowiada, ze powinno sie¢ da¢ — Zréodlem takiej intuicji moze byé
pierwsze zadanko (nie)informatyczne z Delty 8/2009, w ktérym pokazano,

jak zlicza¢ w grafie naraz wszystkie trojkaty i antytréjkaty (czyli tréjki
wierzcholkéw, z ktérych zadne dwa nie sa polaczone krawedzia) w czasie O(n?).
Niestety, po chwili namystu mozna dojsé do wniosku, ze podana tam sztuczka
nie zadziala w przypadku zliczania samych tréjkatéw. Innym z podejsé jest
uzaleznienie ztozonosSci czasowej konstruowanego algorytmu od m, a nie — lub

w mniejszym stopniu — od n. I tak, znane jest rozwiazanie problemu tréjkatéw
o zlozonosci czasowej O(m?) (przy naturalnym zalozeniu, ze n = O(m)), ktére
w przypadku graféw rzadkich (m = O(n)) jest istotnie lepsze od powyzszego,
lecz dla graféw gestych (m = ©(n?)) jego przewaga znika. Nas jednak takie
manipulacje nie beda tym razem interesowa¢ — powiedzmy, ze poszukujemy
algorytmu, ktérego zlozonosé czasowa mozemy oszacowac tylko za pomoca n.
W dalszej czesci tekstu skonstruujemy algorytm, ktéry w pewnym sensie spelnia
postawione wymagania.

Nasz graf bedziemy reprezentowa¢ za pomoca macierzy sasiedztwa, czyli
dwuwymiarowej tablicy ¢, w ktérej t[i][j] jest jedynka, jesli w G istnieje krawed?
taczaca wierzchotki ¢ oraz j, a zerem w przeciwnym przypadku. Zakladajac, ze
wierzcholtki G sa ponumerowane od 0 do n — 1, opisany na wstepie podstawowy
algorytm zliczania trojkatow mozna zapisaé tak:
w = 0;
fori:=0ton—1do
for j:=0ton—1do
if (t[i][j]) then
for k:=0ton—1do
if (t[7][k] and t[j][k]) then
w = w+ 1;
return w;
W powyzszym pseudokodzie zastosowaliémy konwencje traktujaca wartosé 1
w tablicy jako prawde, a 0 jako falsz (jest to popularne w wielu jezykach

programowania). Co prawda, konwencja ta sama w sobie ani troche nie przyspiesza
rozwigzania, jednakze naprowadza nas na istotne spostrzezenie, ze cala tablica ¢
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#'[0]
t'[1]

t'[n—2]
t'[n—1]

Rys. 2

W jezykach programowania wystepuja
dwa typy przesunigé bitowych — w lewo,
np. (101)2 shl 3 = (101000)2, oraz

w prawo, np. (11010)2 shr 2 = (110)».
One takze stanowig pojedyncze instrukcje

32 bity 32 bity
———

wypelniona jest tak naprawde wartosciami logicznymi. Jest ono istotne
dlatego, ze takie jednobitowe wartosci w informatyce samodzielnie wystepuja
stosunkowo rzadko. Faktycznie, zazwyczaj bity grupuje si¢ co najmniej

w bajty, jezeli nie w czwdrki bajtéw (najpopularniejsze obecnie liczby catkowite
32-bitowe), 6semki itd., a dopiero na takich wiekszych paczkach w procesorze
wykonywane sa wszystkie interesujace nas operacje.

Idac za ta sugestia, mozemy troche lepiej ,upakowac”
tablice ¢, na przyklad w ten sposob, ze podzielimy kazdy

jej wiersz t[i] nie na pojedyncze bity, ale na paczki po

B = 32 bity (rys. 2). Kazdy wiersz otrzymanej tablicy ¢/

bedzie sie sktadal wéwczas z {%1 takich paczek, przy

czym wartosé logicznag odpowiadajaca t[i|[j] w starej

w popularnych procesorach.

tablicy mozna odnalezé w nowej jako bit o numerze

j mod B w paczce bitéw ¢'[i][j div B] (tutaj div i mod
oznaczaja odpowiednio iloraz i reszte z dzielenia). Poniewaz — co moze

by¢ dla Czytelnika nieco zaskakujace — w wiekszosci popularnych jezykéw
programowania wartosci logiczne pamietane sa w zmiennych jednobajtowych

(a nie jednobitowych!), wigc w ten sposéb udalo nam si¢ choé troche zmniejszy¢
zapotrzebowanie algorytmu na pamieé. Duzo bardziej zaskakujace jest jednak
to, ze przedstawiona modyfikacja tablicy ¢ pozwala istotnie zredukowaé czas
dziatania rozwiazania.

Aby to zauwazy¢, przyjrzyjmy sie najbardziej wewnetrznej petli for. Ot6z
przegladamy w niej réwnolegle kolejne pola wierszy t[i] oraz t[j] i zwiekszamy
wynik wtedy, gdy natrafimy na pare pol zawierajacych jedynki. Przy nowej
reprezentacji tablicy mozemy to wykonaé troche efektywniej: zamiast obliczaé¢
koniunkcje logiczne pojedynczych par bitéw, bedziemy to robié¢ na catych
paczkach B-bitowych naraz. Korzystamy tu z faktu, iz dzialanie and przedluza
sie we wszystkich bodaj jezykach programowania na dzialanie na liczbach
caltkowitych ,,po bitach”, ktére to dzialanie z kolei stanowi pojedyncza instrukcje
standardowych procesoréw. Oto pseudokod takiego rozwiazania:

w :=0;

fort:=0ton—1do

for j:=0ton—1do
if (¢'[i][j div B] and 27 ™°45) then
for k:=0to [%] —1do
w := w + zapalone_bity (¢'[i][k] and ¢'[j][k]);
return w;

W stosunku do poprzedniego pseudokodu zmienil nam sig, po pierwsze,
warunek w pierwszej instrukeji if. Na szczescie jego nowa postaé daje sie latwo
zrealizowaé za pomoca pojedynczych operacji arytmetycznych oraz logicznych:
koniunkcji i przesuniecia bitowego.

A zatem pozostata nam juz tylko jedna niewyjasniona kwestia, a mianowicie
implementacja zliczania zapalonych bitéw (czyli jedynek) w liczbie calkowitej.
Okazuje sie, ze w niektorych wariantach jezykow programowania po

prostu mamy do dyspozycji odpowiednig funkcje, np. __builtin_popcount

w kompilatorach z rodziny GCC (jezyki C/C++). Jedli jednak nie mamy tyle
szczesdcia, zawsze mozemy wykorzystaé metode zwang tablicowaniem. Polega
ona na tym, ze jeszcze przed uruchomieniem calego algorytmu obliczamy
tablice bity, ktora dla kazdej liczby catkowitej D-bitowej k przechowuje

liczbe zapalonych bitéw w k. Warto$¢ D dobieramy tak, aby tablica ta

byla stosunkowo niewielka, zeby dalo sie ja szybko wypelni¢ wartosciami
najprostsza mozliwa metoda, czyli przegladajac kolejne bity poszczegdlnych
liczb D-bitowych — dobrym kandydatem jest np. D = 16. Majac do dyspozycji
tablice bity, mozemy dokonczyé rozwiazanie na dwa sposoby: najprosciej,

tzn. zmniejszajac w calym rozwiazaniu warto$é parametru B do 16 (wéwczas
obliczenie wartosci funkcji zapalone_bity sprowadza sie do pojedynczego
odwolania do tablicy bity), albo utrzymujac warto$¢ B = 32, ale kazdorazowo
dzielac liczby, ktérych zapalone bity chcemy zliczy¢, na potéwki odpowiadajace
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Czytelnikéw, ktorzy nie czuja si¢ zbyt
pewnie, uzywajac operacji bitowych,
zachg¢camy do potrenowania na
tamigléwkach bitowych z Delty 11/2008.

16 mniej i 16 bardziej znaczacym bitom (tutaj mamy dwa odwolania do tablicy).
Mozna sprawdzié, ze w kazdym przypadku otrzymujemy rozwiazanie wykonujace
mniej operacji od wyjsciowego, sitowego O(n?).

W ten sposéb zakonczyliSmy opis ulepszonego algorytmu zliczania trojkatow
w grafie. Nie sposob jednak oprze¢ si¢ wrazeniu, iz owo ulepszenie jest bardzo
nieznaczne — na tyle nieznaczne, ze nie jest pewne, czy warto byto pisa¢ o nim
caly ten artykul. Aby sie przekonaé o tym, ze jednak moze ono mieé sens, wystarczy
sie przyjrze¢ temu, jak rozwija sie wspolczesnie praktyczna strona informatyki. Ot6z
juz w standardowych procesorach mamy do dyspozycji zmienne 64-bitowe (sa one
jednak mniej efektywne niz 32-bitowe — to fakt), ale coraz czeéciej pojawiaja sie juz
tzw. maszyny 64-bitowe i 128-bitowe (te ostatnie sa jednak wciaz dosy¢ rzadkie).
To oznacza takze wzrost mozliwej wartosci parametru B, a przeciez nasz algorytm
(zakladajac, dla uproszczenia, mozliwosé zliczenia zapalonych bitéw liczby za
pomoca pojedynczej instrukeji procesora) ma zlozonoéé czasowa O(n®/B). Majac
takie wzgledy na uwadze, informatycy-teoretycy juz od jakiego$ czasu uwzgledniaja
parametr B w analizach ztozonoéci czasowych swoich algorytméw. Wazne jest
tu podstawowe zalozenie, iz operacje arytmetyczne i logiczne na wbudowanych
liczbach catkowitych mozna wykonywaé w czasie stalym (niezaleznym od B),
ktére to zalozenie jest podstawa analiz ztozonosci bodaj wszystkich istniejacych
algorytmow.
A na sam koniec pozostawiamy Czytelnikom éwiczenie z tej samej serii. Popularna metoda
obliczania najkrétszych $ciezek migdzy wszystkimi parami wierzcholtkéw w grafie (skierowanym
badz nie) jest algorytm Floyda—Warshalla. Istnieje takze prostsza wersja tego algorytmu,
w ktérej dla kazdej pary wierzchotkéw sprawdzamy tylko, czy istnieje jakakolwiek Sciezka
taczaca te wierzcholki (te wersje nazywa sie tez czesto algorytmem wyznaczania domkniecia
przechodniego grafu) — patrz pseudokod ponizej. W jaki sposéb mozna uzy¢ operacji na bitach
do usprawnienia tego algorytmu?
for k:=0ton—1do
fori:=0ton—1do
for j:=0ton—1do
t[2l5] == t[d][5] or (t[i][k] and t[k][5]);

Wyglada to tak. Trojkat ABC dzielimy trzema prostymi
réwnoleglymi do bokéw, przecinajacymi sie w dowolnym
punkcie wewnetrznym D (rysunek). W wyniku takiego

Jeszcze jeden wzor na pole trojkata

W zwiazku z Deltoidem z numeru 4/2009, w ktérym autorka zacheca do
poszukiwania wzoréw na pole trojkata, chcialbym przedstawié¢ pewien doscé
nietypowy wzér ,fraktalny”. Nietypowy, bo pole tréjkata przedstawia jako
pewna zaleznosé od pol swoich ,wewnetrznych” trojkatéw — i tylko od nich.
Fraktalny, poniewaz w nieskonczono$¢ mozna powiela¢ pewien algorytm.

wigc

S=(/S1+VS:+1/S3)% O

podziatu otrzymamy trzy tréjkaty podobne do tréjkata
ABC i trzy réwnolegloboki. Oznaczajac przez Si,S2, S3
pola wskazanych tréjkatéw oraz przez S pole tréjkata
ABC, otrzymujemy wzor

S= (V81 +/Sz+/83)°.

Dowdad. 7 podobienstwa trojkatéw mamy

o VS e v
c N VS’

i otrzymujemy

VS5
e

V'S5
Neh

+c +c

c=c¢ +cy+c3=c

Stad

IS R

*Politechnika Lodzka

w

Dalej, analogicznie, mozna podzieli¢ dowolny z trzech
matych tréjkatow i kontynuowaé ten proces, otrzymujac
trojkaty o polach Ty, 75, ..., T, oraz wzor

n 2
s— (X VA
k=1
Przy n — oo uzyskujemy zatem
> 2
s— (> VR).
k=1

Wiadomo wige, ze szereg > oo, V/Ij jest zbiezny. Biorac
konkretne algorytmy dzielenia tréjkatéw, otrzymamy
pewne szeregi liczbowe, ktorych zbieznosé w sposéb
klasyczny moze by¢ klopotliwa do wykazania. Zachecam
Czytelnikéw do poszukania takich przyktadéw.

Andrzej WRZESIEN*
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Badania terenowe przeprowadzone
zostaly wraz z prof. Thomasem Flacke
i dr Dominikg Konikowska w parku
rozrywki Cedar Point w stanie Ohio,
USA; towarzyszom badan autor
niniejszym serdecznie dzigkuje.

Rys. 1

Rys. 2

mg

W lunaparku
Krzysztof TURZYNSKI

Amatorzy wrazen moszcza sie w siedzeniach wagonika. Obstuga zyczy
niezapomnianych przezy¢. Za chwile rozpocznie si¢ jazda kolejka gorska, zwana
tez czesto z angielska roller coasterem.

Na dobra sprawe fizyka tych urzadzen jest niezwykle prosta jak na wynalazki,
ktoére Sciagaja do parkéw rozrywki na calym $wiecie miliony turystéw.

Po pierwsze, na podrézujacego kolejka goérska pasazera o masie m dziala sila
grawitacji o wartosci mg skierowana pionowo w doét. Po drugie, pasazer 6w,
siedzac w fotelu wagonika, naciska na fotel. Zgodnie z trzecig zasada dynamiki
Newtona na pasazera dziala wiec réwniez sita reakcji, jaka fotel wywiera

na siedzenie tegoz osobnika — sila ta jest zawsze prostopadla do toru ruchu
wagonika. I to juz wszystko! (Niekiedy trzeba jeszcze uwzglednié sile reakeji
oparcia fotela, dzialajaca prostopadle do oparcia na plecy pasazera, ale bez
wyraznej koniecznosci nie bedziemy komplikowaé prowadzonych tu rozwazan.)
W opisanej powyzej sytuacji oczekiwania na przejazdzke bilans sit jest bardzo
prosty — silta reakcji rownowazy site grawitacji i, zgodnie z pierwsza zasada
dynamiki Newtona, pasazer kolejki moze spoczywac.

Niczym w wierszu Tuwima, wagonik rusza z zétwia ociezaloscia, wciagany
powoli na szczyt pierwszego wzniesienia stalowym tancuchem. Pasazerowie
kolejki rozgladaja sie wokot z rosnacym napieciem, widzac, jak ttum
oczekujacych na jazde ludzi, bezlik zaparkowanych samochodéw, a nawet
budynki parku rozrywki maleja w oddali. Osiagnawszy szczyt pierwszego
wzniesienia, wagoniki ruszaja na lteb na szyje w dot. Przerazliwy wrzask
pasazerow wwierca sie w uszy.

Kolejki gérskie opisanego tutaj typu zamieniajg energie potencjalna pola
grawitacyjnego Ziemi, wyrazajaca si¢ wzorem FEp = mgh, gdzie h jest
wysokoscig nad ustalonym poziomem, na energie kinetyczna ruchu postepowego,
Ex = mv?/2, gdzie v jest predkoscia ruchu. Najwieksze kolejki osiagaja
wysokos$¢ 100 m, co oznacza, ze rozpedzony wagonik zjezdzajacy z pierwszego
wzniesienia ma predkosé przekraczajaca 150 km/h. Jesli dodaé do tego, ze
zjazd odbywa sie czesto po zboczu nachylonym o 80 stopni do poziomu,
wrazenia musza by¢ na tyle silne, by wydoby¢ krzyk z gardzieli najwickszych
twardzieli.

Wrzask pasazerow kolejki nie ustaje w momencie powrotu do wyjsciowego
poziomu. Podrézujacy doznaja niezwyklego i troche przerazajacego wrazenia —
jakby ich ciata znienacka zaczely wazy¢ znacznie wiecej.

Subiektywne odczucie cigzaru ciala nie jest bezposrednio zwiazane z sita
grawitacji. Pomyslmy o najprostszej sytuacji, kiedy stoimy na wadze,
oddziatujac na nia sitg grawitacji mg, a waga, zgodnie z trzecig zasada dynamiki
Newtona, odwzajemnia nam sie sila reakcji o tej samej wartosci, ale skierowanag,
pionowo w gore. Te site reakcji interpretujemy jako ciezar wlasnego ciala.

W opisanym wyzej najprostszym przypadku sila reakcji jest réwna co do
wartosci sile grawitacji, ale juz kiedy zanurzymy si¢ w wypelnionym woda
basenie, na nasze cialo zaczyna dziata¢ dodatkowo sita wyporu, w znacznym
stopniu réwnowazac site grawitacji. Naciskamy wiec stabiej na dno basenu i sila
reakcji dna basenu jest niewielka — dlatego w wodzie czujemy sie tak lekey.
Wréémy jednak na kolejke gorska. Jej ksztalt wokél ,dotka” mozemy przyblizaé
tukiem okregu. Sita F,. potrzebna do spowodowania ruchu ciala o masie m

i predkosci v po okregu o promieniu r (sita doérodkowa) ma warto$é F, = mov?/r
i jest skierowana prostopadle do toru ruchu, w kierunku srodka okregu. Ta sila
musi by¢ wypadkowsy sily grawitacji i sity N reakcji fotela, otrzymujemy zatem
N — mg = mv?/r, skad obliczamy N = mg + mv?/r, a zatem sila reakcji

jest wieksza od sily grawitacji. Rzeczywiscie, mamy prawo czué sie ciezcy

w najnizszym punkcie ruchu wagonika. Jak bardzo? Przyjmujac promien okregu,
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jaki mozna dopasowaé do schematéw duzych kolejek, réwny 50 m, otrzymujemy
site reakcji, a wigc pozornie odczuwany cigzar réwny pieciokrotnosci sity
grawitacji, czyli w jezyku astronautyki i powiesci science-fiction ,przeciazenie 5g”.
W rzeczywistosci z powodu oporéw ruchu przeciazenie na prawdziwej kolejce
gérskiej przez wickszo$¢ czasu jest mniejsze, ale i tak osiaga — przez utamki
sekund — wartoéci, przy ktorych serce nie jest w stanie tloczyé¢ krwi do mézgu.
Mozna by powiedzieé, ze nie jest dziwne uruchamianie w tej sytuacji przez moézg
silnych emocji. Warto zauwazy¢, ze nawet zwykla podworkowa hustawka potrafi
zapewni¢ doznania poréwnywalne z jazda kolejka gérska — kiedy hustamy sie,
odchylajac siodetko od pionu o kat 90 stopni, analogiczny bilans sil i energii
pokazuje, ze przy zaniedbaniu oporéw ruchu osiagamy przeciazenia 3g.

Rozpedzony wagonik osiaga szczyt drugiego, nieco nizszego niz pierwsze,
wzniesienia, czemu towarzyszy nowa erupcja piskow.

Na szczytach wzniesien tor ruchu wagonika jest zakrzywiony w przeciwna
strone niz w ,,dotkach”. Przyblizajac ponownie tor ruchu przez tuk okregu,
otrzymujemy bilans sit prowadzacy do wniosku, ze N = mg — mv?/r, a zatem
nasz odczuwany ciezar zmniejsza sie. Znak minus pojawiajacy sie w ostatnim
wyrazeniu sugeruje mozliwo$¢ uzyskania ujemnego wyniku — ale sita reakcji
siedzenia fotela moze w naszym ukladzie dzialaé¢ tylko w jedng strone. Jesliby
pokonywaé wzniesienie z na tyle duza predkoscia lub po na tyle malym

‘ promieniu, ze wyrazenie na N staloby sie ujemne, odpowiadaloby to ujemnemu
mg naciskowi siedzenia pasazera na fotel i pasazer ten zostaltby wystrzelony

’ w powietrze, chyba ze dodatkowa uprzaz utrzymalaby go w fotelu, wywierajac
dodatkowsy site reakcji. Przy predkosei 100 km/h maksymalny promien okregu,
dla ktérego nie zachodzi koniecznos¢ stosowania uprzezy, to niemal 80 m, czyli
do$¢ duzy jak na mocno ,zakrecona” trase kolejki.

Rys. 3

Po zjechaniu z drugiego wzniesienia wagonik wspina si¢ na trzecie
o charakterystycznym parabolicznym ksztalcie. Tym razem pisk pasazerdéw jest
glosniejszy i trwa nieustannie przez dobre kilka sekund.

Atrakcja, jaka konstruktorzy kolejki gorskiej zafundowali w tym miejscu
pasazerom, jest tor odpowiadajacy trajektorii pocisku wystrzelonego
w powietrze. Znajdujace sie w polu grawitacyjnym cialo, ktérego poczatkowa
predkos¢ ma sktadowa pozioma oraz skierowana w goére skladowa pionowa,
wykonuje ruch bedacy ztozeniem dwdéch prostych ruchéw: jednostajnego
prostoliniowego w kierunku poziomym i jednostajnie opdznionego, a potem
przyspieszonego, w kierunku pionowym. W ruchu takim wystrzelone ciato
e zakresla wlasnie parabole. Poruszajacy sie po takiej linii pasazerowie
) A u h kolejki czuja sie, jakby fotele przestaly oddzialywaé na ich ciala, skoro i tak
: poruszaja sie oni, jakby zadnego podparcia w ogdle nie mieli — sita reakcji
F, B znika. Nic dziwnego, ze temu fragmentowi toru towarzysza tak silne emocje,
N nawet jedli zanik sity reakcji nie jest na prawdziwych kolejkach goérskich
catkowity, bo maleje ona na parabolicznych odcinkach toru do mniej wiecej
B 1/5 sily grawitacji.

mg

Wagonik zbliza si¢ do kolejnej atrakcji. Przejezdzajac przez petle podrézujacy
mg znajduja sie przez chwile glowami w dét. Okrzykow przerazenia stychaé jakby
mniej, ale, w koncu, ilez mozna krzyczeé¢ bez przerwy?

Rys. 4

Na szczycie petli o promieniu r sita dosrodkowa ma ten sam zwrot co

sita grawitacji i sila reakcji fotela. Bedac suma tych ostatnich dwdch,

sita dosrodkowa musi by¢ zatem wicksza od sily grawitacji, mv?/r > mg.
Obliczajac calkowita energie pasazera o masie m w granicznym przypadku
rownosci tych sil, otrzymujemy minimalng catkowita energie pasazera

E = mv?/2 + 2mgr = 3mgr (wysokos¢ na szczycie petli to 2r). Przy
zaniedbaniu strat energii jest to réwniez energia tego samego pasazera na dole,
tyle ze poruszajacego sie z taka predkoécia V, ze mV?/2 = gmgr. Oznacza to,
ze sita doérodkowa na dole petli wynosi mV?/r = 5mg. Poniewaz warto$é tej
sily jest tam réznicg wartosci sily reakcji i sity grawitacji, sita reakcji fotela
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Rys. 5

Rozwigzanie zadania M 1265.
Przypusémy, ze punkty A, B € S sa
punktami widokowymi oraz niech C'
bedzie punktem odcinka AB, ktéry

nie jest widokowy. Wowczas istnieje taki
punkt D € S oraz taki punkt X nalezacy
do odcinka CD, ze X € S.

Niech E bedzie punktem przecigcia
prostej AX i odcinka BD. Poniewaz
punkt B jest widokowy, wiec punkt E
nalezy do zbioru S. Z kolei punkt A jest
widokowy, wigc kazdy punkt odcinka

AE, w szczegdlnodci punkt X, nalezy

do zbioru 8. OtrzymaliSmy sprzecznosé,
ktéra dowodzi, ze punkt C jest widokowy.

odpowiada w najnizszym punkcie kotowej petli przeciazeniu 6g. Takie
przeciazenia potrafia, nie bez szkody dla zdrowia, znosi¢ jedynie kosmonauci
i piloci samolotéw bojowych, potrafiacy specjalnymi ¢wiczeniami przeciwdzialacé
wScigganiu” krwi w dolne partie ciala. Nic wiec dziwnego, ze petle

w prawdziwych kolejkach gorskich nie maja ksztattu kotowego, a raczej
Sezkowaty”, taki, ze promien okregu przyblizajacego tor ruchu jest bardzo
duzy u podstawy petli i zmniejsza si¢ ku jej wierzchotkowi, po czym znowu
rosnie. W praktyce tor sklada si¢ ze sklejonych ze soba dwdch spiral Eulera
(zwanych tez spiralami Cornu lub klotoidami). Odcinki klotoid wystepuja
takze czesto w przebiegu toréw kolejowych i tramwajowych z nastepujacego
powodu. Wyobrazmy sobie wagon poruszajacy sie ze stala predkoscia najpierw
po prostym odcinku AB, potem po odcinku okregu BC, a nastepnie znowu
po prostym odcinku C'D. Miedzy punktami A i B na wagon nie dzialaja
zadne sily, w punkcie B pojawia si¢ znienacka i gwaltownie sila dosrodkowa,
ktéra rownie nagle znika w punkcie C. Nagle pojawienie sie i znikniecie sity
dosrodkowej dzialajacej na wagon bedzie odczuwane przez pasazerow jako
nagle pojawienie sie i znikniecie sily bezwladnosci (od$rodkowej) dziatajacej
na ich ciala i rzucajacej ich na boki wagonu. Nietrudno wyobrazi¢ sobie,

ze stopniowe narastanie, a potem zanikanie sily zmieniajacej kierunek
wagonu spowoduje, iz podréz jego pasazeréow bedzie znacznie przyjemniejsza.
Krzywizna klotoidy jest z definicji proporcjonalna do jej dlugosci liczonej od
ustalonego punktu.

Na szczycie petli jednej z pan zsunal si¢ z palca pierécionek. Odruchowo
wyciagnela reke ku ziemi, aby uchwycié¢ zgube, tymczasem klejnot poszybowal
w strone jej stép, mimo ze scena rozgrywala sie do géry nogami.

Sprzeczne z intuicja? Za to calkowicie zgodne z bilansem sil. Na szczycie

petli na upuszczony pierécionek dziala jedynie sila grawitacji, a na jego

byta wtascicielke suma skierowanych w te sama stroneg sity grawitacji i sity
reakeji fotela (brak tej ostatniej oznaczalby, ze owa pani wypadla z fotela),

a zatem byla wlascicielka pierscionka porusza sie w dét z ta sama co pierscionek
zerowa predkoscia poczatkowa, ale, na mocy drugiej zasady dynamiki Newtona,
z wigkszym przyspieszeniem. Innymi stowy, gdyby nie dodatkowa, skierowana

w dot sita reakeji fotela, pierscionek i jego wlascicielka lecieliby w doét z ta sama
predkoscia i przyspieszeniem, tak jak legendarne odwazniki Galileusza na
szczycie krzywej wiezy w Pizie.

Tymczasem wagonik po wykonaniu jeszcze kilku efektownych ewolucji wraca

do punktu wyjscia, gdzie elektromagnetyczne hamulce osadzaja go w miejscu.
Pasazerowie wysiadaja — z blyszczacymi z emocji oczami, niektérzy na miekkich
nogach. Chyba nikt nie myslat o zasadach dynamiki i bilansach sil.

Konkurs zadan astronomicznych
Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

A 21. Refrakcja wedlug wzoru wynosi 4/, zatem uwolniona od refrakeji wysokosé
dolnej krawedzi tarczy Stofica wynosi hg = 13°24’. W sytuacji z zadania
zachodzi ¢ = 90° — 6 + hg + 7, skad ¢ = 83°16'.

A 22. Aktualna odlegtoéé gwiazdy to r = 1/p = 1,835 pc = 5,5 - 10'3 km.
Styczna do sfery niebieskiej sktadowa predkosci gwiazdy wynosi v, = 87,5 km/s,
wobec czego pelna predko$é wynosi v = \/v? + v2 = 140,5 km/s. Tréjkat
rozpiety na wektorach odpowiadajacych v, i v jest podobny do tréjkata

o wierzchotkach: Stonce, gwiazda i jej punkt przystoneczny. Zachodzi wiec
Tmin /T = vt /v, skad rmin = 1,143 pe. Droga, jaka musi przebyé gwiazda do
punktu przyslonecznego, to \/r? —r2, = 1,435 pc, na co z predkoscia v
potrzeba w przyblizeniu 9730 lat.

8



Zobaczy¢ chaos: czar obliczen dwéjkowych

*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Jarostaw GORNICKI*

Stowo chaos sprawia nam klopot, intuicyjnie je rozumiemy, ale gubimy sie, gdy
mamy wyjasni¢ jego precyzyjne znaczenie. Poczatki matematycznego badania
zjawisk chaotycznych siggaja lat siedemdziesiatych ubieglego wieku, cho¢
mozna ich réwniez upatrywaé¢ w pracach Henri Poincarégo z konca XIX wieku.
Od tego czasu nadal aktualne sg pytania: jak sprawdzié, czy to, co wydaje nam
si¢ zjawiskiem chaotycznym, rzeczywiscie takim jest, a nie — chociaz bardzo
skomplikowanym — jednak dajacym sie przewidywac¢? Jakie cechy uznaé za
charakterystyczne dla chaosu? Na ile ufa¢ obliczeniom numerycznym, gdy
podejrzewamy chaotyczne zachowanie badanego zjawiska? Jak odréznié¢ chaos
od szumu (zjawiska losowego)?

Nie wiem, jak precyzyjnie odpowiedzie¢ na te pytania, sygnalizuje jednak
problemy, z jakimi musimy si¢ zmierzy¢. Proponuje przypatrzeé si¢ najprostszym
jednowymiarowym modelom matematycznym przemieszczania sie punktow

w odcinku jednostkowym [0, 1]. Wydaje sie, ze modele te kryja w sobie istote
tego, co mozemy nazwaé chaosem (zachowaniem chaotycznym).

W tym artykule przedstawimy dwa proste przeksztalcenia — nieciagle
przeksztalcenie piloksztaltne P oraz ciagle przeksztalcenie namiotowe T
Korzystajac z dobrodziejstwa tatwych rachunkéw w systemie dwojkowym,
uwypuklimy ich podobienstwa. Jednoczesnie zwracamy uwage na jeszcze jedno
(nickomputerowe!) zastosowanie dwdjkowego systemu liczenia, ktére w tym
przypadku przebija system dziesietny.

System binarny (dwéjkowy). Kazda liczbe rzeczywista = € [0, 1)
mozemy przedstawi¢ w postaci reprezentacji binarnej x = (0,aiaz2as3 . . .)2,

gdzie ap € {0,1} iz =37 3. W takim zapisie binarnym liczba 1
ma przedstawienie 1 =1-2°+0-2714+0-272 4+ ... = (1,0)3 lub jako
1=1-27141-2724 ... =(0,1)2 (kreska nad grupa cyfr oznacza jej cykliczne

powtarzanie). Podobnie 1 = (0,1); = (0,01)2. Aby przedstawienie bylo
jednoznaczne, przyjmujemy umowe, ze dopuszczalna reprezentacja binarna
liczby x nie moze konczy¢ si¢ nieskoniczonym ciagiem jedynek.

Gdy chcemy przedstawié liczbe x € [0,1) w postaci binarnej, mozemy

wykorzystaé¢ nastepujace postepowanie:

1. napisz ,,0,”,

2. jesli 2z < 1, to dopisz cyfre 0, a w przeciwnym przypadku dopisz cyfre 1,
3. x 1= 2x — a, gdzie a jest wartoscia dopisanej cyfry, i przejdz do punktu 2.
Procedura zakonczy si¢, gdy « = 0 lub z chwila, gdy powtérzy si¢ juz raz
otrzymana wartos¢ x. Wtedy wypisany ciag cyfr miedzy powtorzeniami
wystepuje cyklicznie.

Mamy wiec
1 ___ ___ 5 S
0= (0,00011)2, 0,15 =(0,001001), 0,625 = (0,101)a, - = (0,101)s.
Liczby niewymierne maja nieskoniczone reprezentacje binarne nieokresowe, np.

1
— =(0,0101000101111100110000011011011 .. .)5.
T

Przesuniecie Bernoulliego i pila. Przesuniecie Bernoulliego okreslamy na
binarnych reprezentacjach liczb rzeczywistych x € [0, 1] w nastepujacy sposéb:
7 zapisu binarnego liczby z € [0, 1) usuwamy pierwsza cyfre wystepujaca po
przecinku,
(07a1a2a3a4 .. .)2 — (O,a2a3a4 .. .)2,

liczbe 1 przeksztalcamy na nia sama. Mamy wiec okreslone przeksztalcenie
B :[0,1] — [0, 1] wzorem

B((O,a1a2a3a4 .. )2) = (0,@2&3@4 o .)2, B(].) =1.



w

Rozwigzanie zadania F 755.

Mozna przyjaé, ze ilo§¢ moli powietrza
wewnatrz baniek nie zmienia sie:

ng =ni + no.

Z drugiej strony, z réwnania stanu

mamy n = pV/RT, gdzie V = (4/3)nr>.

Roéwnowaga zachodzi, gdy p = po + 20/7,

gdzie po to cisnienie atmosferyczne,
a 20 /r to dodatkowe ci$nienie pod
sferyczng powierzchnig blony mydlanej
o napieciu powierzchniowym o
i promieniu r. Wstawiajac wyrazenia
na ni, nz i ng do pierwszego réwnania,
otrzymujemy:

po = 20(?3”1 + 75”2 - 7;;)

rg—ri—r

Zeby po bylo dodatnie, licznik
i mianownik musza by¢ dodatnie (bo
ujemne jednoczes$nie by¢ nie moga).
Dodatniosé¢ mianownika oznacza, ze
objetosé kuli 73 musi by¢ wieksza od
sumy objetosci kul 1 i r2, a dodatniosé
licznika oznacza, ze powierzchnia
kuli 73 musi by¢ nie wigksza od sumy
powierzchni kul r1 i ra.

Rozwazmy nieciagle przeksztalcenie piloksztaline (,pite”) P :[0,1] —
(rys. 1) dane wzorem

[0,1]

2z gdy () T <
P(x){2x1 gdy L<z<l.
Zauwazmy, ze mnozenie przez 2 w systemie binarnym oznacza przesuniecie
wszystkich cyfr o jedno miejsce w lewo, czyli przejécie od (0,a1az2a3a4 .. .)2
do (ay,agasay . ..)2. Ponadto, a; =0 dla z € [O, %) oraz a; = 1 dla x € [2, 1).
Wykonujac rachunki podyktowane okresleniem przeksztalcenia pitoksztaltnego P,
widzimy, ze operacja P polega na przesunieciu wszystkich cyfr reprezentacji
binarnej liczby z € [0,1) o jedno miejsce w lewo, i dodatkowo, gdy x € [%, 1)7
na usunieciu cyfry, ktora stoi bezposrednio przed przecinkiem:
.)2 — P(LL') = (0,(12@3(14 .. .)2 = B({)S)
P(1)=1=B(1).
Zatem przeksztaltcenie pitoksztaltne jest identyczne z przesunigciem
Bernoulliego!

x = (0,a1a2a3a4 . . gdy z € [0,1),

y y
I et Bt I e -

U

0 T 0 0,5

Rys. 1 Rys. 2

Pila i przeksztalcenie namiotowe. Rozwazmy teraz przeksztalcenie ciagle
kawatkami liniowe T : [0, 1] — [0, 1] dane wzorem

_ 2 gdy 0 <o <
Tlz)=1-01 2x|_{2—2m gdy £ <z <1
Ze wzgledu na ksztalt wykresu przeksztalcenia T' (rys. 2) nazywamy je
przeksztalceniem namiotowym.

Trajektoria (orbita) punktu x wzgledem dowolnego przeksztalcenia S nazywamy
zbiér
{z,5(x),S(S(x)),S(S(S(x))),...} ={S"(x) :n=0,1,2,...}.

Aby zbadaé zachowanie sie trajektorii przeksztalcenia T', wykorzystamy

pewna wlasnosé przeksztalcenia T™ dla n > 1. Z pomoca przychodzi nam
przeksztalcenie pitoksztaltne (a z nim przesuniecie Bernoulliego). Bezposrednim
rachunkiem sprawdzamy, ze

T(T(x)) = (T o T)(x) = (T o P)(a) = T(P(x)), < [0,1].
Rzeczywiscie,

dlaz € [0,1], T(T(z)) = T(2z) = 4z = T(P(z)),

dlaz € (1,3], T(T(z)) = T(2z) = —4a + 2 = T(P(x)),

daze (3,2, T(T(z) =T(-22+42) =4z —2=T(2z — 1) = T(P(z)),

dlaze (2,1], T(T(2) =T(—22+2) = —da +4=T(2z — 1) = T(P(z))
Stad

T"=ToP" ' n=12...,
co w tatwy spos6b mozemy uzasadnié¢ indukcyjnie.

Powyzsza wlasno$é wiaze oba modele przeksztalcania odcinka [0, 1] w siebie
w tym sensie, ze n — 1 przeksztalcen P, po ktorych nastepuje jedno
przeksztalcenie T, daje ten sam wynik, co przeksztalcenie namiotowe
zastosowane n razy!
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Rozwigzanie zadania M 1266.
Przyjmijmy, ze

a;=1+4+1i-1000 dlai=0,1,2,..., 99.

Wéwezas jedli d jest wspdlnym dzielnikiem
pierwszym liczb aj i1 a;, to liczba

a —a; = 100!(k - l)
jest takze podzielna przez d. Skoro d jest
liczbg pierwsza, to d < 97. Jednak wtedy
zadna z liczb ay, a; nie jest podzielna
przez d. Wobec tego kazde dwa wyrazy
rozpatrywanego ciggu sa wzglednie
pierwsze.

Powiedzmy jeszcze, jaka jest reprezentacja binarna przeksztalcenia namiotowego.
Dla z € [0, 1) przeksztalcenie namiotowe pokrywa sie z przeksztalceniem
pitoksztaltnym, wiec
T((O,a1a2a3a4 . )2) = (O7a2a3a4 .. .)2.
Jedli z € (3,1), to P(z) = 2z — 1, wiec
Tx)=-2r+2=1-—(2x—-1)=1—-P(z) =1— (0,aza3a4 .. .)2.
Ponadto, T'(1) = 0. Wprowadzajac operacje sprzezenia dla cyfr binarnych
o — 0 jeslia; =1,
P11 jeslia; =0,
otrzymujemy dla z € (%, 1)
T((0,a1az2a3a4 . ..)2) = (0,a5a3a) .. .)z2,
bowiem
(0,azazay . ..)2 + (0,a3a%a) .. .)a = (0,1)2 = 1.
Dla x = 5 = (0,1)y przyjmujemy T(% = 1. Mamy wiec reprezentacj¢ binarna
przeksztalcema namiotowego dla x € [0, 1):

[0

(O,a2a3a4 .. .)2 dla O r < %,
1 dla z = l
(0,a3a3a;...)2 dlai<z<Ll

T((O,a1a2a3a4 .. )2) =

l\')

Interpretacja (graficzna) dzialania P oraz T. Zastandéwmy sie, co robia
przeksztalcenia P i T z punktami z odcinka [0, 1] w sensie geometrycznym.

Przeksztalcenie P rozciaga odcinek [0, 1] jednorodnie do podwojenia jego
dtugosci, rozcina go w polowie i naktada rozciete odcinki jeden na drugi.

start rozciagnaé rozciaé posrodku
#:) - )
[ . [ m
podniesé przesunaé¢ w lewo zlepié¢ koniec
Rys. 3

Przeksztalcenie T rozciaga odcinek [0, 1] jednorodnie do podwojenia jego
dtugosci, potem sklada go na pdét i naklada poléwki (ale bez rozrywania).

) o C—

start rozciagnaé zgia¢ posrodku
podnies$é przetozyc zlozyé koniec
Rys. 4

Przy wielokrotnym zastosowaniu przeksztalcenia P lub T punkty z odcinka
(0,1) ,wedruja” w nim w trudny do przewidzenia sposéb — méwimy, ze
poruszaja sie chaotycznie. Przypomina to walkowanie ciasta francuskiego

— sposéb ten zapewnia, ze szczypta przypraw dodanych do ciasta bedzie
rozprowadzona w nim réwnomiernie.

W drugiej czesdci artykulu (Delta 3/2010) powiemy, jakie wlasnosci
charakteryzuja chaos (jak dzisiaj nam sie wydaje) oraz sprawdzimy, ze wedlug
tej definicji przeksztalcenia P i T generuja chaotyczne przemieszczanie sie
punktéw w odcinku (0, 1).
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Mota delld

Labirynt

Stawek uwielbia tamigtowki. Ostatnio jego pasja staly sie labirynty. Cale noce
spedza na rozwiazywaniu coraz to trudniejszych labiryntow, ktére generuje mu
jego komputer. Pewnego dnia jednak komputer zawiesil si¢. Stawek postanowil,
ze w takim razie stworzy swéj wlasny labirynt, a pézniej go rozwiaze. Tylko jak
to zrobi¢? W Internecie mozna znalez¢ kilka algorytmoéw tworzenia labiryntow.
Niestety, wiekszo$¢ z nich nie nadaje sie do odtworzenia na kartce. Ponadto wiele
z nich gwarantuje, ze istnieje $ciezka miedzy wejsciem a wyjéciem, po prostu ja
tworzac. Tylko jaka przyjemnos$é bedzie mial wtedy Stawek, rozwiazujac taki
labirynt, skoro juz podczas tworzenia go pozna jego rozwiazanie?

Po kilku godzinach zmagan Stawek wpadl na pomyst. Na samym poczatku
narysowal pusty labirynt z jednym wejéciem i jednym wyjsciem (rysunek 1).
Nastepnie wybral jeden punkt lezacy na brzegu i potaczyl go z sasiednim samotnym
punktem, czyli takim, ktéry nie byl jeszcze polaczony z zadnym innym. A nastepnie
ten punkt polaczyl z kolejnym samotnym punktem, i tak dalej, az powstala
jedna $ciana labiryntu (rysunek 2). Nastepnie cala procedure powtarzal, az kazdy
z punktéw byl polaczony z ktéryms ze swoich sasiadéw (rysunek 3).

Stawek szybko zauwazyl, ze niezaleznie od tego, jak bedzie tworzyl labirynt wedtug
tego algorytmu, zawsze bedzie istniata Sciezka taczaca wejscie z wyjsciem. Mato
tego! Z kazdego miejsca labiryntu mozna doj$¢ do kazdego innego. Dlaczego? Gdy
labirynt jest pusty — jest to oczywiste. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze wlasnoscé

ta pozostaje zachowana po dorysowaniu kazdej kolejnej Sciany. Faktycznie, jesli
istniala jakas droga z jednego miejsca do drugiego, ktéra przechodzila tedy, ktoredy
teraz prowadzi $ciana, to wystarczy, ze droge te zmodyfikujemy tak, ze obejdziemy
te $ciane dookola (rysunki 4a i 4b). Mozemy to zrobié, bo jeden z koneéw $ciany
przed jej narysowaniem musial byé¢ samotny.

Stawek zauwazyl jeszcze jedna ciekawa wlasno$c swojego labiryntu, a mianowicie to,
ze istnieje w nim tylko jedno rozwiazanie. Mozna tatwo zauwazy¢, ze z konstrukceji
labiryntu wynika nastepujacy fakt: kazda $ciana polaczona jest (bezposrednio
badZ posrednio) z gérna albo dolna czescia obramowania labiryntu (rysunek 5).
No a gdyby istnialy dwa istotnie rézne rozwiazania, musialaby istnie¢ taka Sciana,
ktéra nie bylaby polaczona ani z gérnym, ani z dolnym obramowaniem (rysunek 6).

Stawek szybko zaczal si¢ nudzi¢, wiec tworzyl coraz to bardziej skomplikowane
labirynty. Gdy przestal martwi¢ sie kropkami na kartce i liniami prostymi, zaczat
otrzymywac ciekawe labirynty, takie jak ten na rysunku 7. Zachecam Czytelnikow
do dalszych eksperymentow, ktére moga okazaé sie ciekawa rozrywka na dlugie,
zimowe wieczory.

Malg Delte przygotowat Krzysztof PIECUCH*
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Rys. 5 Rys. 6 Rys. 7



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co z litem sie dzialo?

Lit jest najmasywniejszym pierwiastkiem, ktory
pozostal po pierwotnej nukleosyntezie. Lit moze
by¢ produkowany w gwiazdach, ale warunki
umozliwiajace jego produkcje jeszcze lepiej radza
sobie z jego destrukcja lub przetwarzaniem

w masywniejsze izotopy innych pierwiastkow.
Dlatego wigkszos¢ atoméw litu, ktére powszechnie
wystepuja w akumulatorkach laptopéw czy kamer
cyfrowych, w bateriach zegarkéw czy rozrusznikéw
serca, powstata przed koncem trzeciej minuty po
Wielkim Wybuchu.

Badanie rozpowszechnienia litu w gwiazdach jest
jednym ze sposobéw poznawania proceséw ewolucji
gwiazd. Odkryto warunki, w ktérych lit moze

by¢ wytwarzany, ale gwiazdy podobne do Stonca
stopniowo go niszcza. Im sa starsze, tym maja

go mniej. Rozrzut zawartosci litu w tego typu
gwiazdach jest jednak bardzo duzy, a Stonce nalezy
do ubogich w lit.

W pracy [1] autorzy raportuja wyniki pomiaréw
rozpowszechnienia litu wyekstrahowanych z danych
zebranych podczas wieloletniego monitorowania

451 podobnych do Stonca gwiazd za pomoca
spektroskopu HARPS (High Accuracy Radial velocity
Planet Searcher). Gléwnym celem przegladu jest
odkrywanie planet poprzez precyzyjny pomiar zmian
predkosci radialnych, z doktadnoscig nie gorsza

niz 1 m/s. Dla 70 z monitorowanych gwiazd obecno$é
planet zostala potwierdzona. Nie oznacza to, ze
pozostale gwiazdy planet nie maja. Planety te,
jezeli istnieja, nie miotaja jednak rodzima gwiazda
wystarczajaco mocno.

Okazuje sie, ze gwiazdy z potwierdzona obecnoscia
planet maja systematycznie nizsza zawartosc¢ litu
niz te, dla ktérych obecnosci planet nie udalo sie
dotad wykry¢.

Mozliwe wyjasnienie tej obserwacji jest nastepujace.
Ruchy plywowe, generowane przez obecnosé planet,
wplywaja na transport materii w tych gwiazdach,
przyspieszajac destrukcje litu. Na szczedcie zjawisko
to nie zmienia zawartosci litu w samych planetach,
wliczajac w to Ziemie, wiec publikacja nie powinna
spowodowaé masowego wykupywania baterii (cho¢,
tak naprawde, zalezy to wytacznie od tego, jak
informacja ta zostanie przedstawiona w srodkach
masowego razenia). Odkrycie to (w zasadzie nalezy
to raczej traktowaé jako potwierdzenie zjawiska,
ktorego sie spodziewano) by¢ moze pozwoli na
efektywniejsze poszukiwanie uktadéw planetarnych
podobnych do naszego: gwiazdy bogate w lit mozna
sobie raczej darowac.
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Azot, ukryty bohater?

Gdy na Ziemi pojawiato si¢ zycie, czyli okoto

3,5 miliarda lat temu, Stonce swiecito duzo stabiej
niz obecnie. Nasi ewolucyjni prapraprzodkowie mieli
do dyspozycji tylko okoto 80% ciepetka, ktérym

my mozemy sie cieszy¢ (w zimie to moze nie ma

sie czym tak bardzo cieszy¢, ale wiosna i w tym
roku nieuchronnie przyjdzie). Jezeli bilans ciepla
mlodej Ziemi bytby taki sam jak dzisiaj, to bytaby
ona caltkowicie zlodowaciata, wbhrew temu, co o jej
historii wiemy. Zadne z do niedawna proponowanych
rozwiazan, wliczajac wysokie koncentracje gazéw
cieplarnianych takich jak metan, amoniak czy
popularny ostatnio ditlenek wegla, nie pozwolito

na stworzenie zadowalajacego scenariusza.

Opublikowana niedawno praca [2] zawiera sugestie,
ze problem mozna rozwiaza¢ za pomocg azotu.
Propozycja jest o tyle zaskakujaca, ze azot nie jest
efektywnym gazem cieplarnianym. Gdyby jednak
gazowego azotu bylo kiedy$ duzo wiecej niz obecnie,
to ci$nienie atmosferyczne byloby odpowiednio
wyzsze, co wzmagatoby dziatanie innych gazéw
cieplarnianych.

W celu oszacowania ilosci azotu w atmosferze
miliardy lat temu przebadano izotopowy sktad
azotu w osadach i skatach. Sktad ten zalezy od tego,
jaka czes$¢ obecnie zwigzanego azotu byta kiedys

w postaci gazowej.

Okazuje sie, ze od czaséw archaiku (3,8-2,5 miliarda
lat temu) mniej wiecej tyle samo azotu zostalo
zwigzane w skorupie ziemskiej, co jest go obecnie

w atmosferze. Uwolnienie takiej iloéci azotu

przy obecnej koncentracji gazéw cieplarnianych
podniostoby srednia temperature o kilka stopni, ale
miliardy lat temu ta koncentracja byta wielokrotnie
wyzsza, co pozwala na wzrost temperatury

o kilkanascie stopni i wystarcza, zeby skompensowaé
mniejsza intensywno$¢ promieniowania stonecznego.

Jako czynnik wychwytujacy azot wskazywane sa
oczywiscie organizmy zywe. Wyglada na to, ze zycie
na Ziemi mialo jeszcze bardziej znaczacy wplyw

na sktad atmosfery, niz sadzono. Nie tylko tlen
zostal wyprodukowany przez rosliny, ale réwniez azot
w znacznej czesci usuniety. Oba te procesy trwaja
nadal. Np. tubin bardzo sprawnie wigze azot, a tlen. ..
jest stale produkowany. Pamietajcie o ogrodach. ..

Piotr ZALEWSKI

[1] G. Israelian i inni, Enhanced lithium depletion in Sun-like stars
with orbiting planets, Nature 08483, 12 listopada 2009.

[2] C. Goldblatt i inni, Nitrogen-enhanced greenhouse warming on
early Earth, Nature Geoscience ngeo692, 15 listopada 2009.



Oszacowanie sumy dlugosci przekatnych Martha UBIK

Jest to skrét pracy uczniowskiej W artykule Marka Kordosa Szacujemy, ktory zostal opublikowany w czasopi$mie
nagrodzonej srebrnym medalem B . B . o . .

w XXXI Konkursie Prac Uczniowskich Matema}fyka Spoiecze.nstwo Nauczanie (41, lipiec 2008), przedstawione jest

2z Matematyki w 2009 roku, Krakéw. nastepujace oszacowanie dla czworokata wypuklego:

pot obwodu < suma przekatnych < obwdd.

Znajduje sie¢ tam réwniez wskazéwka dotyczaca analogicznego szacowania
w pieciokacie. Artykul zakonczony jest kilkoma pytaniami o mozliwe uogélnienia
tych wynikéw. Na te pytania staralam sie w mojej pracy odpowiedziec.

W dalszej czesci bede uzywaé nastepujacych oznaczen:
e X — obwdd rozpatrywanego wielokata wypuklego;
e D — suma dlugosci przekatnych tego wielokata;
e n — liczba wierzcholkéw tego wielokata (przyjmijmy, ze n > 3).
W mojej pracy uzyskatam nastepujace nieréwnosci:

8
n?—38

1. dla n parzystego: —
n—3

8 2
2.dl i tego: ——— .
a m nieparzystego Z_9 < n_3

Ponizej przedstawiam szkic dowodu dolnego oszacowania dla n nieparzystego.

<

A
Ikl
A

Niech n = 2k + 1 dla pewnej liczby naturalnej k. Oznaczmy wierzchotki
wielokata przez Ay, As, ..., A,.

Dla kazdej liczby catkowite] ¢ z przedziatu [1,n| prawdziwe sa nastepujace
nieréwnosci, ktére wynikaja z nieréwnosci tréjkata (indeksy przy wierzchotkach
rozpatrywane sg modulo n):

(1) |Aidiss| < |AiAiq |+ [Ai1Aisa|,

(2)  [AiAigs| < [AiAipa| + [Aiv1Aigo| + [Air2 Aiys],

() A <[AiAipa] + [Air1 Aigo| + [Aipa Aisa] + [AipsAiral,

(k) [Aidige| <[AiAipa| + [Aiv1Aiga| + [Aipe Aigs| + - [Aige—1Aigs]-

W ten sposéb dla kazdego indeksu ¢ wypisujemy oszacowania gorne dla
przekatnych o jednym wierzchotku w A;, a drugim lezacym nie dalej niz

o k wierzchotkéw od niego, liczac w kierunku odwrotnym do wskazéwek zegara
(zobacz rys. 1). Przykladowo, gdy i = 1, to po lewej stronie wystapia wszystkie
przekatne wychodzgce z wierzchotka Aq, dla ktorych indeks drugiego wierzchotka
nie jest wiekszy od (k + 1). Jesli rozpatrzymy takie nieréwnosci dla wszystkich
wierzchotkéw, to oszacujemy wszystkie przekatne — kazda dokladnie raz.

Zauwazmy, ze kazdy bok wielokata wystepuje w nieréwnosci typu (1) dwa razy,

typu (2) — trzy razy, a ogdlnie w nieréwnosci typu (m) — m + 1 razy. Dodajac

powyzsze nieréwnosci stronami, otrzymujemy zatem:

Bk+1)-2 "7_1~"T+1*2.X:n2—9.X.
2 2 8

W podobny sposéb mozna uzasadnié¢ dolne oszacowanie w przypadku, gdy liczba

bokow wielokata jest parzysta.

Rys. 1. |a1| < |A1Bis| + |A2 B3],
lag| < |A3Bis| 4 |A4Bisl,

lar] + las| < [A1As| + [A2 A4l D<(2434+4+...+k)-X=

) o Aby wykazaé¢ prawdziwos¢ gérnego oszacowania, wystarczy zauwazy¢, ze sume

W przypadku wielokata o liczbie . 1. . . . , . . ,

bokéw n = 2k nalezy uwzglednic, 7 dtugodci kazdej pary niesgsiadujacych bokéw mozna oszacowaé z goéry przez

przekatne, ktére lacza wierzcholki sume dlugosci taczacych je przekatnych (rys. 1). Poniewaz kazdy koniec kazdej

o numerach réznigcych si¢ o k, wystepuja  pryekatnej ma punkt wspélny z dwoma bokami, a kazdy koniec kazdego boku

w powyzszych nieréwnosciach dwukrotnie. , . . . . .
ma punkt wspélny z (n — 3) przekatnymi, to, dodajac stronami wszystkie takie
nieréwnosci, otrzymamy oczekiwane oszacowanie.

Okazuje sie, ze przedstawione powyzej nieréwnosci sa optymalne, tzn. dla
kazdego n > 3 istnieje wielokat wypukly, dla ktérego warto$¢ wyrazenia % jest
dowolnie bliska liczbie %73 oraz wielokat, dla ktorego ta wartosé jest dowolnie

bliska liczbie n%g dla n parzystego, a %79 dla n nieparzystego.
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Rys. 2
Ay -
a
A1
A (k+1)
b
B
By '
-~ B
B~ :
Rys. 3
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
§ U N W (S
,/
/I
,/
Rys. 4

Cykl Eulera to taki cykl w grafie, ktory
przechodzi przez kazda jego krawedz

doktladnie raz.

11,15, 19 10, 16, 22
6,12, 7,17
) 4
4,14 Zo ! 3,9\21
1,5,13 2,8,24
Rys. 5

Rozwazmy najpierw wielokat z rysunku 2. Zacznijmy od ustalenia punktow

B i C. Chcielibyémy, zeby w naszym wielokacie boki AB i AC' mialy dlugosé b,
a pozostale boki (mozemy narysowaé ich dowolnie duzo) — dlugosé a. Taki
wielokat istnieje dla kazdego b > @. Wystarczy wykazaé, ze dla dostatecznie
duzej wartoéci b stosunek % przyjmie warto$¢ dowolnie bliskg liczbie %

To stwierdzenie na pewno wyda sie¢ intuicyjne, gdy przypomnimy sobie

pomyst na dowdd oszacowania gérnego: wierzcholek A nalezy do 2 bokdéw

in — 3 przekatnych. Doktadne rachunki pominiemy.

Natomiast w celu wykazania, ze optymalne jest dolne oszacowanie w przypadku
nieparzystokata, mozna rozpatrze¢ wielokat z rysunku 3 o dwéch bokach A; By,
i B1Ag41 dlugosci b i pozostalych bokach dhugosci a.

Podobny problem mozna rozwazy¢ w przypadku wieloScianéw. Nazwijmy
przekrojem trojkgtnym tréjkat, ktérego wszystkie wierzchotki naleza do zbioru
wierzchotkéw rozwazanego wieloécianu wypuklego. Przyktadowo, posrod trojkatéw
zacieniowanych na rysunku 4, przekrojami tréjkatnymi sa szare, a nie jest

takim przekrojem kolorowy. Niech w bedzie liczba wierzchotkéw wielo$cianu,

T oznacza sume pol wszystkich przekrojoéw tréjkatnych danego wieloscianu, a .S pole
powierzchni catkowitej tej bryly. Mozna oszacowaé¢ warto$é¢ wyrazenia %

()

- T S 1 w

— > max — .

2 87 12

Moze Tobie, Czytelniku, uda sie¢ to oszacowanie poprawic¢?

Ja otrzymalam wynik:

Drugi problem , przestrzenny” dotyczy przekatnych wieloScianu. Niech tym razem X
oznacza sume dtugosci krawedzi danego wieloécianu, a D sume dlugoéci przekatnych
wielo$cianu oraz przekatnych jego Scian. Niech ponadto k i w beda odpowiednio
liczba krawedzi oraz liczba wierzchotkéw danego wieloscianu (w > 4).

Oszacowanie gérne wyrazenia % ze wzgledu na w nie jest mozliwe, bo dla kazdego
w > 3 mozna skonstruowaé ostrostup o dowolnie duzej odleglosci wierzchotka od

plaszczyzny podstawy, a wraz z jej wzrostem zwieksza sie wartos¢ tego wyrazenia
(jedynymi skladnikami D sa dlugosci przekatnych podstawy, a one nie zmieniaja
sie przy zmianie wysokosci ostrostupa; zwiekszaja sie natomiast dtugosci krawedzi
bocznych). Zatem warto$é wyrazenia % nie jest ograniczona z gory.

Mozna natomiast szacowaé z dotu. Jesli podwoimy szkielet wieloscianu,

tzn. potraktujemy go jako graf i kazda krawedZ zamienimy na dwie o tych samych
wierzchotkach, to wéwczas z kazdego wierzchotka wieloscianu bedzie wychodzi¢
parzysta liczba krawedzi, co jest warunkiem wystarczajacym do istnienia cyklu
Eulera w skonstruowanym w ten sposob grafie. Na rysunku 5 przedstawiony jest
taki cykl dla szedcianu. Liczby przy wierzchotkach oznaczaja kolejno$é odwiedzania
w cyklu Eulera. Mozna dokonaé¢ podobnego szacowania jak w przypadku
plaszczyzny, tzn. dlugosé odcinka taczacego wierzchotek odwiedzany w cyklu Eulera
jako i-ty z wierzchotkiem odwiedzanym w cyklu jako j-ty oszacowaé przez sume
dlugosci odcinkéw taczacych wierzcholek o numerze iz (i + 1), (i + 1) z (¢ + 2), .. .,
(j — 1) z j. Trzeba jednak uwzglednié¢, ze nie kazdy odcinek taczacy wierzchotki
o niekolejnych indeksach jest przekatna wielo$cianu lub przekatna jego Sciany.
Przykladowo, na rysunku 5 odcinek taczacy piaty wierzchotek cyklu z wierzchotkiem
dwunastym jest krawedzia, a odcinek laczacy wierzchotek szdsty z wierzchotkiem
dwunastym jest zdegenerowany do punktu.

Powyzsza metoda otrzymalam nieréwnoscé:

9 X
(*) 2%k2 — 10k —3w D
Poniewaz k > %w, wiec dla k > 6 mianownik lewej strony nieréwnosei (x)
bedzie dodatni. Dla k = 6 i w = 4 (dla czworoscianu) mianownik ten zeruje sie
— czworoscian nie ma przekatnych ani przekatnych $cian.

Pozostaje pytanie, czy powyzsze oszacowanie jest optymalne. Wszystkich
Czytelnikéw zachecam do préby znalezienia odpowiedzi, gdyz nie udato mi sie
ani znalez¢ optymalnego przyktadu, ani poprawié¢ oszacowania. Opisany tu temat
z pewnoscia nie jest wyczerpany, wiec namawiam, by przyjrze¢ mu sie uwazniej.
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Kacik przestrzenny

Co Cs

G

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Zadania rozwigzywane w kolejnych
odcinkach zwykle beda pochodzié

z konkurséw matematycznych z réznych
krajéw. Wyjasnienia skrétéow nazw
znajdziecie na stronie Delty.

W tym odcinku, oprécz zadan z polskich
konkurséw, mamy zadanie z Olimpiady
Matematycznej Czech i Stowacji.

Metoda siatek

Pierwszy kacik poSwiecimy metodzie siatek przydatnej w rozwiazywaniu
zadan przestrzennych. Powierzchnie wielocianu wystepujacego w zadaniu
mozna rozciac i roztozy¢ na plaszczyznie. W ten sposob czesto uzyskamy
zaleznoéci, ktorych nie widaé w przestrzeni. To podejscie jest szczegdlnie
skuteczne, gdy wszystkie obiekty rozpatrywane w zadaniu sa polozone na
powierzchni wieloscianu. Ale nawet jesli wystepuja jakies inne elementy, to
czesto przygladajac sie siatce mozna uzyskaé przydatne wnioski albo chociaz
bardziej czytelny rysunek do zadania. Warto przy tym pamietac, ze siatke
mozemy skonstruowaé takze dla wieloscianéw zdegenerowanych — jesli teza
zadania dla przypadku zdegenerowanego jest nieprawdziwa, to znaczy, ze
niektoére siatki trzeba wykluczy¢ z rozwazan.

Zajmiemy sie tutaj jedynie takimi zadaniami, w ktorych narysowanie siatki
faktycznie wnosi co$§ nowego do rozwiazania.

1. (OMG 2-11-5) Tréjkqet ABC' jest podstawgq ostrostupa ABCS, w ktérym
JASB = ¥BSC = <CSA =20°.

Wykazaé, ze obwod trijkgta ABC' jest nie mniejszy od diugosci kazdej krawedzi
AS, BS, CS.

Rozwigzanie. Rozetnijmy powierzchnie ostrostupa wzdtuz krawedzi AC,
BC, SC iroztézmy ja na plaszczyznie. W ten sposéb uzyskujemy szedciokat
AC1BC3S5C5 bedacy siatka tego ostrostupa (rys. 1). Poniewaz SCy = SCj
oraz <C5S5C3 = SASB + <BSC + <CSA = 60°, wiec trojkat CoC3S jest
rownoboczny. Stad

CA+ AB+ BC = CyA+ AB + BC3 > C,C3 = CS.

Analogicznie dowodzimy, ze obwdd trojkata ABC jest nie mniejszy od diugosci
pozostatych krawedzi bocznych.

2. (CZS 1995) W czworo$cianie ABC'D sumy kqtéw plaskich przy wierzcholkach
A i B wynoszq po 180°. Wykazaé, ze CD > AB.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy szesciokat D1 ADyBD3C bedacy siatka czworo$cianu
ABCD (rys. 2). Z tresci zadania wynika, ze punkty A i B leza odpowiednio
na odcinkach D1 Dy i Dy Ds. Ponadto z réwnosci ADy = ADy 1 BDy = BD;3
wynika, ze D1 D3 = 2AB. Korzystajac z nierownosci trojkata D1C D3,
otrzymujemy

2CD = CD, +CDs > D, D3 = 2AB.

3. (OM 47-111-4) W czworoécianie ABCD zachodzq réwnosci
IBAC = xACD oraz <ABD = <BDC.
Dowiesé, ze krawedzie AB i C'D majg jednakowq diugosé.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy szesciokat AD;Cy BC' D bedacy siatka czworoscianu
ABCD (rys. 3). Przepisujac réwnosci dane w tresci zadania jako

{(BAO = {ACD oraz <}':1431)1 = {Bchl,

widzimy, ze proste CD, AB i C1D; sa réwnolegle. Stad i z réwnosci

CD = Cy1D; wynika, ze czworokat C' DD1C jest réwnoleglobokiem. Biorac pod
uwage M i N, srodki odcinkéw DD i CCy, uzyskamy réwniez rownoleglosé
prostych CD i M N, a wigc tez AB i MN. Poniewaz AD = AD; i BC = BCh,
to punkty A i B leza na symetralnych odcinkéw DDy i CCy. Skoro jednak
odcinki C'C7 i DD sa réwnolegle, to ich symetralne réwniez. To wraz

7z poprzednim spostrzezeniem, ze AB || MN, oznacza, iz czworokat ABN M
jest réwnoleglobokiem. W takim razie AB = M N = CD (uwazny Czytelnik

z pewno$cia dostrzeze, ze z rozwiazania wynika takze réwnosé AD = BC).

Szczesliwi oddajemy takie rozwiazanie zadania na olimpiadzie matematycznej,

a potem ze zdziwieniem zauwazamy, ze obcigto nam punkty. Dlaczego?

No wtlasnie, po chwili zastanowienia dostrzegamy, ze dowolny trapez spelnia
zalozenia zadania, a nie musi spelnia¢ tezy. Gdzie$ wiec milczaco skorzystaliSmy
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7 tego, ze czworoscian ABC D jest niezdegenerowany. Po dokladniejszym
przyjrzeniu sie stwierdzamy, ze dowdd psuje sie tylko w przypadku, gdy
symetralne odcinkéw CC; 1 DD, pokryja sie (punkty A, B, M, N leza
wtedy na jednej prostej i nie mozna stad wywnioskowaé, ze ABN M

jest réwnoleglobokiem, choéby zdegenerowanym do odcinka). To ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X DAB = < BAC + XDAC. Jednakze
w dowolnym niezdegenerowanym czworoscianie w kazdym wierzchotku
suma dwoch katéw plaskich jest wigksza od trzeciego, wiec w przypadku
niezdegenerowanym wspomniane proste nie moga si¢ pokry¢. Na takie
niespodzianki nalezy bardzo uwazaé, dlatego zawsze warto zastanowié sie, co sie
dzieje w przypadku zdegenerowanym.

Zadania

4. (OM 51-111-4) W ostrostupie prawidlowym o wierzcholku S i podstawie

Ay As.. Ay, kazda krawedZ boczna tworzy z plaszczyzng podstawy kgt 60°. Dla
kazdej liczby n > 3 rozstrzygnad, czy mozna wybrac takie punkty Bs, Bs, ..., By,
lezgce odpowiednio na krawedziach AsS, A3S, ..., A,S, Ze

AlBQ + ByBs+ B3sBs+ ...+ B,_1B, + BnAl < 2A15

5. (UKR 1996) W czworoscianie SABC' zachodzg réwnosci
LASAC + «CAB = LSBA, <ISAB+ <CAB =<SCA, SB+SC=SA.
Wyznaczyé miare kgta miedzy dwusiecznymi kgtow plaskich ASB i ASC' tego

czworoscianu.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA

Redaguje Waldemar POMPE

M 1264. Ciag x1,xo, ... liczb calkowitych dodatnich jest okreslony
rekurencyjnie w nastepujacy sposob: liczba x,, 1 powstaje z liczby x,, poprzez
dodanie do niej wartoéci liczbowej pewnej niezerowej cyfry zapisu dziesietnego
liczby x,,. Rozstrzygnaé, czy tak okredlony ciag x1, s, ... moze skladaé sie
jedynie z liczb nieparzystych.

Rozwiazanie na str. 1

M 1265. Dany jest zbiér S na plaszczyznie. Punkt A € § nazwiemy punktem
widokowym zbioru S, jesli dla kazdego punktu X € S odcinek AX nalezy do
zbioru §. Wykazaé, ze jezeli punkty A i B sg punktami widokowymi zbioru S,
to kazdy punkt odcinka AB jest takze punktem widokowym zbioru S.
Rozwiazanie na str. 8

M 1266. Znalezé 100-wyrazowy, niestaly, ciag arytmetyczny liczb calkowitych
dodatnich, w ktorym kazde dwa wyrazy sa wzglednie pierwsze.
Rozwigzanie na str. 11

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 755. Dwie banki mydlane o promieniach ry i ro zlewaja sig, tworzac jedna
banke o promieniu r3. Znajac napiecie powierzchniowe o, znalezé ci$nienie
atmosferyczne.

Rozwiazanie na str. 10

F 756. Woda w garnku jest podgrzewana za pomoca grzaltki elektrycznej

o mocy P = 1000 W. W ciagu dwéch minut temperatura wody wzrosta z 85°C
do 95°C. Grzalka zostala wylaczona, a temperatura wody spadta w ciagu jednej
minuty o jeden stopien. Ile wody znajdowalo sie w garnku? Cieplo wlasciwe
wody wynosi 4,19 - 10® J/(kg - K).

Rozwiazanie na str. 24

17



FIZYCZNE

Doswiadczenia z elastyczng
kulag wodng (czesé 2)
Stanistaw BEDNAREK

Dzisiaj bedziemy kontynuowali do§wiadczenia z elastyczng kula wodna.
Do przeprowadzenia niektérych z nich potrzebne sa dwie takie kule. Na szczescie, sa
one tanie i tatwo dostepne w sklepach z zabawkami lub kioskach, a takze na bazarach

i u ulicznych sprzedawcéow.

Majac juz dwie kule, zabieramy sie do pierwszego
eksperymentu. Wykorzystamy w nim kule wodne

w charakterze interesujacej karuzeli. Uchwyty dwdch
zabawek sktadamy razem i przytrzymujemy palcami
jednej reki, tak zeby kule i tasmy zwisaly swobodnie.
Palcami drugiej reki ujmujemy obie kule, po czym,
obracajac je kilkadziesiat razy wokoét osi pionowej, skrecamy
tasgmy (fot. 1). Nastepnie puszczamy kule swobodnie.
Zauwazamy, ze tasmy sie rozkrecaja, a kule poruszajg sie
po okregu w plaszczyznie poziomej. Tasmy podtrzymujace
kule odchylaja si¢ przy tym od pionu (fot. 2). Jest to
spowodowane dzialaniem sit od$rodkowych, podobnie

jak w do$wiadczeniu z kulg poruszajaca si¢ ruchem
jednostajnym po okregu w plaszczyznie poziomej.

Wraz z rozkrecaniem sie tasm predkos$é katowa kul i ich
kat odchylenia wzrastaja. Poniewaz kule oddalaja sie

od osi obrotu, wzrasta réwniez ich sumaryczny moment
bezwtadnosci. Rozpedzone kule ponownie skrecaja tasmy
w odwrotnym kierunku i opisane efekty sie powtarzaja,
przy czym energia mechaniczna uktadu stopniowo maleje
wskutek wystepowania oporéw ruchu. Doswiadczenie to

w interesujacy sposob ilustruje dynamike ruchu obrotowego
uktadu o zmiennym momencie bezwtadnosci i przemiany
energii mechaniczne;j.

Zastandéwmy sie jeszcze chwile nad opisem ruchu kul.

Po skreceniu tasm zostaje w nich zmagazynowana energia
potencjalna sprezystosci. Kiedy kule pu$cimy swobodnie,
energia ta zmienia sie na energie kinetyczna ruchu
obrotowego kul oraz grawitacyjna energie potencjalna.
(Pomijamy tutaj niewielka energie potencjalng sprezystosci
tasm spowodowana ich rozciagnieciem przez wypadkowe
sity dzialajace na kule). Rozpedzone kule dzieki swojej
bezwladnosci poruszaja si¢ nadal w tym samym kierunku,

Fot. 1. Przygotowanie elastycznych
kul wodnych do uruchomienia
karuzeli.
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Fot. 2. Dziatanie karuzeli ztozonej z dwéch
elastycznych kul wodnych.

co powoduje ponowne skrecanie tasm. W tym czasie
energia kinetyczna ruchu obrotowego zmienia sie w energie
potencjalng sprezystosci. Gdy kule zatrzymaja sie, uktad
znowu ma tylko energie potencjalna sprezystosci. Nastepnie
opisany cykl przemian energii siec powtarza. Gdyby nie
straty energii mechanicznej w wyniku tarcia o powietrze

i niedoskonalej sprezystosci tasm, to ilosci obu rodzajéw
energii bytyby dokltadnie réwne i ruch uktadu trwatby
nieskoniczenie dtugo.

Wraz ze wzrostem predkoéci ruchu kul wzrasta wartosé
dzialajacej na kazda z nich sity odsrodkowej. Sity
odsrodkowe maja tu kierunek poziomy. Z kolei sita ciezkosci
kazdej z kul ma kierunek pionowy. Tasmy ustawiaja sie
wzdhuz wypadkowej tych sit, ktéra, jak tatwo zauwazyé,

ma kierunek ukosny. Gdy predko$é¢ ruchu kul wzrasta, to
rowniez zwieksza si¢ wartosé sity odsrodkowej i wypadkowa
tych sit zostaje bardziej odchylona od pionu. Przejawia sie to
wigkszym katem odchylenia tasm od pionu. Poniewaz ksztalt
uktadu nie jest staly — zmienia si¢ kat nachylenia tasm

i odlegtosé kul od osi obrotu — wiec moment bezwladnosci
uktadu tez sie zmienia. Wzrasta on wraz ze wzrostem
odleglosci miedzy kulami i jest wprost proporcjonalny do
kwadratu tej odleglosci. Sprawi to trudnosé tym, ktorzy
chcieliby opisa¢ iloéciowo ruch uktadu, stosujac do tego

celu prostg posta¢ drugiej zasady dynamiki dla ruchu
obrotowego, znana, by¢ moze, ze szkoty. Oczywiscie,

druga zasada dynamiki stosuje sie do tego przypadku, ale
trzeba skorzystac¢ z jej postaci rozniczkowej, czym tutaj

nie bedziemy sie zajmowali.

W nastepnym do$wiadczeniu zbadamy zderzenie ciat
czesciowo sprezystych. Uchwyty dwoch zabawek sktadamy
razem i trzymamy palcami jednej reki, tak zeby tasmy i kule
zwisaly swobodnie, a kule stykaly si¢. Jedna z kul chwytamy

Fot. 3. Przygotowanie elastycznych kul
wodnych do badania zderzenia cial cze¢Sciowo
sprezystych.



palcami drugiej reki, odchylamy od pionu o pewien kat

i puszczamy swobodnie (fot. 3). Odchylona kula, wracajac
do polozenia réwnowagi, uderza w nieruchoma kule i powoduje
jej ruch. Sama przy tym zmniejsza swojg predkosé i tez
wychyla sie o pewien kat. Miedzy kulami zachodzi zderzenie
czesSciowo sprezyste, ktore jest charakteryzowane przez
wspOlezynnik sprezystosei k (0 < k < 1). Ped kul w tym
zderzeniu jest zachowany, natomiast energia kinetyczna
zachowana jest czesciowo. Iloéé zachowanej energii okresla
wlasnie wspélczynnik sprezystosci k.

Warto tutaj dodaéd, ze zderzenie czeSciowo sprezyste jest
najbardziej adekwatnym modelem rzeczywistych zderzen

i wystepuje np. podczas kolizji pojazdéw. Dlatego tez
do$wiadczenie to jest przykladem realistycznego typu
zderzenia. Jezeli dwie zabawki zawiesimy jedng obok drugiej
za uchwyty, np. naktadajac je na jeden lub dwa poziome prety
albo przywiazujac je do pretéw kawatkami nici, to bedziemy
mogli badaé bardziej zlozone przypadki zderzen. Moga to
by¢ zderzenia, w ktérych obie kule maja niezerowe predkosci
poczatkowe, zderzenia skoéne i zderzenia niecentralne.

Zderzenia niecentralne czesto wystepuja w mikroswiecie, z tym
ze zderzenie okresla si¢ wtedy jako sprezyste (elastyczne),
jesli przed i po zderzeniu mamy do czynienia z tymi samymi
obiektami. Przyktadem sprezystego zderzenia niecentralnego
jest rozpraszanie Rutherforda, ktére polega na odchyleniu
kierunku ruchu czastek alfa, przelatujacych w poblizu jadra
atomowego. Zaréwno jadro, jak i czastki alfa maja dodatnie
tadunki elektryczne, ktére, odpychajac sie¢ wzajemnie,
powoduja odchylenie toru ruchu czastki alfa. Jadro zwiazane
z siecig krystaliczng ciata stalego pozostaje praktycznie
nieruchome. Z kolei akceleratory czastek elementarnych buduje
si¢ zwykle do badania zderzen niesprezystych, czyli takich,

w ktérych produkowane sa nowe czastki.

Tematem kolejnego doswiadczenia bedzie wahadto
sprezynowe. Nieruchoma zabawka zwisa, trzymana palcami
jednej reki za uchwyt.
Pociggamy palcami drugiej
reki za kule pionowo w dét

i puszczamy ja swobodnie
(fot. 4). Zauwazamy, ze kula
zaczyna wykonywaé drgania
w kierunku pionowym wokét
polozenia réwnowagi (fot. 5).

0

Fot. 5. Wahadto sprezynowe
wykonane z elastycznej kuli
wodnej.

Fot. 4. Elastyczna kula wodna
przed wykorzystaniem jej w roli
wahadla sprezynowego.

19

Poniewaz sita sprezystos$ci ma warto$é wprost proporcjonalng
do wychylenia i jest zwrécona w strone potozenia réwnowagi,
sa to drgania harmoniczne. Elastyczna tasma spelnia w tym
przypadku role zwykle uzywanej do tego celu sprezyny
spiralnej.

Kule wodna mozemy takze wykorzystaé¢ do doswiadczen

o charakterze ilo$ciowym. Mase drgajacej kuli tatwo
zwiekszy¢, naktadajac na nia obciazniki o znanej masie, np.
wykonane z kawalkéw plasteliny. Z kolei dtugosé poczatkowa
elastycznej tasmy mozna skracaé¢ bez jej ucinania. Wystarczy
chwyci¢ palcami lub zamocowaé zabawke za tasme ponizej
uchwytu. Pozwala to na sprawdzenie znanego dla wahadta
sprezynowego wzoru na jego okres drgan 7':

m
T =2my/—
™ k,

gdzie m oznacza mase kuli wraz z ewentualnymi
dodatkowymi obcigznikami, a k jest wspdétczynnikiem
sprezystosci aktualnie drgajacej czesci tasmy (nie mylié

z oznaczanym ta sama litera wspoétczynnikiem sprezystosci
zderzenial).

Zobaczymy teraz, jak dziata wahadlo o zmiennej

dtugosci. W tym celu przytrzymujemy palcami jednej

reki uchwyt zabawki — tak zeby tasma miata kierunek
pionowy i kula zwisata swobodnie. Druga reka chwytamy
kule, odchylamy ja od pionu o pewien kat i puszczamy
swobodnie. Odchylona kula wraz z tasma wraca do
polozenia rownowagi, wychyla sie w przeciwna strone

i znowu wraca do tego potozenia (fot. 6). Nastepnie
opisane ruchy powtarzaja sig, a ich amplituda, czyli
maksymalne wychylenie z polozenia réwnowagi, stopniowo
maleje na skutek istnienia oporéw ruchu. Uwaznie
obserwujac ruch kuli, stwierdzamy, ze dtugo$¢ tasmy ulega
przy tym zmianom.

Obserwowany efekt wyjasniamy tym, ze na kule poruszajaca,
sie po tuku dziata sita odsrodkowa, ktéra powoduje
rozciaganie elastycznej tasmy. Wartos¢ tej sity jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci kuli i jest wigksza
przy przechodzeniu kuli w poblizu potozenia réwnowagi,
kiedy jej predkosé tez jest wieksza. W doswiadczeniu tym
kula wykonuje ruch ztozony z dwoch prostych ruchéw

— ruchu posuwisto-zwrotnego wzdtuz tasmy i ruchu
wahadlowego po tuku. Ruch wzdluz tasmy jest szybciej
ttumiony niz ruch wahadtowy, dlatego w krétkim czasie
drgania kuli staja sie
zblizone do drgan
wahadla fizycznego.
Zanim to nastapi,

ruch kuli ma bardzo
widowiskowy

i interesujacy charakter.
Tlo$ciowy opis catego
ruchu nie jest zadaniem
tatwym i wykracza poza
ramy tego kacika.

Tyle doswiadczen

z elastycznymi kulami
wodnymi na dzisiaj.
Zachowajmy te kule,
poniewaz przydadza
nam sie jeszcze

za miesiac, kiedy
bedziemy kontynuowali
doswiadczenia z ich
wykorzystaniem.

Fot. 6. Elastyczna kula wodna
jako wahadto o zmiennej dtugosci.



Informatyczny kacik olimpijski (26): Postancy

Kolejny kacik poswiecamy zadaniu Harbingers (Postaricy) z Olimpiady
Informatycznej Srodkowej Europy 2009.

Rozwazmy pewne panstwo z wyrdézniona stolica, w ktérym sie¢ drog tworzy
drzewo (tj. nieskierowany graf spdjny bez cykli). W kazdym miescie (wierzchotku
grafu) ¢ znajduje si¢ postaniec o parametrach: s; — czas w minutach potrzebny na
przygotowanie do podrézy, v; — liczba minut, w ciagu ktérych przebywa kilometr
trasy. Znamy tez dlugosci poszczegdlnych drég. Aby przestaé¢ wiadomosé z pewnego
miasta x do stolicy, nalezy wysta¢ stamtad poslanca w jej kierunku (w drzewie
jest on wyznaczony jednoznacznie). Na swej trasie, w dowolnym miescie moze on
albo postanowi¢ kontynuowa¢ podréz w kierunku stolicy, albo skonczyé podrédz

i przekaza¢ wiadomos¢ kolejnemu postancowi, ktéry bedzie musial przygotowaé
sie do podroézy i kontynuowaé dzieto poprzednika z podobnymi opcjami w kazdym
kolejno napotkanym miescie. Zmian postancéw na drodze do celu moze by¢ dowolnie

wiele, ale kazdy nastepny potrzebuje czasu na przygotowanie sie. Dla kazdego

miasta chcieliby$my obliczy¢, w ile minut mozna najszybciej przestaé stamtad

wiadomos$¢ do stolicy.

Jako pierwsze nasuwa si¢ rozwiazanie o ztozonosci O(n?).
Obliczajmy wyniki w; dla kolejnych wierzchotkéw,
poczynajac od tych najblizszych stolicy. Zaczniemy od
ws = 0 dlasamej stolicy. Dla kazdego kolejnego wierzchotka
1 musimy zdecydowac, do ktérego miasta powinien dojsé
postaniec wystany z ¢ przed pierwsza zmiana. Niech bedzie
to miasto j, oczywiscie na drodze z ¢ do stolicy. Wtedy
w; = min; {s; + v; - odl(i, j) + w;}, przy czym odl(i, j)
jest odlegloscia pomiedzy miastami ¢ oraz j. Jezeli na
samym poczatku obliczymy odleglosci d; od stolicy do
wszystkich miast, to mozemy przeksztalci¢ nasz wzor tak:
w; = min; {s; +v; - (d; — d;) + w;}; jego bezposrednie
zastosowanie daje rozwigzanie o zlozonosci O(n?).

Okazuje sie, ze rozwigzanie to mozna usprawnic.
Zacznijmy od dalszego przeksztalcenia naszego wzoru:
w; = 8; +v; - d; +min; {w; —d; - v;}. Wérédd prostych
o réwnaniach y = w; — d; - « (wciaz dla j ze Sciezki
taczacej i ze stolica) bedziemy szukaé tej, ktéra lezy
najnizej dla z = v;. Wspodtczynniki kierunkowe tych
prostych dla kolejnych j sa uporzadkowane malejaco, bo
odlegtos¢ od stolicy jest coraz wieksza. Aby efektywnie
znajdowaé¢ najnizsza prosta, pamietamy dla kolejnych
przedzialéw, ktora prosta jest najnizej na danym
przedziale (patrz rysunek powyzej).

Bedziemy przechodzié nasze drzewo w glab (ze stolicy),
obliczajac kolejne w; i utrzymujac taka strukture prostych
dla aktualnej $ciezki ze stolicy do wierzchotka, w ktérym
jestesmy. Bedziemy wykonywaé trzy rodzaje operacji:

1. wyszukanie w strukturze prostej o najmniejszej
wartosci y dla x = v;, aby méc obliczy¢ w;;

2. wstawienie nowej prostej i aktualizacja struktury;

3. wyrzucenie takiej prostej i cofniecie zmian w strukturze
(przy cofaniu si¢ w przeszukiwaniu grafu).

Pierwsza operacje wykonujemy za pomoca prostego
wyszukiwania binarnego po koncach przedziatéw
zawartych w strukturze. Druga wymaga usuniecia pewnej
liczby prostych z prawej strony (potencjalnie zadnej)

i umieszczenia na ich miejscu nowej. Nowo wstawiona
prosta jest zawsze polozona najbardziej na prawo, bo
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ma najmniejszy wspoélczynnik kierunkowy. Aby moc
wykonywadé trzecia operacje, usuwane w drugiej operacji
proste musimy jako$ przechowywaé¢ w pamieci. W tym
celu do implementacji naszej struktury uzyjemy tablicy,
ktéra bedziemy wypelniaé¢, poczawszy od skrajnie
lewych komorek, zaopatrzonej w licznik aktualnie
uzywanych komérek. Przy wstawianiu nowej prostej
zapamietujemy gdzie$ na boku, co znajdowato sie

w komorce tablicy, w ktérej te prosta umiescilisSmy,

oraz ile prostych usuneli$émy ze struktury (a wiec stala
ilo$¢ danych dla kazdej operacji). Ponizej zilustrowano
przebieg wstawiania prostej x do struktury w dwdch
réznych przypadkach. Dane na bialym tle nie sa

w aktualnej strukturze, ale znajduja sie w tablicy

i moga kiedys postuzyé¢ do odtwarzania wczedniejszej
zawartosci struktury. Wida¢, ze w obu przypadkach
mozna pbzniej, przy cofaniu sie¢ w przeszukiwaniu grafu,
zrekonstruowaé¢ wyjsciowa zawarto$¢ struktury.

licznik = 4

[=elefd]c]/]q]

Przypadek 1:
|a|b|x|d|e|f|g| licznik = 3

wyrzucone: 2, zapamigtane: ¢

Przypadek 2:
[abfcfal=]f]y]

licznik = 5
wyrzucone: 0, zapamietane: e

Zaznaczmy, ze w drugiej operacji nalezy binarnie
wyszukaé, ile prostych z konca trzeba usunaé.

Tak wiec, operacje pierwsza i druga wykonujemy

w czasie logarytmicznym, a trzecia w czasie stalym.
Otrzymujemy algorytm dzialajacy w czasie O(nlogn)
i pamieci O(n).

Dodajmy na koniec, ze w tym zadaniu w potowie
testéw stopien kazdego z wierzchotkow byl réwny co
najwyzej 2. Polecamy Czytelnikowi zastanowienie sie,
na ile upraszcza to omawiany algorytm i czy w tym
przypadku istnieje szybsze asymptotycznie rozwiazanie.

Tomasz KULCZYNSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

D C
P/ A
L K
M A B
Rys. 1

A M B

Rys. 3. K, L, M to punkty stycznosci,
P — obrany dowolnie.

A B

Rys. 4. k, I i m sa styczne do okregdw.

W,
/MY

www.sem.edu.pl

Na najnowszym plakacie SEM widnieje dwanascie konfiguracji geometrycznych, ktérych
wspdblng cechg jest to, ze narysowane czerwone proste przecinaja sie w jednym punkcie
(zob. okladka). W niniejszym tekscie proponujemy cztery metody, ktére mozna wykorzystaé
do dowodu tej wlasnosci, jak réwniez wskazéwki utatwiajace ich zastosowanie.

e Rozwiazujac zadania, ktérych ilustracje stanowi pierwszy wiersz plakatu,
warto pamigtac¢ o tym, kiedy na czworokacie wypuklym mozna opisa¢ okrag.

Spéjrzmy na srodkowy z rysunkéw pierwszego wiersza plakatu (i réwniez na
rysunek 1). Aby wykazaé, ze proste M D, BK i C'L przecinaja sie w jednym
punkcie, nalezy zauwazy¢, iz punkt P, w ktérym przecinaja sie proste M D

i BK, lezy jednoczes$nie na okregu opisanym na kwadracie ABC'D oraz na
okregu opisanym na kwadracie AKLM. Woéwczas < LPM = < LAM = 45° (jako
katy wpisane oparte na tym samym tuku). Podobnie < DPC = < DAC = 45°.
Stad < LPM = < DPC, czyli punkty L, P, C' sa wspotliniowe.

e W kolejnych trzech zadaniach przydaje si¢ trygonometryczna wersja
twierdzenia Cevy, w ktérej klasyczny warunek dotyczacy dlugosci wektoréw jest
zastapiony przez warunek wiazacy sinusy pewnych katow:
jesli w trojkgcie ABC punkty K, L, M lezg odpowiednio na prostych BC, C A
1 AB, to proste AK, BL i CM przecinajq sie w jednym punkcie lub sq réwnolegle
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

sinay sinf;  sinyy _

sinag  sinfBs  sinyg

gdzie kqly a1, as, B1, B2, Y1, Yo $¢ kgtami skierowanymi odpowiednio miedzy
potprostymi AB 1 AK, AK 1 AC, BC i BL, BL i BA, CAiCM orazCM iCB
(rys. 2).

Spdjrzmy teraz na srodkowy rysunek drugiego wiersza plakatu (i rysunek 3).
Aby wykazaé, ze proste AK’, BL' oraz C'M’ przecinaja sie w jednym punkcie,
wystarczy skorzystaé z tego twierdzenia dla trojkatéw AML, MBK, LKC,
MKL i odpowiednio punktéw K', L', M’ oraz P. Teze otrzymamy po kilku
przeksztalceniach i uwzglednieniu rownosci katow.

e Rozwiazanie zadan, znajdujacych sie na plakacie w trzecim wierszu, ulatwia
nastepujacy fakt:

jesli dwa trogkaty majg boki odpowiednio rownolegle, to mozna je naloZyc za
pomocqg jednokladnosci lub przesuniecia.

Spéjrzmy na srodkowy rysunek trzeciego wiersza plakatu (i rysunek 4).
Przytoczony fakt wykorzystamy, aby wykazaé, ze proste AK, BL i CM
przecinaja sie w jednym punkcie. W tym celu musimy znalez¢ dwa tréjkaty

o odpowiednich bokach réwnolegtych. Pierwszym z nich bedzie trojkat ABC.
Drugi powstanie poprzez poprowadzenie stycznych do okregu wpisanego

w trojkat K LM, réwnolegtych do bokéw pierwszego trojkata. Wykorzystujac
jednokladnosci o érodkach w punktach K, L i M, nalezy zauwazy¢, ze kazdy
wierzchotek nowego tréjkata lezy na jednej z interesujgcych nas prostych AK,
BLiCM.

e Ostatnie trzy konfiguracje stanowia szczegdlne przypadki twierdzenia
Brianchona:

w sze$ciokqcie opisanym na okregu gltowne przekgtne przecinajg sie w jednym
punkcie,

co ilustruje prawy rysunek ostatniego rzedu plakatu.

Powyzsze twierdzenie zachodzi takze, gdy katy przy niektoérych wierzchotkach
szesciokata maja miare 180°. Dwa takie ,zdegenerowane” przypadki — tréjkat
i czworokat — przedstawione zostaly na plakacie. Narysujcie, jak bedzie to
wygladato dla pieciokata.

Joanna ZAKRZEWSKA
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
— umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
—

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2010

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
581 (WT = 3,31) i 582 (WT = 1,28)
z numeru 5/2009

Janusz Olszewski Warszawa 46,65
Jerzy Cisto Wroctaw 42,86
Marek Prauza Poraj 42,39
Tomasz Warszawski Krakéw 42,26
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Tomasz Tkocz Rybnik 38,43
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,49

Oto hit absolutny: nowy rekord.

Pan Janusz Olszewski: 44 punkty po raz
jedenasty!

Wielkie brawall!

alzagzl, CL3:2,

Zadania z matematyki nr 593, 594
Redaguje Marcin E. KUCZMA

593. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie:

Up410n42 +5

(p43 =
Qn,

Dowies¢, ze wszystkie jego wyrazy sg liczbami catkowitymi.

594. Rozwazamy funkcje

(22 —x+1)3
22 (x —1)2

fx) =

Niech a bedzie ustalong liczba rzeczywista, rézna od 0 i 1. Znalezé wszystkie

liczby rzeczywiste x, spelniajace réwnanie f(x) = f(a).

Zadanie 594 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwiazania zadan z numeru 9/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

585. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K i L sg rzutami prostokatnymi
punktu przeciecia jego przekatnych na proste BC' i DA. Punkty M i N sg $rodkami bokéw AB
i CD. Wykazaé, ze punkty K i L sa symetryczne wzgledem prostej M N.

586. Dowies¢, ze kazdy dziewigcioelementowy podzbiér zbioru {1,2,...,99} ma takie dwa rozlaczne
niepuste podzbiory A i B, ze suma liczb w zbiorze A jest réwna sumie liczb w zbiorze B.

585. Niech E bedzie punktem przeciecia przekatnych. Czworokat ABC D

ma okrag opisany, wigc trojkaty BEC i1 AED sa podobne. Punkty K i L sa
spodkami wysokosci w tych trojkatach (albo leza oba na bokach BC'i AD, jak

A na rysunku, albo oba na przedluzeniach tych bokéw).

Srodki P i Q odcinkéw BE i AE laczymy odpowiednio
z punktami K i L oraz z punktem M. Tworza sie
podobne tréjkaty réwnoramienne FPK i EQL oraz
rownoleglobok EPM Q. Tak wiec

|IMP| = |QE| = |QL|, [MQ|=|PE|=|PK]|
oraz

|[XEPK|=|<EQL|, |<EPM|=I|XEQM|.
Dodajemy stronami ostatnie dwie réwnosci (w sytuacji
jak na rysunku — przy innym polozeniu punktow trzeba

te réwnosci odjaé) i otrzymujemy |<KPM| = |<LQM]|.

7 uzyskanych zwiazkow wynika przystawanie tréjkatow
MPK i LQM, wiec i réwnosé¢ |M K| = |ML|.

Analogicznie stwierdzamy, ze |[NK| = |NL|. Zatem
punkty M i N leza na symetralnej odcinka K L.

586. Niech {a1,as,...,a9} bedzie zadanym zbiorem
liczb naturalnych, 1 < a1 < as <... < ag < 99.
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Bedziemy rozwazali tylko te jego podzbiory F', ktére
spelniaja warunki

3K|F| <6, |Fn{ay,..
Liczba takich zbioréw wynosi

3<;<6 <Z> <?> - kzz (2) iz;i G’) = 395,

k>2

.,a9}| > 2.

Suma liczb w kazdym takim zbiorze F' jest nie mniejsza
niz b i nie wieksza niz ¢, gdzie

b=ai+a4s+as, c=a4+as+ag+ar+ag+ ag.
W przedziale (b; ¢) jest ¢ — b+ 1 = d liczb naturalnych,
d=ag+ag+ar+ag—a;+1<99+ 98+ 97+ 96 < 395.

Zatem pewne dwa rézne takie zbiory maja jednakowa
sume elementéw. Jezeli nie sa roztaczne, odrzucamy ich
czesé wspdélna i dostajemy zbiory A i B, o jakie chodzi.



Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2010

WY

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
480 (WT = 1,36) i 481 (WT = 2,14)
z numeru 6/2009

Andrzej Idzik Bolestawiec 45,76

Krzysztof Magiera Losiéw 35,98
Michal Kozlik Gliwice 25,50
Jerzy Witkowski ~ Radlin 16,54

Od 14 lat Pan Idzik wystepuje

w szrankach naszego Klubu, a teraz
zakoniczyl dziewiata runde! Oznacza to
wspaniale tempo — co péttora roku pelne
okrazenie. Ile rund jeszcze zaliczymy,
Panie Andrzeju?

Nalezy wigc zbadaé przebieg funkcji f(a) = (k —sina)?tg

Zadania z fizyki nr 490, 491
Redaguje Jerzy B. BROJAN

490. Fusy herbaciane sa nieco ciezsze od herbaty i opadaja na dno. Gdy zamieszamy
herbate, powstaje sita od$rodkowa, ktora powoduje podwyzszenie poziomu herbaty
przy brzegu naczynia, tak jakby sita ciezkosci byta odchylona od pionu na zewnatrz
(méwimy o ,,pozorne;j sile cigzkoscei”, bedacej suma sily ciezkosei i sity od$rodkowej).
Zatem role dna powinien pelnié¢ raczej zewnetrzny brzeg denka szklanki, a nie jego
srodek. Dlaczego wiec fusy zbieraja sie na srodku denka?

491. Do strumienia czystej wody plynacej z predkoscia vg = 10 cm/s
wprowadzono koncowke rurki, przez ktéra wyplywa zabarwiona woda w tempie
A =1000 cm?/s. Obliczy¢ $rednice d strumienia wody zabarwionej w odleglosci
I =5 cm za koncéwka rurki (rys. 1), przy nastepujacych zalozeniach:

1) woda wyplywa z rurki izotropowo (jednakowo we wszystkich kierunkach),
2) przeplyw jest stacjonarny (staly w czasie) i laminarny, tzn. nie wystepuje
mieszanie.

Wskazowka. Dla pola przeplywu cieczy obowiazuje zasada superpozycji
(podobnie jak np. dla pola elektrycznego), zgodnie z ktéra w kazdym punkcie
wektor predkosci cieczy jest suma stalego wektora o i radialnie skierowanego
wektora o wartosci zaleznej od A i od odlegtosci od rurki.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

482. Dwa male ciala o jednakowych masach zawieszono na nitkach o dlugosci | zaczepionych

w odlegto$ci d od siebie (rys. 2). Ciala sa naladowane przeciwnymi znakami. Jaki warunek musza spetniaé
lid, aby przy pewnych wartosciach mas i tadunkéw mogty istnie¢ dwa rézne poltozenia réwnowagi ciat?
Jaki musi by¢ ten warunek, aby mogly istnieé¢ trzy rézne polozenia réwnowagi? Czy sa to polozenia
réwnowagi trwalej, czy nietrwatej? Nie bierzemy pod uwage sytuacji, w ktorej ciata si¢ stykaja.

483. Dwie zwojnice zawieszono na przewodach. Po wlaczeniu zasilania pradem przemiennym
przyciagnety sie (rys. 3). Gdy miedzy nie wstawiono pionowa plyte z pewnego materiatu, zaczely sie
odpychaé¢. Na czym polega efekt? Jaki to byl material?

482. Zauwazmy najpierw, ze w polozeniu réwnowagi katy odchylenia nici od pionu
muszg, by¢ jednakowe. W przeciwnym przypadku dla ciata o wiekszym kacie odchylenia
wigksza bytaby tez prostopadla do nici sktadowa sity ciezkosci, natomiast sita
oddziatywania elektrycznego dziatalaby nieco w dél, wiec ,mniej efektywnie” —
jej sktadowa prostopadta do nici bytaby mniejsza niz dla drugiego ciata i warunki
réwnowagi bytyby ze soba sprzeczne. Dla jednakowych katéw « ciata sa na jednakowej
wysokosci, sita oddzialywania elektrycznego Fe. jest pozioma, a warunek réwnowagi
sprowadza sie do wzoru

F. = Fstga,

gdzie Fy jest sila cigzkosci. Poniewaz Fe jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odlegtosci cial, réwnej d — 2 sin o, wiec wprowadzajac parametr k = d/2[, otrzymujemy
réwnanie

(k—sina)*tga = A,
gdzie w wyrazeniu A zebrane zostaly wszystkie pozostate stale (tadunki, masy itd.).

natomiast dla k > V2 funkcja monotonicznie rosnie i mamy

dla katéw spetniajacych warunek sin a < k. Nietrudno
przekonac sieg, ze dla k < 1 w rozwazanym przedziale

funkcja ma jedno maksimum, a wiec réwnanie f(a) = A

ma dla odpowiednio malych A dwa rozwiazania — pierwsze
w obszarze, gdzie f roénie, a drugie, gdzie f maleje. Rosnaca
funkcja f oznacza, ze przy wiekszym wychyleniu wzrost
odpowiedniej sktadowej sity cigzkosci (za co odpowiada
czynnik tg ) przewaza nad spadkiem odleglosci cial

i wzrostem sity Fe, czyli w pierwszym przypadku réwnowaga
jest trwala; analogicznie w drugim jest nietrwala. Dla

1 < k < /2 funkcja (rozpatrywana teraz w przedziale od
zera do 90°) najpierw ro$nie, nastepnie maleje, a dalej znéw
rosnie, wiec przy odpowiednio dobranej wartosci A mamy
trzy polozenia réwnowagi (trwala, nietrwala, trwala),
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jedno potozenie rownowagi trwalej.

Sciste wyprowadzenie granicznej wartosci k wymaga
dwukrotnego rézniczkowania — najpierw przyrownania
pochodnej f’(a) do zera, skad wynika zaleznosé k(a),

a nastepnie wyznaczenia maksimum tej funkcji (rozwiazania
réwnania k'(a) = 0).

483. Plyta byla wykonana z dobrego przewodnika (np.
miedzi), a przyczyna odpychania byly wzbudzane w niej
prady wirowe. O zwrocie sity oddzialywania pradéw
wirowych na zwojnice decyduje reguta Lenza — prad wirowy
»Sprzeciwia si¢” zmianom pola magnetycznego, czyli
wytwarza pole przeciwnie skierowane (jakby na osi zwojnicy
powstal magnes o przeciwnym ustawieniu biegunéw).



Patrz w niebo: Woda poza Ziemia

Juz od dluzszego czasu astronomowie zblizaja sie do
odkrycia ziemiopodobnych (moze tam odkryjemy zycie!)
planet przy innych niz Stonce gwiazdach. Nie wiadomo,
jak dlugo to jeszcze potrwa, niemniej na ten problem
jest nastawionych kilka programéw badawczych. Uwaza
sig, ze zycia warto poszukiwaé wlasnie na planetach
niewielkich i majacych powtoke cieklej wody. Zapewne
woda ta powinna stanowi¢ zewnetrzna warstwe planety,
tymczasem w naturze moze z tym by¢ rozmaicie, a nawet
rozmaicie w réznym czasie. Na przyklad ocenia sie, ze
zamarzniety Ganimedes, najwiekszy satelita Jowisza,
egdyby byt blizej Stonca, bylby zapewne globem oblanym
oceanem o glebokosci 800 km. Nie jest to catkowita fikcja,
gdyz odlegtosci planet od centralnej gwiazdy moga sie
zmieniaé, inaczej méwiac, migracje planet wydaja sie
zjawiskiem bardzo prawdopodobnym. Zbyt daleko od
gwiazdy planeta zamarznie, zbyt blisko moze wode utracic.
Z drugiej strony ocenia sig, ze planeta o masie 0,1 masy
Ziemi moglaby przetrwac¢ nawet w odleglosci 0,3 j.a. od
Slonca. Atmosfera takiej planety mocno by sie rozdela,
ale cala woda nie ,wygotowalaby” sie.

Caly ten obraz komplikuja spadki cial meteorowych.
Prawdopodobnie cieklym globom, z wielkim oceanem,
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nie zaszkodza (tj. niewiele zmienia) spadki nawet
duzych meteorytéw, natomiast gdy wody jest mato,
meteoryty moga znacznie przyspieszy¢ proces utraty
wody nadajacej sie do podtrzymywania zycia. Jako
przyklad podaje sie Marsa. Na jego powierzchni widaé
ewidentne slady dzialania wody w odleglej przesztosci,
ktéra obecnie jest zapewne skryta w glebi gruntu

w wielkich peknieciach skorupy. Woda w kazdym razie
ttumaczytaby rdzewienie powierzchniowych mineratéw,
tym samym czerwona barwe planety. No, ale woda
byta tam dawno... Przedstawiono jednak mozliwosé
rdzewienia na sucho. Mars prawdopodobnie pokryty
jest ($rednio) 5-centymetrowa warstwa meteorytéw

i ich szczatkéw, nagromadzonych tam przez miliardy
lat. Wobec tego atomy zelaza obecne w tym gruzie sa
niekiedy jonizowane przez stoneczny nadfiolet, a jezeli
uwolniony wtedy elektron zostanie wychwycony przez
atom tlenu z atmosfery, to takie dwa jony moga sie
polaczy¢, przez co atom zelaza zostanie utleniony. Skoro
wiec rozstrzygniecie o mozliwosci istnienia zycia na
obcych planetach ma zaleze¢ od takich subtelno$ci, to
chyba jeszcze dlugo pozostaniemy w niewiedzy.

Tomasz KWAST

I znowu zaczat sie¢ Nowy Rok. Oczywiscie, ma to znaczenie tylko psychologiczne,
bo poczatek roku to sprawa calkowicie umowna (lub tradycja). W kazdym

razie uklad gwiazd jest taki sam, jak przed rokiem, tylko inna jest konfiguracja
planet. Znowu wieczorem w okolicach zenitu widzimy Perseusza, o ktérym
Bl | byto miesiac temu. Ku poludniowi od niego (zarazem w strong¢ horyzontu)

h widzimy Byka, okazaly gwiazdozbior zawierajacy dwie gromady otwarte —
Plejady i Hiady. Takie gromady to doskonaly material na testowanie rozmaitych
twierdzen astrofizycznych. Mozna bowiem z duzym prawdopodobienstwem
przypuszczaé, ze wszystkie gwiazdy gromady maja taki sam sktad chemiczny,
wiek i odleglosé od Ziemi, a za réznice, jakie obserwujemy, odpowiedzialne

sa tylko rézne masy poczatkowe tych gwiazd. I to wlasnie powinno wynikaé

z porzadnej teorii astrofizycznej. Prawde méwiac, to juz raczej historia

astronomii, bo obecnie astrofizyka jest juz dobrze ugruntowana nauka i wiele

Rozwigzanie zadania F 756.
Przeplyw ciepla w czasie ogrzewania
wody to Pt; = ecmAT) + Q1, gdzie

t1 to czas ogrzewania, ATy = 10°,

a Q1 to straty energii, proporcjonalne
do réznicy temperatur wody i otoczenia
oraz do czasu ti.
cm ATy = Q2. Poniewaz réznica
temperatur wody i powietrza zmienia

Dla stygnigcia mamy

si¢ nieznacznie, wigc mozemy przyjac,
ze Qo = Q1/2 (tl = th). Stad
Pty

m=———&~ 2,4 kg.
cATy + 2cAT>
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takich testéw zakonczylo sie sukcesem.

Merkury na poczatku stycznia jest w zlaczeniu dolnym ze Stoncem, wiec

go nie widaé, ale juz 27 I znajdzie si¢ w maksymalnej elongacji zachodniej

(0 25°), czyli mozna go szukaé¢ rano nad wschodnim horyzontem. Wenus

w styczniu nie widaé; jest za Sloncem i 11 I znajdzie sie w zlaczeniu gérnym.
Mars najblizej Ziemi znajdzie sie 27 I, a w opozycji 29 1. Czyli widaé¢ go przez
cala noc na granicy Raka i Lwa. Jowisz jest w Wodniku i wcze$nie wieczorem
zachodzi. Saturn jest w Pannie i wida¢ go w drugiej polowie nocy. Néw Ksiezyca
wypada 15 I, a pelnia 30 I. Podczas nowiu nastapi obraczkowe za¢mienie

Stonca widoczne w Afryce réwnikowej, na potudniu Indii i na potudniu Chin.
Ksiezyc zakryje 11 I Antaresa, co zobacza mieszkancy polnocy USA, wschodniej
Kanady i Grenlandii. Dluga seria comiesiecznych zakryé¢ Antaresa skonczyta sie
w pazdzierniku 2009, totez styczniowe zakrycie trudno nazwaé kontynuacja serii,
zwlaszcza ze jeszcze tylko jedno nastapi w lutym. Okolo 3 I mozna obserwowaé
dosé obfity r6j Kwadrantydéw. Tego tez dnia Ziemia znajdzie sie w perihelium.

T. K.
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k =1 — identycznosé

k = —1 — symetria Srodkowa

|k] > 1 - ,odsuwanie” od O

0 < |k] < 1 — ,przyciagganie” do O
k > 0 — jednokladno$é prosta

k < 0 — jednokladno$é odwrotna

Jednokladnos¢ ma szereg mitych wlasnosci: jest
podobienstwem, obrazem prostej jest prosta

do niej rownolegta, punkt i jego obraz oraz srodek
jednokladnosci sa wspoélliniowe, etc.

Fakt. Dla nieprzystajgcych okregow Oy 1 Os istniejg
dwie jednoktadnosci przeprowadzajgce O1 na O, jedna
prosta, druga odwrotna (rys. 2).

Rys. 2. A
w przypadku okregéw roztacznych zewnegtrznie.

$rodek jednokladnosci prostej, B — odwrotnej

Oto kilka przyktadéw zastosowania jednokladnosci.

1. Banknot przykryto 25 monetami o promieniu 2.
Czy da sie go przykry¢ 100 monetami o promieniu 17

R. Tak. Podzielmy banknot na ¢wiartki dwiema prostymi
réwnolegtymi do bokéw i przechodzacymi przez Srodek.
Kazda czes¢ jest obrazem wyjsciowego prostokata w pewnej
jednoktadnosci o skali %, zatem kazda ¢wiartke da sie
przykry¢ 25 monetami o promieniu % -2=1.0

2. Okregi O, i O, sg styczne wewnetrznie

w punkcie S, cieciwa AB okregu O; jest styczna
do Oy w punkcie C. Wykaz, ze <CSA = <xCSB

(rys. 3). .

O

0§ symetrii

Rys. 3

Rys. 4
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Jednokladnosci

Jednokladnosé o $rodku O i skali k # 0, oznaczana J5,
to przeksztalcenie geometryczne ptaszczyzny, ktore
punktowi A przypisuje punkt A’ = J5(A)
.. =y
speliajacy warunek OA" =k - OA.

Joanna JASZUNSKA

Rys. 1. Rézne jednoktadne obrazy szarego latawca.

R. Istnieje taka jednokladnos$é prosta o srodku S, ze
Js(02) = O1. Obrazem prostej AB jest prosta [ do niej
réwnolegta i styczna do okregu O7 w punkcie C' = Js(C)
(rys. 4). Punkt C’ jest zatem érodkiem tuku AB, stad
LASC = XASC' = ¥xBSC' = ¥BSC. O

3. Nieprzystajace okregi O i O3 leza jeden
na zewnatrz drugiego. Ich wspdlne styczne
przecinaja prosta wyznaczong przez ich srodki
w punktach A i B. Niech P bedzie dowolnym
punktem okregu Os. Udowodnij, ze istnieje
Srednica okregu O, ktorej jeden koniec lezy
na prostej PA, a drugi — na prostej PB.

Zadanie pochodzi z XLII Olimpiady Matematycznej.

R. Oznaczmy promienie okregéw O1, O2 odpowiednio
przez 1,72 1 przyjmijmy bez straty ogolnosci, ze

r1 > 72 oraz ze punkt B nalezy do odcinka taczacego
$rodki okregéw, a punkt A lezy poza tym odcinkiem
(rys. 5). Wtedy J57"2(02) = O1 = J5 /"2 (0s).

Rys. 5

Niech Q4 = J5'/™(P) oraz Qg = J5; /™ (P). Punkt Q4
lezy wowczas na prostej PA, punkt Qp na PB. Pozostawiam
do sprawdzenia, ze QAQp jest $rednicg okregu O;. [

Zadania domowe:

4. Rozlaczne okregi O7 i Os sg styczne wewnetrznie

do okregu O w punktach odpowiednio S i T. Prosta [,
nierozdzielajaca okregéw Op i Oq, jest do nich styczna
w punktach odpowiednio P i Q. Wykaz, ze proste SP
i T'Q) przecinaja si¢ w punkcie nalezacym do okregu O.

5%, W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AE

i BC sa réwnolegle oraz X ADE = < BDC'. Przekatne
AC' i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnij, ze
IFEAD = <BDP oraz <CBD = <ADP.
Wskazowka. Rozwaz Jp PAJPC.



