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Rys. 1

Rys. 2. Przyktadowa siatka dla
lustrzanego cylindra.

*studenci, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Sztuka anamorficzna
Michal BUDZYNSKI*, Maria SZOSTAK*

Obrazem anamorficznym nazywamy obraz powstaly przez celowe znieksztalcenie
jego proporcji w taki sposob, aby jego poprawny odczyt byl mozliwy przez
popatrzenie na niego z ustalonej perspektywy lub odbicie go w odpowiednim
zwierciadle. Takie specjalne lustro nazywane jest anamorfoskopem i moze nim
by¢ np. lustrzany cylinder, lustrzany stozek czy tez zwyczajna tyzka. Dziedzina,
ktéra zajmuje sie tworzeniem takich obrazéw, nazywa sie sztuka anamorficzna.
Termin ten powszechnie nie jest znany, lecz to, co sie¢ kryje pod jego nazwa,
obserwujemy praktycznie na co dzien. Wspdlczesne anamorfozy maja czesto
charakter atrakcji turystycznych, ale takze ozdobny, a przede wszystkim
praktyczny.

Obrazy anamorficzne mozna zobaczy¢ w wielu miejscach. Aby sie o tym
przekonaé, wystarczy przyjrzeé sie chociazby poziomym znakom drogowym
namalowanym na ulicach. Nietrudno zauwazy¢, ze wiekszos¢ z nich jest
nieproporcjonalnie rozciagnieta lub pogrubiona. Zabieg ten jest celowo
stosowany przez projektantow, aby kierowcy jadacy samochodem widzieli znaki
we wlasciwych proporcjach. Obok przedstawiony zostal znak P-8c, czyli strzaltka
kierunkowa do skretu w lewo.

W wielu miastach na $wiecie, np. Paryzu, Berlinie, Dun Laoghaire, mozna
podziwiaé wykorzystujace anamorfoze niesamowite malowidla na chodnikach,
budynkach. Budza one ogromne zainteresowanie wéréd przechodniow.

Wtasciwosci obrazu anamorficznego wykorzystywane sa takze w kinematografii,
przy kreceniu filméw panoramicznych oraz nagrywaniu DVD. Podczas
filmowania uzywane sa kamery ze specjalnym anamorficznym obiektywem, ktéry
powoduje poziome ,$cisniecie” obrazu (ok. dwukrotne), a nastepnie w kinie do
projektora zakladana jest odpowiednia anamorficzna soczewka, ktora rozcigga
wyswietlany obraz. Dzigki takiej metodzie wykorzystywana jest cata dostepna
powierzchnia taémy filmowej, a w konsekwencji zapewniona jest najwieksza
mozliwa rozdzielczos¢.

Pomyst ten przeniesiony zostal rowniez na DVD z pewna réznica — tutaj

role obiektywu anamorficznego pelni elektronika odtwarzacza DVD. W tym
przypadku rejestrowany obraz jest kompresowany do proporcji 4 : 3. Jesli
odbiornik telewizyjny wyposazony jest w odpowiednia opcje, obraz jest
dekompresowany i transformowany do formatu 16 : 9. W przeciwnym przypadku
nastepuje redukcja liczby linii obrazu poprzez zmniejszenie jego wysokosci oraz
dodanie u géry i z dotu czarnych paséw na wyswietlanym obrazie.

W malarstwie najbardziej znanym przykladem zastosowania anamorfozy jest
dzielo namalowane w XVI wieku przez Hansa Holbeina Mlodszego, noszace
tytul Ambasadorowie. Mozna je bylo zobaczy¢é w zapowiedzi tego artykulu

w poprzednim numerze Delty. Jest ono takze na naszej stronie deltami.edu.pl.
Poza przedstawionymi postaciami oraz licznymi detalami o bogatej symbolice
uwage skupia podluzny, ukosny ksztalt w dolnej czeéci obrazu. Z pozoru

nic nieprzypominajaca smuga okazuje sie ludzka czaszka. Aby sie o tym
przekonaé, wystarczy punkt obserwacji umiesci¢ nad obrazem (pod katem

ok. 30°) na drodze wiodacej w kierunku wyznaczonym przez te deformacje.

Co ciekawe, Czytelnik moze sprobowac zobaczy¢ czaszke na uwypukleniu tyzki.

Metoda, przy uzyciu ktorej wykonuje sie tego rodzaju obrazy anamorficzne,
jest, oczywiscie, zwyklym rzutowaniem perspektywicznym, w zwiazku z czym
do poprawnego odczytania nie trzeba dysponowac¢ zadnym specjalnym
zwierciadlem.

Sytuacja jednak znacznie si¢ komplikuje, gdy obraz anamorficzny chcemy
uzyskaé przez odbicie w lustrzanym cylindrze. Na przestrzeni wiekéw ludzie
prébowali w rézny sposob radzié¢ sobie z tym problemem. Za kazdym razem
mysla przewodnia bylo stworzenie odpowiedniej siatki kolowej (rys. 2).
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Rys. 3. Schemat odbicia tworzacej walca, gérna czesé:
rzut z boku, dolna: rzut z goéry.

Idea ta polegala na tym, aby najpierw podzieli¢ dany obraz

w szachownice, a nastepnie w pewien intuicyjny sposéb narysowacé
obraz anamorficzny zawartosci oczek takiej siatki. Dzieki takiemu
zabiegowi problem redukowat si¢ do malowania oddzielnie matych
fragmentéw anamorficznych w kazdym polu. Przez dlugi czas

nie umiano jednak wyznaczy¢ dokladnego obrazu anamorficznego
wybranego punktu, a w konsekwencji réwniez precyzyjnej

siatki kolowej. Z czasem jednak udalo si¢ znalez¢ rozwiazanie
tego problemu.

Zakladamy, ze obserwator (oko) jest dostatecznie daleko od
lustrzanego cylindra, a obraz anamorficzny jest wyznaczony

przez promienie réwnolegte do danego wektora 13, nie za$ przez
jeden érodek rzutéw. Znalezienie siatki kolowej sprowadza sie¢ do
wyznaczenia obrazu anamorficznego dwoch szczegdlnych krzywych
lezacych na walcu — tworzacej walca oraz okregu lezacego w jego
przekroju poprzecznym. Najpierw znajdziemy obraz tworzacej
walca. Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku 3. Niech
wektor P oznacza kierunek rzutowania, natomiast a tworzaca
walca. Na poczatku wyznaczymy obraz dowolnego punktu A € a,
rozwiazujac przy okazji podstawowy problem, z ktéorym dawniej
nie mogli upora¢ sie malarze. W tym celu poprowadzmy prosta k,
rownolegla do kierunku rzutowania, przechodzaca przez punkt A.
Korzystajac z gornej czesci rysunku 3, przedstawiajacej rzut walca
z boku, wyznaczamy punkt A; bedacy punktem przecigcia prostej k,
oraz plaszczyzny rzutowania. Przez A, oznaczmy szukany obraz
anamorficzny punktu A.

Spoéjrzmy teraz na dolna czeéé¢ rysunku 3 przedstawiajaca rzut

walca z géry. Zauwazmy, ze w rzucie prostokatnym mamy

réwnosé odcinkéw AA; = AA,. Oznaczmy teraz przez n

prosta prostopadla do powierzchni walca przechodzaca

przez punkt A. Zgodnie z prawem fizycznym méwiacym,

ze kat padania jest rowny katowi odbicia, mamy réwnoscé

katow: < PAN = <N AA,. Ponadto z réwnosci katéw

wierzchotkowych wynika, ze XOAA; = SNAA;. W zwiazku
~ z tym réwniez katy przy podstawie tréjkata réwnoramiennego

A1 AA; maja te sama miare. Z tego z kolei wynika
réwnoleglosé prostych n i A; A;. Obierajac inny punkt na
prostej a — oznaczmy go B — i postepujac analogicznie,

otrzymamy punkty By i Ba, przy czym (wobec tego, ze
prosta n bedzie ta sama) tréjkaty AA; As i BBy By beda
podobne. Zatem obrazem anamorficznym tworzacej a bedzie
pélprosta AAs o wierzcholku w punkcie A.

Zastanéwmy sie teraz, jaki bedzie obraz anamorficzny

okregu o wyznaczonego przez przekrdj walca plaszczyzna -.

Przyjmijmy, ze promien walca jest réwny r, natomiast

punkt O nalezy jednoczesnie do osi walca i plaszczyzny ~.
ko Wowezas O jest érodkiem okregu o, a r jego promieniem.

Niech D bedzie dowolnym punktem okregu o. Poprowadzmy

Rys. 4. Schemat odbicia okreggu lezacego w przekroju

poprzecznym walca, gérna czesé: rzut z boku, dolna: rzut

z gory.

kg (rys. 4) dwie proste réwnolegle do kierunku rzutowania —

k, oraz k4 — przechodzace odpowiednio przez punkty

O oraz D. Oznaczmy przez O; oraz D; punkty przeciecia
tych prostych z plaszczyzna rzutowania, natomiast przez Do
szukany obraz anamorficzny punktu D. W obrazie rzutu
prostopadtego zachodzi, oczywiscie, réwno$é¢ odcinkéw

DD, = DD,. Dodatkowo, podobnie jak w poprzednim
przypadku, korzystajac z prawa odbicia, otrzymujemy réwnosé
katéw PDN i NDDs, ktéra pociaga za soba nastepujaca
réwnosé: {NDDQ = {ODDl = {DDlDQ = {OOlDl Zatem
punkty Oy, D1 i Dy sa wspotliniowe. Rozwazmy teraz okrag



Slimak Pascala to szczegdlny rodzaj
konchoidy okregu. Konchoida krzywej ®
o biegunie B i promieniu a to zbidér
punktéw lezacych na dowolnej z prostych
przechodzacych przez B i odleglych o a
od jej przeciecia z ®. Slimak Pascala to
taka szczegélna konchoida okregu, ktorej
biegun lezy na tym okregu.

Kovyxe (konche) to po grecku muszla —
stad pochodzi nazwa §limaka Pascala.
Jest on krzywa stopnia 4; jesli okrag
o promieniu r umiescimy tak, by mial
réwnanie (z — )% 4+ y? = r2, jego
konchoida o biegunie (0,0) i promieniu a
bedzie miata réwnanie

(w2 +9? = 27‘9:)2 — a2(12 + y2) =0.
Na rysunkach mamy $limaki, dla ktérych
a jest réwne, odpowiednio, /2, r, 3r/2,
2r, 5r/2; czwarta z nich ma osobng nazwe
— to kardioida.

IAN STEWART

KROWY
W LABIRYNCIE

i inne eksploracje matematyczne
A

Tan Stewart, Krowy w labiryncie
i inne eksploracje matematyczne,
przelozyta Agnieszka Sobolewska,
wyd. Prészynski i S-ka, 2011.

o srodku O przechodzacy przez O;. Oznaczmy przez D3 punkt przeciecia
prostej d z okregiem o0,. Wéwczas czworokat O DDy D3 jest réwnolegtobokiem
o bokach réwnych co do dlugosci promieniom okregéw o oraz o;.

7 przeprowadzone] analizy wynika, ze obraz anamorficzny punktu D lezy

na prostej przechodzacej przez punkty O; oraz D1, a ponadto znajduje sie

w odleglosci 7 od drugiego punktu przeciecia tej prostej z okregiem o;. W celu
wyznaczenia obrazu anamorficznego okregu o wystarczy zatem poprowadzi¢
pélproste z punktu O1, a nastepnie wyznaczy¢ na nich punkty odlegte o r

od punktow ich przeciecia z okregiem o,. Krzywa, jaka otrzymamy w wyniku
takiego procesu, nosi nazwe slimaka Pascala.

Jak sie zatem okazuje, krzywa bedaca obrazem anamorficznym okregu lezacego
w przekroju poprzecznym walca nie jest latwa do okreslenia na pierwszy

rzut oka. Nie ma sie zatem co dziwi¢ malarzom, ktérzy przez dlugi czas mieli
problemy z wyznaczeniem dokladnej siatki kolowej. Z czasem udalo si¢ réwniez
zbudowaé urzadzenie mechaniczne (przypominajace swym wygladem wielonogi
cyrkiel) stuzace do wykreslania tego typu siatek, ktére jednak w dobie grafiki
komputerowej chyba znacznie traci na warto$ci. W szczegdlnosci dostepne

sg darmowe programy generujace obrazy anamorficzne w przeksztalceniu
walcowym dowolnego zdjecia. Przykladem takiego programu jest Anamorph Me!.
Wiele niezwyktlych obrazéow grafiki anamorficznej Czytelnik moze znalezé bez
trudu w Internecie pod hastem anamorphic art.

Krowy w labiryncie © inne eksploracje matematyczne

Tytutowa ksigzka Iana Stewarta to kolejny — po Histeriach matematycznych

i dostepnej tylko w jezyku angielskim pozycji How to Cut a Cake — zbiorek
felietonéw tego swiatowej klasy matematyka i popularyzatora matematyki.

W kilkunastostronicowych esejach pisanych swobodnym jezykiem autor
przedstawia rézne ciekawe (i czesto nietypowe) zagadnienia matematyczne,
przy czym samg matematyke traktuje jako nauke powazng, choé¢ niekoniecznie
podniosig. Czytelnik znajdzie tu wiec zabawy (a nawet tance!) ze sznurkami

i wezlami, analize gry w kosci oraz gry Hex (uwaga: obie gry bardzo
wciagajace!), probe ustalenia ksztaltu zy, tamigléwki zwiazane ze skoczkiem
na szachownicy i kwadratami magicznymi, wreszcie tytutowy labirynt

z krowami, czyli gre planszows zbudowana z wykorzystaniem logiczne;j
samozwrotnosci. W tej pozornie blahej tematyce kryja sie nierzadko niebanalne
fakty matematyczne.

Inna grupe tekstéw stanowia zaskakujace zastosowania metod i pojeé
matematycznych: w zoologii — badanie sposobéw poruszania sie zwierzat,

w sztuce rzezbiarskiej wykorzystujacej fizyczne wilasciwosci cementu, a nawet
w przestuchaniach na sali sadowej. Za pomoca takich przyktadéow autor
potwierdza postawiong na wstepie teze, ze nasza cywilizacja nie moglaby
Sfunkcjonowac bez matematyki.

Na kartach ksiazki jedynie sporadycznie znajdziemy gotowe rozwiazania
postawionych probleméw. Autor zacheca raczej do préby samodzielnego
zrozumienia opisanych wtasnosci, do stawiania kolejnych pytan oraz
przeprowadzania eksperymentow. Dzieki temu czytelnik ma szanse przekonaé
sie osobiscie, ze matematyka to niezla zabawa.

A dla ciekawych tego, co nas czeka w kolejnych latach, jest cykl trzech
felietonéw pt. Podréz do przyszlosci. . .

J. R.



Ptlaszczyzne rzutowa mozna sobie wyobrazaé np. na jeden z ponizszych sposobéw.

Sposéb fizyczny. Na niewazkiej, sztywne] (zwyklej,
szkolnej) plaszczyznie obieramy trzy punkty nielezace

na jednej prostej. Kazdy z nich wyposazamy w ciezar

lub wypdr (wypdr to tez ciezar, tylko ujemny — to on
utrzymuje statki na powierzchni wody i unosi balony).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden punkt, w ktérym mozna
podeprzeé te ptaszczyzne, aby nie zmieniata potozenia —

Sposob algebraiczny. Jesli bedziemy utozsamiali
proporcjonalne trojki liczb (z wytaczeniem tréjki zer),
to mozemy jeden egzemplarz ich zbioru uznaé za zbiér
punktéw, a drugi egzemplarz za zbiér prostych. Te dwa
zbiory beda plaszczyzna rzutowa, jesli uméwimy sie, ze
punkt [z1,z2, 23]~ lezy na prostej [y1,y2, ys]~ wtedy

i tylko wtedy, gdy x1 - y1 +x2 - y2 + x3 - y3 = 0.

ten punkt to Srodek ciezkosci tak obciazonej ptaszczyzny.

Mozna sprawdzié, ze kazdy punkt ptaszczyzny jest —

przy pewnym obciazeniu — jej srodkiem ciezkosci. Ale
pewne obciazenia nie maja $rodka ciezkosci na (zwyktlej)
plaszczyznie: np. obciazenie, odpowiednio, cigzarem 1,
wyporem 1 i cigzarem/wyporem 0 (czasami fizycy
nazywaja to para sil). Jesli do plaszczyzny dotaczymy
(idealne) punkty petniace role srodkéw ciezkosci dla takich
obciazen, to otrzymana wzbogacona plaszczyzna bedzie

plaszczyzna rzutowa.

Sposéb malarski. Patrzac na realne proste réwnolegte
(np. szyny prostego toru kolejowego), mamy wrazenie,

Sposéb astronomiczny. Najkrétsze drogi na sferze (czyli
powierzchni kuli) to okregi wielkie. Uznajac je za proste,
otrzymamy plaszczyzne sferyczng — byla ona badana przez
astronoméw juz w zamierzchtej Starozytnosci jako sfera
niebieska. Utozsamienie na plaszczyznie sferycznej punktow
antypodycznych (czyli lezacych na koncach tej samej
$rednicy sfery) czyni z niej plaszczyzne rzutowa.

Sposéb topologiczny. Zaréwno koto, jak i wstega Mdbiusa
maja brzeg bedacy jedna krzywa zamknieta. Gdy jest to

ta sama krzywa, to tak poltaczone tworza plaszczyzne
rzutowa.

ze na horyzoncie spotykaja sie. To spostrzezenie stato

sie podstawa odkrytej przez malarzy Odrodzenia
metody przedstawiania przestrzeni na plaszczyznie
obrazu zwanej perspektywq zbiezng. Jesli do (zwyktej)
plaszczyzny dotaczymy wszystkie punkty horyzontu

i jeszcze uznamy horyzont za prosta (pewnie taki by byt,
gdyby Ziemia byta plaska, a nie kulista), otrzymamy

plaszczyzne rzutowa.

L]

Rozwigzanie zadania M 1316.
Szacujemy lewsg strone:

2(1-y)° +y(1 - 2)° <
<z(l—-y)(1—=zy)+
+y(l—z)(1 —=zy) =

= (= +y—2zy)(1 — ay).
Dla liczb z przedziatu (0, 1) zachodzi
nieréwno$é¢ (z — 1)(1 — y) < 0,
rownowazna r + y < 1 + zy. Zatem
z+y—2zy < 1—zy, co daje teze.

Sposéb aksjomatyczny. Plaszczyznag rzutowa jest

kazdy obiekt ztozony z punktéw i prostych spelniajacych

nastepujace trzy aksjomaty:

A1 Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.

A2 Kazde dwie rézne proste maja doktadnie jeden wspdlny
punkt.

A3 Istnieje czworokat.

Czy widzial kto$ plaszczyzne rzutowq?
Maria DONTEN-BURY

Obejrzec¢ plaszcezyzne rzutowa weale nie jest tatwo. Z bliska, kiedy widzimy tylko
maly fragment, wyglada catkiem jak zwykta plaszczyzna, wiec to nic ciekawego.
A gdybyémy chcieli widzie¢ cala naraz, to musielibySmy umie¢ widzie¢

w przestrzeni przynajmniej czterowymiarowej, bo w naszych trzech wymiarach
po prostu nie da sie jej porzadnie ulozyé¢. Jedli nie wierzysz, Czytelniku, wykonaj
dajacy si¢ wzia¢ w reke, krawiecki model plaszczyzny rzutowej. Jest to
plécienna realizacja wymienionego wyzej topologicznego sposobu wyobrazania
sobie plaszczyzny rzutowej. Bierzemy okragly kawalek materialu — dalej piszemy
o nim kélko — i suwak od kurtki (lepiej od $piwora), ktérego dlugosé jest réwna
obwodowi kétka. Przyszywamy jedna ze stron tego suwaka do brzegu kélka.
Nastepnie z dwa razy krotszego paska materialu robimy wstege Mobiusa i do

jej brzegu (réwnego wtedy obwodowi kétka) przyszywamy druga strone suwaka.
Zapinamy suwak i widzimy, ze. .. naprawde nie da si¢ zapiaé¢ do konca! Prosze
sprébowac i to najlepiej kilka razy!

Jak to mozliwe? W konicu plaszezyzna rzutowa to powierzchnia (bedziemy

tez uzywali zwrotu: powierzchnia rzutowa), wiec mozna by sie spodziewaé, ze
bedzie zachowywadé sie podobnie jak sfera lub torus. A tymczasem w Swiecie
rzeczywistym widzimy mnoéstwo réznych pitek i obwarzankow, ale nie ma niczego
o ksztalcie powierzchni rzutowej.

Zamiast martwié¢ sie tym stanem rzeczy, sprobujmy zrozumieé, dlaczego tak jest.
Zrozumieé¢, czyli nie tylko podaé dowdd, ale réwniez co$, co mozna nazwaé
powodem tej sytuacji. Tutaj za powdéd mozna uznaé¢ bardzo maly obiekt:

graf pelny o zaledwie szesciu wierzchotkach, oznaczany Kg. Okaze sie, ze
gdybyémy umieli porzadnie zanurzy¢ powierzchnie rzutowa w trzy wymiary, to
zaplatalibySmy ten graf w taki sposéb, ktoéry nie ma prawa sie pojawic!

Pewnie wydaje si¢ zaskakujace, ze taka niewielka, dyskretna struktura zawiera
istotna informacje o polozeniu powierzchni w przestrzeni. A jednak tak jest,
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Rys. 5. (a), (b) sploty trywialne; (c) splot
nietrywialny.

i wcale nie jest to nowa mysl w matematyce. Kiedy w 1872 roku Felix Klein
wygtlosit w Erlangen odczyt o nowych drogach badania geometrii, proponowat
wlasnie, zeby zamiast na przestrzen z nieskonczonoscia punktéw i ksztaltow
patrze¢ na przypisana jej nieduza strukture. Ta struktura — grupa — obejmuje
zbidr przeksztalcen zachowujacych badane wtasnosci i mozliwo$é sktadania
tych przeksztalcen. Bardzo czesto, dla zlozonych geometrii, jest ona dobrze
opisywana przez pewien skoniczony zbior przeksztalcen. To oznacza, ze mozemy
dowiedzie¢ si¢ bardzo duzo o geometrii olbrzymiej przestrzeni, badajac maty,
dyskretny obiekt.

Pewien graf

Wracajac do powierzchni rzutowej, sprébujmy najpierw zlokalizowaé na niej
ten graf, ktéry bedzie najwazniejszym elementem dowodu. W tym celu musimy
przedstawi¢ powierzchnie rzutowa jako kwadrat z naprzeciwlegltymi bokami
sklejonymi zgodnie z kierunkiem strzalek (rys. 1). Zauwazmy, ze gdyby$my
zaokraglili rogi kwadratu na rysunku 1, to otrzymalibyémy doktadnie projekt
modelu z suwakiem. Odcinajac z tego kwadratu dwa trojkaty, z gory po prawej
stronie i z dotu po lewej, otrzymamy réwnoleglobok, ktéry na powierzchni
rzutowej staje sie wstega Mobiusa (rys. 2).

A co zostaje? Na rysunku 3 widaé, ze dwa trdojkaty, ktére odcieliSmy, na
powierzchni rzutowej staja sie kotem. Wobec tego powierzchnia rzutowa to

nic innego, jak wstega Mobiusa z doklejonym do jej brzegu (pamietamy, Ze ma
tylko jeden) kolem. Caly problem polega na tym, ze tego kola nie mozna dokleié
tak, zeby laczyto sie ze wstega tylko na brzegu.

Teraz juz mamy gdzie narysowaé graf: umie$cimy go na wstedze Mobiusa.
Wykonamy rysunek na pasku papieru, pamietajac, ze po sklejeniu koncéw paska
odpowiednie elementy rysunku musza sie zgadzaé (rys. 4). O tym rysunku nalezy
mysle¢ tak, jakby byl wykonany na cienkim papierze flamastrem, ktéry przebija
na druga strone (mozna zreszta wykonaé¢ odpowiedni model) — tylko wtedy
otrzymamy dobry graf na wstedze Mobiusa. Litery przy krawedziach paska
pomoga szybko sprawdzi¢, jak biegna krawedzie grafu w miejscu polaczenia.

Sploty

Przedstawmy narzedzie potrzebne do dalszej pracy: sploty, czyli uktady dwoch
roztacznych okregdéw w przestrzeni tréjwymiarowej. Interesuje nas, czy takie
dwa okregi sa zaplatane tak, jak na przyklad sasiednie ogniwa tancucha — to jest
nie da sig ich rozdzieli¢ bez przerwania jednego z nich (rys. 5). O takim splocie
powiemy, ze jest nietrywialny. Dokladniej, powiemy, ze splot jest trywialny,

jesli w przestrzeni istnieje dysk (membrana, moze byé¢ powyginana), ktérego
brzegiem jest jeden z okregéw splotu i ktory nie ma punktéw wspdlnych

z drugim okregiem. Sprobuj przekonaé sie, Czytelniku, ze splot ogniw tancucha
nie spelnia tej definicji. Latwo zgadnaé, ze sploty nietrywialne to te, ktore

nie sg trywialne.

Jedli popatrzymy na rysunek grafu w przestrzeni tréjwymiarowej, czyli
reprezentacje tego grafu w R3, to zwykle zobaczymy wiele splotéw. Najpierw
szukamy cykli prostych, czyli zamknigtych drog po krawedziach grafu, ktére
nie przechodza dwa razy przez zaden wierzcholek. Taki cykl to w istocie
okrag, co najwyzej troche wygiety. Sploty w grafie to pary cykli, ktére

nie maja wspélnych wierzchotkéw. Widaé, ze jesli graf ma dostatecznie duzo
krawedzi, to jest w nim wiele mozliwosci utworzenia splotu. Informacja, ile jest
splotéw trywialnych, a ile nietrywialnych, to wazna cecha charakterystyczna
rysunku grafu.

My, rzecz jasna, przyjrzymy sie splotom w reprezentacjach grafu Kg. W cyklu
prostym musza wystapi¢ przynajmniej trzy wierzcholtki, czyli w naszej sytuacji
splot moze powstaé jedynie przez podzial zbioru wierzchotkéw na potowy

i utworzenie cyklu z kazdej potowy. Takich podzialéw jest 10 — tyle bedzie
réznych splotéw.
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Homeomorfizm, méwigc intuicyjnie, to
przeksztatcenie, ktére punktom bliskim
przypisuje punkty bliskie, a dalekim —

dalekie.

o &8 o o 2

Q > 0o Q o

3 4

Rysunek 4 jeszcze raz.

L.}

Rozwigzanie zadania F 789.
Jesli pionowe sity dziatajace na kulke
réwnowazg si¢, mamy

mg + 2N sina = 2kN cos «,
gdzie N jest sila nacisku deski na kulke.
Warunkiem réwnowazenia si¢ momentéw
sit dziatajacych na zawias taczacy deski
jest

1 1
—Mglsina = —NI,
2 2

gdzie [ jest dlugoscia desek. Stad:

m + 2M sin? o
M sin 2« ’

Potrzebujemy tez wlasnosci reprezentacji grafu Kg, ktéra wyraza nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie. KaZda reprezentacja grafu K¢ w przestrzeni tréojwymiarowej
ma przynajmniej jeden nietrywialny splot.

Dowdd tej wlasnosci opiera si¢ na obliczaniu przypisanych splotom liczb,
ktore moglibysSmy nazwaé¢ wspotczynnikami zaplgtania. Nie jest dla nas
istotne, jak to dokladnie przebiega, z wyjatkiem jednego bardzo waznego
szczegdtu, wspomnianego juz na poczatku. PowiedzieliSmy, ze powierzchni
rzutowej nie da sie zanurzy¢ w trzech wymiarach w sposob porzgdny i tylko
takie zanurzenia nas interesuja. Porzadne zanurzenie to, na przyklad,
zanurzenie za pomoca funkcji kawalkami liniowej albo dajace sie do takiego
przeksztalci¢ za pomocg homeomorfizmu przestrzeni. To ograniczenie klasy
rozpatrywanych zanurzen jest konieczne wtasnie po to, zeby dziatal dowdd
podanego twierdzenia.

Wszystko widaé na rysunku

Teraz mozemy wréci¢ do grafu Kg narysowanego na wstedze Mdbiusa (rys. 4).
Umieszczajac wstege w przestrzeni, otrzymujemy reprezentacje grafu, w ktorej
bedziemy badaé sploty. O niektorych bardzo tatwo stwierdzié, ze sa trywialne.
Spojrzmy, na przyktad, na splot zadany przez podzial wierzchotkéw na zbiory
1, 2,314, 5, 6. Cykl odpowiadajacy wierzchotkom 1, 2 i 3 bedzie dobrze
widoczny dopiero po sklejeniu paska. Na rysunku sa krawedzie od 1 do 2

i od 2 do 3, ale ostatnia krawedz powstaje przez sklejenie fragmentu od 3

do punktu oznaczonego litera e na lewym brzegu oraz fragmentu od litery e
na prawym brzegu do wierzchotka 1. Natomiast cykl wierzchotkéw 4, 51 6
wida¢ w calosci juz na pasku, na ktérym wykonaliSmy rysunek. Mozna
zobaczy¢ nawet wiecej — trojkat ograniczony przez cykl 4, 5, 6 nie przecina si¢
z krawedziami cyklu 1, 2, 3, wiec po zanurzeniu wstegi w przestrzen tworzy dysk
(mocno powyginany), rozpiety na cyklu 4, 5, 6, ktéry $wiadezy o trywialnosci
rozpatrywanego splotu.

Okazuje sig, ze zdecydowana wigkszo$¢ splotow na tym rysunku zachowuje si¢
podobnie. Czytelnik Skrupulatny przesledzi zapewne, ze sploty dla wypisanych
ponizej podziatéw skladaja sie z cyklu, ktéry ogranicza pewna powierzchnie
na wstedze (podkreslony cykl), i cyklu, ktéry tej powierzchni nie przecina.
Powierzchnie trzeba czasami sklei¢ z dwoch kawalkéw, jak w przypadku cyklu
1, 2, 4, ktéry ogranicza obszar bedacy suma czworokata 12ba i trojkata 4ab.
Mozna zauwazy¢, ze drugi cykl zawsze biegnie dookota wstegi.

(123,456) (124,356) (125,346)
(135,246) (136,245) (145,236)

(126, 345)
(146,235) (156, 234)

Wypisalismy 9 splotéw — brakuje ostatniego, ktérym jest (134, 256).
Przypomnijmy, ze podane wczesniej twierdzenie mowi, iz w naszej
reprezentacji Kg istnieje przynajmniej jeden nietrywialny splot. Poniewaz
wszystkie inne sg trywialne, wiec (134, 256) musi by¢ nietrywialny. Zauwazmy,
ze jego cykle to brzeg wstegi (134) i okrag biegnacy przez jej srodek (256).

Zalbézmy teraz, ze udato nam sie porzadnie zanurzy¢ powierzchnie rzutowa

w przestrzen. Zamiast powierzchni zobaczmy wstege Mobiusa i dysk doklejony
do jej brzegu. Wiemy, ze splot zlozony z brzegu wstegi i jej srodkowego okregu
jest nietrywialny. To oznacza, ze doklejony dysk, ktérego brzegiem jest brzeg
wstegi, musi przecina¢ srodkowy okrag wstegi. Czyli doklejony dysk i wstega
stykaja sie w jakims$ punkcie oprécz brzegu!

Wobec tego wcale nie zanurzyliSmy powierzchni rzutowej w przestrzen, poniewaz
pewne dwa punkty powierzchni — jeden z dysku, drugi z okregu srodkowego
wstegi — zostaly umieszczone w tym samym punkcie przestrzeni. A to wladnie
jest ten punkt, w ktérym okazuje sie, ze w krawieckim modelu powierzchni
rzutowej nie mozna dalej przesunaé¢ suwaka.

6



Predkosé radialna jest sktadowa
predkosci ciala mierzong wzdluz kierunku
obserwator-zrédlo. (przyp. red.)

Mota delld

Obserwacje planet pozastonecznych

Jeszcze dwadziedcia lat temu nie znaliSmy zadnych planet
pozastonecznych. Dzisiejsza technika pozwala nam nie tylko stwierdzi¢
ich istnienie, ale takze poznaé blizej ich nature. Do tej pory naukowcy
odkryli niemal p6t tysiaca egzoplanet (taka nazwe nadano wszystkim
planetom poza Ukladem Stonecznym). Dla wigkszo$ci z nich mozemy

z duza dokladnoscia okresli¢ parametry, takie jak masa czy okres obiegu
wokoét gwiazdy macierzystej. Mimo tego, ze egzoplanety sa poszukiwane

i badane bardzo intensywnie juz od dluzszego czasu, wcigz wiemy o nich
mato. Dlaczego? Przede wszystkim — z definicji — nie Swiecg one wlasnym
Swiattem, a jedynie odbijaja to przychodzace od gwiazdy macierzyste;j.
Sa réwniez stosunkowo zimne i mate w poréwnaniu z gwiazdami, tak wiec
emituja duzo mniej promieniowania. Dodatkowsa przeszkoda w obserwacji
egzoplanet jest ziemska atmosfera, ktéra zaburza wyniki pomiaréw.
Wymienione czynniki decyduja o tym, ze zaobserwowanie planet jest
znacznie utrudnione. Mozna je poréwnac z komarem siedzacym na
zaréwcee — jezeli stoimy daleko od zaréwki, to nie jesteSmy w stanie
zobaczy¢ komara, bo niknie on w blasku $wiatta — podobnie jest

z planetami i gwiazdami. Jak wiec odkrywa sie nowe planety? Odpowiedz
jest prosta: podobnie do innych astrofizycznych obserwacji — w sposéb
posredni.

Cata historia zaczyna si¢ w roku 1992, kiedy Aleksander Wolszczan
oraz Dale Frail dokonali odkrycia pierwszych planet pozastonecznych,
krazacych wokot pulsara PSR 1257+12. Wydarzenie to stalo sie
kamieniem milowym w dzisiejszej astrofizyce. Aktualnie znamy kilka
metod, ktére pozwalaja na odkrywanie egzoplanet. Postaram sie
krétko opisaé trzy z nich. Najbardziej efektywna technika detekeji
nowych planet jest metoda predkosci radialnych. Gwiazda oraz planeta
krazaca wokol niej stanowia uktad cial, ktory krazy wokdét wspdlnego
srodka masy. Porusza si¢ wokol niego zaréwno planeta (wykonujac
ruch obiegowy), jak i sama gwiazda. Poniewaz gwiazdy sa cialami
niebieskimi o znacznie wickszej masie od planet, wigc poruszaja sie
one z niezwykle mata predkoécia, jak na kosmiczng skale. Detekcja
takich ruchéw jest stosunkowo trudna przy uzyciu tradycyjnych metod
astrometrycznych. Z tego wzgledu stosuje si¢ technike wykorzystujaca
zjawisko Dopplera. Za kazdym razem, gdy gwiazda zbliza sie i oddala
od obserwatora (Ziemi), przesuwa ona swoje widmo, odpowiednio,

ku fioletowi lub czerwieni. W ten sposéb mozna zaobserwowad
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Rozwigzanie zadania M 1317.

Dla n = 4 sprawa jest jasna. Zalézmy
wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
pewnego n > 4 i sprébujmy je udowodnié
dla n 4+ 1 zawodnikéw. Nazwijmy ich

Ay, Az, ..., Apy1 1 przyjmijmy, ze w tej
wtasnie kolejnosci siedzg przy stole, czyli
Aq1 wygral z Ag, ktory wygral z Ag, itd.

Ay

A
An+1 ?

A3

Ay

Jesli As wygral z A1, to mamy
teze. W przeciwnym przypadku teze¢
otrzymujemy, stosujac zalozenie
indukcyjne do zawodnikéw

Ay, Az, Ay, o, Apy1.

z duza doktadnoécia, jak porusza sie gwiazda. Odnajdujac cykle
(powtdrzenia) w jej ruchu, jesteSmy w stanie stwierdzi¢, jaka moze by¢
minimalna masa planety powodujacej te zmiany oraz promien jej orbity.
W przypadku, gdy gwiazde okraza uktad planet, a jej ruch staje sie
bardziej zlozony, stosowane sg zaawansowane algorytmy pozwalajace
okredli¢ parametry obserwowanych egzoplanet. Nowoczesne teleskopy,
takie jak HARPS znajdujacy sie w Chile, moga dzieki wykorzystaniu
efektu Dopplera dokonywaé¢ pomiaréw predkoéci radialnych gwiazd

z dokladnoscia 3 m/s. Niestety, mimo duzej skutecznosci w wykrywaniu
egzoplanet, metoda ta ma spora wade — poszukiwane planety musza
mie¢ duzg mase lub znajdowac si¢ blisko gwiazdy. Technike te stosuje
sie réwniez do potwierdzenia istnienia planety zaobserwowanej

innymi metodami.

Kolejng efektywna technika detekcji planet okrazajacych odlegle gwiazdy
jest tranzyt. Tranzytem nazywamy przejscie jednego ciata niebieskiego

(w tym przypadku planety) przed tarcza drugiego (gwiazdy). Méwiac
prosciej, w niektérych przypadkach planeta zastania Swiatlo emitowane
przez gwiazde. Metoda ta, bardzo prosta w swej koncepcji, moze daé
wiele ciekawych informacji na temat badanej planety. Przede wszystkim
pozwala ona okresli¢ promien planety, co w potaczeniu z danymi
dotyczacymi jej masy (uzyskanymi np. dzigki metodzie predkosci
radialnych) daje informacje o jej Sredniej gestosci. To umozliwia okreslenie,
czy mamy do czynienia z planeta o budowie skalistej czy gazowe;j.
Dodatkowo, swiatlo, ktére przechodzi przez atmosfere planety, zmienia
swoje widmo. Naukowcy, badajac te zmiang, sa w stanie okresli¢, jakie
pierwiastki wystepuja w atmosferze obserwowanej planety. Odkrywanie
planet metoda tranzytu okazato sie bardzo skuteczne, mimo licznych

wad tej techniki. Po pierwsze, aby obserwacja byla mozliwa, szukany
obiekt musi przechodzi¢ przed tarcza gwiazdy. Zdarza sie to stosunkowo
rzadko, nawet dla bardzo ciasnych orbit. Druga wada jest duza podatnosé
na wystepowanie bltedéw obserwacyjnych — wymagana jest doktadnosé
pomiaru jasnosci gwiazdy rzedu tysiecznych czedci wielkosci gwiazdowe].
W wigkszosci przypadkéw odkrycie potwierdzane jest innymi technikami.

Wykrywanie planet pozastonecznych ciekawa metoda —
mikrosoczewkowaniem grawitacyjnym — zaproponowali w 1991

roku Bohdan Paczynski oraz jego kolega z Princeton University

Shude Mao. Jedenascie lat pozniej przy uzyciu tej techniki zostata

po raz pierwszy odkryta nowa planeta. Pomimo tego, ze metoda

ta pozwolila na odkrycie niewielu egzoplanet, pozostaje ona nadal
jedyna, ktéra umozliwia detekcje ciata niebieskiego o stosunkowo
malej masie. Mikrosoczewkowanie grawitacyjne wykorzystuje fakt, ze
pole grawitacyjne gwiazdy ugina $wiatto. Dziala wiec podobnie do
soczewki skupiajacej (lupy). W sytuacji, gdy na linii obserwator-zrédto
znajdzie si¢ niewidoczny, dosy¢ masywny obiekt (soczewka), powoduje
on na skutek mikrosoczewkowania pojasnienie zrodta. Krzywa blasku
(wykres jasnosci gwiazdy w zaleznosci od czasu) takiego zjawiska jest
bardzo charakterystyczna i nie mozna pomyli¢ go z niczym innym.
Jezeli gwiazda soczewkujaca ma planete, to istnieje szansa, ze zaburzy
ona obraz soczewkowania, powodujac dodatkowe, mniejsze pojasnienie.
Wiemy wtedy, iz mamy do czynienia z cialem okrazajacym gwiazde
soczewkujaca, oraz jesteSmy w stanie okresli¢ jego mase i promien
orbity. Metoda ta wymaga bardzo specyficznych warunkéw — potozenie
obu gwiazd oraz planety jest unikalne, czyli raz wykonanej obserwacji
nie mozna na ogot powtérzy¢ w przyszlosci. Poszukiwaniem planet

8



O G L O S z E N 1 E tametoda zajmuje sie, miedzy innymi, polski projekt OGLE, ktérego
Wakacyjne Warsztaty jednym z najwiekszych osiggnieé¢ byto odkrycie jednej z pierwszych planet
Wielodyscyplinarne podobnych do Ziemi (tzw. super-Ziemi) — OGLE-2005-BLG-390Lb.

To coroczna impreza organizowana
przez studentéw UW pod patronatem
Kota Naukowego Informatykéw UW, WZMOCNIENIE
Kota Pasjonatéw Matematyki UW
i Studenckiego Kota Fizyki UW,
przeznaczona dla licealistéw

zainteresowanych GWIAZDA
% "
1

WZMOCNIENIE
)

OBRAZY GWIAZDY

matematyka, informatyka lub fizyks.

Kazdy uczestnik Warsztatéw bedzie
mogt wybradé kilka sposéréd kilkunastu
propozycji kilkudniowych blokéw

zajeé. Zajecia beda odbywac sie $%IE:AZ'EEIJI?A
w malych grupach i beda mieé¢ charakter
warsztatowy. Obok wykladéw bardzo
istotna bedzie czesé praktyczna GWIAZDA
— na zajeciach z programowania $OCZEWKA
funkcyjnego uczestnicy zaimplementuja
wspoélnie spory projekt, na zajeciach

z astronomii przeprowadzg obserwacje
astronomiczne dobrym teleskopem. . .

\
lI
|I
‘l
\
\

w ,luznych” wykladach i prezentacjach,
niezwigzanych z zadnym blokiem zajec,
poruszajacych rézne ciekawe tematy

z nauk $cistych, lub samemu wyglosi¢ taki
wyktad! A pozanaukowo proponujemy Rysunek na podstawie oryginalu wykonanego przez Davida Benetta (Notre Dame University, USA);
integracje, gry i zabawy: dla chetnych zob. http://ogle.astrouw.edu.pl/cont/4 main/epl/blg235/b1g235.html
przeprowadzimy przyspieszony kurs

brydza i go, bardziej zaawansowani , L. . . L. L. ,

gracze sprobuja, swoich sit w turnieju, Oproécz trzech wyzej opisanych metod istnieja tez inne, ktore okazaly

a kazdy bedzie mégh zagraé w seta, rpg,  gje jednak nieco mniej skuteczne. Planety pozastoneczne mozna rowniez
planszéwki czy pospiewaé ogniskowe

Wieczorami bedzie mozna uczestniczy¢ | i

T~TELESKOP

piosenki. odkry¢ poprzez obserwacje dyskow okologwiazdowych oraz pulsaréw.

W zoszlym roku odbyly sie zajecia ROZWO;] tecbnologn obs.erwf%cyt]flych pozwala nam le/SlaJ réwniez na

miedzy innymi z: bezposrednig obserwacje niektorych planet poza Stoncem. Za przyktad

e algebraicznej teorii liczb, moze postuzyé¢ tutaj niedawna obserwacja planet krazacych wokot gwiazdy
ieci h . . . .. . o1e ,

° sledl neuronowyen, HR 8799. Szacuje sie, ze w Drodze Mlecznej jest od kilku miliardéw

e teorii wezléw, . , . LY

o szczegdlnej teorii wzglednosci, do nawet setek miliardow planet. Wigkszo$¢ z odkrytych egzoplanet

* programowania wspéibieznego. znajduje sie w promieniu 300 lat $wietlnych od Stonica. Zdecydowanie

W tym roku bedzie co najmniej tak samo g 1 wiekgza, czesé z wykrytych planet to tzw. gorace Jowisze, czyli planety

o ' majace mase zblizona do Jowisza i bardzo ciasne orbity. To, ze ich

Tegoroczna (juz siédma) edycja WWW .. . C . . . . . . .
odbedzie sie w dniach odkryto najwiecej, wiaze sie z ograniczeniami technik obserwacyjnych.
Jednym ze sposobow na pokonanie ograniczen jest umieszczenie teleskopu
w przestrzeni kosmicznej, co pozwala, miedzy innymi, na wielokrotne
zmniejszenie bltedéw obserwacji. Poza tym teleskop taki moze obserwowadé
interesujace nas obiekty znacznie dluzej, bo nie ogranicza go ani pogoda, ani
Zachgeamy tez do kontaktu mailowego:  yyystepowanie dnia i nocy. Aktualnie na orbitach okotoziemskich pracuja

warsztatywwwogmail.com dwa teleskopy, ktorych zadaniem jest poszukiwanie planet pozastonecznych.
Pierwszym z nich jest COROT wystrzelony w 2006 roku przez Europejska
Agencje Kosmiczng — do tej pory odkryt on kilkanascie planet. Drugim
jest obserwatorium Kepler, ktére zostalo uruchomione w 2009 roku.
Odkryto ono metoda tranzytu 15 nowych planet. Przygotowywane sa
kolejne misje kosmiczne, majace obserwowaé niebo w poszukiwaniu planet.
Gléwnym celem, dla ktérego poszukuje sie i bada egzoplanety, jest poznanie
odpowiedzi na pytanie, czy we Wszechswiecie istnieje inteligentne zycie
poza Ziemia. Do tej pory udato nam sie odszukaé ledwie kilka planet
lezacych w tzw. ekosferze, czyli strefie wokét gwiazdy, w ktorej istnieja
warunki umozliwiajace powstanie zycia. Duncan Forgan z Edinburgh
University szacuje iloé¢ inteligentnych cywilizacji w naszej galaktyce na
tysigce. Czy ma racje? Czas pokaze.

ciekawie!

8—18 sierpnia 2011 w Olsztynie.
Wigcej informacji na stronie:

http://warsztatywww.wikidot.com

*uczen, V LO im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie Malq Delte przygotowal Sebastian MIZERA*
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Dzieci pytaja, profesor nie wie...

Bylam niedawno z wykladem ,,Geny i my” we Wroclawskim Uniwersytecie
Dzieci. Dzieci nie wahaja sie zadawac¢ najrézniejszych, fantastycznych pytan,

bo jeszcze nie nauczyty sie od niemadrych dorostych, ze takie pytania zZle
Swiadcza o pytajacym, dowodza braku wiedzy. Jeszcze gorzej: pytany nieznajacy
odpowiedzi powinien sie wstydzi¢. Ja sie do tego przyznaje, ale moze trace
wtedy autorytet?

Okazalo sie, ze najciekawsze dla stuchaczy sa mutacje. (W stowniku: Mutacja
to zmiana w sekwencji DNA.) Nalezy zatem zdefiniowaé, co jest sekwencja
wyjsciows. Miedzy soba ludzie réznig sie w 0,1% sekwencji DNA. Ktére z tych
roznic sa mutacjami?

Dwa pytania z Wroctawia byly takie:

CZY STULATEK JEST MUTANTEM?
CZY LEWORECZNOSC JEST MUTACJA?

W stosunku do ludzi — powiedzialam — nasza uwage skupiaja gltéwnie takie
mutacje, ktére uposledzaja zycie nosiciela: metabolizm, zdolno$ci motoryczne.
Bardzo rzadko te zmiany wynikaja z naruszenia DNA tylko JEDNEGO genu -
zwykle sa to zmiany ,wielogenowe”. Na pewno wynikiem zmian wielogenowych
jest leworecznosé. Mozna by¢ tez ,zlateralizowanym” w pracy ndg, oczu i uszu
(tylko pozornie jestesmy symetryczni). Zdarzaja sie wszelkie kombinacje,

np. praworeczno$é, ale precyzyjniejsza praca lewego oka. Asymetria funkcjonalna
wynika z asymetrii budowy mébzgu.

Leworecznosé zaczyna sie w okresie niemowlecym, utrwala okolo drugiego
roku zycia. 70-85% ludzi to praworeczni, wiec ci ,lewo” wydaja sie dziwakami,
ale wéréd Eskimoséw i Zydéw leworeczno$é wystepuje u 20%, natomiast

u Chinczykéw i Japonczykéw — u 3%. Przez wiele stuleci rodzice zmuszali
dzieci do przestawienia si¢ z lewo- do praworecznosci, co zmienia struktury
mézgu niekoniecznie w kierunku pozytywnym. Dzi§ w Ameryce Pin. i Europie
zaprzestano tych dziatan.

Przeczytalam gdzies, ze wystepowanie leworecznodci nie zdarza sie
u szympansow, ale moze zbyt malo szympanséw na te okoliczno$¢ przebadano?

Praworgczni zbudowali nam $wiat. Lista przedmiotéw i struktur nastawionych
na praworeczno$¢ jest zadziwiajaco diuga, od profilu ostrza noza, przez
usytuowanie mikrofonu wewnatrz telefonu komérkowego, kolejnoéé utozenia
artykutéw na potkach supermarketéw, strukture myszki i joysticka, krzesta

z ruchomym pulpitem do notowania, wiele narzedzi kuchennych, ustawienie
tawek w klasach do $wiatta z lewej strony, niektére instrumenty muzyczne. . .

Czy leworecznosé jest mutacja? Chyba jest, bo dotyczy z pewno$cia zmian

w budowie wielu genéw mniejszoéci ludzi, ale widocznie nie tak istotna, zeby
ewolucja wyeliminowala ja z naszego gatunku. Moze czasem bywa pozyteczna?
O asymetrii ludzkiego mézgu w poréwnaniu z szympansami — tu sie przyznam —
nic nie wiem — wiedza pewno co$ neurofizjolodzy.

Na zakonczenie: czy stulatek jest mutantem?

Ten wspanialy wiek, w dodatku w dobrym stanie zdrowia, osiaga niewielu

z nas. Ostatnio genetycy zajeli sie badaniem tego problemu. Wiedza juz, ze
dhugowiecznosé zwiazana jest z dziataniem zestawu genéw, takiej ,,genetycznej”
orkiestry, ktéra brzmi wtedy dobrze, kiedy kazdy wykonuje swoja partie bez
zarzutoéw. Czy to jest mutacja? To sg liczne mutacje, w sumie korzystne dla
osobnika. Jezeli chcemy mieé¢ dlugo zyjace dzieci, dowiedzmy sie, jak dlugo zyli
moi przodkowie i przodkowie potencjalnego partnera, cho¢ to pytanie rzadko
niepokoi nas, gdy szykujemy si¢ do wypowiedzenia tzw. sakramentalnego tak.

Drodzy Leworeczni: wasz Swiatowy Dzien przypada 13. sierpnia.

Wasza PRAWORECZNA
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Kacik przestrzenny (8)

Rys. 1

Rys. 3

C
B
S
As
Ay
As
D

Katy plaskie w przestrzeni

Tym razem opowiemy o katach w przestrzeni, a doktadniej o tym, jak
rozwiazywacé zadania zawierajace nierownosci miar katéw w przestrzeni.

W zadaniach pojawiaja sie dwa typy katéw — plaskie i dwudcienne. Ten odcinek
poswiecimy katom plaskim, a o dwusciennych opowiemy nastepnym razem.

W zadaniach z nieréwnosciami dotyczacymi katow ptlaskich nie ma wielkiej
filozofii, nalezy zapamigta¢ jedno wazne twierdzenie i jeden prosty wniosek —
wtasnie od nich rozpoczniemy.

Twierdzenie 1. W dowolnym kqcie trojsciennym kazdy z kgtow plaskich jest
mniejszy od sumy dwoch pozostatych kgtow.

Dowdd. Mamy wykazaé, ze w kacie tréjsciennym SABC o wierzcholtku S
zachodzi nieréwno$é < ASB + < BSC > < ASC (rys. 1). Przyjmijmy, ze
JASC > <BSC (w przeciwnym przypadku nie ma czego dowodzi¢). Niech B’
bedzie punktem lezacym wewnatrz $ciany ASC, takim ze <CSB’ = <CSB

i SB’ = SB. Mozna, oczywiscie, przyjac, ze punkt A lezy na prostej B'C.
Wtedy z nieréwnosci trojkata mamy AB + BC' > AC, skad otrzymujemy, ze
AB > AB'. Tréjkaty ASB i ASB’ maja dwa boki réwne, a trzeci w pierwszym
jest wickszy, skad wniosek, ze L ASB > < ASB’ (np. na mocy twierdzenia
cosinuséw). To za$ dowodzi naszej nieréwnosci.

Twierdzenie 2. W dowolnym wypuktym kqcie brytowym suma kqtow plaskich
jest mniejsza od 360°.

Dowdd. Przyjmijmy, ze dany kat brylowy o wierzchotku S tworzy n Scian. Niech
A1 A, ... A, bedzie wielokatem powstalym z przeciecia $cian tego kata plaszczyzna.
Korzystajac z poprzedniego twierdzenia dla ¢ = 1,2, ..., n, dostajemy nieréwnosci

SA;_1A;S + <):SA1A1+1 > {Ai—lAiAH—l-

Dodajac je wszystkie stronami, otrzymamy po lewej stronie n - 180° — d, gdzie
d oznacza sume katéow plaskich danego kata brylowego, a po prawej sume katow
wielokata A;As... Ay, czyli (n — 2)-180°. Stad wynika, ze d < 360°.

Dowdéd twierdzenia 2 wskazuje, ze czasem, zamiast patrze¢ bezposrednio
na interesujacy nas kat, warto spojrze¢ na dwa pozostate katy trojkata
i dla nich stosowac twierdzenie 1. Wykorzystamy nasza wiedze do rozwiazania
nastepujacego zadania.
1. (OM 55-1-8) Punkt P lezy wewngtrz czworo$cianu ABCD. Dowiesé, ze
XAPB + <BPC + <CPD + <DPA > 360°.
Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze plaszczyzna ABP przecina krawedz C'D
w punkcie @ (rys. 3). Stosujac twierdzenie 1, otrzymujemy
IBPC + <CPQ > <xBPQ oraz <DPQ+ <DPA > <APQ.

Poniewaz <CPQ + < DPQ = xCPD, wigc dostajemy

XAPB+ <BPC+ <CPD + <DPA > <APB + <BPQ + < APQ = 360°.
Jak nietrudno zauwazy¢, z powyzszego zadania wynika ogdlniejszy rezultat,

ktéry byt treécia jednego z zadan na IIT Austriacko-Polskich Zawodach
Matematycznych:

JSAPB + <BPC + <CPA+ <XAPD + <BPD + <CPD > 540°.
Zadania

2. (ZWARDON 2001) Udowodnié, zZe w dowolnym czworo$cianie istnieje
wierzcholek, przy ktorym wszystkie kqty plaskie sq ostre.

3. (YUG 1985) Niech P bedzie dowolnym punktem wewngtrz czworoscianu
ABCD. Dowiesé, ze

XAPB+ <BPC + <CPA > XADB + <BDC + <CDA.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michat KIEZA
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Laboratorium w domu

N

5 cm

] [

T J

H
o

W numerze kwietniowym pozZegnaliémy Jana Gaja. Teraz chcemy jeszcze raz
Go przypomniec. Najlepiej zrobic¢ to mogq Jego teksty. Wybralismy w tym celu
artykul z trzeciego numeru Delty, czyli numeru 8/1974.

Budujemy perpetuum mobzile
albo: i Ty mozesz zostaé ornitologiem

Tym razem nie damy sie¢ nabraé! — powiecie. Perpetuum mobile, czyli urzadzenie
poruszajace sie i wykonujace prace bez doplywu energii z zewnatrz, nie istnieje.

Jestedmy zbyt pewni zasady zachowania energii, zeby powaznie zastanowié
sie nad mozliwoscia skonstruowania czegos takiego. No trudno, macie racje.
Urzadzenie, ktérego wykonanie Wam proponuje, nie bedzie prawdziwym
perpetuum mobile.

Zasada dzialania

W konstrukeji naszego ptaka pijacego wode (stad druga cze$é tytulu) oprzemy
sie na zjawisku wloskowatosci, czyli wciagania cieczy do waskich rurek
wykonanych z materiatu zwilzanego przez ciecz. Jak wiemy, powstaje wtedy
menisk wklesty. Na jego obwodzie dziataja sity napiecia powierzchniowego P.
Jezeli zsumujemy te sily, ich sktadowe poziome zredukuja sie, a pionowe sie
dodadza, tworzac sile wciagajaca ciecz do rurki. Efekt ten jest najwyrazniej
widoczny w bardzo cienkich rurkach zwanych kapilarami.

Dajcie mi kapilare, a ... zbuduje ptaka

Nie ma tak dobrze! Kapilare zrobicie sami. Bedzie to najtrudniejsza czes¢
do$wiadczenia. Potrzebna bedzie do tego rurka szklana oraz plomien gazowy
(np. w kuchence domowej czy turystycznej). W razie trudnosci ze zdobyciem
rurki mozna kupi¢ w aptece kilka zakraplaczy. Rurke szklana ogrzewamy
silnie w plomieniu (stale ja obracajac), zeby dobrze zmigkla, nastepnie
wyjmujemy ja i szybko rozciaggamy w dluga nitke. Jezeli dysponujemy tylko
zakraplaczami, najpierw taczymy ich kilka, aby otrzymaé dtuzszy odcinek
i nie poparzy¢ rak. Musimy w tym celu rozgrzaé silnie konce dwoch zakraplaczy
w plomieniu i polaczy¢ je, a nastepnie wyprostowac. Po polaczeniu w ten sposéb
np. czterech zakraplaczy (po zdjeciu gumek, oczywiscie!) robimy kapilare jak
z rurki szklanej.
Uwaga: szklo wprowadzamy do ptomienia powoli, aby nie popekalo,

i grzejemy, stale je obracajac.

Oczywiscie, érednica otrzymanej kapilary zalezy od tego, jak mocno rozgrzejemy
i jak szybko bedziemy rozciaga¢ rurke. W praktyce érednice najlepiej ocenié,
badajac, jak wysoko podniesie sie poziom wody w kapilarze, kiedy ja pionowo
zanurzymy. Réznica pozioméw powinna wynosi¢ kilka centymetréw.

Odtamujemy teraz okolo 15 cm kapilary i wyginamy ja ostroznie nad
plomieniem, tak aby otrzymaé¢ mniej wiecej ksztalt pogrzebacza. Uwazamy przy
tym, aby nie zatopi¢ otworu w kapilarze.

- Montujemy ptaka

Nadziewamy teraz na kapilare kawalek korka i whijamy wen szpilke, ktora bedzie
osia obrotu. Zasadnicza cze$¢ ptaka gotowa. Trzeba jeszcze go wywazy¢ i zrobi¢
mu nogi z drutu. Jako przeciwwage dla dlugiego ogona whiliémy w korkowy
tuléow dodatkowa szpilke z tebkiem obciazonym kulka z plasteliny. Tlos¢
plasteliny dobieramy tak, aby ,ptak” pochylil sie dziobem w dél. Jezeli teraz
podstawimy mu szklanke z woda, zacznie on ,,pi¢” wode, ktéra bedzie zbieraé

sie w postaci kropli na koncu ogona, wreszcie przewazy go i ogon opadnie

w dél; dochodzac do oporu, straci z siebie krople i powrdci do poprzedniego
polozenia. Jesli kropla spada z ogona nie przewazajac go, nalezy zmniejszy¢

ilos¢ plasteliny.
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Tylna cze$¢ wykonanej z drutu podstawki (,,n6g”) musi stanowié¢ opér dla
ogona, aby nie opadl on zbyt nisko. Jezeli kropla nie spada po doj$ciu ogona
do oporu, nalezy ilo$¢ plasteliny powiekszy¢ tak, aby dopiero wigksza kropla
byla w stanie go przewazy¢.

A co z perpetuum mobile?

Oczywiscie, nikt nam nawet przez chwile nie uwierzy, ze to jest perpetuum mobile.
Woda, opadajac, wykonuje prace kosztem energii potencjalnej. Mozemy jednak
nasze urzadzenie skomplikowaé, przymocowujac do ogona kawalek gazy lub
ligniny (ponownie wywazy¢!). Wtedy kropla nie spadnie i ptak pozostanie ze
spuszczonym ogonem, dopdki woda z niego nie wyparuje. Dla przyspieszenia
parowania mozemy przyblizy¢ do niego lampe.

Dobrze, a gdzie ten ptak?

Tylko ci sposréd Was, ktérych zaséb dobrej woli jest najwickszy, dopatrzyli

sie ptaka w opisanym urzadzeniu. Rzecz jasna, przedstawitem Wam tylko
pewien model fizyczny, rodzaj silnika, ktéry mozecie dowolnie ,ubra¢ w piorka”,
nadajac mu posta¢ bardziej atrakcyjna czy maskujaca jego zasade dziatania.

Przyslijcie opisy wykonanych przez Was ptakow ze zdjeciami. Najciekawsze

opublikujemy.
Jan GAJ

Otrzymalismy nawet kilkanascie starannie opakowanych ptakow, z ktorych kilka
nie zostato podczas przesylki potluczonych.
Redakcja

Rys. 2

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1315. Dany jest taki pieciokat wypukly ABCDE, w ktorym pola trojkatéw
ABD, BCE, CDA, DEB i EAC sa rowne. Wykaz, ze kazda przekatna tego
pieciokata jest réwnolegla do pewnego jego boku.

Rozwiazanie na str. 19

M 1316. Udowodnij, ze dla kazdych liczb z,y nalezacych do przedziatu (0, 1)
spelniona jest nieréwnosé

r(1—y)?+y1—2)? <1 —ay)
Rozwiazanie na str. 4

M 1317. W turnieju tenisa stolowego wzig¢to udzial n zawodnikéw (n > 4).
Kazdy zawodnik rozegral doktadnie jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem,
zaden mecz nie zakonczyl sig remisem. Po turnieju wszyscy zawodnicy usiedli
przy okraglym stole w taki sposob, ze kazdy zawodnik wygral z osobg siedzaca
obok niego z jego lewej strony. Wykaz, ze istnieja tacy trzej zawodnicy A, B i C,
ze A wygral z B, B wygral z C oraz C wygral z A.

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 789. Dwie jednakowe deski o masie M potaczone sa zawiasowo, a kat
miedzy nimi jest réwny 2« (rys. 1). Miedzy nimi znajduje sie kulka o masie m,
przy czym punkty stycznosci kulki z deskami znajduja sie w polowie desek.

Dla jakiego minimalnego wspolczynnika tarcia statycznego kulka nie wypadnie?
Rozwiazanie na str. 6

F 790. Na poziomym stole lezy szeScian o masie m (rys. 2). Z jaka minimalna
sila 1 pod jakim minimalnym katem « trzeba pociagnaé¢ szedcian za jego gérna
krawedz, zeby sie przewrocil bez poslizgu? Wspolezynnik tarcia statycznego
szescianu o stél wynosi k.

Rozwiazanie na str. 19
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Od redaktora: Chung zapewne
zaczerpnal zadanie z popularnego

w angielskim kregu jezykowym
Mathematical Snapshots (w wydaniu

z 1950 roku str. 8), czyli z Kalejdoskopu
matematycznego Hugona Steinhausa

(w wydaniu z 1989 roku zadanie

i rozwigzanie jest na stronie 17).

Ya

ye c

*Instytut Matematyczny PAN, Warszawa

Sprawa niezbyt pedagogiczna
Jerzy ZABCZYK™

Richard Feynman, laureat Nagrody Nobla z fizyki, mial bardzo krytyczny
stosunek do rozwazan czysto teoretycznych. Wspomina o tym Kai Lai Chung,
wybitny probabilista amerykanski, w ksiazce Green, Brown and Probability.
Feynman wypowiadal sie o eternal futility nie tylko matematyki wyzszej,

ale réwniez teoretycznej fizyki i astronomii. Twierdzil, Ze matematycy sa
niepotrzebni, bo gdy fizykowi jaki§ wynik matematyczny bedzie potrzebny,
to sam potrafi go udowodnié¢. Wiedzac o tym, Chung postanowil z Feynmana
zazartowaé i podczas spotkania w restauracji zaproponowal mu udowodnienie
nastepujacego twierdzenia geometrycznego.

Boki trojkata dzielimy na trzy rowne czesci kazdy, a nastepnie tgczymy odcinkami
kazdy z wierzcholkow z pierwszym punktem podziatu na przeciwlegtym boku.

W rezultacie odcinki utworzq tréjkat, ktérego pole jest réowne % pola wyjsciowego
trojkata.

Feynman przyjal ten fakt z niedowierzaniem i po kilku obliczeniach stwierdzit,
ze twierdzenie nie jest prawdziwe, bo wskazuja na to jego przyblizone obliczenia.
Przyjat zaklad, ze ma racje, i poddal si¢ dopiero wtedy, gdy stwierdzit, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla tréjkata rownobocznego. W zwiazku z tym
zdarzeniem proponujemy kilka zadan.

Zadanie 1. Udowodni¢ sformulowane powyzej twierdzenie

a) dla tréjkata réwnobocznego,

b) dla tréjkata dowolnego.

Zadanie 2. Na bokach tréojkata zaznaczamy punkty w odleglosci od
wierzcholtkéw rownej v razy diugosé boku, gdzie 0 < v < %7 i laczymy je
odcinkami z przeciwleglymi wierzcholkami. Jaki jest stosunek pdl S(v) tréjkata
utworzonego z odcinkéw i wyjsciowego trojkata?

Zadanie 3. Kontynuacja zadania 2. Znalezé wszystkie takie liczby naturalne n,
ze gdy v = L, to stosunek pol jest postaci 3 dla pewnej liczby naturalnej N.
Zadanie 4. Kontynuacja zadania 3. Znalez¢ wszystkie takie wymierne liczby 7,
ze S(7) jest réwniez liczba wymierna.

Zadanie 5. Czy dla czworokatow prawdziwe jest twierdzenie analogiczne do
twierdzenia przedstawionego Feynmanowi?

Zadanie 6. Kontynuacja zadania 2. Wyznaczy¢ dlugosci odcinkéw m,, my, m.
taczacych wierzcholki z zaznaczonymi punktami w zaleznosci od liczby ~
i dlugosci bokéw trojkata a, b, c.

Podpowiedzi
ey:z:ixz=":(1-2v):~%

2= 1=+ =41 - 7)a?,
mp = (1 =) +7a* — (1 —)b?,
mg = (1—7)a? + b — (1 — 7).

LI

e Niech m,, my, m. beda dlugosciami bokéw otrzymanego tréjkata. Wtedy
1—2y 1—2y _ 1—2y
T 9o T, o Mme=Me — 5
1—v+7? L—y+9° 1—v+72

e Niech S, 3 . oznacza pole tréjkata o bokach a,b, c. Udowodnié, ze
2
Sma7mb7mc _ 1—2y (72 _|_,y2(1 _ 7)2 + (1 _ 7)2)1/2
Sa,b,c 1- Y + 72
(= 7. gdy v =3).
[Kai Lai Chung, Green, Brown and Probability, World Scientific, 1995.]

ﬁza:ma~ ﬁlb:mb'
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Rozwigzanie zadania M 1315.
Tréjkaty ABD i CDA maja réwne pola
oraz wspolny bok AD.

E

B C

Wobec tego wysokoéci tych tréjkatow
poprowadzone do boku AD sa réwne.
Ponadto punkty B i C leza po tej samej
stronie prostej AD. Stad wniosek,

ze przekatna AD jest rownolegla do
boku BC. Analogicznie dowodzimy, ze
pozostale cztery przekatne pieciokata
ABCDE sa réwnolegte do odpowiednich
jego bokéw.

L.

Rozwigzanie zadania F 790.
Poélizg nie nastapi, gdy bedzie

Fcosa < k(Fsina + mg).
Obrét zas nastapi, jesli
1
Flcosa > E’m,g[,

przy czym ramie sily ciezko$ci wynosi [/2,
a ramie sily I jest rowne [ cos a.

/

Z powyzszych nieréwnosci wynika, ze

& 1 -2k

a = ,

N k
mg - 1

Frin = — 2k —1)2 + k2 dlak < —,
ok ( )2+ dla 5

mg
a =0, Fain = 7 dla k > —

Informatyczny kacik olimpijski (42): Przeplyw w sieci

Jednym z zadan, ktore zostaly postawione przed uczestnikami akademickich
druzynowych zawodéw programistycznych ACM ICPC Dhaka Regional Contest
2010, bylo zadanie o nieco mylacym tytule Network Flow (Przeplyw w sieci).

Troche zagmatwana tres¢ zadania mozna stresci¢ w nastepujacy sposéb: mamy
dany n-wierzchotkowy graf nieskierowany G, w ktérym kazdy z wierzchotkow
utozsamiamy z pewnym, zadanym punktem na plaszczyznie. Stopien kazdego
wierzchotka (czyli liczba krawedzi z nim incydentnych) to 2 lub 4. Naszym
zadaniem jest znalezé taki cykl Eulera w G (tj. cykl, ktéry przechodzi kazda
krawedzia dokladnie raz), ktérego koszt jest minimalny. Kosztem cyklu
nazywamy sume katow pomiedzy kazda para kolejnych krawedzi cyklu,

przy czym interesuja nas najmniejsze katy pomiedzy prostymi zawierajacymi
pary kolejnych krawedzi.

Najprostszym rozwigzaniem jest przejrzenie wszystkich mozliwosci potaczen

par krawedzi w kazdym wierzchotku stopnia 4. Dla kazdego uktadu potaczen
sprawdzamy, czy tworzy on cykl Eulera, a jesli tak, to obliczamy jego koszt.

Niestety, takie rozwiazanie ma zlozonos$é czasowa O(3"n).

Tak od razu nie wida¢ metody na szybkie znalezienie najtanszego cyklu
Eulera, podejdzmy zatem do problemu od innej strony. Mozemy, na przyktad,
sprobowaé stworzy¢ jakikolwiek cykl Fulera, a pdzniej stopniowo zmniejszaé
jego sumaryczny koszt. Autor tego kacika nie ma jednak pomystu na szybkie
rozwiazanie problemu tym sposobem.

Podejscie odwrotne daje natomiast rezultaty. Sprébujmy utworzy¢ ze wszystkich
krawedzi grafu G mozliwie najtanszy zbior cykli, a p6ézniej najmniejszym
kosztem pozmieniaé¢ polaczenia w poszczegdlnych wierzchotkach tak, by powstat
cykl Eulera. Na poczatku w kazdym wierzchotku stopnia 4 taczymy krawedzie

w pary tak, aby suma kosztéw byla jak najmniejsza. W ten sposéb otrzymujemy
zbidr cykli C o minimalnym mozliwym koszcie. Zauwazmy teraz, ze jesli dwa
cykle A i B z tego zbioru przechodza przez ten sam wierzcholek v, to — poprzez
dowolna zamiane potaczen w wierzchotku v na inne — taczymy te dwa cykle

w jeden. Oznaczmy minimalny koszt takiej zmiany w wierzcholku v przez z,.
Jesli zas zmienimy polaczenia w wierzchotku, ktory nalezy do jednego cyklu
(przy czym cykl przechodzi przez niego dwukrotnie), to albo nic si¢ nie zmieni,
albo podzielimy tenze cykl na dwa.

Stworzmy teraz nowy multigraf H, w ktérym wierzchotkami sa cykle ze

zbioru C, a krawedziami wierzcholki stopnia 4 z G — przez kazdy taki
wierzcholek przechodza wszakze dokladnie dwa cykle (niekoniecznie rézne).
Kosztem krawedzi odpowiadajacej wierzchotkowi v z G niech bedzie z,.
Szukamy najtanszego sposobu polaczenia wszystkich cykli w jeden, ale

w multigrafie H odpowiada to szukaniu zbioru krawedzi o minimalnym koszcie
taczacego wszystkie wierzchotki. Jest to zatem problem wyznaczenia najtanszego
drzewa rozpinajacego w H. Zauwazmy, ze gdyby krawedzie H mogly mie¢
ujemne koszty, to takie rozwigzanie nie dziatatoby, gdyz, by¢ moze, optacaloby
sie wybraé, poza drzewem rozpinajacym, jeszcze troche krawedzi z H, ktore
zmniejszytyby koszt. U nas jednak z, > 0 dla kazdego wierzchotka v z G.

Zmanych jest kilka efektywnych algorytméw znajdujacych minimalne drzewo
rozpinajace, np. algorytmy Kruskala i Prima, dzialajace dla grafu H = (V, E)

w czasie O(|E|log|V|). Cale rozwiazanie zadania wymaga zbudowania grafu H
(koszt liniowy), a nastepnie znalezienia minimalnego drzewa rozpinajacego w H,
co mozemy wykonaé w czasie O(nlogn).

Takie rozwiazanie w zaden sposob nie korzysta ze specyfiki danych wej$ciowych,
w szczegdlnosci z geometrycznych wlasnosci grafu oraz sposobu obliczania
kosztow. Autor nie zna rozwiazania, ktére w istotny sposéb korzystaloby z tych
informacji, zacheca wigc Czytelnika do proby znalezienia takowego.

Tomasz KULCZYNSKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wibrujacy zapach deuteru

Rozpoznawanie zapachow nie jest najsilniejsza strong
czlowieka. Wigkszoé¢ kregowcéw radzi sobie z tym
znacznie lepiej niz my. Réwniez owady wydaja sie
lepiej wyposazone przez nature. Owadzi wech okazuje
sie jednak nie tyle lepszy, co bardziej selektywny.

Np. muszka owocowa (Drosophila melanogaster),
ulubienica genetykéw, a jednoczesnie zmora winiarzy,
bezblednie wyczuwa przejrzale owoce, a ma tylko 62
receptory zapachowe.

Okazuje sie, ze nadal nie ma pewnosci, w jaki sposéb
zapachy sa wykrywane. Dominuje teoria ograniczajaca
zdolnosci olfaktoryczne do rozpoznawania ksztattu
czasteczek zapachowych (ich fragmentéw — grup
funkeyjnych) przez odpowiadajace im receptory na
zasadzie klucza i matrycy. Konkurencyjny poglad
odwoluje sie dodatkowo do rozpoznawania czestosci
drgan takich fragmentéw.

Do niedawna brakowatlo jednak jednoznacznego
dowodu na realnos¢ tego drugiego mechanizmu.

Praca [1] zostala zaprojektowana tak, aby takiego
dowodu dostarczy¢. Zasadniczy pomyst polegal na
poréwnaniu reakcji muszki owocowej na acetofenon
(keton fenylowo-metylowy C¢HsCOCH3), pachnacy
jak zasuszone réze, oraz na acetofenon w réznym
stopniu deuteryzowany, czyli z n atomami wodoru
zastapionymi przez te sama liczbe atoméw deuteru.
Taki d,,-acetofenon ma identyczny ksztalt co zwyktly
acetofenon, bo elektrony (wiazania chemiczne)

Hhie czuja” dwa razy masywniejszego jadra deuteru.
Dla receptora ksztaltu ta odmiana acetofenonu powinna
by¢ nieodréznialna od zwyklej czasteczki. Natomiast
dla receptora wibracji roznica powinna by¢ zasadnicza,
bo wiazanie C-H ma inna czegsto$¢ rezonansowa niz
wiazanie C-D (wiazanie-sprezynka utrzymuje dwa razy
wigksza mase).

Okazalo sie, ze silnie wabigcy charakter acetofenonu
znika dla ds-acetofenonu, dla ds-acetofenonu staje
sie odstreczajacy, a dla dg-acetofenonu odstreczajace
dzialanie jeszcze sie nasila.

Nastepnie poréwnano wabiaco-odstreczajaca site
dwdéch innych czasteczek zapachowych: oktanolu
(oktan-1-ol: CH3(CHs)7OH; stodko pachnacy alkohol)
i benzaldehydu (benzenokarboaldehyd: CgHs;CHO;

o zapachu migdaléw), szukajac takiej roznicy
koncentracji zwyktych i deuteryzowanych czasteczek,
zeby przy jednoczesnej stymulacji z przeciwnych stron
uzyska¢ efekt neutralny.

Po ustaleniu takich koncentracji dla wszystkich

trzech par (acetofenon — dg-acetofenon; oktanol —
dj7-oktanol; benzaldehyd — ds-benzaldehyd) rozpoczeto
tresowanie muszek za pomoca elektrowstrzaséow
aplikowanych przy obecnoéci jednego z szesciu
zwiazkow. Utrwalona awersje testowano za pomoca
ustalonej wezedniej stymulacji réwnowagowej. Muszki,
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zgodnie z oczekiwaniami, bardzo dobrze uczyly si¢
unikania zapachu kojarzonego z bolesnymi przejsciami.

Dla tak wytresowanych muszek sprawdzano, czy sa one
w stanie odréznié¢ inna deuteryzowana czasteczke od
zwyczajnej. Okazalo sie, ze w kazdym przypadku nabyta
awersja do zapachu wigzania C-H lub C-D ujawniala si¢
zgodnie z oczekiwaniami.

Réznica miedzy deuteryzowanymi i normalnymi
czasteczkami polega na przesunieciu maksimum
czestosci rezonansowej wibracji z liczby falowej okoto
3000 cm ! na okoto 2150 cm ™! (taki sposéb zapisu
jest typowy dla spektroskopii podczerwonej, ktora jest
uzywana do identyfikacji). Jezeli muszki rzeczywiscie
rozpoznaja te zmiane, to powinny odpowiednio
reagowac na zupelnie inne czasteczki wykazujace
podobne maksima spektroskopowe.

Aby sprawdzi¢ zwiazek zdolnosci muszek z wrazliwoscia
na czesto$¢ wibracji wiazania, uzyto pary czasteczek,
ktore, przynajmniej dla cztowieka, pachna podobnie, ale
maja inne grupy funkcyjne. Wybrano pare: cytronelal
(3,7-dimetylookt-6-en-1-al: C1oH;50, aldehyd) oraz
odpowiadajacy mu nitryl (3,7-dimetylookt-6-en-1-nitryl:
C10H1sN), rézniacy sie wystepowaniem potrdjnego
wigzania reszty weglowodorowej z azotem zamiast
podwdjnego z tlenem. Oba zwiazki maja zapach

trawy cytrynowej (palczatka cytrynowa, Cymbopogon
citratus). Nitryl ma stabe maksimum okoto 2150 cm ™1,

a aldehyd nie. Dzigki temu muszki nauczone

unikania dj7-oktanolu (nitrylu) uciekaja od nitrylu
(dy7-oktanolu), podczas gdy tresowanie w obecnosci
oktanolu (lub aldehydu) nie przenosi sie na odréznianie
aldehydu od nitrylu (lub, odpowiednio, deuteryzowanego
od normalnego oktanolu).

W ten sposéb praca [1] dowodzi istnienia jakiego$
rodzaju spektroskopu wibracyjnego dziatajacego jako
receptor zapachu, przynajmniej u muszki owocowej.
Jeden z autoréw zasugerowal juz 15 lat temu, ze receptor
taki moze wykorzystywaé zjawisko nieelastycznego
tunelowania elektronéw, czyli pokonywania bariery
potencjaléw dzieki absorpcji fononéw (na takiej zasadzie
dzialaja spektrometry IETS).

W takim razie, czy bylibySmy w stanie odrézniaé izotopy
po zapachu? Albo wytresowaé¢ do tego psy? Niestety,
raczej nie. Nawet jezeli udatoby sie odrézni¢ zwykle czastki
od deuteryzowanych, to i tak im bardziej masywne atomy,
tym mniejsza réznica masy miedzy ich izotopami.

Natomiast deuteryzowane srodki czystosci pewnie kiedys
si¢ pojawia. Przeciez wyraznie stycha¢ ich wigksza
skutecznosé.

Piotr ZALEWSKI

[1] M.I. Franco, L. Turin, A. Mershin, E.M.C. Skoulakis, Molecular
vibration-sensing component in Drosophila melanogaster
olfaction, www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas. 1012293108



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

' W zawodach II stopnia LXII Olimpiady Matematycznej wzieto udziat
599 uczniéw z calej Polski. Sposréd nich do finatu zakwalifikowano

139 oséb. Oto jeden z probleméw, z ktérymi przyszlo im si¢ zmierzyc:
Zadanie 4. Punkty A, B,C, D, E. F lezq w tej kolejnosci na polokregu
o Srodku O, przy czym AD = BE = CF. Cieciwa BE przecina cieciwy
AD i C'F odpowiednio w punktach G i H. Wykazac, ze

JSAOC =2<GOH.

/MY

Jedng z metod uzywanych do dowodu tej réwnosci bylo obrécenie
ukladu punktéow A, B, C'i D o kat < AOC wokét srodka O i stad
wnioskowanie o katach. Przedstawimy jedno z najladniejszych rozwigzan
tego typu. Opiera sie ono na pracy ucznia Krzysztofa Kleinera z V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Rozwigzanie. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze promien danego
okregu wynosi 1. Bedziemy uzywaé tukowych miar katéw, tzn. < XOY
ma miare réwng diugosci tuku XOY'. Poniewaz AD = BE = CF, wigc
JAOD = «BOE = <COF. W takim razie

<AOB = 4 AOD — <BOD = <BOE — <«BOD = «DOE.

Analogicznie
JAOC =< DOF 1 <«<BOC =<EOF

Oznaczmy, jak na rysunku, <AOB = {DOFE = « oraz
<BOC = < EOF = (. Mamy wtedy

JIAOC = < DOF =a+ 5.

Obréémy plaszezyzne o kat ¢ = a + 8 wokol punktu O
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara i oznaczmy obraz
dowolnego punktu X przez X'. W szczeg6lnosci mamy
A'=C 1D’ = F. Punkt E’ lezy na okregu, cho¢ —

by¢ moze — poza danym pélokregiem. Mamy wtedy
nastepujace réwnosci katow:

LCOB' = <AOB' =4DOE=<4<D'OE'=<FOFE' = a.

Oznaczmy przez lxy prosta zawierajaca punkty X i Y. Poniewaz
Gelapnlag, WIQC G €lyp Nlg g =lor Nip . Zauwazmy

teraz, ze oSmiokat OE’FEDB'CBO jest przystajacy do figury
OABCB'DEFO. Istnieje zatem izometria plaszczyzny przeksztalcajaca
punkty O, E', F, E, D, B’, C i B odpowiednio na punkty

O, A, B,C, B, D, EiF.Zatem obrazem prostej lp g jest prosta lap,
prostej lpras = lpc — prosta lpg, a prostej lpg — prosta lpc.

W takim razie: punkt G’ € lp'g Nlp ar = g Nlpe przechodzi na
Gelpanlgg=lcrNligs, a punkt H elyp Nige =lorp Nigp na siebie.
Stad wynika réwnos¢ <G'OH = <GOH, a z niej:

<AOC = <GOG" =24 GOH,
czego chcieliémy dowiesé.
Uwaga. Izometria, o ktérej mowa w rozwigzaniu, to symetria wzgledem
prostej OH, bo jest to ztozenie obrotu o kat «, przeciwnie do ruchu

wskazowek zegara, wokél punktu O, z symetria osiowg wzgledem
prostej OH i jeszcze raz z tym samym obrotem.

Andrzej FRYSZKOWSKI
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
607 (WT = 2,59) i 608 (WT = 1,07)
z numeru 10/2010

deltami.edu.pl

Barttomiej Dyda Wroctaw 41,03
Jerzy Cislo Wroctaw 40,66
Michatl Kieza Warszawa 38,62

Zadania z matematyki nr 623, 624
Redaguje Marcin E. KUCZMA

623. Czy mozna umieécié w polach szachownicy n x n liczby 1,...,n2 tak, by

w kazdym wierszu suma liczb byta catkowita potega dwojki?

624. Niech k bedzie liczbg naturalna wigksza od 1. Dla jakich dodatnich
liczb rzeczywistych b mozna znalezé funkcje f, ciagla na przedziale (0;b),

rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu oraz spelniajaca warunki: f(0) =1,
f'(z) > f(z)* dlaz € (0;b)?

Zadanie 624 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra zgtosit
pan Pawet Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2011

Przypominamy tresé zadan:

615. Kazdemu podzbiorowi B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera
zadnej pary liczb kolejnych, przyporzadkowujemy liczbe p(B), bedaca

iloczynem liczb w zbiorze B (dla zbioru pustego przyjmujemy p(0) = 1).

Obliczy¢ sume kwadratéw wszystkich uzyskanych liczb p(B).

616. Udowodnié¢ nieréwnosé dla liczb dodatnich x, vy, z:
W+2)° , G+2)*  (@+y)° .
2 + yz Y2 + zx -

22 +xy

615. Oznaczmy szukana wartos$¢ przez b,. Wezmy pod
uwage wszystkie te podzbiory B zbioru {1,...,n},
ktére nie zawieraja zadnej pary liczb kolejnych i do
ktérych nie nalezy liczba n. Sa to wiec podzbiory zbioru
{1,...,n — 1}; suma kwadratéw uzyskanych dla nich
liczb p(B) wynosi by,—1.

Z kolei zbiory B (bez pary liczb kolejnych), do
ktérych liczba n nalezy, traktujemy jak podzbiory
zbioru {1,...,n — 2}, z dolaczonym elementem n;
suma kwadratéw uzyskanych dla nich liczb p(B)
wynosi n2b,_s.

Dostajemy wzér rekurencyjny b, = b,—1 + n2bn_a,
ktéry z wartosciami poczatkowymi by = 1, by = 2
prowadzi przez latwa indukcje do wyniku w jawnej
postaci: b, = (n+ 1)\

616. Po pomnozeniu przez wspolny mianownik
dostajemy do dowodu nieréwnosé L > P, gdzie

L=(y+ 2%+ 22)(2* + zy) +
+ (24 2)° (2% + 2y) (@® + y2) +
+ (2 +y)* (2 +y2)(y* + 2x),
P =6(2? +y2)(y* + 22)(z* + zy).
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Teza wynika natychmiast z tozsamosci
L= P =ya(y? — 22 + z0(z — 2%)? + ay(a® — y?)? +

+(y—2)(z = 2)*(z — )%,
ktora nietrudno sprawdzi¢, otwierajac nawiasy
i wykonujac wskazane dzialania.

To juz cale rozwigzanie — ta zmyslna tozsamosé zaiste
trywializuje problem, a jej sprawdzenie jest czynno$cia
czysto mechaniczng (Mathematica robi to w utamku
sekundy; recznie sprawdzamy ja w pare minut). Ale jak
na nia wpasé?!

Na przyktad tak: dla = z réznica L — P przyjmuje wartosé
2yz(y® — 2%)?; analogicznie dla x = y i dla y = 2. Zatem
przyjmujac

F(z,y,2) = yz(y* — 2°)" + 22(2" = 2%)* + ay(a® —y*)?,
widzimy, ze wielomian (L — P) — F ma warto$¢ zero, gdy
dowolne dwie zmienne sa roéwne. Jest wiec podzielny przez
wielomian

G(z,y,2) = (y — 2)(z — z)(z — y).

Skoro zas L, P, F' sa wielomianami symetrycznymi, natomiast
G jest wielomianem antysymetrycznym (zmienia znak

przy transpozycji zmiennych), wynika stad, ze iloraz

(L — P — F)/G tez jest antysymetryczny — ma wiec warto$é
zero, gdy dwie zmienne sg réwne, i w konsekwencji dzieli sie
znéw przez G. To znaczy, ze wielomian L — P — F' dzieli sie
przez G2. Sa to wielomiany jednorodne széstego stopnia, ich
iloraz musi by¢ stata.

Whiosek: L — P — F = ¢G?. Warto$¢ statej ¢ znajdujemy,
podstawiajac w miejsce x,y, z dowolne trzy rézne liczby;
wychodzi ¢ = 1. Tak wiec L — P = F 4+ G?. Jest to wlasnie
Hta zmyslna” tozsamosé.
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Termin nadsylania rozwigzan:
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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
508 (WT = 1,00) i 509 (WT = 1,83)
z numeru 12/2010

Jerzy Witkowski Radlin 37,45
Tomasz Rudny Poznan 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,04
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,78
Andrzej Idzik Bolestawiec 29,30

Zadania z fizyki nr 520, 521
Redagugje Jerzy B. BROJAN

520. Dwa ciezarki o jednakowych masach sa potaczone dluga nicig przetozona
przez niewazki krazek o promieniu r, ktéry moze si¢ swobodnie obracaé¢ wokot
osi odleglej o h od $rodka krazka (rys. 1). Ni¢ nie §lizga sie po krazku. Obliczy¢
okres malych drgan ukladu wokoét polozenia réwnowagi.

521. W prostoliniowym przewodniku plynie prad o natezeniu I, a w ramce
lezacej w plaszczyznie prostopadiej do tego przewodnika — prad o natezeniu Is.
Ramka sktada sie z dwoch odcinkéw radialnych o kacie rozwarcia a oraz tukéw
okregéw odleglych od przewodnika prostoliniowego o r i R (rys. 2). Wzgledna
przenikalno$¢ magnetyczna osrodka jest réwna 1. Znalezé site i moment sity
oddzialywania ramki na przewodnik prostoliniowy.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2011

Przypominamy tresé zadan:

512. Dwéch studentéow przechadzalo si¢ nad brzegiem stawu. W metnej wodzie podskakiwata szyjka
butelki wrzuconej przez jakiegos wandala.

— Zaloze si¢ o dyche, ze potrafi¢ obliczy¢ $rednig glebokos¢ zanurzenia tej butelki — powiedziat Fizyk.
— Sciemniasz, przeciez nic nie widaé¢ w tej zupie! — zaoponowal Humanista. — Przyjmuje zaktad!

Fizyk ustawil funkcje stopera na swoim zegarku i zmierzyt czas 10 okreséw drgan butelki — wyszlo
mu 7,8 sekundy. Przestawil zegarek na kalkulator i po paru obliczeniach zawolal:

Pietnascie centymetréw, sprawdzamy i jestes do tytu o dyche!
Ktoéry student wygral zaktad?
513. W cylindrze zamknigtym tlokiem znajduje si¢ powietrze, w ktérym unosi si¢ barka mydlana

(rys. 3). Przesunieto tlok, sprezajac powietrze. Jesli przeplywy ciepla mozna pominaé (przemiana
adiabatyczna), to mocniej ogrzalo si¢ powietrze wewnatrz banki, czy na zewnatrz niej, czy jednakowo?

512. Zalézmy, ze przynajmniej dolna cze$¢ butelki ma ksztalt walcowy, a szukana
gleboko$¢ zanurzenia oznaczmy przez h. W potozeniu réwnowagi masa butelki m
réwna jest masie wypartej wody Shp, gdzie S — pole przekroju poprzecznego butelki,

p — gestos¢ wody. Jesli zanurzenie zwigkszy sie o x, to sita wyporu wzroénie o Spgz,
zatem mamy do czynienia z ruchem harmonicznym o okresie T' = 27+/m/k, gdzie k

— stala proporcjonalnosci sity do wychylenia, tzn. k = Spg. Po przeksztalceniach mozna
wyznaczyé h = g(T/2m)?, ta droga Fizyk otrzymat wynik h = 15 cm.

Podane wyprowadzenie wzoru pomija jednak fakt, ze razem z butelka drga takze
pewna ilo$¢é wody otaczajacej butelke, ktorej mase (tzw. masa zwiazana) nalezy
dodaé do m we wzorze na T. W efekcie wyliczona wartos¢ h bedzie zawyzona —

w przeprowadzonym doswiadczeniu autor otrzymal zanurzenie o okolo 25% mniejsze,
co w opisanej sytuacji odpowiadatoby wartosci 11 cm. A jednak wygral Humanista. . .

513. Cisnienie wewnatrz banki p,, jest réwne sumie cisnienia zewnetrznego p.
i ci$nienia samej btonki p,. Cisnienie btonki jest odwrotnie proporcjonalne do jej
promienia, czyli do pierwiastka trzeciego stopnia z objetosci powietrza wewnatrz
banki V,,. Dla malych przyrostow mamy wiec

Apy, 1 AV,

Pbv o 3 Vw ’
Réwnanie przemiany adiabatycznej gazu w zmiennych V-T w wersji rézniczkowej
ma postac

AT, AVy
2w )2
T =15
gdzie v = ¢p/cy. Stad
Aps 1 AT,

p 3(y—1) Tu

Zapiszmy jeszcze przemiane adiabatyczna wewnatrz i zewnatrz banki w zmiennych p-T':
Apy ATy, Ap. AT,
—1)— =7y—— —1)—= =~——.
(v )pw T (v )pz T

Jesli poczatkowo temperatury byty jednakowe, to podstawiajac zmiany ci$nienia do
wzoru Ap,, = Ap. + Apy, dochodzimy do wyniku

1

(va - gpb)ATw =Y(pw + pp) ATz,

z ktorego widaé, ze wewnatrz banki wzrost temperatury byt wiekszy.
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Patrz w niebo: Najciezsza gwiazda neutronowa

Wieczorami, nisko na poludniowym niebie zauwazymy gwiazdozbiér Skorpiona

z charakterystycznym czerwonawym Antaresem, najjasniejsza gwiazda tej
konstelacji (i szesnasta pod wzgledem jasnosci na niebie). W tym samym
gwiazdozbiorze, w odlegtosci okoto 4000 lat swietlnych od Ziemi znajduje sie
takze, niestety niewidoczny golym okiem, uktad podwdjny bialego karta i bardzo
wyjatkowego pulsara, oznaczonego numerem PSR J1614-2230.

Pulsary radiowe sa obserwacyjnym przejawem istnienia niezwykle gestych ($rednia
gestoéé wieksza od gestosci jadrowej, 10'7 kg/m?), zdolnych szybko rotowad
(obecny rekord to 716 Hz), silnie magnetycznych (10*-10'* T), a jednoczesnie
niewielkich (poréwnywalnych z rozmiarem miasta) obiektéw o masach rzedu
masy Stonica (zwykle okolo 1,4 M), zwanych gwiazdami neutronowymi.

Stosunkowo niewielkie pole magnetyczne pulsara J1614-2230, 2 - 10* T, oraz
duza czestos$¢ rotacji, 317 Hz, $wiadcza o jego przynaleznoéci do grupy pulsarow
milisekundowych, ktérych pole magnetyczne zmalato z poczatkowych 108 T

w trakcie akrecyjnego ,rozkrecania” przez materie spadajaca z dysku w uktadzie
podwdjnym. Szczedliwym zbiegiem okolicznosci os orbity ukladu i kierunek

»,do obserwatora” tworza kat niemal dokladnie rowny 90°, co w momentach
za¢mien umozliwia detekcje relatywistycznego opdznienia pulsu przechodzacego
w okolicy zakrzywiajacego przestrzen towarzysza (efekt Shapiro). Wykorzystanie
ogdblnej teorii wzglednosci pozwolito na precyzyjny pomiar masy pulsara:

1,97 £ 0,04 M.

Wyjatkowo dokladny pomiar masy znaczaco wigkszej od przecietnej wartosci

1,4 M to niematy klopot, ale i zrodto ekscytacji astrofizykéw — przewidywania
teoretyczne i wyniki eksperymentow naziemnych sugeruja istnienie egzotycznych
czastek (hiperonéw, swobodnych kwarkéw) we wnetrzach gwiazd neutronowych,

uwzglednienie oddzialywan tych czastek w ,przepisie na materie” prowadzi
natomiast do drastycznego obnizenia dopuszczalnej masy gwiazd. Jedynie
wzwykle” modele materii ztozonej z neutrondéw, protondéw i elektronow,

w ktorych nie ma miejsca na zadna egzotyke, nie sg sprzeczne z istnieniem

PSR J1614-2230. Mimo ze obecnie nadal nie wiemy, z czego skladaja sie gwiazdy
neutronowe, obserwacja PSR J1614-2230 stanowi dlugo oczekiwany przetom

w astrofizycznych badaniach bardzo gestej materii.

Czerwiec

Krétkie, letnie noce, cho¢ ciepte, nie sprzyjaja
obserwacjom. Plytko schowane pod horyzontem

Stonice to brak zmierzchu astronomicznego i, niestety,
brak czarnego nieba. Jesli chodzi o widoczno$é

planet, to czerwiec tez nas nie bedzie rozpieszczal.

Co prawda, Saturna tatwo bedzie dostrzec na
potudniowo-zachodnim niebie w gwiazdozbiorze Panny,
Uran za$ widoczny bedzie tylko nad ranem, bardzo
nisko nad poludniowym horyzontem w gwiazdozbiorze
Ryb, na granicy widocznosci nieuzbrojonym okiem
(+5,9 mag). Bardzo jasnego (—2,2 mag) Jowisza,
znajdujacego si¢ w gwiazdozbiorze Barana, trudno
jednak bedzie dostrzec w drugiej polowie nocy, bowiem
bedzie mial wysoko$¢ jeszcze mniejszg niz Uran.
Obserwacje pozostalych planet nie beda raczej mozliwe,
bo pojawia sie one nad horyzontem na krétko przed
wschodem Stonca. Wyjatkowo okazala bedzie za to
Droga Mleczna, widoczna w potudniowo-wschodniej
czedcei niebosktonu. Obserwatorzy o bystrym wzroku
lub uzbrojeni w lornetke czy niewielki teleskop moga
pokusié sie o obserwacje spektakularnej gromady
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kulistej (M13) w Herkulesie, o jasnosci +5 mag.

W drugiej potowie nocy warto tez zwréci¢ uwage

na Wielkag Mglawice w Andromedzie (M31), ale ze
wzgledu na jej niewielka jasno$¢ powierzchniowa

warto mie¢ lornetke. Jak to latem, pigkny Trojkat
Letni, z Denebem, Wega i Altairem w wierzchotkach,
pojawia sie niemal w zenicie w poludniowej czesci
nieba. Now Ksiezyca przypada 1 czerwca, a pelnia 15.
Niewatpliwa atrakcja miesiaca bedzie catkowite
zaCmienie Ksiezyca, 15 czerwca, z faza maksymalng

o godzinie 22:12. W Polsce nie bedzie mozna obejrzeé
poczatku zjawiska — Ksiezyc po wschodzie widoczny
bedzie nisko nad potudniowo-wschodnim horyzontem.
21 czerwca o godzinie 19:16 Stonce znajdzie si¢ w znaku
Blizniat, a wiec rozpocznie sie astronomiczne lato. Noc
21/22 bedzie najkrétsza w roku, a dzien 22 czerwca
potrwa ponad 16 godzin. Niestety, potem dni beda juz
coraz krotsze. 27 czerwca przypadnie maksimum roju
Bootydéw. A zatem czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA



Nawias kwadratowy oznacza pole figury.
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Warto dobrze ustawié  Joanna JASZUNSKA

W niektérych zadaniach geometrycznych (i nie tylko) warto dobrze co$ ustawic,
aby latwiej rozwiazaé problem. Ponizej podaje szereg tego rodzaju przyktadow.
Wiekszo$¢ z nich mozna rozwiazaé ,zwyczajnie”, ale jest to droga czesto
bardziej pracochtonna, a nawet zmudna. Odpowiednie, czasem nietypowe
ustawienie danej figury lub bryly pozwala znalezé rozwiazanie krétsze i bardziej
pomystowe. Oceng, czy takze ladniejsze, pozostawiam Czytelnikowi.

1. Oblicz wysokosé h z wierzchotka C' na podstawe AB w tréjkacie ABC, majac
dane AB=BC =51 AC = 6.

2. Ramiona AC' i BC tréjkata rownoramiennego ABC maja dlugosé 1. Dla
jakiej podstawy AB pole tego trdjkata jest maksymalne?

3. Oblicz pole tréjkata o bokach dtugosci v/5, v/13 i v/26.

4. W pigciokacie wypuktym ABCDFE katy przy wierzchotkach C' i E sg proste.

Oblicz [ABCDE], jedli AB=CD = DE =1oraz BC =z, AE=1-2zdla
0<z <l

5. Dany jest ostrostup tréjkatny ABC'S. Krawedzie podstawy maja dlugosci
AB = 3V2, BC = CA = 5. Krawedzie boczne maja dtugosci AS = BS = 3,
C'S = 4. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

6. Oblicz odleglos¢ pomiedzy $rodkami przeciwlegltych krawedzi czworos$cianu
foremnego o krawedzi 1.

Rozwigzania

R1. Ustawmy trojkat tak, by AC bylo podstawa, i niech D bedzie spodkiem
wysokosci z wierzchotka B (rys. 1). Wtedy AD = DC = 3 oraz BD = 4, zatem
[ABC] = 1 -6 -4 = 12. Poniewaz jednoczeénie [ABC] = -5 h, to h =24/5. O

R2. Ustawmy tréjkat tak, by BC byto podstawa. Wtedy wierzchotek A lezy

na okregu o $rodku C' i promieniu 1 (rys. 2). Pole tréjkata jest maksymalne, gdy
wysokosé z A jest maksymalna (bo podstawa BC' ma ustalona dlugosé 1), czyli gdy
wysoko$é ta jest réwna 1. Zachodzi to dla ¥ BCA = 90°, czyli dla AB = /2. O

R3. Rozwazmy prostokat ABC'D o bokach AB =5 i BC = 2. Niech punkt M
bedzie srodkiem boku DA, a punkt K niech nalezy do boku AB, przy czym
AK =2, KB = 3 (rys. 3). Wtedy z twierdzenia Pitagorasa MK = /5,

KC =+/13, CM = v/26. Nalezy obliczy¢ pole tréjkata MK C. Jest ono réwne
[ABCD] — [AKM] — [BCK] - [CDM]=10—-1-3-3=1.0

R4. Ustawmy tréjkat BC'D obok tréjkata DEA, jak na rysunku 4 (B’ oznacza
odpowiednik wierzcholka B). Wtedy w tréjkacie ADB’ podstawa AB’ ma
dlugosé 1 — x + = = 1, wysoko$é DE jest réwna 1, wiec pole jest réwne 1/2.

Pozostala czescia pieciokata jest trojkat ADB. Przystaje on do tréjkata
ADB’, poniewaz AB =1= AB’, DB = DB’ oraz bok AD jest wspdlny. Stad
[ADB] = [ADB'] = 1/2, wiec pole pieciokata réwne jest 1. O

R5. Sciana ASC jest tréjkatem o bokach dlugosci 3,4, 5, ma zatem kat prosty przy
wierzchotku S (rys. 5). Analogicznie < BSC = 90°. Sciana ASB ma boki dlugosci
3,3,3V/2, czyli jest potéwka kwadratu o boku 3, wiec tez ma kat prosty przy S.

Ustawmy dany ostrostup inaczej: niech ASB bedzie podstawa. Wobec

powyzszych obserwacji C'S jest wtedy wysokoscia i [ASB] = 9/2. Stad objetosé
1.9 .4 —

ostrostupa to 5 - 5-4=6.0

R6. Ustawmy czworo$cian na krawedzi i rozwazmy szescian, ktorego czterema

wierzcholkami sa wierzcholki tego czworoscianu (rys. 6). Kazda z krawedzi

czworo$cianu jest przekatna pewnej Sciany szescianu, zatem krawedz szeScianu

ma dlugosé % Srodki przeciwleglych krawedzi czworoécianu sa srodkami

przeciwleglych $cian sze$cianu, wiec ich odlegloéé réwna jest dlugosci

krawedzi szescianu. O
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