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Nastepnie nalezy kazdej z liter przyporzadkowaé cyfre, tak aby otrzymane liczby
utworzyly poprawne dzialanie.
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Kto chce, moze wszedzie dalej
plaszczyzne zamieni¢ na przestrzen,
a wtedy kotla trzeba bedzie zamienié
na kule.

Ubocznym wynikiem rozwigzania tego
problemu bedzie mozliwo$é udzielenia

odpowiedzi (w postaci liczby) na pytanie,
jak bardzo rézni sie np. koto od kwadratu

lub tréjkata.
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Uktady iterowanych przeksztalcen
Przemystaw KICIAK™

Kto cos styszal o fraktalach, zwykle potrafi wymieni¢ dwie ich cechy
charakterystyczne: figury te maja skomplikowany ksztalt (bardziej wtajemniczeni
moéwia o ulamkowym wymiarze; kto chce by¢ bardziej wtajemniczony, przeczyta
artykul Krzysztofa Baranskiego na stronie 4) i wykazuja samopodobiefistwo
(bardziej wtajemniczeni umieja powiedzie¢, jakiego rodzaju: geometryczne,
afiniczne, rzutowe, a moze stochastyczne). Méwiac ogdlnie, cechy te ma réwniez
wiele obiektow spotykanych w Swiecie, a to otwiera szerokie pole do zastosowan
fraktali w grafice komputerowej. Jej celem jest przeciez nasladowanie rzeczywistosci.

Zajmiemy sie najprostsza metoda konstruowania i obrazowania fraktali, za
pomoca ukladdw iterowanych przeksztalcen (ang. iterated function systems,

w skrécie IFS). U podstaw tej metody lezy kilka twierdzen. Choé¢ twierdzenia
te sa niebanalne, ich dowody sg niezbyt trudne, a komputerowe algorytmy
generowania fraktali za pomoca IFS-O6w sa jeszcze prostsze.

Zacznijmy od ustalenia, co uwazamy za fraktal. Przyjmiemy, ze jest nim dowolny
niepusty, domkniety i ograniczony zbiér punktéow plaszczyzny euklidesowej F.
Zwr6émy uwage, ze w ten sposob za fraktale uznaliSmy takze bardzo ,porzadne”
figury, takie jak wielokaty, ktorych wymiar nie jest utamkiem. Odrzucenie

takich figur (przez kogo$, komu zalezy tylko na ,prawdziwych” fraktalach)
bardzo (i niepotrzebnie) skomplikowaloby teorie, a poza tym w grafice zwykle
wielokaty tez sie przydadza, prawda?

Niech f oznacza ciagle przeksztalcenie plaszczyzny w siebie. Jedli zatem p
oznacza dowolny punkt plaszczyzny, to f(p) jest réwniez jej punktem. Od razu
zauwazamy, ze funkcja f wyznacza rowniez przeksztalcenie zbioru wszystkich
figur w plaszczyznie w ten sam zbidr; jesli A jest figura (tj. dowolnym zbiorem
punktéw plaszezyzny), to f(A) tez jest figura, ktora sklada sie z punktéw f(p)
dla wszystkich punktéw p € A. Zauwazmy tez, ze jesli figura A jest fraktalem
(zgodnie z przyjeta definicja), to figura f(A) réwniez nim jest.

Oznaczymy litera X zbior wszystkich fraktali na plaszczyznie i zajmiemy sie
problemem mierzenia odleglosci miedzy fraktalami. W tym celu okre$lmy
epsilonowe rozszerzenie figury. Niech A € X. Dla dowolnego € > 0 mozemy
kazdy punkt figury A nakryé kolem o promieniu e (biorac koto o srodku

w nakrywanym punkcie). Epsilonowe rozszerzenie figury A, ktére oznaczymy A.,
jest suma tych wszystkich kél. Dla € = 0 przyjmujemy A, = A.

Dla dowolnych dwdéch fraktali, A i B, istnieje takie nieujemne e, ze A C B, oraz
B C A.. Najmniejsze takie € przyjmiemy za odlegtosé figur A 1 B. W ten sposéb
w zbiorze X okresliliSmy metryke (tzw. metryke Hausdorffa), ktéra oznaczymy
symbolem px. Latwo jest zauwazyé, do czego sa tu potrzebne zalozenia, ze
fraktale sa niepuste i ograniczone. Zalozenie, iz sa one domkniete, jest potrzebne
m.in. po to, aby z réwnosci px (4, B) = 0 wynikalo, ze A = B, i aby$my mieli

w zbiorze X wszystkie zbiory jednopunktowe.

Mamy zatem dwie rézne przestrzenie metryczne: plaszczyzne F, w ktérej
odlegtodé (punktéw) mierzymy w zwykly sposéb (te metryke oznaczymy pg),
i przestrzen X z metryka px. Zauwazmy, ze dla dowolnych punktéw p,q € E
jest px ({p},{a}) = pr(p, q@). Mozemy wybraé¢ dowolne przeksztalcenia
ciagle f1,..., fn plaszczyzny E w siebie; przeksztalceniom tym odpowiadaja
przeksztalcenia fq,..., f, przestrzeni X w siebie. Uzyjemy ich do okreslenia
kolejnego przeksztalcenia f: X — X, przyjmujac, ze dla dowolnego

fraktala A jest

n
= U
i=

Moéwimy, ze przeksztalcenie g (dowolnej) przestrzeni metrycznej (z metryka p)
jest zwezajgce, jesli istnieje taka stata L < 1, ze dla dowolnych punktéw z,y tej
przestrzeni zachodzi p(g(x), g(y)) < Lp(x,y). Udowodnimy
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Rozwigzanie zadania M 1320.
Odpowiedz: 2010!

Oznaczmy poziome odcinki naszej planszy
kolejno przez I, I, ..., I>010.

Zauwazmy, ze $ciezka przecina kazdy

z tych odcinkéw doktadnie raz. Sciezka
moze przeciagé odcinek I1 na jeden
sposéb, Iz na 2 sposoby, Iz na 3 itd.,
wreszcie I5010 na 2010 sposobow.
Zatem $ciezek jest co najwyzej
1-2....-2010 = 2010! —
zobaczy¢, ze jest ich dokladnie tyle, gdyz
kazdy wybér jednego z k pododcinkéw
odcinka Iy, ktéry ma przeciaé Sciezka,
definiuje poprawna $ciezke.

nietrudno

MRS

Rozwigzanie zadania F 792.
Przykltadowe rozwiazanie

z przelacznikiem pigciopozycyjnym
przedstawiono na rysunku. Dla polozen
1-3 przyrzad mozna wykorzystac

jako woltomierz o zaciskach ,+”7 1V,

a dla polozen 4 i 5 jako amperomierz

o zaciskach ,+7 1 A.

Ry =33 kQ, Ry = 0,3 MQ, Rz =3 MQ,
R4 = 0,181 Q, Rs = 0,036 Q.

R3
Ry
3
+ A 2 R
1 1%

Twierdzenie Hutchinsona. Przeksztalcenie f: X — X jest zweZajgce,
jesli wszystkie przeksztalcenia f1, ..., fn: E — E, uiyte do zdefiniowania
przeksztalcenia f, sq zwezajgce.

Dowdd. Przypusémy, ze przeksztalcenia f1,..., f, sa zwezajace. Zatem

istnieje taka liczba L < 1, ze dla dowolnych punktéw p i g oraz dla
i=1,...,njest pp(fi(p), fi(q)) < Lpe(p,q). Niech A, B € X i niech

d = px (A4, B). Stad dla kazdego punktu p € A istnieje taki punkt q € B, ze
pE(p,q) < J (na przyklad, nalezacy do B érodek kota o promieniu §, w ktérym
lezy punkt p). Ale wtedy dla kazdego ¢ mamy pg(fi(p), fi(q)) < Ld, skad
wynika, ze figura f;(A) jest zawarta w epsilonowym rozszerzeniu f;(B),

dla e = Lé. Mozemy wiec napisaé

Ufz U fl(B))s:(f(B))s

i podobnie dowodzimy, ze f(B) C (f(A;): . Stad
px(f(A), f(B)) <& = L5 = Lpx (A, B),

—

co konczy dowod. O

Drugie z najwazniejszych twierdzen lezacych u podstaw ukladéw iterowanych
przeksztalcen to

Twierdzenie Banacha o punkcie stalym. W zupelnej przestrzeni metrycznej
dowolne przeksztalcenie zwezajgce ma jednoznacznie okreslony punkt staly.

Nie bedziemy dowodzili tu tego twierdzenia, podobnie jak faktu, ze zbiér X

z metryka px jest zupelna przestrzenia metryczna (choé nie sa to trudne
dowody). Punkt staly przeksztalcenia f, okreslonego zgodnie z opisem podanym
wyzej, jest fraktalem, tj. pewng figura niepusta, domknieta i ograniczona;
oznaczmy ja litera F'. 7 jakich punktow sktada sie ta figura? Przeksztalcenia f;
sa zwezajace, a zatem kazde z nich ma jeden punkt staly w ptaszczyznie E.
Punkty te, oczywiscie, naleza do figury F. Wezmy dowolne (skonczone)
zlozenie naszych przeksztalcen, f;, o...o f;;. Ono tez jest przeksztalceniem
zwezajacym plaszezyzny E i jego punkt stalty réwniez nalezy do F. Mozna
dowiesé, ze figura I jest domknieciem zbioru punktéw statych wszystkich
takich zlozen.

Poza ciagloscia, a potem wtasnoscia zwezania, nie naktadaliémy zadnych
warunkéw na przeksztalcenia f1, ..., f,. Najczesciej w praktyce IFS-y sa
budowane z przeksztalcen afinicznych. Kazde afiniczne przeksztalcenie
plaszczyzny moze by¢ reprezentowane za pomoca szesciu (czyli niewielu)
liczb i obliczenia z nim zwiazane zabieraja bardzo malo czasu. Ma miejsce
jeszcze jeden istotny fakt, ktorego Scisty dowdd jest, niestety, dosyé zmudny:
figura F' zalezy od liczb reprezentujacych przeksztalcenia fi,..., f,, w sposéb
ciagly. Bardzo mate zaburzenia tych liczb powoduja zatem niewielkie zmiany
otrzymanych obrazdéw.

Przejdzmy do praktyki: aby okredli¢ IFS, wybieramy na plaszczyznie jeden duzy
trojkat i n mniejszych; te mniejsze trojkaty przyjmujemy za obrazy trdjkata
duzego, co okresla poszczegdlne przeksztalcenia afiniczne.

Istnieje kilka metod tworzenia obrazu figury F'; wszystkie one polegaja na
iterowaniu przeksztatcen fi,..., f,, czyli stosowaniu ich do pewnej figury,

a potem do jej obrazéw w przeksztalceniach wykonanych wezesniej. Mozemy
zaczal od figury jednopunktowej. Najlepiej jest przyjaé, ze sktada sie ona

z punktu stalego dowolnego z przeksztalcen f; — punkt ten tatwo jest znalezé,
rozwigzujac uklad dwdch réwnan liniowych, a jesli zaczniemy od niego, to
wszystkie kolejno otrzymane punkty beda naleze¢ do figury F.

Metoda I. W kazdej iteracji rysujemy biezacy punkt p,, a nastepnie losujemy
liczbe iy, € {1,...,n} i obliczamy p,,, = fi, (p;). Metoda ta potrzebuje

bardzo malo pamieci. Jej wada jest koniecznosé starannego dobrania rozkladu
prawdopodobienstwa do losowania. Jesli rozklad jest dobrze dobrany, to zwykle
wystarczy wykona¢ od kilkunastu tysiecy do kilkuset tysiecy iteracji.
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Rozwigzanie zadania M 1319.
Oznaczmy przez X $rodek ciezkosci
tréjkata ABC, czyli punkt przeciecia
odcinkéw CN i BM.

C
I M
X
B N A

Zauwazmy, ze L jest §rodkiem okregu
opisanego na tréjkacie BCX. Zatem
LX = BL = % Poniewaz X jest srodkiem

ciezkos$ci, wigc AL = 3LX = 3

Metoda II. Uzyjemy kolejki, do ktérej wstawimy punkt p,. W kazdej

iteracji wyjmujemy punkt z kolejki, obliczamy jego obrazy we wszystkich
przeksztalceniach fi,..., f,, kazdy z nich wstawiamy do kolejki i rysujemy.
Potrzebna jest zatem kolejka mogaca pomiesci¢ prawie tyle punktéw, ile chcemy
wyznaczy¢ (zwykle co najmniej kilka tysiecy).

Metoda III. Podobnie jak w metodzie drugiej, uzyjemy kolejki; nowoscia jest
to, ze wezedniej ustalamy wielko$é (w pikselach) obrazu, ktéry cheemy uzyskaé.
Obliczenia prowadzimy w uktadzie wspélrzednych obrazu i po obliczeniu
kazdego punktu zaokraglamy jego wspétrzedne do liczb catkowitych. Do kolejki
wstawiamy tylko te piksele, ktére nie byly zamalowane wczesniej. W tej
metodzie wykonamy skonczenie wiele iteracji — algorytm zakonczy dziatanie po
opréznieniu kolejki. Otrzymany rysunek jest najlepszym przyblizeniem figury F'
przy ustalonej rozdzielczosci rastra. Stosujac te i nastepna metode, nalezy
zadbaé o to, aby cala figura F' zmiescila sie na obrazie.

Metoda I'V. Rysujemy n poteksturowanych réwnolegltobokéw, bedacych
obrazami prostokata, w ktérym tworzymy obraz, w przeksztalceniach f;;
otrzymanego obrazu uzywamy jako teksture w nastepnej iteracji. W tej
metodzie wystarczy wykona¢ kilkanascie lub najwyzej kilkadziesiat iteracji.
Kolejka nie jest tu potrzebna, ale bardzo si¢ przydaje zréwnoleglenie obliczen
przy uzyciu nowoczesnej karty graficzne;j.

Zobaczmy kilka przykladowych obrazkéw.

Na rysunku 1 mamy dwa fraktale otrzymane za pomoca
uktadéw pieciu przeksztalcen. Kazde przeksztalcenie

jest zlozeniem jednokladnosci o skali s i przesunigcia,
przemieszczajacego pewien punkt na jeden z pieciu punktéw
rozmieszczonych réwnomiernie na okregu. Z lewej strony
mamy s = 0,36, a z prawej s = 0,5. Zwiekszajac dalej s,
otrzymalibyémy pieciokat foremny.

Najbardziej znanymi fraktalami, ktére mozna otrzymac,
iterujac przeksztalcenia afiniczne, sa paprocie Barnsleya,
generowane przez uklady czterech przeksztalcen, ale mozna
tez ,hodowaé¢” w ten sposéb inne rosliny; juz dla n = 3
mozna uzyskaé ciekawe efekty (rys. 2).

Figury o skomplikowanym ksztalcie mozna zatem
reprezentowaé przy uzyciu bardzo niewielkiej ilosci danych.
Obrazek na rysunku 3 przedstawia figury wygenerowane
za pomocg pewnej liczby IFS-6w, ktérych opis sktada sie

z dwustu kilkudziesieciu liczb rzeczywistych.

Rozwinieciem ukladéw iterowanych przeksztatcen sa

Rys. 2

Rys. 3

algorytmy fraktalnej kompresji obrazéw — sa to jedne

z najskuteczniejszych stosowanych obecnie technik kompres;ji.
Umozliwiaja one zapisywanie reprezentacji obrazéw w malej
ilosci miejsca, a potem odtwarzanie tych obrazéw z malym
bledem. Oczywista réznica wobec IFS-6w jest przejscie od
okresélonych na plaszczyznie funkcji przyjmujacych tylko dwie
wartodci (punkt albo nalezy, albo nie nalezy do ustalonej
figury) do funkcji przyjmujacych wartosci rzeczywiste.

Tak samo, jak w przypadku fraktali generowanych przez
IFS-y, gdzie krétki ciag liczb reprezentujacych poszczegdlne
przeksztalcenia afiniczne umozliwia wygenerowanie

obrazu figury o skomplikowanym ksztalcie, zapisane

przez procedure kompresji dane reprezentuja pewne
przeksztalcenie zwezajace zbioru funkcji (obrazéw)

w siebie. Punktem stalym tego przeksztalcenia jest
przyblizenie obrazu poddanego kompresji. Odtwarzanie
obrazu polega na wykonaniu kilku lub kilkunastu iteracji
tego przeksztalcenia.
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Aby skonstruowaé krzywa Kocha,
rysujemy tréjkat réwnoboczny o boku 1
i do kazdego jego boku stosujemy
nastepujaca procedure: dzielimy odcinek
na trzy réwne cz¢sci, rysujemy brzeg
tréjkata réwnobocznego o boku 1/3
(skierowanego ,na zewnatrz” duzego
tréjkata), ktérego podstawg jest
$rodkowa czes$¢ odcinka, i usuwamy

te podstawe. W ten sposéb z kazdego
odcinka uzyskujemy lamang zlozona

z 4 odcinkéw o dlugosci 1/3 — w sumie
tamang zamknieta ztozong z 12 takich
odcinkéw. Nastepnie stosujemy opisang
powyzej procedure do kazdego z tych
12 odcinkéw, uzyskujac lamang
zamknigta zlozong z 48 odcinkéw

o dlugosci 1/9. Postepujemy tak

dalej i po n krokach mamy tamana
zamknieta K, zlozong z 3 - 4™ odcinkéw
o dlugosci 1/3™. Mozna wykazaé,

ze przy n — oo krzywe K, daza do
krzywej zamknietej K, ktéra nazywamy
krzywa Kocha.

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Jak wyglada zbiér w-wymiarowy,
czyli o wymiarze fraktali

Krzysztof BARANSKI®

Co to znaczy, ze linia prosta jest jednowymiarowa, ptaszczyzna — dwuwymiarowa,

a przestrzen, w ktérej zyjemy — tré6jwymiarowa? Mozna na to pytanie odpowiedzieé¢

w ten sposéb: na prostej mozemy poruszaé si¢ w jednym kierunku (wtasnie wzdtuz

tej prostej), na plaszczyznie — w dwdch niezaleznych kierunkach, a w przestrzeni —

w trzech (prawo-lewo, przéd-tyl, géra-dét). (Pozostaje tylko sprecyzowaé, co to sa
niezalezne kierunki, co nie jest juz takie oczywiste.) Méwiac nieco inaczej, do opisu
punktu na prostej wystarczy jeden parametr rzeczywisty (jedna wspoélrzedna), punkty
na plaszczyznie maja dwie wspolrzedne itd. Matematycy postuguja sie pojeciem
przestrzeni n-wymiarowej (dla dowolnej liczby naturalnej n), ktéra jest zbiorem
punktéw opisanych przez n wspotrzednych.

Sytuacja jest trudniejsza, gdy chcemy powiedzieé, jaki jest wymiar bardziej
skomplikowanych zbioréw. Naturalne jest przyjaé, ze okrag jest obiektem
jednowymiarowym, bo moze by¢ sparametryzowany jedng wspolrzedna (katem), a sfera
(powierzchnia kuli) i torus (powierzchnia detki) maja wymiar 2, bo parametryzuja

sie dwiema wspolrzednymi katowymi. Sa to przyktady tzw. gtadkich rozmaitosci,
ktorych wymiar jest tatwo okresli¢ jako liczbe parametréw potrzebnych do ich
opisania. Ogélniej, istnieje pojecie wymiaru topologicznego, ktéry mozna zdefiniowaé
dla szerokiej klasy zbioréw (patrz artykul na stronie 7 biezacego numeru Delty).

Taki wymiar jest zawsze liczba catkowita.

Pod koniec XIX wieku w matematyce zaczety pojawiac sie niespotykane wczeéniej
obiekty geometryczne, charakteryzujace sie skomplikowanym ksztaltem i zjawiskiem
ysamopodobienstwa” (podobienistwa dowolnie malych fragmentéw do catosci zbioru).
Tego rodzaju zbiory nazywamy dzis fraktalami. Aby lepiej opisaé geometrie takich
obiektéw, wykorzystuje sie rézne odmiany pojecia wymiaru, zwane czasami wymiarami
fraktalnymi. W odroéznieniu od ,zwyklego” wymiaru, moga one przyjmowac wartosci
niecatkowite. Przyjrzymy sie teraz na kilku przyktadach, jak mozna takie wymiary
zdefiniowac i jak je obliczac.

Jednym z pierwszych fraktali, ktéry pojawit si¢ w matematyce, byla krzywa Kocha,
zwana tez platkiem $niegu (patrz rysunek). Przyklad ten zostal podany przez
szwedzkiego matematyka Helge von Kocha w 1904 roku. Jest to samopodobna
krzywa zamknigta bez samoprzecie¢, ktéra ma nieskonczong dlugosé i nie ma stycznej
w zadnym punkcie. Mozna zauwazy¢, ze chociaz krzywa Kocha jest topologicznie
obiektem jednowymiarowym, to zajmuje ,wiecej miejsca” na plaszczyznie niz
zwyczajna gtadka krzywa. Aby opisaé liczbowo to zjawisko, mozna wprowadzié¢
pojecie wymiaru samopodobieristwa (ang. similarity dimension). Zauwazmy, ze
jednowymiarowy odcinek ma nastepujaca wtasno$é: dla kazdej liczby naturalnej k
jest suma k odcinkéw o dtugosci k razy mniejszej, o roztacznych wnetrzach (tzn.
stykajacych sie tylko konicami). Kazdy z tych odcinkéw jest obrazem duzego odcinka
przy podobienistwie o skali 1/k. Mamy wiec

sN =1,

gdzie s = 1/k to skala podobienstwa, a N = k to liczba przeskalowanych kopii dajacych
w sumie caly zbiér. Spbjrzmy teraz na dwuwymiarowy kwadrat: jest on sumg N = k>
kwadratéw o roztacznych wnetrzach (stykajacych sie tylko brzegiem), ktére sa
obrazami duzego kwadratu przy podobienstwach o skali 1/k. Mamy zatem

$°N = 1,

a wiec wykladnik przy skali s w powyzszym wzorze to wymiar obiektu (podobnie
w poprzednim wzorze wykltadnik przy s, réwny 1, jest wymiarem odcinka). Dla
tréjwymiarowej kostki mamy, analogicznie,

N =1
dla s =1/ki N = k* (kostka jest suma k® kostek o boku k razy mniejszym,
o rozlacznych wnetrzach) i znowu wykladnik przy skali s jest réwny wymiarowi zbioru.

A jak jest dla krzywej Kocha? Wygodnie jest podzieli¢ ja na trzy czesci (kazda
powstala z jednego boku duzego tréjkata) i rozpatrzy¢ kazda z nich osobno. Zauwazmy,
ze taka czesé jest suma czterech swoich kopii (stykajacych sie tylko w pojedynczych
punktach) przy odpowiednich podobienistwach o skali 1/3 (patrz tez strona 15).
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Trojkat Sierpinskiego, opisany przez
Wactawa Sierpinskiego w 1915 roku,
jest zdefiniowany w nastepujacy
sposéb. Zaczynamy od tréjkata
réwnobocznego o boku 1, dzielimy ten
tréjkat na cztery tréjkaty réwnoboczne
o boku 1/2 i usuwamy wnetrze
$rodkowego. Nastepnie stosujemy te
samg procedure do kazdego z pozostaltych
trzech tréjkatéw, potem do kolejnych

9 tréjkatéw o boku 1/4 i tak dalej.

Po n krokach konstrukcji uzyskujemy
zbiér T, zlozony z 3" tréjkatéw

o boku 1/2™. Tréjkat Sierpinskiego to
czesS¢ wspélna T = ﬂ T.

n=1

Zbiér Cantora zostal zdefiniowany
przez Georga Cantora w 1883 roku.
Konstrukcja jest nastepujaca. Odcinek
[0, 1] dzielimy na trzy odcinki

o dlugosci 1/3 i usuwamy wnetrze
srodkowego odcinka, czyli otwarty
odcinek (1/3,1/3). Nastepnie te sama
procedure stosujemy do pozostaltych
dwoch odcinkéw, potem do pozostatych
czterech odcinkéw o diugosci 1/9

i tak dalej. Po n krokach konstrukcji
uzyskujemy zbiér C,, sktadajacy

sie z 2" rozlgcznych odcinkéw

o dlugosci 1/3™. Zbiér Cantora to

C:ﬂilc

Obliczanie wymiaru pudetkowego krzywej.

Goérna (dolna) granica funkcji f(x)
przy z — a to najwicksza (najmniejsza)
z granic ciggu f(z,) przy dowolnym
wyborze ciagu z,, — a, z,, # a.

W latach 60. XX w. obliczono
(oczywiscie w przyblizeniu) wymiar
pudetkowy brzegu Wielkiej Brytanii,
mierzac go z coraz wigkszg doktadnoscig
(od 200 km do 20 m). Okazalo sig, ze
jest on wigkszy od 1 i wynosi okoto 1,2.

Wynika to wprost z konstrukcji ptatka éniegu. Jesli wiec wymiar takiej czeéci bytby
réwny w, to powinno zachodzié¢

sN =1

() -

To réwnanie jest spelnione dla w = log4/log 3 &~ 1,261859 (zauwazmy, ze mozna

tu wziaé logarytm o dowolnej podstawie, co nie ma wpltywu na wynik). Te wlasnie
liczbe w nazywamy wymiarem samopodobienistwa krzywej Kocha. Jest to liczba lezaca
pomiedzy 11 2, co odzwierciedla wysoki ,stopien skomplikowania” tej krzywej.

dla s =1/31 N =4, czyli

Taki wymiar mozemy latwo obliczy¢ dla réznych samopodobnych zbioréw, ktore sg,
suma kilku swoich kopii o roztacznych ,wnetrzach”, przy podobienstwach o danej
skali. Jesli mamy N takich kopii, a skala jest rowna s, to ten wymiar jest rowny

log]: Na przyktad, wymiar samopodobienstwa tréjkata Sierpinskiego jest rowny
log 3/log2 ~ 1,584962, a dla zbioru Cantora jest on réwny log 2/log 3 = 0,630929
(patrz rysunki).

Mozemy jeszcze uogdlni¢ nasz wzér na przypadek, gdy badany obiekt jest suma

N swoich kopii o roztacznych ,wnetrzach”, uzyskanych przez podobienstwa o réznych
skalach, powiedzmy s1,..., s, gdzie s; € (0,1). Wymiar samopodobienistwa jest wtedy
takg liczbg w, dla ktérej zachodzi

st + - +sy =1

Taka liczba w zawsze istnieje 1 jest wyznaczona jednoznacznie (dlaczego?).

Wada, wymiaru samopodobienstwa jest to, ze jest zdefiniowany tylko dla szczegdlnego
rodzaju zbioréw, uzyskanych przez procedury podobne do opisanych powyzej. Dla
innych zbioréw potrzebne jest wiec ogdlniejsze pojecie wymiaru ,fraktalnego”.
Zdefiniujemy teraz wymiar pudelkowy (ang. box dimension, box-counting dimension),
zwany tez wymiarem Minkowskiego lub Minkowskiego—Bouliganda. Oznaczany jest
zwykle dimp lub BD.

WezZmy pod uwage dowolny ograniczony zbiér A na plaszczyZnie. Dla kazdej liczby

6 > 0 istnieje taka liczba naturalna N, ze mozemy pokryé¢ nasz zbiér N kwadratami
o boku ¢ (dlaczego?). Niech N(§) bedzie najmniejsza taka liczba N. Wtedy wymiar
pudetkowy zbioru A jest réwny

log N ()

dimp(A) = lim oz

§—0
(podobnie jak poprzednio, ta warto$é nie zalezy od wyboru podstawy logarytmu).
Nietrudno wykazaé (jak?), ze wynik bedzie ten sam, jesli zamiast dowolnych
kwadratow o boku § wezmiemy kwadraty tworzace na ptaszczyznie krate o boku §
(patrz rysunek). Mozemy tez zastapi¢ kwadraty kotami o $rednicy 4.

Jesli zbidr jest podzbiorem prostej, to zamiast kwadratow bierzemy odcinki

o dlugosci 6, a jedli jesteSmy w przestrzeni tréjwymiarowej, to kwadraty zastepujemy
kostkami o boku ¢ lub kulami o srednicy 6. Ogdlnie, definicje rozszerza si¢ na
ograniczone podzbiory przestrzeni n-wymiarowe;j.

Moze sie zdarzy¢, ze granica w definicji wymiaru pudetkowego nie istnieje. Wtedy
trzeba zastapi¢ zwykly granice przez granice gérng lub dolna, uzyskujac tzw. gérny
lub dolny wymiar pudetkowy.

Mozna latwo sprawdzié (jak?), ze wymiar pudetkowy odcinka jest réwny 1, kwadrat ma
wymiar pudetkowy 2 i tak dalej. A jaki jest wymiar pudetkowy zbioru Cantora C? Dla
6 =1/3" mamy N(1/3") < 2", bo C jest pokryty przez 2" odcinkéw o dtugosci 1/3",
powstatych po n krokach konstrukcji. Z drugiej strony, konice tych wszystkich odcinkéw
naleza do zbioru Cantora, a ,dziury” miedzy nimi sa dlugosci co najmniej 1/3™ i tatwo
zauwazyé, ze N(1/3") > 2". Mamy wiec N(1/3") = 2", wiec

logN(1/3") log(2") _

—log(1/3™)  log(3")
co jest réwne wymiarowi samopodobienstwa. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie,
ze przy obliczaniu granicy w definicji wymiaru pudetkowego wystarczy bra¢ 6 = 1/3",
co daje dimp(C) = log 2/log 3. Podobnie wyznaczamy wymiar pudetkowy tréjkata
Sierpifiskiego i krzywej Kocha. We wszystkich tych przyktadach (i podobnych
konstrukcjach) wymiar pudetkowy jest réwny wymiarowi samopodobiefistwa.

log 2
log3’
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Zbiér przeliczalny to zbidr, ktérego
wszystkie elementy mozna ustawi¢ w ciag
ai,az, ... Takim zbiorem jest np. zbiér
liczb wymiernych.

Srednica zbioru U (ozn. diam U) to
supremum odlegtosci dowolnych dwéch
punktéw z U.

Supremum zbioru X C R (ozn. sup X)
to najmniejsza liczba nie mniejsza od
wszystkich liczb ze zbioru X. Jesli
takiej liczby nie ma, to przyjmujemy
sup X = +oco.

Infimum zbioru X C R (ozn. inf X)
to najwigksza liczba nie wigksza od
wszystkich liczb ze zbioru X. Jesli
takiej liczby nie ma, to przyjmujemy
inf X = —oo0.

Dla s = n miara Hausdorffa jest
rownowazna ,zwyklej” mierze Lebesgue’a
w R"™.

Zadanie. Wyznaczy¢é wymiar
pudetkowy i wymiar Hausdorffa zbioréw
A={1/n}, i B ={1/2"}2,.

quUR () = quuB(B) = 0
ogb: qmuB (V) = 1\3’ qIwB(B) = 0’

W 1991 roku Mitsuhiro Shishikura
udowodnil, ze brzeg zbioru Mandelbrota
ma wymiar Hausdorffa réwny 2.

Wymiar pudetkowy nie ma jednak najlepszych wtasnosci matematycznych.

Na przyklad, okazuje si¢, ze wymiar pudetkowy domknigcia zbioru A jest taki sam,
jak wymiar samego zbioru A, co implikuje w szczegdélnosci, ze zbiér liczb wymiernych
w odcinku [0, 1] ma wymiar pudetkowy 1. Przy ,porzadnej” definicji wymiaru kazdy
przeliczalny zbiér powinien mie¢ wymiar zero! Jakie jest wigc pojecie fraktalnego
wymiaru, ktore zadowoli wymagajacego matematyka?

Takim wymiarem jest wymiar Hausdorffa, zwany tez czasami wymiarem
Hausdorffa—Besicovitcha. Jego definicja jest jednak znacznie bardziej skomplikowana
niz poprzednie. Oméwimy ja teraz.

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem n-wymiarowej przestrzeni R". Ustalmy

s > 0. Wezmy pod uwage dowolne przeliczalne pokrycie zbioru A, to znaczy zbiory
U1,Us,... CR", takie ze A C Uloil U;. (Zamiast dowolnych zbioréw mozna wziaé
kule w R™, to znaczy odcinki na prostej dla n = 1, kota na plaszczyznie dla n = 2,
zwykte kule w przestrzeni tréjwymiarowej dla n = 3 itd.) Dla danej liczby 6 > 0
definiujemy

H3(A) =inf Y (diam U;)°,
i=1

gdzie diam oznacza $rednice zbioru, a infimum jest wziete po wszystkich takich
pokryciach {U;}{2, zbioru A, ze diam U; < § dla wszystkich Us;.

Bierzemy teraz
H®(A) = lim Hj(A).
6—0T

Ta granica zawsze istnieje (byé moze réwna +o00), bo Hg(A) maleje przy wzroscie 6.
Liczbe H®(A) nazywamy s-ta miarg (zewnetrzng) Hausdorffa zbioru A. Okazuje sie,
ze istnieje taka liczba t > 0, ze H°(A) = +oo dla wszystkich s <t i H°(A) =0 dla
wszystkich s > t. Te liczbe ¢ nazywamy wymiarem Hausdorffa zbioru A i oznaczamy
dimpg (A) lub HD(A).

Wymiar Hausdorffa ma dobre wlasciwosdci matematyczne. Mozna sprawdzié¢, ze
dimyg (R™) = n i dimg(A) = 0 dla kazdego przeliczalnego zbioru A. Poza tym,
dimpy (M) = m dla kazdej gladkiej rozmaitosci m-wymiarowej M. Mamy tez
dilrnH(L_J?i1 A;) = sup{dimpg (4;)}2; dla dowolnych zbioréw A1, As,. ..

Wada wymiaru Hausdorffa jest to, ze zazwyczaj jest trudny do obliczenia! Juz
obliczenie tego wymiaru dla zbioru Cantora nastrecza trudnosci, a przypadek

tréjkata Sierpinskiego czy krzywej Kocha wymaga zastosowania odpowiednich narzedzi
z geometrycznej teorii miary, teorii potencjatu lub transformaty Fouriera. Pewnym
utatwieniem jest nieréwnosé

dimH (A) < dimB (A)7

ktéra zachodzi dla wszystkich zbioréw A (jesli granica w definicji wymiaru
pudetkowego nie istnieje, to bierzemy dolny wymiar pudetkowy). W przypadku

zbioru Cantora, krzywej Kocha i tréjkata Sierpinskiego mamy réwnoéé wymiaréw
Hausdorffa i pudetkowego, jednak taka sytuacja nie zawsze zachodzi (patrz np. zadanie
na marginesie).

Odnotujmy jeszcze wazne twierdzenie Szpilrajna, méwiace o tym, ze wymiar
Hausdorffa jest wigkszy lub réwny wymiarowi topologicznemu. Z tego powodu fraktale
mozna zdefiniowaé jako zbiory, dla ktoérych ta nieréwnosé jest ostra.

Jest jeszcze kilka innych wymiaréw fraktalnych, takich jak wymiar Rényi, wymiar
korelacyjny czy wymiar pakujacy, ale nie bedziemy tu o nich moéwili.

Na koniec odpowiemy na pytanie zawarte w tytule: jak moze wygladaé zbidr
m-wymiarowy? Aby zdefiniowaé taki zbior, przeprowadzimy konstrukcje podobna
jak dla zbioru Cantora, z tym ze w kazdym kroku bedziemy zmieniaé liczbe
wyjetych odcinkéw i skale zmniejszania. Niech dla kazdej liczby naturalnej n
zbiér C,, C [0,1] sklada sie z N, roztacznych odcinkéw o dhugodci d,, = N/ ™™
kazdy, roztozonych tak, ze odlegtosci miedzy srodkami kolejnych odcinkéw sa
réwne 1/N,. Definiujemy zbiér ,typu Cantora” jako C = ﬂ:;l C,,. Okazuje sieg,
ze jezeli liczby N, rosna dostatecznie szybko wraz ze wzrostem n, to wymiar
Hausdorffa zbioru C jest réwny 7 — 3 (nie dowodzimy tutaj tego, zauwazmy tylko,
ze limy,— o0 _loliév;n =7 — 3). Wtedy zbiér C' x R? (iloczyn kartezjaiski zbioru C
i przestrzeni trojwymiarowej), zawarty w przestrzeni czterowymiarowej, ma
wymiar Hausdorffa réwny .
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Kilka stéw o wymiarze

Ideg teorii wymiaru jest przyporzadkowanie

przestrzeni X pewnej liczby calkowitej (wymiaru X)
tak, by bylo to zgodne z intuicyjnym znaczeniem

tego stowa. Dla uproszczenia skoncentrujemy sie na
podzbiorach przestrzeni Hilberta, ktéra zawiera, miedzy
innymi, przestrzenie euklidesowe wszystkich wymiaréw.

Oczywiste jest, ze zbidr zlozony ze skonczenie wielu
punktéw ma wymiar 0, prosta euklidesowa R i odcinek
— wymiar 1, ptaszczyzna R? i koto — wymiar 2,

a przestrzen tréjwymiarowa R? i petna kula — wymiar 3.
Majac do czynienia z bardzo prostymi obiektami,
uznajemy, ze wymiar jest réwny odpowiednio 1, 2 lub 3
wtedy, gdy uda sie w nim umiesci¢ odcinek, dwa lub
trzy odcinki wzajemnie prostopadle. Zastanowmy

sig, jakie wlasnosci powinno mieé¢ przyporzadkowanie
zbiorowi jego wymiaru. Wydaje si¢ przede wszystkim, ze
wymiar powinien by¢ niezmiennikiem topologicznym.
Jezeli pelny kwadrat ma wymiar 2, to wymiar 2
powinien mie¢ takze ten sam kwadrat po tym, jak

si¢ go powygina i porozciaga w réznych kierunkach.
Spodziewamy sie takze, ze wymiar przestrzeni

X = X7 U X5, bedacej suma swoich domknietych
podzbioréw X7, Xo o wymiarach nie wigkszych

niz ustalona liczba n, takze nie moze by¢ wickszy

od n. Wynika stad, ze wymiar zbioru nie moze by¢
mniejszy niz wymiary jego podzbioréw. Nie moze wiec
budzi¢ takze zadnych watpliwosci fakt, ze wymiar
wielo$cianu musi by¢ réwny najwiekszemu sposrod
wymiaréw wszystkich symplekséw (odcinkéw, tréjkatow,
czworoscianéw itd.), ktérych jest suma (jest suma
skoficzenie wielu).

W wielu sytuacjach pojawiaja sie jednak obiekty bardziej
ztozone. Figury moga np. by¢ tak skomplikowane, ze

nie beda zawieraé nie tylko zadnego odcinka, ale nawet
podzbioru homeomorficznego z odcinkiem, a powinnismy
wiedzie¢, w jaki sposéb stwierdzi¢, czy sa jedno-, dwu-,
troj- czy wiecej wymiarowe.

W 1912 roku Henri Poincaré zaproponowal, by definicja
wymiaru miala charakter indukcyjny oraz odwotywala
sie¢ do wlasno$ci rozcinania figury. Punktem wyjscia jego
rozwazan byla obserwacja, ze do rozcigcia prostej figury
trojwymiarowej na czedci potrzeba powierzchni, do
rozciecia figury wymiaru 2 potrzebne sa linie, a na to,
by podzieli¢ na czesci linie, potrzeba punktéw.

Precyzyjna indukcyjna definicje wymiaru sformutowali
niezaleznie Pawel Uryson (1922) i Karl Menger
(1923). Przyjeli oni, ze zbiér pusty jest jedynym
zbiorem o wymiarze réwnym —1. Jezeli n jest liczba
naturalng lub 0, to wymiar dim X jest nie wigkszy

niz n, gdy dla kazdego punktu = € X oraz kazdego
jego otoczenia U w X istnieje otwarte otoczenie V C U
tego punktu, ktérego ograniczenie Fr(V') ma wymiar
dim Fr(V) < n — 1. Jezeli dim X < n i nie jest prawda,
ze dim X < n — 1, to przyjmujemy, ze dim X = n.
Jezeli dim X #n dlan =-1,0,1,..., to méwimy, ze
wymiar X jest nieskonczony i piszemy dim X = oo.
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Konsekwencja tej definicji jest np. to, ze przestrzen
euklidesowa R"™ i kostka wymiaru n nie moga by¢
rozcinane przez zbiory o wymiarze mniejszym niz n — 1,
natomiast podzbiér R™ moze sam mie¢ wymiar n tylko
wtedy, gdy ma punkty wewnetrzne, czyli zawiera kule
otwarta przestrzeni euklidesowe;j.

Méwimy, ze zbiér L jest przegrodka miedzy roztacznymi
podzbiorami A i B zbioru X albo przegrodka
oddzielajaca A od B, jezelil X\ L=U UV, gdzie U1V
sg takimi roztacznymi otwartymi podzbiorami X,

ze AC U, BCV. Oznacza to w szczegdlnosci, iz

L jest domknietym podzbiorem X. Odcinek laczacy
srodki dwoch przeciwlegltych bokéw kwadratu jest
przegrédka oddzielajaca dwa pozostale boki. Zaden
podzbiér kwadratu, polozony w jego wnetrzu, nie moze,
oczywiscie, ich oddzielaé.

Wymiar przestrzeni mozna scharakteryzowac, uzywajac
pojecia przegrodek. Nierowno$é dim X < n zachodzi
mianowicie wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
roztacznych podzbioréw domknietych A i B istnieje
przegrodka L oddzielajaca A od B o wymiarze

dimL <n-—1.

Na ptlaszczyznie euklidesowej jest znacznie wiecej
miejsca niz na prostej i mniej niz w przestrzeni
trojwymiarowej. Uogodlniajac to, mozemy sie
spodziewad, ze w przestrzeni o wigkszym wymiarze
musi by¢ wiecej miejsca niz w przestrzeni o wymiarze
mniejszym. Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to okazuje
sie, na przyklad, ze nieréwnosé dim X < n zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego pokrycia U
przestrzeni X zbiorami otwartymi mozna znalezé
drobniejsze pokrycie otwarte V), ktore daje sie roztozy¢
na sume n + 1 rodzin Vo, V1, ..., V,, takich ze zbiory
nalezace do jednej ustalonej rodziny V; sa parami
roztaczne (i = 0,1,...,n). Mozna takze wykazaé, iz
nieréwno$é dim X < n jest réwnowazna temu, ze dla
kazdego skonczonego pokrycia otwartego przestrzeni X
mozna znalez¢ takie drobniejsze pokrycie skoficzone,
ze przeciecie kazdych n + 2 réznych zbioréw otwartych
nalezacych do niego jest zbiorem pustym.

Mozna sie zastanawiac, czy lepszym i blizszym intuicji
podejsciem do problemu sformulowania ogdlnej
definicji wymiaru nie bylaby redukcja naszego zadania
do badania wymiarow wieloscianéw coraz lepiej
aproksymujacych przestrzen, ktérej wymiar chcemy
okredli¢. Okazuje sie jednak, ze idac ta droga, otrzymuje
sie doktadnie to samo pojecie, co poprzednio. Zbior
zwarty X ma w szczegdlnoSci wymiar nie wiekszy niz n
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego £ > 0 istnieje
przeksztalcenie f. w przestrzen o tej wlasnosci, ze
punkt x oraz jego obraz f.(x) sa oddalone o mniej
niz e, natomiast obraz calego f:(X) jest wieloScianem
wymiaru co najwyzej n.

Stawomir NOWAK

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski
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Rys. 1. Skladanie paska papieru.
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Rys. 2. Rodzina smoczych krzywych;
Sn jest krzywa rzedu n. Ponizej
fragment Si4.
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Fraktalny swiat papierowej tasiemki
Tomasz IDZIASZEK

Wezmy dhugi pasek papieru i zlézmy go na pot. Nastepnie, nie rozktadajac,
z16zmy go w te sama strone jeszcze dwa razy. W koncu, rozprostujmy zlozenia
tak, by papier zginat si¢ pod katem 90°. Otrzymamy obiekt jak na rysunku 1.

Jesli przerysujemy ksztalt, ktory przyjmuje gorna krawedz tasiemki, dostaniemy
ciekawa krzywa. Gdy zlozymy papier nie trzy, ale cztery lub wiecej razy,
krzywa, jaka otrzymamy, stanie sie bardziej zlozona (rys. 2). Coraz bardziej
przypominaé bedzie brodzacego w wodzie smoka, stad tez jej nazwa — smocza
krzywa. Po raz pierwszy byla badana w roku 1966 przez fizykéw z NASA:
Johna Heighwaya i Williama Hartera. Do jej popularyzacji przyczynili sie
Martin Gardner w swoich Grach Matematycznych oraz pisarz Michael Crichton:
jeden z bohaterow jego powiesci Park Jurajski, specjalizujacy sie w teorii
chaosu matematyk Tan Malcolm, ilustrowal za pomoca smoczej krzywej

swoje przemyslenia na temat przyszlodci tak skomplikowanych przedsiewziec,
jak wskrzeszanie wymartych gadéow. Swoja droga, krzywa Sg rownie dobrze

jak smoka przypomina dinozaura.

Jesli calkowicie rozprostujemy tasiemke, to na jej powierzchni dostrzezemy rowki
i gorki. Odpowiadaja one zakretom, ktére bedziemy braé, jedli poczynajac od
wyrdznionego konca krzywej, bedziemy ja rysowaé oldwkiem: rowek to zakret
w lewo (L), gérka — w prawo (P). Jedli zgielidémy papier n razy, wskutek czego
otrzymaliSmy krzywa rzedu n, to zrobimy 2" — 1 zakretéw. Oznaczmy przez K,
stowo skladajace sie z liter L i P, opisujace ciag zakretéw na krzywej rzedu n. Mamy:

K,=L, K,=LLP, Kj5=LLPLLPP.
Poniewaz nasze mozliwoéci sktadania papieru sa dosé ograniczone, sprobujmy
znalez¢ jakas regule opisujaca stowo K, ktéra pozwoli nam rysowaé¢ dowolnie
duze krzywe bez koniecznos$ci proszenia o pomoc specjalisty od origami. Zt6zmy
tasiemke n razy, a nastepnie rozprostujmy ostatnie n — 1 zlozen. Na powierzchni
widzimy 2"~ ! — 1 zagieé, ktére powstaly ze zlozenia paska n — 1 razy, zatem
opisuje je stowo K,,_1. Jesli rozprostujemy pasek papieru n-ty raz, to beda one
pierwszymi zagieciami, zatem slowo K, zawsze zaczyna si¢ od K, _1. Zauwazmy
ponadto, ze rowki na jednej poléwce papieru odpowiadaja gérkom na drugiej
poléwee i vice versa. Innymi stowy, jesli i-tym zagieciem (dla 1 < i < 2"71)
w K, jest rowek, to i-tym zagieciem od korica bedzie gorka. Wprowadzmy
operacje 7, ktéra odwraca kolejnosé liter w slowie i jednoczesnie zamienia litery
L z P, dla przykladu r(K2) = LPP. Wtedy

Kn = Kn—l L T(Kn—l)-

Sprawdzamy, ze istotnie Ko = Ky L 7(K;) =L L P oraz K3 = LLP L r(LLP). Tym
sposobem uzyskaliSmy rekurencyjny wzér na stowo K,,. Okazuje sie jednak, ze
moze by¢ ono opisane réwniez w inny sposéb. Zt6zmy pasek papieru n — 1 razy,
rozprostujmy go, a nastepnie pomalujmy zagiecia. Nastepnie zt6zmy go znowu, tym

o, Tazem n razy, i rozprostujmy. Zauwazmy, ze n-te ztozenie spowodowalo powstanie

+

ot 27~! nowych zagieé, ktére pojawily sie pomiedzy pomalowanymi zagieciami.

Co wiecej, nowe zagiecia wystepuja regularnie: na przemian rowek i gérka. To

i pozwala nam wyprowadzi¢ nowy wzoér: aby uzyskaé¢ K,,, wstawiamy puste pola na

poczatku i na koncu stowa K, _; oraz miedzy jego kolejnymi literami. Nastepnie
wpisujemy w puste pola na przemian litery L i P. Zatem K, powstaje nastepujaco:

K3 =LLPLLPP — LLPLLPFP —  LLPLLPPLLLPPLPP = K.

Powyzsza metoda jest réwniez rekurencyjna (tzn. odwoluje sie do stéw dla
muiejszych krzywych), ponadto obie metody konstruuja stowa w calosci.

A co, gdybysSmy chcieli mie¢ wzér na i-ty zakret na krzywej rzedu n, tzn. na

i-ta (1 < i< 2™) litere stowa K,,? To proste: z tego, co powiedzieli$my,

wynika, ze jesli ¢ jest nieparzyste, to ta litera jest L lub P w zaleznosci od
parzystosci (i — 1)/2. W przeciwnym przypadku jest to litera i/2 w stowie K,,_;.
Tak wiec jesli p jest najwieksza potega dwdjki dzielaca i, czyli i = 2Pm dla
nieparzystego m, to szukana litera jest L wtedy, gdy (m — 1)/2 jest parzyste.




Rys. 3. Proces budowania krzywej S,
(linia ciggta) na krzywej S, _1 (linia
przerywana).

Rys. 4. Siatka L3 pomalowana
w ,szachownice”. Na czarno zaznaczono
krzywa S3, kolorem — krzywa Sy.

Rys. 5. Cztery nieskonczone smocze
krzywe wypelniajace plaszczyzne.
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Poniewaz stowo K,, zawsze zaczyna sie od K, _1, wiec krzywa rzedu n mozemy
narysowac, przedtuzajac krzywa rzedu n — 1. Z tego wynika naturalna
konstrukcja nieskornczonej smoczej krzywej, ktora odpowiada stowu

Ko =L LP LLPP LLLPPLPP LLLPLLPPPLLPPLPP ...
Rysujac smocza krzywa coraz wyzszych rzedow, dostrzezemy jej zaskakujaca
wlasno$é: krzywa ta nie ma samoprzecieé¢! Co wiecej, o ile bedziemy pamietali,
by na kazdym zakrecie robi¢ maly tuk, to krzywa ta zadnego punktu nie odwiedza
dwa razy. Zanim udowodnimy, ze jest tak w istocie, spéjrzmy na jeszcze jeden
sposéb, w jaki mozemy otrzymaé smocza krzywa. Zacznijmy od odcinka
o dlugodci 1, ktéry jest smocza krzywa rzedu 0; oznaczmy go przez Sy (rys. 3).
Teraz zbudujmy na tym odcinku tréjkat prostokatny réwnoramienny, dorysowujac
dwa odcinki o dtugo$ciach 1/v/2. Te przyprostokatne tworza krzywa rzedu 1. I dalej:
na krzywej S,,_1 dobudowujemy 2"~ ! tréjkatéw, naprzemiennie po prawej i lewej
stronie krzywej — w ten sposéb uzyskujemy S,,. Zauwazmy, ze choé¢ krzywa S,
sktada si¢ z 2™ kawaltkéw, to jej dtugosé wynosi (\/5)", gdyz odcinki kolejnych
rzedéw sa /2 razy krétsze. Jesli bedziemy wykonywaé te operacje dalej, to w granicy
otrzymamy nieskonczonej dlugosci fraktalng krzyws zwana smokiem Heighwaya.
Smocza krzywa mozemy wiec traktowaé jako aproksymacje smoka.

Teraz juz jestesmy gotowi do dowodu faktu, ze smocza krzywa nie ma samoprzeciec.
Dowéd przytaczamy za Geraldem Edgarem [1]. Narysujmy krzywa S, na
kwadratowej siatce L, o dtugoéci krawedzi (1/v/2)". Kazdy odcinek krzywej
pokrywa sie z jedng krawedzia siatki. Ponadto pomalujmy kwadraty siatki L,,

w ,szachownice” (rys. 4). Zauwazmy, ze gdy konstruujemy krzywa Sy, 11, to
rysujemy trojkaty naprzemiennie na kolorowych i bialych kwadratach. Ponadto
wszystkie trojkaty konstruowane na kolorowych polach pochodza od odcinkéw S,
rownoleglych do jednej z osi siatki L,,, a tréjkaty konstruowane na bialych polach
pochodza od odcinkéw réwnoleglych do drugiej osi.

Poniewaz w kazdym wierzchotku siatki krzywa ma kat prosty (ktéry, byé¢ moze,
dotyka drugiego kata prostego w tym wierzchotku), zatem aby uzyskaé
samoprzeciecie, ktéras z krawedzi siatki musiataby naleze¢ do krzywej
dwukrotnie jako jej odcinek. Zalézmy zatem, ze w S,, nie ma takiego odcinka;
pokazemy, ze wynika z tego, iz w S,4+1 rowniez takiego nie ma. Niech P bedzie
dowolnym kwadratem w siatce L,,, e — krawedzia siatki L, 41 wewnatrz P,

a ey 1 eo — krawedziami siatki L,, o wspélnym wierzchotku z e. Krzywa S,
odwiedza kazda z krawedzi eq, e2 co najwyzej raz, a krzywa S, 1 odwiedza
krawedz e dokladnie raz dla kazdego tréjkata skonstruowanego na e; lub es. Ale
poniewaz te dwie krawedzie sa prostopadte, wobec tego tylko na jednej z nich
mozemy zbudowaé trojkat w kwadracie P — na tej, ktéra jest kompatybilna

z kolorem kwadratu P. To konczy dowdd.

Roéwnie ciekawy jest fakt nastepujacy: jesli narysujemy cztery nieskonczone
smocze krzywe majace swoje poczatki w tym samym punkcie, ale obrécone

o wielokrotnosci 90°, to nie tylko nie beda sie¢ one ze soba przecinaé, ale,

co wigcej, pokryja cala plaszczyzne (tzn. kazda jednostkowa krawed? siatki
bedzie nalezeé do jednej z krzywych; rys. 5). Dowdd tego faktu jest trudniejszy
— zainteresowanych Czytelnikow odsylamy do artykulu Chandlera Davisa

i Donalda Knutha [2], opisujacego zaskakujace zwiazki smoczych krzywych

z systemami pozycyjnymi o podstawie zespolonej. Swoja droga, Knuth, jako
prawdziwy fan smoczej krzywej, ma w domu na Scianie krzywa Sg utozona

z 986 wlasnorecznie wypalonych ceramicznych kafelkéw.

Czytelnik, ktory zapoznal si¢ z artykulem Krzysztofa Baranskiego w tym numerze,
moze pokusi¢ si¢ o obliczenie wymiaru fraktalnego smoka Heighwaya. Jak
pokazali$émy, smocza krzywa ma strukture rekurencyjna: sktada sie z dwoch
krzywych mniejszych rzedow. Tak wiec na S,, skladaja sie dwie kopie S,,_1
przeskalowane o czynnik 1/v/2. Z tego wynika podobna wtasnosé smoka Heighwaya:
jest on suma dwoch swoich kopii o roztacznych wnetrzach, przy podobienstwie o skali
s = 1/+/2 (patrz oktadka). To powoduje, ze wymiar smoka w musi spelniaé réwnanie
2(1/4/2)" = 1, zatem wynosi w = 2. Milognikéw parkietazy ucieszy zapewne fakt,
ze smokiem mozna pokryé¢ plaszczyzne — i to na wiele sposobéw!
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Informatyczny kacik olimpijski (43): Ploter

— 5

Py Py

Napisanie programu, ktéry generuje rysunek fraktala, idealnie nadaje si¢ na
zadanie dla poczatkujacego programisty. Proste reguly prowadzace do powstania
skomplikowanych wzoréw powoduja, ze przy stosunkowo niewielkim wysitku
programistycznym mozna osiagnaé catkiem ambitne efekty wizualne. Ponadto
samopodobienstwo fraktali pozwala ¢wiczy¢ jedna z podstawowych koncepcji
programistycznych — rekurencje.

Nic wiec dziwnego, ze autorzy zadan na konkursach programistycznych chetnie siegaja

Rys. 1. Krzywa Peano rzedu ¢ powstaje
z potaczenia dziewieciu krzywych
rzedu i — 1.

po inspiracje do $wiata fraktali. Jednym z popularnych typow zadan jest generowanie
krzywych wypeliajacych ptaszczyzne, np. krzywej Peano (zob. rysunek), Hilberta lub

ich wariacji. Rozmiar takich krzywych ro$nie wyktadniczo wzgledem rzedu krzywej,

W celu zaznajomienia si¢ ze smocza
krzywg, zachgcamy do przeczytania

artykutu Fraktalny sSwiat papierowej
tasiemki.

Najczesciej takie zadania nie sa koncepcyjnie trudne.
Przyktadowo, gdyby$my chcieli rozwiaza¢ taki problem dla
smoczej krzywej Sy, nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

(a) k< 2771 § wtedy rekurencyjnie znajdujemy rozwiazanie
dla krzywej S, _1, albo
(b) k > 2" i wtedy znajdujemy punkt na krzywej S,_1
w odlegtoéci k — 2"~ od poczatku krzywej
i odpowiednio przesuwamy go na plaszczyznie.
Dla krzywej Peano rozwigzanie jest analogiczne, z tym ze
trzeba bedzie rozpatrzy¢ nie dwa, ale 9 przypadkéw.

Mozna jednak zadanie sformutowaé na odwrét: majac dany
punkt ptaszezyzny (z,y) lezacy na krzywej, pytamy sig,

w jakiej odlegtosci od poczatku krzywej sie on znajduje.
Takie zadanie dla krzywej Peano pojawito sie m.in. na
$wiatowych finatach konkursu ACM ICPC w roku 2003
(zadanie pt. Riding the Bus). Jego rozwiazanie takze jest
tatwe: krzywa Peano P, rzedu n miesci si¢ na kwadratowej
siatce rozmiaru 3" — 1 x 3" — 1, a jej dlugosé to 9™ — 1.
Patrzac na wartoéci |x/3"7 | i |y/3" 1], jesteémy w stanie
stwierdzié¢, do ktérej z dziewieciu mniejszych krzywych P, _;
nalezy punkt (z,y). Jesli nalezy do i-tej krzywej

(w kolejnosci ich wystepowania w P,), to wynikiem bedzie
suma i - 9" ! oraz rozwigzania podzadania dla krzywej P,_1
i punktu (z mod 3" !,y mod 3" '), odpowiednio
obréconego. Taki algorytm dziata w czasie O(n).

Odwrotny problem dla smoczej krzywej zostal postawiony
przed uczestnikami tegorocznych Potyczek Algorytmicznych
w zadaniu Ploter. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze
pomyst, ktorego uzyliSmy dla krzywej Peano, tu si¢ zupelnie
nie sprawdzi. Brakuje nam bowiem istotnego sktadnika: jak
dla punktu na krzywej S, sprawdzié, do ktorej z dwoch
mniejszych krzywych S,,—1 on nalezy. Sprobujmy wiec
troche inaczej: wykonajmy procedure rekurencyjnie dla obu
mniejszych krzywych. Takie rozwiazanie dziataé¢ bedzie,
oczywiscie, w czasie O(2"). Ale zauwazmy, ze w wielu
przypadkach, jesli szukamy punktu na niewtasciwej krzywej
mniejszego rzedu, to po kilku zejsciach rekurencyjnych nasz
punkt na tyle istotnie oddali si¢ od aktualnie rozwazanego
kawatka krzywej, ze bedziemy mogli to tatwo wykryé

i odcia¢ przeszukiwanie.

Zobaczmy, jak ta idea sprawdzi sie w praktyce. Niech
(zn,yn) oznacza ostatni punkt na krzywej rzedu n. Latwo
pokazaé obliczajaca go rekurencje (n > 2):

x1=y1=1, Tp==Tn

— Yn—1, Yn = Tn—1 +yn71-

Niech d(z,y,n) bedzie funkcja, ktéra zwraca zbiér odleglosci,

w jakich punkt (z,y) lezy od poczatku krzywej S, (dany
punkt moze leze¢ w co najwyzej dwbdch odlegtoéciach od
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zatem zadanie zwykle jest formutowane nastepujaco: dla krzywej rzedu n i liczby k,
stwierdzi¢, jakie wspolrzedne ma punkt ptaszczyzny, lezacy w odlegtosci k£ od poczatku
krzywej. Oczekuje sig, ze program bedzie dzialaé¢ w czasie O(n).

poczatku krzywej). Funkcja ta wykona dwa wywolania
rekurencyjne. Jej wynikiem bedzie suma dwdch zbioréw:

d(z,y,n) =d(z,y,n—1)U
U{2" —k|kedly,—y,x
Dla S mamy d(z,y,1) ={z +y} dla0 <y
w przeciwnym wypadku d(z,y,1) = 0.

— Zn,n— 1)}
<z<l

A kiedy mozemy odciaé przeszukiwanie? Nie jesteSmy

w stanie tatwo sprawdzi¢, czy dany punkt wystepuje na
krzywej Sy, ale dla wielu punktéw mozemy powiedzieé,
Ze na pewno na niej nie wystepuja. Rozwazmy bowiem
najmniejszy prostokat R, o bokach réwnolegtych do osi
uktadu wspotrzednych, ktory zawiera wszystkie punkty
krzywej Sy,. llekro¢ funkcja d(z,y,n) zostanie wywotana
dla punktu (z,y), ktéry lezy poza prostokatem R,, mozemy
natychmiast zwrécié¢ (). Niech 7, tp, Iy, by, oznaczaja
odlegtosci punktu (0,0) od krawedzi prostokata R,
(odpowiednio prawej, gérnej, lewej i dolnej). Mozemy je
obliczy¢ rekurencyjnie (n > 2):

7'1:t1:1,
lh =b1 =0,

Tn = MaxX(rn— 17tn 1+xn)

ax(

tn = max(tn 17 n—1 +yn)
ln, = max(ln—1,b — ),

bn = max(bn—ly"“n—l - y'n)~
Pozostato pytanie, na ile powyzsza optymalizacja wptywa na
czas dziatania algorytmu. Narysujmy krzywa S, i zaznaczmy
wszystkie prostokaty otaczajace 2"~ " krzywych Sy, ktore
sktadaja sie na krzywa S,,. Oszacujmy, ile maksymalnie
narysowanych prostokatow moze zawiera¢ dany punkt
(z,y); ta liczba bedzie oznaczad, ile razy wywolanie
d(-,-,m) nie zostanie odcigte. Wynika z tego, ze jesli liczba
prostokatéw bedzie rzedu O(1), to na kazdym poziomie
rekurencji bedziemy mieli statg liczbe wywotan, a zatem caty
algorytm bedzie dzialal w czasie O(n).

Mozna udowodni¢ przez indukcje, ze x,, 1 ym sa podzielne
przez M = 21"™/2) zatem kazda z krzywych S, zaczyna sic
w jednym z punktéw zbioru Zy = {(Mi, Mj) | i,j € Z}.
Mozna tez pokazaé, ze rm + lm, tm + bm < 2“”/2”1,

tak wiec kazdy z narysowanych prostokatow jest zawarty

w kwadracie o boku 2M — 1. Zatem prostokaty zawierajace
punkt (x,y) pokrywaja w sumie co najwyzej 16 punktéow
ze zbioru Zyr. W kazdym z tych punktéw moga zaczynaé
sie co najwyzej cztery krzywe Sp,, zatem (z,y) nalezy do
nie wiecej niz 16 - 4 prostokatéw. Zatem nasz algorytm
istotnie dziala w czasie liniowym!

Tomasz IDZIASZEK



Benoit Mandelbrot

Wyjatkowo rzadko sie zdarza, by Smier¢ nawet bardzo znanego matematyka
zostala odnotowana przez stacje radiowe i telewizyjne. Matematyk, chocby
mial osiagniecia o znaczeniu wiekopomnym, to nie jest znany aktor, sportowiec,
czy polityk i media raczej nie interesuja sie jego zyciem lub $miercia — chyba
ze pojawi sie jakis skandal lub wyjatkowa sensacja. Gdy 14 pazdziernika

2010 roku zmart Benoit Mandelbrot, to wiadomosé o jego Smierci podaly
niemal wszystkie $rodki masowego przekazu i portale w Internecie.

,Ojciec fraktali” — bo takie zyskal miano — byl postacia bardzo popularna

w kregach nie tylko matematycznych. Fraktale zrobily ogromna kariere i to
bardziej w zastosowaniach niz w samej matematyce. A i sam Mandelbrot

nie jest autorem przelomowych twierdzen ani twérca rewolucyjnej teorii
matematycznej, cho¢ uzywa sie terminu ,teoria fraktali”. Czego zatem dokonal
Benoit Mandelbrot, ze zastuzyl sobie na tak wielkie uznanie, 15 doktoratéw
honorowych i wiele bardzo prestizowych nagrod?

Przypomnijmy najpierw, ze Benoit Mandelbrot urodzit sie 20 listopada

1924 roku w Warszawie. Jednak juz w 1936 roku rodzina wyemigrowata

do Paryza, gdzie edukacja matematyczna mtodego Benoit zajal sie stryj,
Szolem Mandelbrojt, profesor matematyki w prestizowym College de France.
Benoit nie podobatl sie jednak styl, w jakim stryj uprawial matematyke.
Szolem Mandelbrojt, wspotpracujacy przez pewien czas z bourbakistami,
byt zwolennikiem wysoce abstrakcyjnej, teoretycznej matematyki. Benoit
natomiast wolal rozwazania intuicyjne prowadzace do zastosowan. Trudne
(szczegdlnie ze wzgledu na zydowskie pochodzenie) lata wojny Mandelbrot
spedzil we Francji. Po wojnie ukonczyl Ecole Polytechnique. Nie specjalizowalt
sie jednak w jednej dziedzinie, interesujac sie réoznymi zagadnieniami z fizyki
statystycznej, termodynamiki, biologii molekularnej, a nawet aeronautyki

i lingwistyki matematycznej. Gdy tylko nadarzyla sie okazja opuscit
przeteoretyzowane” $rodowisko francuskich matematykéw i w 1958 roku
wyjechal do Stanéw Zjednoczonych, podejmujac prace w $wiezo powstalym
Wydziale Badawczym IBM.

Tam wtlasnie zajal sie tematem swojego zycia: problemami
samopodobienstwa i ,nieregularno$ci” w matematyce oraz
zastosowaniach. Zwracal uwage, ze znakomita wiekszosé
probleméw praktycznych prowadzi do obiektéw, ktére niewiele
maja wspolnego z idealnymi tréjkatami, kulami czy nawet
wieloScianami. Wymyslil nazwe ,fraktal” na okreslenie tworéw
o nieregularnych, nieciagtych ksztattach, ktérych drobne czesci
przypominaja cato$é¢. W 1982 roku wyszla jego ksiazka

The Fractal Geometry of Nature bedaca swoistym manifestem
podejscia do matematycznego opisu przyrody. W przyrodzie
nie ma idealnych figur geometrycznych, wszystko jest fraktalne.
Nawet, a moze przede wszystkim, zjawiska chaotyczne, ulotne
moga by¢ opisane za pomoca fraktali. To byla istna rewolucja
w mysleniu matematycznym. Szybko sie okazalo, ze fraktale
znalazly liczne, zaskakujace zastosowania (kompresja obrazéw,
powigkszenie cyfrowe, efekty specjalne w filmach). A przy tym
sa tadne, dzialaja na wyobraznie. Wystarczy spojrzeé¢ na
stynny zbiér Mandelbrota nazywany czasem ,,odciskiem palca
Pana Boga”. Mandelbrot bardzo duzo podrézowal i propagowat
swoje idee na licznych wykladach oraz piszac ksiazki. W maju
2005 roku odwiedzil takze Polske, zeby odebraé¢ przyznany mu
Medal Sierpinskiego badacza pierwszych abstrakcyjnych fraktali
(dywan, trojkat Sierpinskiego).

W komunikatach po $mierci Mandelbrota czesto powtarzala sie
informacja, ze odszed! czlowiek, ktory ukazal $wiatu niezwykle
pigkno matematyki.

Benoit Mandelbrot z zona w Krakowie (fot. Z. P.) Zdzistaw POGODA
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. . Dos$wiadczenia my$lowe
Wycinanki
Zrébmy razem kilka do$wiadczen myslowych z uzyciem kwadratowej kartki papieru
i nozyczek. Doswiadczenia beda bardzo proste, ale ich wynik — wycinanki (bo céz
by innego) — beda calkiem zaskakujace.

1. Wycinanie. W pierwszym kroku doswiadczenia wytnijmy cokolwiek, np. lewa
gérng ¢wiartke kartki. To bylo proste, ale szybko dostrzegamy techniczny problem
polegajacy na tym, ze bedziemy musieli decydowaé, co wycia¢ w drugim kroku
wycinania, i w nastepnym, i w nastepnym. .. Dobrze byloby znalezZé¢ jaka$ metode,
dzieki ktorej nie musielibySmy podejmowaé decyzji i ktéra uproscitaby cate
do$wiadczenie. Usuniecie lewej goérnej ¢wiartki ma nieoczekiwanie pozytywne
konsekwencje. Wszak pozostaly nam w reku trzy kwadratowe ¢wiartki i mozemy
z nimi postapi¢ podobnie — usunaé z kazdej z nich jej lewa gérna ¢wiartke.

To, co zostanie, bedzie suma wigkszej juz liczby ,¢éwiartek ¢wiartek”, z ktérymi —
dzieki naszej metodzie — poradzimy sobie bez trudu. Na kazdym kroku wycinania
bedziemy wiedzieli, co wycia¢, nawet jesli zechcemy wykonaé tych krokdéw
nieskonczenie wiele. To za$ nieuchronnie nastapi — wszak przeprowadzamy
doswiadczenie myslowe.

Rysunek obok przedstawia dobre przyblizenie naszej pierwszej nieskonczonej
wycinanki. Przygladajac sie mu uwaznie, mozna dostrzec pewna wlasnosé
nieskonczonej wycinanki, ktérej nie maja jej kolejne przyblizenia, a ktéra jest
konsekwencja wybranej metody wycinania. Skoro w trzech czesciach wycinanki
nasze nozyczki pracowaly podobnie do tego, jak wycinaly cata wycinanke, to
kazda z tych czesci jest podobna do catej wycinanki. To podobienstwo ma juz
jednak sens Scisle geometryczny, tzn.:

W = ¢1(W) U ¢2(W) U g3(W),
gdzie W jest wycinanka, a ¢1, @2, ¢3 to trzy podobienstwa (w tym przypadku
jednokladnosci) przeksztalcajace kwadrat w jego odpowiednie éwiartki. Wiasnosé
figury W, polegajaca na tym, ze jest ona suma podobnych do siebie fragmentow,
nazywa si¢ samopodobienstwem.

Opanowawszy zdziwienie, ze tak prosta procedura prowadzi do tak skomplikowanego
ksztaltu, prawdziwy ,doswiadczalnik” znalazl juz zapewne pole do dalszych
doswiadczen. Kwadrat jest przeciez podobny do swojej ¢wiartki na 8 réznych
sposobow. Kazde z takich podobienstw jest zlozeniem jednoktadno$ci o srodku

w wierzchotku kwadratu z jedna z o$miu izometrii wlasnych kwadratu (czterech
symetrii osiowych lub czterech obrotéw).

Czy, wybrawszy dowolny z 8 - 8 - 8 = 512 ukladéw trzech podobienistw (11, ¢2, 13)
przeksztalcajacych kwadrat w trzy ustalone ¢wiartki, mozna tak ,zaprogramowac”
nozyczki, zeby wycinanka W byla sumg swoich kopii, czyli

W =1 (W) Utha(W) Uth3(W)?
Pozytywnej (ale i znacznie ogdlniejszej) odpowiedzi na to pytanie dostarcza
twierdzenie Hutchinsona z 1982 roku, o ktorym pisze dokladniej Przemystaw Kiciak
w artykule Uklady iterowanych przeksztalcen.

Czy — pytajac dalej — wszystkie tak powstale wycinanki beda istotnie rézne
(tzn. nieizometryczne)? OdpowiedZ na to pytanie jest bardzo prosta. Wskazéwka
niech bedzie przyklad wycinanki, ktéra jest samopodobna na przynajmniej
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4096 sposobow. Wystarczy w pierwszym kroku wyciaé¢ ,nic”, by nastepnie
z kazda z czterech pozostalych éwiartek postapié¢ podobnie (na 8 réznych sposobdéw)
i powtérzyé te czynnoéé (dla porzadku jedynie) nieskoniczenie wiele razy.

Na marginesach (nie tylko tego artykulu) prezentujemy niektére sposrod

512 wycinanek powstalych w opisany powyzej sposéb. Nie zawsze tatwo zgadnad,
jakich podobienstw uzyto do ich wykonania. Jesli kto$ to zrobi bez uzycia linijki, to
na pewno ma doskonale wygimnastykowane oko. Album z kompletem wycinanek
mozna obejrzeé¢ na naszej stronie deltami.edu.pl.

2. Pomiary. W kazdym doswiadczeniu, nawet myslowym, powinno sie dokonaé
jakich$ pomiaréw. Sprébujmy zatem zmierzy¢ wycinanki. W zasiggu reki mamy
linijke (przyrzad do mierzenia dlugosci) i przyrzad do mierzenia pola powierzchni.
Niestety, szybko okazuje sie, ze nasza wycinanka ma nieskonczong dlugosé —
wystarczy dodaé¢ dtugosci wszystkich odcinkéw w niej zawartych. Réwnie szybko
dochodzimy do wniosku, ze wycinanka ma zerowe pole — wystarczy dodaé

pola wycinanych ¢wiartek i poréwnaé z polem kartki, od ktérej zaczynalismy.
Mamy réwniez nieodparte wrazenie, ze nasze wycinanki sa w pewnym sensie
bardziej skomplikowane niz typowe figury dodatniej dtugosci i mniejsze niz figury
o dodatnim polu.

Intuicja podpowiada nam, ze uzyliSmy niewtasciwych przyrzadéw — tak, jak to sig
czasem dzieje w zyciu codziennym, np. wtedy, gdy prébujemy si¢ zwazy¢ na wadze
aptekarskiej lub na wadze do wazenia parowozéw. Jeden z przyrzadow jest za czuly,
a drugi w ogdle nie reaguje.

Czy istnieje przyrzad pomiarowy odpowiedni dla wycinanek?

Postugujac si¢ jedynie intuicja, szybko pokazemy, jak powinien éw przyrzad
wygladaé (jesli istnieje, oczywiscie). Zauwazmy najpierw, ze zaréwno dlugosé, jak
i pole maja cos wspolnego z wymiarem topologicznym. Dodatnig dtugo$¢ miewaja
figury 1-wymiarowe (ich pole jest na pewno zerowe), a dodatnie pole miewaja figury
2-wymiarowe (ich dlugosé jest na pewno nieskonczona). Szukamy takiej miary, ktéra
przy probie zmierzenia wycinanki dawalaby wynik dodatni — jej ,,czuto$¢” s powinna
by¢ pomiedzy 1 a 2, tzn. pomiary ta miara figur 1-wymiarowych powinny dawac
wynik 0, a figur 2-wymiarowych oco. Oznaczmy te hipotetyczng miare przez H.

W konstrukeji naszej wycinanki gtéwna role odgrywaly podobienstwa. Wiemy, ze
dlugoséé zmienia si¢ proporcjonalnie do pierwszej potegi skali podobienstwa, a pole
—do jej kwadratu. Mozemy wiec oczekiwaé, ze nasza hipotetyczna miara H, bedzie
sig zmienia¢ proporcjonalnie do skali podobienstwa w potedze s. Jesli zatem istnieje
wladciwa miara o czulodei s € (1, 2), ktéra dla naszej wycinanki przyjmuje wartosé
dodatnia, a ponadto przy podobienstwach zmienia sie w sposéb analogiczny do
dtugosci i pola przeksztalcanych figur, to

H(W) = Hs(01(W) U 2 (W) U g3(W))
= Hs(p1(W)) + Hs(92(W)) + Hs(ps(W)) =
= ()" H W)+ (2 H (W) + (3) H (W) =3+ (3) " H (W),
czyli (skoro przyjelismy, ze 0 < Hy(W) < 0o) parametr s musi spelniaé¢ réwnanie
3 = 2% i ostatecznie s = (log3)/(log2) ~ 1,585. Ten wynik doskonale potwierdzalby
nasza intuicje, ze Swiat (przynajmniej wycinanek) nie jest calkiem bez sensu.
Potwierdzalby, gdyby miara Hs rzeczywiscie istniala. . .

3. Na zakonczenie. Miary H, dla s > 0 istnieja i nosza nazwe miar Hausdorffa
(patrz tez artykul Krzysztofa Baranskiego). Parametr s, ktory roboczo nazywali$my
czuloscia miary, nazywa sie wymiarem Hausdorffa. Jesli dla pewnej figury W
iliczby s > 0 oraz takich dowolnych liczb a, b, ze 0 < a < s < b, mamy H, (W) = oo
oraz Hy(W) = 0, to méwimy, ze figura W ma wymiar Hausdorffa s. Jesli wymiar
Hausdorffa figury W jest rézny od jej wymiaru topologicznego, to W jest fraktalem.
Kazda z 512 naszych wycinanek jest fraktalem o wymiarze Hausdorffa réwnym
(log 3)/(log2) ~ 1,585.

Dziwne to uczucie wiedzie¢, ze nie méwimy proza. . .

Malg Delte przygotowat Krzysztof RUDNIK
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Interpolacja fraktalna,
czyli dwukrotne falszerstwo na zamoéwienie

Irmina HERBURT", Pawel RZAZEWSKI*

Pierwsze falszerstwo — interpolacja

Urzadzenie pomiarowe zmierzylo wartosci pewnej
wielkosci w czterech momentach (rys. 1). Wiemy wiec
bardzo niewiele o zaleznosci tej wielkosci od czasu.

Mimo to chcieliby$my odtworzy¢ brakujace punkty
wykresu, kierujac sie nastepujacymi informacjami:
e pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi punktami
dzieje sie tak duzo, jak pomiedzy pierwszym
i ostatnim, tzn. kawaltki wykresow pomiedzy kolejnymi
punktami sa takie, jak caly wykres po odpowiednim
,przeskalowaniu”,
e wykres funkcji jest linia ciagla.

Z wielu mozliwych funkcji, ktére spelniaja powyzsze
warunki, wybierzemy taka, ktéra da si¢ tatwo opisac.
Punkty z wykresu tej funkcji potraktujemy jako
uzupelnienie brakujacych danych. Bedzie to wiec
swiadome falszerstwo.

Taki sposéb uzupelniania danych nazywamy interpolacjqg. Wedtug
Stownika wyrazéw obcych PWN jednym ze znaczen stowa
minterpolowac” jest zmieniac¢, falszowac tekst za pomocy wstawek.
W matematyce jednak interpolacja to odtworzenie punktéw z danych,
wedlug ustalonej metody, z ktérych najprostsza jest interpolacja
liniowa — w niej brakujace punkty wykresu uzupelnia sig, laczac
kolejno dane punkty odcinkami (rys. 2).

Tutaj uzyjemy innej metody, ktéra pozwoli uzyskaé wykres
samopodobny, czyli bedacy fraktalem.

Konstrukcja interpolacji fraktalnej

1. Tworzymy tamana laczaca kolejne punkty
Ar(z1,91), A2(22,y2), A3(23,Y3), Aa(T4,Ya).
Otrzymujemy w ten sposob interpolacje kawaltkami
liniowa K;.

2. Otrzymana lamana K, przeskalujemy (zwezimy
i $cidniemy) i wstawimy pomiedzy punkty A; i A (rys. 3).

Podobnie tamana K; przeksztalcimy i wstawimy kolejno
pomiedzy punkty A, i As oraz Az i Ay.
Przeksztalcenie ,przeskalowania” mozna opisa¢, podajac wzor,
wedtug ktérego przeksztalcane s wspélrzedne punktéw plaszczyzny.
W naszym przypadku punkt o wspéirzednych (z,y) przejdzie na punkt
o wspoétrzednych (z’,y’) zgodnie z regula

' =ax+by+e y =cxt+dy+f.
W przeksztalceniu fi, ktére odwzorowuje tamang Ky w tamang
taczaca punkty A; i Az, mamy

T2 — 1 Y2 — Y1 Y4 — Y1
a=———, b=0, d=0,5, c= —d- s
Tg — T T4 — 1 T4 — 1
Ty Tl — T2 T1 T4t Y1 — X1 Y2
e= , f= .
T4 — T1 T4 — X1

Wspoétczynnik d mozemy wybraé¢ dowolnie spomigdzy liczb
z przedziatu [0, 1). Od niego zalezy, jak bardzo ,postrz¢piona” jest
koncowa krzywa fraktalna.

Podobnymi wzorami opisujemy przeksztalcenia @2 i 3, ktére
ywstawiaja” tamana K7 odpowiednio pomiedzy punkty Az i As
oraz Az i Ag.

*Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska
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3. W kazdym nastepnym kroku powtarzamy te same
czynnosci: krzywa otrzymana w kroku poprzednim
odwzorowujemy przeksztalceniem ¢, pomiedzy punkty
Ajq i Ag, przeksztalceniem o pomiedzy punkty As i As
oraz przeksztalceniem s pomiedzy punkty As i Ay.

Im wiecej tych krokéow wykonamy, tym doktadniejsze
przyblizenie granicznej krzywej fraktalnej dostaniemy.
W granicznej krzywej Ko kazdy kawalek pomiedzy
punktami A; oraz A;41, dlai =1, 2 lub 3, jest podobny
(afinicznie) do calosci, a cala krzywa jest suma swoich
trzech kopii: Koo = 01 (Koo) U v2(Koo) U @3(Koo).



Drugie falszerstwo
— narysowanie krzywej fraktalnej

Wszystkie obrazki krzywych fraktalnych powstaja po
wykonaniu tylko skonczonej liczby krokéw algorytmu, sa
to wiec tylko przyblizenia granicznego fraktalnego obiektu.

Do narysowania (w przyblizeniu) krzywej K., uzyjemy
tzw. algorytmu probabilistycznego. Tworzy on ciag
punktow coraz gesciej wypelniajacy wykres krzywej
(rys. 415).

Algorytm probabilistyczny to nastepujacy sposdb
postepowania.

Aby narysowaé zbiér samopodobny K, ktéry jest suma
swoich kopii, tzn.

K=o1(K)Upa(K)U...Upn(K),
tworzymy ciag punktow pq, po, ... wypelniajacych
odpowiednio gesto zbiér K. Algorytm wybiera punkt
startowy p; 1 powtarza nastepujace operacje:

— losuje liczbe ze zbioru {1,2, ...,
przeksztalcenia),

— przeksztalca wylosowanym przeksztatceniem
poprzednio znaleziony punkt ciagu i tworzy w ten sposéb
nastepny punkt ciaggu.

n} (numer

Oto stosowna procedura.

n « liczba iteracji algorytmu

N « liczba punktow startowych

(x1,91),- .., (zn,yn) < punkty startowe,
uporzadkowane wzgledem pierwszej wspolrzedne;j

d = (di1,ds,...,dy) < parametr skali
A—ay—a1
Dla i« 2,..., N wykonaj

a; — Ty — Ti—1

e — IN - Ti—1 — X1 " T4

A
Yi —¥Yi—1 YN — U1

Cj — dl .

fi e IN " Yi-1 —T1 " Yi 7d”~TN’y1*‘731‘yN
L 7* A ' A
(X, Y) — (1‘1,?/1)',
Dlai« 1,...,n wykonaj

k « losowa liczba ze zbioru {2,..., N}
X' =ap-X+ep
Y,:Ck'X+dk~Y+fk
(X,Y) — (X', Y")

Dodaj punkt (X,Y) do wykresu

Platek Sniegu nie jest suma swoich kopii, ale
sklada sie z trzech kawatkéw, z ktérych kazdy
jest juz suma swoich czterech kopii — kazda kopia
jest podobna do calego kawalka w podobienstwie
o skali 1/3.

-

&

Opisz wzorami

te podobienstwa

i zastosuj algorytm
probabilistyczny
do narysowania
ptatka éniegu.

100
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Rys. 4. Krzywa fraktalna po 5000 iteracji algorytmu
probabilistycznego.
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Rys. 5. Krzywa fraktalna po 50000 iteracji algorytmu
probabilistycznego.

Trojkat Sierpinskiego jest suma swoich trzech kopii,
mozemy wiec zastosowa¢ do jego narysowania
algorytm probabilistyczny. Dla opisania

wzorami odpowiednich przeksztalcen umiescimy
wierzcholki trojkata w punktach o wspélrzednych

(0,0),(1,0), (5.1).

n « liczba iteracji algorytmu

/* Zdefiniujmy nastepujace */
/* przeksztalcenia punktu = = (z1,x2) */
Zdefiniuj

prllanm) = (5.5)

(1‘1+1 .1?2+1>
P kT S
2 472 2

X1 1.@2

~(5+2%)

xz — (0,0)

Dla i« 1,...,n wykonaj
k « losowa liczba ze zbioru {1,2,3}

z — pp(w)
| Dodaj punkt = do wykresu

w2((1,22))

w3((z1,22))
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z D=11/4 (a)
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Rys. 1. (a) Fraktalny dywan kwantowy
dla czastki w pudelku, ja$niejszy

odcien oznacza wigkszg gestosé
prawdopodobienstwa; (b) i (c) cigcia
przestrzenne dywanu wt =01t =1;
(d) ciecie czasowe w « = 1. Rysunki
otrzymano, sktadajac 200 poczatkowych
sktadnikéw we wzorze (9).

*Instytut Biologii Do$wiadczalnej
im. M. Nenckiego PAN

Fraktale kwantowe
Daniel WOJCIK *

W wyniku edukacji szkolnej mozna nabraé przekonania, ze §wiat pelen jest
gtadkich obiektow, dobrze opisywanych przez linie proste, ptaszczyzny, kota,
kule itd. Poprosiwszy kogo$ o narysowanie typowego wykresu funkcji, zwykle
otrzymamy wykres wielomianu lub zlozenia najbardziej znanych funkcji
gladkich. A jednak, $ciSle rzecz biorac, typowa funkcja nie jest nigdzie ciagta,
typowa funkcja ciagla nie jest nigdzie rézniczkowalna itd. Odkrycie to bylo
szokiem dla wielu matematykow, ktorzy jeszcze niewiele ponad sto lat temu
uwazali, ze wszystkie funkcje ciagle sa rézniczkowalne (opinie te do dzi$ podziela
wielu studentéw na egzaminach analizy matematycznej).

Podstawy analizy matematycznej uporzadkowano w drugiej potowie

XIX wieku i wtedy zaczeto odrézniaé funkcje rézniczkowalne od ciaglych.
Naturalnie pojawilo si¢ pytanie, czy istnieja ciagle funkcje, ktore nie sa
nigdzie rézniczkowalne. Pierwsza osoba, ktéra rozwazata ten problem, byt
prawdopodobnie Riemann. W 1861 r. postawil hipoteze, ze funkcja

) )= 3 D)
n=1

jest ciagla, ale nierézniczkowalna, jednak nie byt w stanie tego udowodnic.
W 1872 r. Weierstrass podal inna funkcje, noszaca dzis jego nazwisko,

(2) W(z) = Z a” cos(b"xm),
n=0

i udowodnil, ze dla pewnych wartosci a i b nie jest ona rézniczkowalna dla
zadnego x. Kolejny krok wykonal Godfrey Hardy (1877-1947), ktéry udowodnil
nierézniczkowalnosé W(z) dla wszystkich wartosci a, b spelniajacych warunki
b>1>a>0,ab> 1. Dostarczyl on réwniez dowodu nierézniczkowalnosci
funkcji 7(z) dla dowolnego niewymiernego x. P67niej pokazano, ze r(x) jest
rozniczkowalna dla pewnych wymiernych wartosci x.

Hardy nie tylko wykazal nierézniczkowalnosé W(z), ale tez zmierzyt ja:
udowodnil mianowicie, ze
(3) sup{|f(x) — f(y)| : |z —y| <3} ~ 67,
gdzie
_ In(1/a)

Inb
Korzystajac z tego wyniku, mozna wykazaé, ze wymiar pudetkowy (opisany
w artykule Krzysztofa Baranskiego) wykresu funkcji Weierstrassa W (x) wynosi

Ina Ina
b~ |Inb
Funkcje, ktorych wykresy maja niecatkowity wymiar pudetkowy, nazywamy
funkcjami fraktalnymi.

(4) Dy =2+

Czy jednak ma to cokolwiek wspodlnego z opisem zjawisk w rzeczywistosci?
Okazuje sie, ze funkcje fraktalne moga opisywaé stany kwantowe prostych
obiektéw, np. czastki w pudetku. Zanim to pokazemy, przypomnijmy
podstawowe zasady mechaniki kwantowej. W mechanice klasycznej zeby
opisa¢ stan uktadu, musimy podaé polozenia i predkosci wszystkich jego
elementéw sktadowych. Jezeli znamy wszystkie sity dzialajace w ukladzie,
mozemy wyznaczy¢ jego przyszly stan, korzystajac z praw Newtona, czyli
rozwiazujac réwnania ruchu. W mechanice kwantowej stan uktadu opisywany
jest przez zespolona funkcje falowa ¥ (z,t), ktérej ewolucje opisuje réwnanie
Schrédingera. Kwadrat modutu funkcji falowej, p(z,t) = |¥(z,t)|?, jest gestoscia
prawdopodobienstwa zaobserwowania ukladu w danym punkcie z w chwili t.

Rozwazmy jeden z najprostszych modeli fizycznych: poruszajaca sie w jednym
wymiarze czastke o masie m w pudetku o nieskonczenie sztywnych $ciankach,
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Rys. 2. (a) Fraktalny dywan kwantowy

dla czastki w pudetku; (b) $rednia

predkosé; (c) i (d) ciecia przestrzenne
wt=0it=1; (e) i (f) ciecia czasowe

wz =11z = rn/8 Wykresy otrzymano,

skladajac pierwsze 20 skladnikéow we

wzorze (10) dla ¢ = 2, s = 3/2.

a wiec uklad mechaniczny z potencjalem V(z) = 0 dla € [0, 7], poza tym
V(x) = co. Wszystkie rozwiazania réwnania Schrodingera dla tego ukladu sa postaci

oo

(5) U(x,t) = Z an, sin(nx)e_mzt7
n=1

gdzie

T

(6) ap, = g/ dz sin(nz)¥(z,0).

m™Jo
W 1996 roku Michael Berry zauwazyl, ze jezeli w chwili ¢ = 0 wiemy o czastce
jedynie tyle, ze jest ona gdzie$ w pudetku, to woéwczas jej stan poczatkowy
mozemy opisaé funkcja falowa, ¥(x,0) = const wewnatrz pudelka oraz
¥(z,0) = 0 na zewnatrz. Wtedy gestoéé prawdopodobienstwa p(x,t) znalezienia
czastki w punkcie = dla ustalonego czasu ¢t > 0 jest prawie zawsze funkcja
fraktalna, ktérej wykres ma wymiar D, = D 4+ 1/2 > 1, gdzie D jest wymiarem
przestrzeni (u nas D = 1). Z kolei, jezeli ustalimy punkt x w przestrzeni, to
prawie zawsze wykres gestoéci prawdopodobienstwa w tym punkcie jest funkcja
fraktalna o wymiarze pudetkowym D, = 7/4.

W opisywanym przypadku funkcja falowa Berry’ego ma w chwili ¢t = 0 postac
1

3
0 dla z & (0, 7).

dla z € (0, ),

(7) PBerry (7,0) =

Z réwnania (6) otrzymujemy

Q/ﬂd . 1
Ap = — T SINNT—= =
™ Jo ﬁ

0, n = 2k,

4
S n=2k+1
T/ " +

o0

4 A 2
WBerry(xv t) = kzo m sin((2k + 1)1‘)671(2k+1) t.
Dlaczego tak prosty stan poczatkowy staje sie fraktalem podczas liniowej
ewolucji zadanej rownaniem Schrodingera? W istocie stan poczatkowy jest
nieciggly na brzegu pudelka, co jest przyczyna oméwionych wyzej fraktalnych
wlasnosci stanu ukladu. Zeby zlozyé funkcje stala na odcinku z funkeji
bazowych sin(nz), musimy wziaé¢ ich nieskonczenie wiele. Kiedy przyblizamy
funkcje falowa skonczona suma sinuséw, im blizej brzegbéw, tym gorzej nam to
wychodzi. Jest to tak zwany efekt Gibbsa, znany z analizy Fouriera. Poniewaz
ewolucja kwantowa zmienia fazy kazdej funkcji sktadowej proporcjonalnie do
energii stanu, w kazdej chwili ¢ stan uktadu jest suma nieskonczonej liczby
oscylacji o praktycznie losowych fazach, co prowadzi do fraktala. Okazuje sie tez,
ze energia stanu opisanego funkcjg Berry’ego jest nieskonczona.

Mozna tu zadaé kilka pytan. Czy nieciaglos¢ stanu poczatkowego jest koniecznym
warunkiem fraktalnosci? Czy moze raczej nieskoniczona energia? Czy wymiar
fraktalny funkcji falowej jest zdeterminowany wymiarem przestrzeni? Okazuje
sie, ze nieskonczona energia stanu jest konieczna, zeby stan byl | prawdziwym”
fraktalem: funkcja falowa musi mie¢ sktadowe o dowolnie duzej energii (wysokiej
czestosel przestrzennej), zeby skalowanie wystepowalo w najmniejszych skalach,
a przy tym wagi sktadowych musza by¢ na tyle duze, zeby pochodna funkcji falowej
nie byla rézniczkowalna. Natomiast mozna znalez¢ fraktalne funkcje falowe wszedzie
ciagle o dowolnym dozwolonym wymiarze fraktalnym. (Jasne jest, ze wykres ciaglej
rzeczywistej funkcji musi mie¢ wymiar nie mniejszy niz wymiar prostej, czyli 1,

a nie moze by¢ wigkszy niz wymiar przestrzeni, w ktorej lezy, czyli 2.)

Przyktadowsa klase funkcji falowych o zadanym wymiarze otrzymamy, biorac
dla czastki w pudetku stan poczatkowy opisany funkcja Weierstrassa (2). Wéwczas

[e9)
(10) Uy (x,t) =N Z "2 sin(q”x)eiiqznt,

n=0

gdzie ¢ =2,3,..., s € (1,2), a N jest stala normalizacji.
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Funkcja (10) ma kilka ciekawych wlasnosci. Okazuje sie, ze jej cze$é rzeczywista
i urojona, a takze kwadrat jej modutu, czyli gestosé prawdopodobienstwa, sa
funkcjami fraktalnymi. Dla dowolnego ustalonego czasu t wykres przestrzennej
zaleznodci funkcji p(z,t) jest fraktalem o wymiarze D, = s. Dla prawie

kazdego ustalonego = € [0, 1] wykres funkeji p(z,t) jest fraktalem o wymiarze
Di(z) =1+ s/2, ale dla gestego, dyskretnego zbioru punktéw x4, funkcja

p(x = xgq,t) jest gladka, a wiec Dy(xp) = 1. Wykres funkcji dwéch zmiennych
p(z,t) jest fraktalem o wymiarze Dy, = 2+ s/2.

Dwuwymiarowe wykresy gestosci prawdopodobienstwa P(z,t) nazywamy
fraktalnymi dywanami kwantowymi, w analogii do pojecia dywanéw kwantowych
uzywanego w przeszlosci. Na rysunku 2(a) pokazujemy typowy fraktalny dywan
kwantowy (jasniejsze obszary oznaczaja wigksza gestosé prawdopodobienistwa)
dla ¢ =2, s =3/2 i jego ciecia w czasie i przestrzeni. Okresowo$é w czasie

z okresem 27 /3, ktéra widzimy na dywanie, wiaze sie ze struktura widma
czestodcl wy, k= 3(4™ L+ +4mF) m=1,...,00, k = 1,...,m, fraktalnej
gestosci prawdopodobienstwa p(x,t). W punktach x4 = kv /¢™ (k=0,1,...,¢™)
suma (10) ma tylko m skladnikéw, w zwiazku z czym funkcja P, (t) jest gladka
(D¢ = 1). Przyklad takiego zachowania pokazany jest na rysunku 2(f). Tak wiec
funkcja Dy (z) nie jest ciagla w zadnym punkcie = na przedziale [0, ).

Oczywiscie, zaden uklad nie moze mieé nieskoniczonej energii, co, miedzy innymi,
oznacza, ze nie ma w przyrodzie ,prawdziwych” fraktali, tak samo, jak nie ma
idealnych okregdéw, prostych itd. W praktyce méwimy o fraktalach ,fizycznych”,
majac na mysli obiekty, ktére w pewnym zakresie skali wykazuja (statystyczne)
samopodobienstwo. Ciekawe, ze te fizyczne fraktale kwantowe, zdefiniowane
jako skonczone sumy skladnikéw w réwnaniu (10), zachowuja swéj charakter

w czasie. Podobne rozwigzania mozna skonstruowac dla catej klasy potencjatéw
wiazacych czastke wystarczajaco mocno (np. dla oscylatora harmonicznego).

Zadania Redaguje Tomasz TKOCZ
- M 1318. Znalez¢ wszystkie takie liczby pierwsze k, ze liczba 2% + k2 jest pierwsza.

Rozwiazanie na str. 24

M 1319. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku B

¢ i boku BC' dtugoéci 1. Punkty L, M i N to odpowiednio srodki bokéw BC, C A
i AB (rys. 1). Wiedzac, ze proste BM i C'N sa prostopadle, obliczy¢ dlugosé
odcinka AL.

L M Rozwiazanie na str. 3

M 1320. Tréjkat réwnoboczny o boku dlugosci 2011 podzielono na jednostkowe
trojkaty rownoboczne, analogicznie do rysunku 2. Ile jest $ciezek prowadzacych
B N A od tréjkata w gérnym rzedzie do srodkowego tréjkata w dolnym rzedzie, takich ze
kolejne trojkaty na Sciezce maja wspélny bok, a Sciezka nigdy nie wraca do géry

Hys- 1 (z rzedu nizszego do wyzszego) ani nie przechodzi dwa razy przez zaden tréjkat?
Rozwiazanie na str. 2
Redaguje Ewa CZUCHRY
F 791. Kuchenka elektryczna przystosowana do napiecia 220 V jest wyposazona
w dwie spirale grzejne o oporach 60 i 120 €. Zaprojektowaé¢ schemat polaczen
pozwalajacych uzytkowa¢ kuchenke w trzech zakresach mocy: 400, 800 i 1200 W.
Rozwiazanie na str. 23

Rys. 2

F 792. Galwanometr o czutoéci 3 - 10~% A i zakresie 1,5 - 1072 A, wyposazony
w opornik wewnetrzny 60 €2, nalezy przeksztalci¢ w miernik uniwersalny
(amperomierz o zakresach 100 mA i 5 A oraz woltomierz 10 V, 100 V i 1000 V).
Zaproponowaé schemat polaczen i obliczyé¢ parametry niezbednych opornikow.
Rozwiazanie na str. 2
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Chronmy przysztosc

Gdy mialam pieé lat — méwi Jane Goodall — mieszkalam na wsi i powierzono
mi powazny obowiqzek zbierania jajek kur, ktore je znosity gdzie popadlo.
Bytam ciekawa, skqd sie one biorg i posztam do kurnika, w ktérym wlasnie
jedna kura jakos tak sie moscita. Jak mnie zobaczyla, uciekia z glosSnym
gdakaniem. Pomyslatam: chyba jg przestraszylam i przyczailam sie cichutko
w tym kurniku. Za chwile pojawita sie kolejna kura i jej sktadanie jajka

Juz obejrzatam. Nauczylam sie wtedy zasad prowadzenia biologicznych
obserwacji: nalezy wybraé wlasciwe miejsce @ czas, wtopic¢ sie w otoczenie,

a jezeli zobaczymy nie to, czego sie spodziewalismy — trzeba powtorzyc naszq
obserwacje od poczgtku.

Jane Goodall przyjechala do Warszawy z okazji 8. Planete Doc Film
Festival, na ktérym pokazywano o niej film. Przestaniem filmu byta myél,
ze jezeli ma si¢ marzenie (jej marzeniem byl wyjazd do Afryki i obserwacja
dzikich zwierzat) i bardzo si¢ tego chce, to marzenie moze sie spetnié.
Prawdziwe zycie Jane zaczelo sie od jej podrozy statkiem z Anglii do
Afryki. Pierwszy etap to wejécie w spoleczno$é szympanséw w Tanzanii.
Wymagalo to wiecej czasu i cierpliwosci niz zasadzka w kurniku, ale

sie w pelni udato. Obserwacje czynione w przyrodzie, a nie w ogrodach
zoologicznych, nauczyly Jane tego, ze szympansy sa nam niezwykle bliskie
w zachowaniach, w sposobie reagowania na otoczenie. Zapytana, z kim jej sie
tatwiej w zyciu pracowalo — z ludzmi czy z szympansami, odpowiada bez
wahania, ze z szympansami. Nie oszczedziliémy jej tez pytania o réznice
miedzy nimi i nami. Méwi, ze powstanie mowy i rozwiniecie sposobow
komunikacji uczynito czltowieka wyjatkowym w $wiecie zywych istot, ale
zarowno ludzie, jak i szympansy — wiecej, kazda jednostka w tych gatunkach
to osoba niepowtarzalna, jedyna.

Od kilkunastu lat Jane Goodall porzucita spotecznosci szympanséw

i jezdzi po $wiecie, tltumaczac ludziom, jak nalezy ratowaé nasza planete
przed zaglada biologiczna. Nie godzi sie tez z cigzkim zyciem ludzi

w regionach nedzy. Jest wedrowcem, wszedzie witanym entuzjastycznie,
znanym i szanowanym. Twoérca polskiego Klubu Gaja, Jacek Bozek,

w majowe Dni Ziemi tez prosil, zeby pomysle¢, jak daleko doprowadzi¢
nas moze cheé¢ zdobywania za wszelka cene wszelkich wytworéw bogatego
Swiata. Rezygnacja z takich przedmiotéw i urzadzen, mowit Pan Jacek,
moze uczynitaby lepszym zycie kolejnych pokolen. A Jane dodaje: my
nie pozyczamy od naszych wnukow, bo poZyczki sie oddaje — my po prostu im
kradniemy ich Ziemie i przysztosc.

Jane Goodall namawiata Polakow i w szczegdlnosci polskie dzieci, zeby
zakladaly kluby Roots and Shoots (korzenie i pedy). Kazdy moze w swojej
najblizszej okolicy co$ dla Ziemi zrobié, a takie kluby powstaly juz w ponad
100 krajach réznych kontynentéw. Jedni w Tanzanii hoduja kury, zeby

nie zjadaé¢ dzikich zwierzat, inni w Anglii pomagaja w budowie drézek
rowerowych, zeby mniej ludzi jezdzito samochodami.

Jane Goodall porywa stuchaczy przestaniem i prostota wywodu.

W Warszawie, jak w Nowym Jorku, ludzie stojac, dtugo bija brawo. Potem
przychodzi refleksja, ze namawia do zachowan niemozliwych, nierealnych na
tym etapie rozwoju cywilizacji. A jednak zle by bylo, gdyby nie oglaszano
na $wiecie roku ochrony bioréznorodnosci (przy pelnej swiadomosci, ze

lasy tropikalne w kazdej minucie nadal sa wycinane, ze powstaja plany
przeprowadzenia autostrad przez najwicksze parki narodowe Afryki), zle

by bylo, gdyby Jane Goodall czy Jacek Bozek, idealiéci nie z tego $wiata,
nie przypominali nam swoim istnieniem i dziatalnoscia o tym, ze planete
mamy jedna i ze rodza sie na niej kolejne pokolenia dzieci i wnukéw.

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ostatnie tradycyjne lowy w lasach ser Petera Higgsa z Edynburga?

Jak uwolnié¢ okolice od smoka? Sporym problemem

jest samo osaczenie mitycznej bestii. Pewna szansg
byloby zaangazowanie matematyka, ktéry by nieistnienie
smoka udowodnit. Koszty bylyby jednak horrendalne.
Sciste udowodnienie nieistnienia wymaga dokladnego
zdefiniowania smoka, co nie byloby mozliwe bez
szczegblowego opisania jego samego, o zwyczajach

i interakcji ze $rodowiskiem nie wspominajac. Do tego
potrzebna by byta cala rzesza biologdéw, socjologow

etc. Koszta mozna by byto ograniczy¢, wynajmujac
informatyka, ktéry smoka moégtby wysymulowaé (wiedza,
jak smok wyglada, nie bylaby mu do niczego potrzebna),
a nastepnie unicestwi¢. Niestety, nie byloby to rozwiazanie
ostateczne, bo raz powotane do elektronicznego zycia
smoki odradzaja sie w nieskonczono$é (stad zreszta wzial
sie mitologiczny aspekt odrastajacych gléw).

7 takim problemem musi sie zmierzy¢ fizyk czastek, bez
ogladania sie na pomoc uczonych kolegéw, bo odglosy
wydobywajace sie z pierwotnej puszezy (poczatkéw
Wszech$wiata) wymagaja wyjasnienia ich przyczyny.
Rodzajéw poszukiwanej zwierzyny jest duzo, choé
wiadomo, ze zdecydowana wigkszos¢ z nich w Przyrodzie
na pewno nie wystepuje, bo musiatyby zamieszkiwaé te
same niepodzielne nisze. Jest jednak nadzieja, bo co$

w tych lasach przeciez zy¢ musi. Wsréd hipotetycznej
fauny poczesne miejsce zajmuje tradycyjny smok,

o ktorym wiemy praktycznie wszystko. Nazywany

jest standardowym bozonem Higgsa. Jest on jedynym
nieodlowionym reliktem tzw. Modelu Standardowego
(krélestwa) oddzialywan elementarnych, artefaktem
minimalnej wersji spontanicznego naruszenia rownowagi
(symetrii) elektrostabej. Legenda ta wyjasnia niezerowe
masy czastek poprzez oddzialywanie z polem ser Higgsa.
Wiemy, jak smok powstaje, jak oddzialuje i jak sie rozpada.
Jedyna nieokreslona przez teorie wielkoscig, jest jego masa,
ale i ona jest ograniczona od dotu poprzez dotychczasowe
poszukiwania, a po dodaniu zadania konsystencji teorii
rowniez od gory.

W tak ograniczonym mateczniku (w nadziei na reke
krélewny) poluja juz tylko dwaj najlepiej uzbrojeni
rycerze: do$wiadczony kilkoma odwrotnymi femtobarnami
Tevatron (tuz przed przejSciem w stan spoczynku)

oraz mtody LHC. Tevatron przetrzebil nie tak dawno
okolice wodopoju w srodku matecznika (czyli obszar,

w ktérym zwierzyne najlatwiej, co nie znaczy tatwo,
znalez¢). Doswiadczenie LHC jest jeszcze male (okoto
50 odwrotnych pikobarnéw pod koniec zeszlego roku,
czyli dwa rzedy wielkodci mniejsze niz Tevatronu), ale
sila ramion wieksza: masa zderzajacego sie ukladu
proton-proton w LHC jest prawie cztery razy wigksza
niz uktadu proton-antyproton w Tevatronie. Dzieki tej
sile LHC juz depcze po pietach Tevatronowi, a w tym
roku jego do$wiadczenie ma wzrosnaé kilkadziesiat razy,
podczas gdy Tevatronu najwyzej dwukrotnie przed jego
odwolaniem ze stuzby po skonczonym sezonie.

Miara rosnacego do$wiadczenia jest po prostu liczba
zapisanych przez skrybe przypadkow. Polowanie jest
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bezkrwawe: rycerze szukaja $ladéw smoka, a te sa rozne.
Dokumentacja kazdego rodzaju sladéw jest zbierana
oddzielnie. Pojedyncza pozostatos¢, wygladajaca jak slad
obecnosci smoka, nie ma decydujacego znaczenia, bo jest
wiele zwyklych zwierzat, ktére moga zostawi¢ podobne
tropy. Dopiero nagromadzenie sladéw w jednym miejscu
mozna uwazaé za dowdd.

Jak duze musi by¢ takie nagromadzenie? Jezeli w obszarze,
odpowiadajacym wielko$cia legowisku smoka, po

¢ polowaniach oczekuje sie n = x - £ przypadkowych
sladow, to za legowisko uznane zostanie miejsce, w ktérym
takich §ladéw bedzie o 5o = 5/n wiecej, a jezeli
spodziewamy sie, ze smok powinien zostawi¢ 20 $ladow
ponad oczekiwane tto, a nie widzimy zadnej nadwyzki,
to takie miejsce uznaje sie za wykluczone (na poziomie
ufnosci 95%). Wielko$é o = \/n, uzywana jako miara, jest
po prostu odchyleniem standardowym oczekiwanej liczby
zliczen n.

O powodzeniu polowania decyduje wiec liczba /¢

wypraw do lasu oraz selektywnosé metody, czyli
stosunek spodziewanej liczby sladow smoka do liczby
Sladéw przypadkowych. Jak tatwo sprawdzié¢ przy pomocy
znajomego statysty, dla ustalonej selektywnosci zdolnosé
do wykluczenia skaluje sie z doswiadczeniem rycerza

jak /0. Przed tegorocznym sezonem lowieckim LHC,

w najmniej dostepnym miejscu, wykluczal egzotyczne
smoki o kilkanascie razy silniejszym niz tradycyjny
feromonie. Do wykluczenia standardowego smoka
wystarczy zatem wzrost liczby polowan o dwa rzedy
wielkosci. A tego wlasnie oczekujemy najdalej do konca
przysztorocznego sezonu!

Jak widaé¢, towy wchodza w decydujaca faze. Zdajac
sobie sprawe, ze, tak jak $redniowieczny rycerz byt
(typowo) jednostka bojowa zlozona z rycerza wlasciwego,
giermka, dwéch pachotkéw, koni i uzbrojenia, tak

nasi rycerze sa hybrydami sprzetu, oprogramowania

i wielo-tysiac-glowego czynnika ludzkiego, trudno
oczekiwaé bezwzglednego przestrzegania etosu
rycerskiego. Wypadek przy pracy zdarzyl sie niedawno
Atlasowi, jednemu z dwoch tytanéow LHC. Wyciekty
wewnetrzne, niedopracowane informacje o swiecacych
(kanal foton-foton) bobkach wyjatkowo silnie (okoto

30 razy za silnie) pachnacego smoka, natychmiast
rozpuszczone przez truwerow. Incydent zostal
napietnowany, a kolejne wycieczki do lasu pokazaly [1], ze
kumulujacy sie przez pewien czas sygnalopodobny zarodek
byl fluktuacja tla.

W kazdym razie zbliza si¢ moment, w ktérym albo
zobaczymy glowe tradycyjnego smoka, albo okaze sig,

ze krélewna (Model Standardowy) jest bez reki lub tych
rak ma za duzo, czyli (w zgodzie z powszechna nadzieja)

nie jest bez skazy. ot ZALEWSKI
iotr

(1] Atlas Collaboration, Update of Background Studies in the
Search for the Higgs Boson in the Diphoton Channel with the
ATLAS detector at sqrt(s) = 7TeV, ATLAS-CONF-2011-071,
8 maja 2011.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W dniu 19 marca 2011 roku w budynku Szkoly Przymierza Rodzin w Warszawie
przy ulicy Grzegorzewskiej 10 odbyt si¢ finat VI Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow. W czasie trzech godzin uczestnicy zawodow zmagali si¢ z piecioma

: zadaniami finalowymi, z ktérych jedno (naszym zdaniem najtrudniejsze)

omawiamy ponizej.

Zadanie 5. Wewngtrz kola o promieniu 1 znajdujg sie punkty A1, As, As, ..., A100-
Udowodnij, zZe na brzegu tego kola istnieje taki punkt P, dla ktorego

PA, +PAy+ ...+ PAo > 100.

Wigkszos$¢ poprawnych rozwiazan tego zadania byla podobna do rozwiazania
zaproponowanego przez Komitet Gtowny OMG.

Rozwigzanie firmowe. Niech P i () beda koncami dowolnej $rednicy
rozwazanego kota. Wtedy dla dowolnego punktu X plaszczyzny mamy

PX + XQ > PQ = 2. Nier6wnos¢ ta jest tzw. nieréwnoscig tréjkata dla trojki
punktéw P, Qi X. Wiec dla i =1,2,...,100 otrzymujemy PA; + QA; > 2.
Dodajac te nieréwno$ci stronami, wnioskujemy, ze

(PA1 +PAs+ ...+ PAjo) + (QA1 + QAs + ... + QA100) > 200.

7 otrzymanej nieréwnosci wynika, ze co najmniej jeden z punktéw P lub @)
spelia warunki zadania.

Uczestnicy zawoddéw znalezli kilka innych rozwiazan tego zadania. Chcielibysmy
przedstawi¢ jedno z nich. Rozwiazanie to opiera sie na definicji srodka ciezkosci
uktadu punktéw materialnych. Zatézmy, ze w punktach Ay, Ao, ... A,
umieszczono masy msj, ms, ..., m,. Oznaczmy przez m mase calego uktadu
punktéw mq + mo + ... + m,, oraz przez O Srodek kartezjanskiego uktadu
wspoélrzednych. Wtedy srodkiem ciezkosci tego uktadu punktéw materialnych
nazywamy taki punkt S, ze

05 =""04; + ™04, +.. + ™04,
m m m

Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy dla dowolnego punktu P zachodzi
PS=""pPa + P+ +mpA
m m m
Rozwiazanie z wykorzystaniem Srodka ciezkosci. Niech érodek ukladu
wspolrzednych O znajduje sie w srodku rozwazanego kota. W kazdym z punktéw
Ay, Ag, ..., Ajgp umieszczamy mase 1. Niech S bedzie srodkiem cigzkosci tego
uktadu punktéw materialnych. Zauwazamy, ze S jest punktem wewnetrznym kota,
gdyz z nieréwnosci trojkata mamy OS < 1(1)—0(OA1 +O0As+ ...+ 0A10) < 1.
Niech P bedzie dowolnym punktem z brzegu rozwazanego kota. Wtedy z definicji S
mamy 100PS = P—Al) + P—Ag> + ...+ PAjpo. Ponownie korzystajac z nieréwnosci
tréjkata, otrzymujemy
PA; + PAy+ ...+ PAjgo = 100PS.

Wystarczy wiec tak wybraé¢ punkt P, aby PS > 1, co zawsze jest mozliwe (patrz
rysunek).

* * *

W trakcie trwania zawodéw finatowych VI OMG, o godzinie 11.00 w budynku Szkoty
Przymierza Rodzin w Warszawie odbyto si¢ Pierwsze Walne Zgromadzenie Delegatow
Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej. Obecnych byto 19 delegatéw, co
stanowi okoto 80% wszystkich wybranych delegatéw.

Walne Zgromadzenie Delegatéw SEM jednogtosnie przyjeto sprawozdanie z dziatalnosci
Zarzadu SEM oraz sprawozdanie z dzialalnosci Komisji Rewizyjnej SEM za ostatni rok
sprawozdawczy.

W czasie dyskusji programowej poruszono dwa wazne tematy. Pierwszy to stworzenie
internetowej bazy danych cztonkéw SEM utatwiajacej komunikacje pomiedzy
cztonkami. Drugim byta organizacja czwartej konferencji SEM.

Krzysztof CHEEMINSKI, Andrzej FRYSZKOWSKI
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Klub 44

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
609 (WT = 1,20) i 610 (WT = 3,03)
z numeru 11/2010

Jerzy Cislo Wroctaw 44,58
Michal Kieza Warszawa 42,85
Barttomiej Dyda ‘Wroctaw 41,03

‘W Klubie 44 M twarz doskonale znana:
Jerzy Cisto — juz 6smy raz!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2011
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

617. Znalezé wszystkie funkcje F', okreslone na zbiorze wszystkich liczb catkowitych dodatnich,
o warto$ciach rzeczywistych, spelniajace réwnanie F(3m + 2n) = F(m)F(n) dla kazdej pary liczb
catkowitych m,n > 1.

618. Punkt P lezy wewnatrz rownolegtoboku ABC D, przy czym $rodek odcinka AD jest jednakowo
odlegly od punktéw P i C, a $rodek odcinka C'D jest jednakowo odlegly od punktéw P i A. Punkt @
jest $rodkiem odcinka BP. Wykazaé, ze |XPAQ| = |XxPCQ)|.

617. Niech F bedzie jedng z szukanych funkcji. Oznaczmy wartosci
F(1),...,F(6) kolejno przez a, b, c,d, e, f; oznaczmy ponadto F(8) = h,

F(10) = j. Kladac w réwnaniu m = n = 1 oraz m = n = 2, dostajemy

1) j=1

Kazda czwérka (m,n;m/,n’), w ktérej 3m + 2n = 3m’ + 2n’, daje informacje

w postaci réwnosci F(m)F(n) = F(m')F(n').

Biorac czworki (3,2;1,5), (5,1;3,4), (3,1;1,4), (4,1;2,4), (3,3;1,6),
otrzymujemy w ten sposéb zwiazki

e=a?,

(2) be=ae=cd, ac=ad=>bd, *=af.
Natomiast czwérki (3,3;1,6), (6,1;4,4), (6,6;8,3), (2,10;8,1) daja zaleznosci
(3) E=af=d* f*=ch, bj=uah.

Jezeli a # 0, to z pierwszej réwnosci (1) oraz ze zwiazkéw (2) wnosimy
kolejno, ze e # 0; b,c,d # 0; b=d; c = d; a = b; c = ¢; f = ¢*/a. Tak wigc
a=b=c=d=e= f;skoro za$ e = a?, ta wspélna wartos¢ wynosi 1.

Jezeli natomiast a = 0, to korzystamy z zaleznosci (3) oraz (1) i tatwo
stwierdzamy, ze c=d= f=0;e=0; b= 0.

Zatem na zbiorze {1,2,3,4,5,6} funkcja F jest stala, o wartosci 1 lub 0.
Kazda liczba naturalna x > 6 daje sie zapisa¢ w postaci 3m + 2n dla pewnych
m,n < x. Przez oczywista indukcje uzyskujemy wniosek, ze F' jest funkcja
tozsamosciowo réwna 1 lub 0. Kazda z nich spelnia zadane réwnanie.

D 618. Oznaczmy srodki bokéw AB, BC', CD, DA odpowiednio

A N
K
S M
P
Q
B L C

przez K, L, M, N. W my§l zalozenia, |M P| = |[M A|,

|INP| = |NC|. Niech S bedzie wspdélnym érodkiem przekatnych
AL i BN réwnolegtoboku ABLN. Odcinek SQ taczy srodki
dwéch bokéw tréjkata NBP, wiec

1 1
5Q1 = 5INP| = ZINC| = |SL| = |54]|

Zatem punkt @ lezy na okregu o $rednicy AL, wobec czego

kat AQL jest prosty. Analogicznie, kat CQK jest prosty. Stad

wynika, ze |XAQK| = |<CQL|.

Punkty K, @ sa srodkami dwoch bokéw trojkata ABP, wiec

KQ || AP. Analogicznie, LQ || CP. Stad, ostatecznie,
[<PAQ| = |<AQK| = |xCQL| = |<PCQ).
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Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
510 (WT = 2,44) i 511 (WT = 1,60)
z numeru 1/2011

Jerzy Witkowski Radlin 39,05
Tomasz Rudny Poznan 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 33,64
Andrzej Idzik Bolestawiec 32,85
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,78
Michal Kozlik Gliwice 19,00

Rozwigzanie zadania F 791.
Polaczenia wg schematu pokazanego

na rysunku ponizej pozwalaja otrzymac
kazda z trzech pozadanych mocy.

400 W 1200 W 800 W
O, O, O,
<Fe dre o

?

Rozwigzania zadan z numeru 3/2011
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

514. Jednorodny krazek (blok) moze si¢ obracaé¢ bez tarcia wokél poziomej osi, oznaczonej
na rysunku kropka. Drugi taki sam krazek jest polaczony z pierwszym nawinigta na nie nitka.
Z jakim przyspieszeniem spada dolny krazek?

515. Zbiornik zawierajacy n = 100 moli gazu doskonatego o temperaturze T7 = 400 K i pod
ci$nieniem p; = 2 - 10° Pa znajduje si¢ w otoczeniu powietrza atmosferycznego o temperaturze

To = 290 K i pod ci$nieniem pg = 1 - 10° Pa. Obliczy¢é maksymalna prace, ktéra moze wykonad
zespol gaz+otoczenie (zaréwno bezposrednio, jak za posrednictwem maszyn cieplnych). Ciepto
molowe gazu przy stalej objetodci jest réwne Cy = ZR

514. Oznaczmy sile napiecia nici przez N, promien krazkow przez r, a mase przez m.
Roéwnanie ruchu obrotowego ma dla kazdego z krazkéw jednakowa postac

1
Nr=le= §mr25,

gdzie I jest momentem bezwladnosci, a € — przyspieszeniem katowym, jednakowym
— jak widaé¢ — dla obu krazkéw. Iloczyn re jest przyspieszeniem pionowego odcinka
nici, a takze przyspieszeniem dolnego krazka wzgledem tego odcinka. Zatem
przyspieszenie a dolnego krazka wzgledem ukladu nieruchomego jest réwne
a = 2re.

Stad N = %mrs = ima. Po podstawieniu tego wyrazenia do réwnania ruchu
postepowego dolnego krazka

mg — N =ma
otrzymujemy rozwiazanie: a = % g.

515. Warunek maksymalnej pracy odpowiada doprowadzeniu gazu do
temperatury Tj i ci$nienia py w procesie odwracalnym. Na przyklad, mozna najpierw
rozprezy¢ gaz adiabatycznie do temperatury 7Ty, a nastepnie dokonaé sprezenia lub
rozprezenia izotermicznego, aby osiagnaé cinienie py. Pomijajac na razie prace
powietrza atmosferycznego, prace przy rozprezeniu adiabatycznym W4 znajdziemy
jako réznice poczatkowej i koficowej energii wewnetrznej:

Wad = TLCV(Tl — To).

Praca przy rozprezeniu izotermicznym jest natomiast réwna calce
/pdV =nRTy /dV/V =nRTyIn(Vy/V'),

gdzie V' jest objetodcia gazu po rozprezeniu adiabatycznym, a V — objetodcig
koncowa. Z réwnania przemiany adiabatycznej w zmiennych V-T
VY=Y = const  (gdzie v = C,/Cy, 1/(y — 1) = Cyv/R)

znajdujem;
jaujemy - Cv/R
V' =Vi| = .
' (To )
Po podstawieniu Vi = nRTy/p1, Vo = nRTy/po dochodzimy do wzoru na prace
przy rozprezeniu izotermicznym
VVizot = TLRTO ln(‘/b/V1> — TLCVTO hl(Tl /To)

Dla przyjetych danych wielkosé ta jest ujemna, bo V/ > V (mamy wiec
sprezenie izotermiczne, a nie rozprezenie). Od sumy W,q + Wit nalezy jeszcze
odjaé prace powietrza atmosferycznego

Watm = po(Vo — V1).
Ostatecznie

W = Wad + I/Vizot - Watm =

=nCy <T1 — Ty —Tpln Tl) +nRTyIn nlo nRTy +nRY2T, = 495 kJ.
To poTh D1

Ten sam wynik otrzymamy takze w innych procesach odwracalnych prowadzacych

do wyréwnania ci$nien i temperatur. Na przyklad, mozna by najpierw w przemianie

izochorycznej odwracalnie obnizy¢ temperature do Ty (tzn. zastosowaé doskonaly

silnik cieplny korzystajacy z gazu w zbiorniku jako grzejnika, a z otoczenia jako

chlodnicy), a nastepnie zastosowaé rozprezenie izotermiczne jak poprzednio.
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Rozwigzanie zadania M 1318.
Zalézmy, ze liczba 28 + k2 jest pierwsza.
Jest ona wieksza od 2, wiec nieparzysta.
Zatem liczba k musi by¢ nieparzysta.
Ale wowcezas 2F daje reszte 2 z dzielenia
przez 3. Skoro kwadrat liczby calkowitej

daje reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 3,

to aby 2F + k2 nie bylo podzielne

przez 3, potrzeba, aby k bylo podzielne
przez 3. Poniewaz k jest liczba pierwsza,
jedyna mozliwos$é to k£ = 3 i wéwczas

2k 4 k2 = 17 jest liczbg pierwsza,.

Kwazary biorg swg nazwe od pierwotnej
klasyfikacji ich jako punktowych,
bardzo jasnych obiektéw — quasi-stellar
objects; w rzeczywistosci sg to aktywne
jadra odlegtych galaktyk, emitujace
olbrzymie ilo$ci promieniowania
elektromagnetycznego w szerokim
zakresie czestosci.

Pierwsza co do jasnosci gwiazda

Orta, Altair, tworzy wraz z Denebem
(o Labedzia) oraz Wega (o Lutni)
formacje zwang Tréjkatem Letnim —
pisaliSmy o nim w poprzednim numerze.

Lipiec

Lipcowe noce wciaz, niestety, beda niezbyt dlugie i jasne,
szczegdlnie te na poczatku miesiaca. Podobnie tez jak
czerwcowe, nie beda nas rozpieszczaly, jesli chodzi

o planety. Wieczorem i w pierwszej potowie nocy, nisko
nad poludniowo-zachodnim horyzontem, w gwiazdozbiorze
Panny, mozemy sprébowaé odszukaé¢ Saturna (0,9 mag),
jednak warunki jego obserwacji pogorsza sie wraz

z uptywem dni. W tym samym mniej wigcej czasie

nad poludniowo-wschodnim horyzontem pojawia sie
Neptun (7,9 mag) w gwiazdozbiorze Wodnika i, nieco
p6zniej, Uran (7,9 mag) w konstelacji Ryb.

Obie planety sa zbyt stabe, by méc je obserwowaé golym
okiem, jednak mozemy sprébowaé odszukaé je za pomoca
teleskopu, a jesli to bedzie Uran, to nawet lornetki. Nisko,

Prosto z nieba: Mikrokwazar GRS1915+105

Czarne dziury ujawniaja nam swe istnienie poprzez oddzialywanie z otaczajaca
materia. Szczegdlnie spektakularne $wiadectwa ich obecnosci zapewniaja
obserwacje uktadéw podwodjnych, poniewaz oddzialywanie grawitacyjne czarnej
dziury z towarzyszem, bedacym czesto zwykla gwiazda ciggu gléwnego,
prowadzi w sprzyjajacych okolicznoéciach do utworzenia dysku akrecyjnego.
Materia dysku, splywajaca na czarng dziure po coraz ciasniejszych orbitach,
rozgrzewa sie¢ w wyniku tarcia w procesie zwanym rézniczkowa rotacja,
emitujac wysokoenergetyczne promieniowanie rentgenowskie, ktérego parametry
rejestrowane sa przez kosmiczne detektory. Obiekty te nazywane sa czesto
mikrokwazarami, czyli miniaturowymi, galaktycznymi wersjami kwazaréw.
Interesujacym przedstawicielem tego typu uktadéw jest GRS19154-105,

odkryty w 1992 r. przez rosyjskiego satelite Granat. Uklad GRS1915+105
intryguje naukowcéw z wielu powoddéw. W nim, jako pierwszym, zaobserwowano
pozornie nad$wietlne predkosci wyrzucanych ponad powierzchnie dysku

strug materii (dzetéw) — efekt ten tlumaczy sie ztudzeniem wywolanym
obserwacja prostopadlej do sfery niebieskiej sktadowej predkosci elementow
dzetu poruszajacych sie z relatywistyczna predkoscia. Oszacowano réwniez mase
czarnej dziury na 14 £4 Mg, co stanowi rekord w kategorii ,,galaktycznych
gwiazdowych czarnych dziur”. Niezwyczajny jest takze jej spin — wedlug
niedawnych badan, kreci sie ona z czestoscia bliska maksymalnej mozliwej,
przewidzianej przez tak zwane rozwiazanie Kerra w ogdlnej teorii wzglednosci
(1150 razy na sekunde).

Patrzac wieczorem w niebo w kierunku poludniowo-wschodnim, zauwazymy
bez trudu gwiazdozbiér Orta. Opisany wyzej uktad podwdjny GRS1915+105
znajduje sie w odleglosci 40 tysiecy lat $wietlnych od Ziemi, w prawym skrzydle
Orla — niestety, zbyt daleko na obserwacje golym okiem, a nawet na wykonanie
zdjecia precyzyjnym teleskopem. A szkoda, poniewaz szczegdly interakeji
dysku akrecyjnego, wiatru gwiazdowego i dzetu bylyby kamieniem z Rosetty
dla wielu astrofizykéw.

Michal BEJGER

powinnismy tatwo odnalezé za pomoca lornetki, a pod koniec
miesiaca, w sprzyjajacych warunkach, poza miastem i po
zachodzie Ksiezyca, by¢ moze uda sie nam ja nawet zobaczyé
gotym okiem. Nad péinocno-wschodnim horyzontem jak
zwiewna mgietka zaprezentuje si¢ nam galaktyka spiralna
M31 w Andromedzie. A skoro jest lipiec i wspomnielismy juz
o Trojkacie Letnim, warto poszukaé w gwiazdozbiorze Labedzia
mglawicy NGC 7000, ,,Ameryka Pélnocna”. Rzeczywiscie,
na zdjeciach mgtawica, o§wietlona przez gwiazde Deneb,
przypomina ksztaltem kontynent amerykanski z widoczna
wFloryda”, ,Zatoka Meksykanska” i ,Meksykiem”. Mimo

nie tak malej jasnosci (4 mag) mglawica ta, ze wzgledu na
swoje rozmiary, nie jest widoczna goltym okiem. I cho¢ jej
strukture mozna dostrzec wytacznie na fotografii, warto jej sie
przyjrzeé¢ za pomoca lornetki.

na coraz bardziej jasniejagcym wschodnim niebie powinni$my
bez trudu odnalez¢ Jowisza, mniej wigcej gdzie$ na
pograniczu Ryb, Barana i Wieloryba. Warunki do obserwacji
Neptuna (7,8 mag) i Urana (5,8 mag), a przede wszystkim
jasnego Jowisza (—2,4 mag) znacznie si¢ poprawiag pod
koniec miesigca, planety te bowiem zobaczymy nie tylko
wczesniej, ale i wyzej nad horyzontem na coraz ciemniejszym
niebie. Marsa i Wenus trudno bedzie obserwowaé ze wzgledu
na to, ze wschodza krétko przed wschodem Storica, z kolei
Merkury lezy zbyt blisko naszej dziennej gwiazdy.

Tréjkat Letni, tworzony przez Wege, Deneba i Altaira, jak
przystalo na lato, bedzie doskonale widoczny przez cala noc
wysoko na niebie. Gromade kulista M13 w Herkulesie
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Warto tez moze odnalez¢ nad potudniowym horyzontem
niewielki gwiazdozbiér o nazwie Tarcza Sobieskiego. Nazwe te
wprowadzil Jan Heweliusz na cze$¢ krola Jana I1I Sobieskiego.
W gwiazdozbiorze tym znajduje si¢ urodziwa gromada otwarta
M11 (Dzika Kaczka) o jasnosci 6,3 mag i $rednicy 12', a wigc
mozna jg podziwiaé¢ juz przy uzyciu lornetki.

Néw Ksiezyca przypada na poczatek miesigea (1 VII) oraz
na jego koniec (30 VII), natomiast pelnia wypadnie 15 VIL.
Tuz po péinocy 24 VII mozna bedzie popatrzeé na ztaczenie
Jowisza i Ksiezyca, a 28 VII Ksiezyca i Marsa. A zatem
czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA
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Dlaczego poszczegélne rysunki ilustruja
odpowiednie sumy? Ktére czesci
rysunkéw sg podobne do calosci?

Rys. 1

Rys. 5

Rys. 6

Rys. 7
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Sumy nieskonczone Joanna JASZUNSKA

Niektére sumy nieskoniczone mozna zilustrowaé, tworzac nieskonczony rysunek,
ktorego pewna cze$é jest podobna do calosci. Na przyklad na rysunku 1 taka
czescia jest jego prawa goérna ¢wiartka, a takze prawa gérna ¢wiartka tej
¢wiartki itd. Ponizej kilka przyktadéw sum nieskonczonych wraz z tego rodzaju
ilustracjami. Na kazdym z rysunkow kolorowa czes¢ odpowiada rozwazanej sumie.

Rys. 2

Rys. 3

Réwnosci 1-3 mozna tez uzyskac ze wzoru na sume wyrazow ciagu geometrycznego:
1

Rys. 4. Dla 0 < ¢ < 1 zachodzi réwno$é¢ 1 + g+ ¢*> +¢> + ... = T—a
—q

Opis: Ustawmy kolejno kwadraty o bokach 1,q,q2%,¢>,. ..

1
1—¢

Rys. 4

Polaczmy lewe gérne wierzcholki kolejnych kwadratéw. Uzyskane odcinki leza
na jednej prostej, bo w kazdym kwadracie prawy bok podzielony jest w takim
samym stosunku (1 — ¢) : ¢. Jasny tréjkat jest podobny do ciemnego (bo maja
réwne katy), stad réwnosé stosunkéw diugosei ich przyprostokatnych:
l+q+@3+¢+... 1
1 C1-q
Podobnymi rysunkami mozna ilustrowaé¢ niektore sumy skonczone:

Rys. 5. Dlacalkowitych n > O zachodzi 1 +4 + 4% + 43 4 . 44" = L(4"F! — 1),

O

Opis: Kwadraty w kazdym z trzech koloréw maja laczne pole
144442 +4%+ ... 4+4", a wszystkie razem maja pole 4-4" —1 =4"T1 —1. 0

Zadania domowe
1. Znajdz ilustracje sum:
=1,

2. Tlustracja jakiej sumy jest rysunek 67

1 1
3. Sprawdz, ze rysunek 7 jest ilustracja sumy 3 + ) + =3 1

25



