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Na dobry poczatek...
... sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie: Co to jest matematyka rekreacyjna?

Recreational mathematics is an umbrella term, referring to mathematical puzzles
and mathematical games. Not all problems in this field require a knowledge of
advanced mathematics, and thus, recreational mathematics often attracts the
curiosity of non-mathematicians, and inspires their further study of mathematics.
Wikipedia
x %k
Nie mozna, oczywiscie, catej matematyki sprowadzaé do zagadek, ale stanowig
one bardzo waing jej czesé. Wielu ludzi swojq przygode z matematykq rozpoczelo
wtasnie od zadan tego typu.
Zdzistaw Pogoda, fragment recenzji
ksiazki ,Ostatnie rozrywki” Martina Gardnera

* % %

Sudoku, tetris [...] nalezg do tak zwanej matematyki rekreacyjnej, dziedziny
pozwalajgcej w dosé przyjemny sposob zajmowac sie nig i bawic, bez przykrego
wrazenia, ze gdzie$ nam umyka jakas wazna definicja. . .
Magdalena Galiczek, fragment recenzji ksiazki Marka Penszko
wLamiglowki. Podréze w kraing matematyki rekreacyjnej”

* * *

Do wycieczek po [...] krainie lamiglowek i rekreacji matematycznych nie musze
szezegdlnie zachecaé. Szlaki sq tlumnie uczeszczane od wielu lat z prostego
powodu — pokonywanie przeszkod i zdobywanie szczytow moze bycé przyjemne
[...] takze wéwczas, gdy osigga sie to napinajgc, rozciggajoc i wyginajgc intelekt.
Dodatkowym bodzZcem jest Swiadomo$é, Ze takie cwiczenia sq tak samo pozyteczne
dla umystu, jok trening fizyczny dla miesni.
Marek Penszko, przedmowa do ksiazki
LLamigtéowki. Podréze w kraing matematyki rekreacyjne;j”

7 bogactwa matematyki rekreacyjnej wybralam zadania szaradziarskie (bo
szaradziarstwo to moja druga — po matematyce oczywiscie — pasja): miedzy innymi
kryptarytmy, alfametyki, dziatania szkieletowe i krzyzéwki liczbowe. Materiat
dotyczacy kryptarytméw opracowal Andrzej Bartz, absolwent Sekcji Metod
Numerycznych i Maszyn Matematycznych na Wydziale Matematyki i Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego; w latach 1969-87 pracownik Instytutu Matematyki
Politechniki Warszawskiej. Od roku 1987 mieszka w Niemczech (do niedawna
w stynnym Erlangen), pracuje jako informatyk w Herzogenaurach w siedzibie
gléwnej koncernu Schaeffler Technologies GmbH & Co. KG. Czotowy popularyzator
matematyki rozrywkowej, wybitny autor kryptarytméw i alfametykéw (w ponad
‘ 9 \& # 20 jezykach). Jako jedyny na $wiecie tworzy wielojezyczne uklady alfametykdw.

\ Ulozyt tez najdhuzszy mozliwy alfametyk zapisany cyframi rzymskimi. Opracowanie
2 materiatu dotyczacego arytmetyki szkieletowej oraz krzyzowek liczbowych bytoby
niemozliwe bez zyczliwosci 1 pomocy Marka Penszko, dziennikarza, znawcy
i popularyzatora gier i rozrywek umystowych, zwlaszcza matematyki rekreacyjnej,
1 3 wspOlpracownika wydawnictw szaradziarskich (m.in. Rozrywki) oraz dzialéw
tamigléwkowych w prasie codziennej, autora statych rubryk w miesiecznikach
popularnonaukowych: Problemy (,,Gry logiczne” — 1974-91), Wiedza i Zycie
\ (,Puzeland” — od 1990), Swiat Nauki (,,Umyst gietki” — od 2005), stalego
wspOlpracownika Polityki (,,Lamiblog”), ktéremu bardzo dzickuje za wyrazenie
zgody na —jak sam napisal — , korzystanie pelnymi garéciami” z jego tekstow i zadan.
Dziekuje réwniez Krzysztofowi Ciesielskiemu za wyszperanie w swych bogatych
zbiorach archiwalnych numeréw Zycia Warszawy z ,Rozkoszami Lamania Glowy”,
m.in. z krzyzéwka pentominowa, prezentowang w czesci dotyczacej krzyzdwek
liczbowych. Nieoceniona byla réwniez pomoc Arkadiusza Dybaly z redakcji
Rozrywki, ktéry udostepnil zadania matematyczno-szaradziarskie publikowane
na tamach Rozrywki. Nie Tylko Sudoku.
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Instytut Matematyki Uniwersytetu Rzeszowskiego, Koszalinski Klub Szaradzistéw ,Diagram”



Henry Ernest Dudeney
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Alfametyki, czyli arytmetyka stéw
Andrzej BARTZ

Wiekszo$¢ materialu zawartego w tym artykule wykorzystalem wcze$niej

w moim opracowaniu ,, Alfametyki, czyli kryptarytmy z sensem”, ktory powstal
dzieki inspiracji redaktora naczelnego Rozrywki, Romana Nowoszewskiego,

i ukazal si¢ w latach 2006/2007 w czasopi$mie Rozrywka dla kazdego

(2006 nr 112, 2007 ur 6). Artykul niniejszy jest jego zmieniona

i uaktualniong wersja.

Zalozycielem miesiecznika beletrystycznego Strand Magazine, ktory ukazywal

sie w Wielkiej Brytanii w latach od 1890 do 1950, byl George Newnes.

To wlasnie w Strand Magazine drukowane byly po raz pierwszy liczne powiesci

i opowiadania wielu znanych autoréow, do grona ktorych nalezeli, miedzy innymi,
Arthur Conan Doyle, Agatha Christie, Rudyard Kipling, Georges Simenon,
Graham Greene, Lewis Carroll i Edgar Wallace. Najpopularniejszymi postaciami
ze stron Strand Magazine zostali niewatpliwie detektyw Sherlock Holmes i jego
przyjaciel Dr Watson.

W znakomitym towarzystwie wielkich pisarzy publikowal swoje zadania
z zakresu matematyki rekreacyjnej Henry Ernest Dudeney (1857-1930).
Jego rubryka w Strand Magazine zatytulowana ,Perplexities” ukazywala
sie co miesiac od maja 1910 do czerwca 1930 i tym bardziej fascynowala
czytelnikéw, im wieksze sukcesy dzigki logicznemu rozumowaniu odnosit
Sherlock Holmes.

Do znanych i wznawianych do dzi$ ksiazek Dudeneya naleza The Canterbury
Puzzles (1907), Amusements in Mathematics (1917), Modern Puzzles (1926)
oraz Puzzles and Curious Problems (1932). Kompletng bibliografie tworczosci
Dudeneya drukowanej w Strand Magazine opracowal i niegdy$ na pewien czas
udostepnil w Internecie do celéow badawczych Donald Knuth.

W lipcowym numerze Strand Magazine z 1924 roku (Vol. 68, 1924, s. 97)
Dudeney opublikowal Problem 708 (zadania w rubryce ,Perplexities” przez

caly czas jej istnienia byly kolejno numerowane). Problem ten zatytulowany byl
,Verbal Arithmetic” (arytmetyka werbalna, arytmetyka stéw) i zawieral cztery
kryptarytmy. Byly to kryptarytmy, w ktorych litery, reprezentujace poszczegdlne
cyfry, tworzyly powiazane semantycznie stowa lub sensowne frazy.

Wirdd nich znalazt sie:

SEND
+ MORE

MONEY

najpopularniejszy i najczesciej cytowany kryptarytm na Swiecie.

Dudeney i jego amerykanski kolega po fachu, Sam Loyd, korespondowali przez
pewien czas i wymieniali zadania, lecz Dudeney urwal wymiane listéw i oskarzyl
Loyda o drukowanie jego, Dudeneya, zadan pod swoim nazwiskiem. Ciekawe,

ze tu i éwdzie za oceanem spotkaé¢ mozna twierdzenia, ze to Loyd jest autorem
jeszcze starszych zadan z dziedziny ,arytmetyki werbalnej”. Sa to jednak
twierdzenia bezpodstawne.

* k%

Wydawany w Belgii w latach od 1931 do 1939 francuskojezyczny miesigcznik
Sphinz (podtytul: ,Revue Mensuelle des Questions Récréatives”) poswiecony
byl calkowicie matematyce rekreacyjnej. Redaktorem naczelnym byl wybitny
matematyk, profesor brukselskiego uniwersytetu, Maurice Kraitchik.

W numerze tego czasopisma z maja 1931 roku M. Vatriquant, publikujacy pod
pseudonimem ,,Minos”, wprowadzil po raz pierwszy termin Cryptarithmie
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(stad terminy kryptarytmetyka i kryptarytm), poprzedzajac swoje niepozornie
wygladajace zadanie
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takim wstepem: Kryptografowie, szyfrujgc teksty, zastepugjg litery cyframi. My
postapilismy na odwrdt, cyfry w dzialaniu zastgpilismy literami, a zadaniem
czytelnikow jest rozszyfrowaé dzialanie, tzn. ustalié, jakie cyfry ukrywajq sie pod
poszczegolnymi literami.

W dziale pod tytulem ,,Cryptarithmie” Sphinz zamiescit w okresie swego
istnienia wiele probleméw z dziedziny odtwarzania dzialan arytmetycznych.
Autorem bardzo wielu z nich byl mistrz tego gatunku i redaktor dziatu
kryptarytméw, M. Pigeolet.

Definicje Vatriquanta prezentuje sie zazwyczaj w nieco uscislonej postaci:

litery nalezy zastapi¢ cyframi tak, aby powstale w ten sposéb liczby tworzyty
prawidlowe dzialanie. Tej samej literze powinna odpowiadaé¢ ta sama cyfra,

a roznym literom — rézne cyfry. Zadna z liczb wielocyfrowych nie moze zaczynac
sie zerem. Zadanie powinno mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie.

Role liter moga speliaé¢ inne symbole. Sphinxz drukowal, na przyklad,
kryptarytmy, w ktorych cyfry reprezentowane byly przez figury szachowe.

M. Vatriquant zostal ojcem chrzestnym kryptarytméw, ale ich nie wynalazl.
Znane one byly pono¢ juz w starozytnych Chinach jako ,arytmetyka liter” lub
sarytmetyka stow”.

Kryptarytm, w ktorym cyfry zaszyfrowane sg literami tworzacymi wyrazy
powiazane pewng relacja znaczeniowa albo stowa, sktadajace sie w sensowne
frazy lub zdania, nazywa sie alfametykiem (ang. alphametic). Termin ten
wprowadzil w 1955 roku J.A.H. Hunter (The Globe and Mail, Toronto,
27.10.1955, s. 27), kontynuujac idee arytmetyki werbalnej. Za najstarszy
alfametyk uwazany jest SEND + MORE = MONEY, H.E. Dudeneya zas uwaza sie
za ojca tego gatunku.

Termin ten w USA i Kanadzie konsekwentnie uzywany jest od swych narodzin
przez wybitnych popularyzatoréw matematyki rekreacyjnej i obejmuje

swym znaczeniem najciekawszy, najbardziej spektakularny i najbardziej
interesujacy szaradziarsko rodzaj kryptarytméw. W Polsce przyjmuje

sie dopiero od kilku lat. Wydaje mi sie, ze nalezy go stosowaé zawsze

wtedy, gdy okresla rodzaj zadania w sposéb bardziej precyzyjny niz termin
HSkryptarytm”.

Alan Wayne opublikowal w roku 1947 w The American Mathematical Monthly
(Vol. 54, s. 38) nastepujacy alfametyk:

FORTY
TEN
+ TEN

SIXTY

Drukujac najbardziej eleganckie rozwiazanie tego zadania (Vol. 54, s. 413),
redakcja wprowadzilta termin: kryptarytm urzekajacy (charming).
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Na ten przymiotnik zastuguja kryptarytmy, ktore

(1) maja sens zaréwno literowo, jak i cyfrowo,

(2) w rozwiazaniu zawieraja wszystkie cyfry,

(3) maja dokladnie jedno rozwiazanie,

(4) daja sie rozwiazaé logicznym rozumowaniem, bez rozpatrywania niezliczonej
liczby przypadkow.

Termin ten jednak szerzej si¢ nie przyjal.

Jesli wszystkie stowa w alfametyku sa liczebnikami lub jego litery w inny sposéb
przedstawiaja liczby (np. w rzymskim zapisie liczb), to okredla sie go jako
podwdjnie prawdziwy (doubly true).

Jesli alfametyk jest podwojnie prawdziwy, wystepuja w nim wszystkie cyfry

i ma dokladnie jedno rozwiazanie, to nazywa si¢ go idealnym podwdjnie
prawdziwym (ideal doubly true). Oba powyzsze okre$lenia uzywane sa w Journal
of Recreational Mathematics od poczatku lat siedemdziesiatych XX wieku.

Alan Wayne pierwsze swoje podwojnie prawdziwe alfametyki publikowal
juz od 1945 r. w czasopismie The Cryptogram, wydawanym przez American
Cryptogram Association, dla przyktadu:

#1 SEVEN + SEVEN 4 SIX = TWENTY

#2 SEVEN + THREE + TWO = TWELVE

#3 TWENTY + FIFTY 4 NINE + ONE = EIGHTY
FORTY + TEN + TEN = SIXTY byt jednak pierwszym idealnym alfametykiem
podwdjnie prawdziwym i majacym naprawde proste i eleganckie rozwiazanie.
Fakt ten oraz duzy zasieg The American Mathematical Monthly spowodowaty
znaczny wzrost popularnosci alfametykéw na $wiecie. Dla mnie pozostanie
na zawsze pierwszym alfametykiem, z jakim sie w zyciu zetknatem — juz
jako dorosty matematyk i dydaktyk. Znalazlem go po raz pierwszy w 1971 r.
w rosyjskim zbiorze zadan z migdzynarodowych olimpiad matematycznych.
Moja fascynacja byla ogromna, lecz musialo uplynaé jeszcze kilka lat, zanim
sam zaczatem uktadaé tego typu zadania. Pozwolity mi one potaczyé¢ trzy
z moich pasji: matematyke, informatyke i szaradziarstwo.

Alan Wayne jest chyba stusznie uwazany za autora pierwszego alfametyku
podwdjnie prawdziwego. Jednak kto wpadl na pomyst? Oczywiscie

Henry Ernest Dudeney! Juz w jego werbalnej arytmetyce w 1924 roku znalazty
sie¢ obok SEND + MORE = MONEY alfametyki:

#4 EIGHT — FIVE = FOUR
#5 TWO x TWO = THREE

#6 SEVEN : TWO = TWO
BOB

JOE
ovv
VESN
VESN

Podwoéjnie prawdziwe to one jeszcze nie byly, bo dwa razy dwa rzadko réwna sie
trzy, ale cel dla autoréow zostat wytyczony. ..
Pierwszym idealnym podwdjnie prawdziwym ukladem alfametykéw byt
#7 FOUR + FIVE = NINE FOUR + SIX = FIVE + FIVE
(A. Bartz, Journal of Recreational Mathematics, Vol. 16(2), 1983-84, s. 131)

* ok %

W latach pieédziesiatych i sze$édziesiatych XX wieku alfametyki pojawialy sie
w USA i Kanadzie bardzo czesto w takich pismach, jak Mathematics Magazine
czy Recreational Mathematics Magazine, a wraz z narodzinami Journal

of Recreational Mathematics w 1968 r. znalazly stale miejsce w dziale
»Alphametics and Solutions”.

4



Donald E. Knuth
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Pierwszym redaktorem tego dziatu byt do 1976 r. J.A.H. Hunter. Po nim
przejal te funkcje i pelni do dzis Steven Kahan, wyktadowca matematyki

w Queens College of the City University of New York oraz autor trzech ksiazek
traktujacych o alfametykach.

Od czasu do czasu publikuje w Journal of Recreational Mathematics réwniez
Donald Knuth, matematyk i informatyk, laureat Nagrody Turinga (1974), czyli
informatycznego Nobla, jeden z najwybitniejszych teoretykow i praktykéw
informatyki, emerytowany profesor Stanford University, twérca systemu
formatowania dokumentéw TEX i systemu projektowania czcionek METAFONT.
Nade wszystko Knuth jest autorem wielotomowego dzieta The Art of Computer
Programming, ktore jest monumentalnym kompendium z dziedziny algorytméw

i struktur danych. Informatykowi, ktory nie wie, kim jest Donald Knuth,
nietrudno wykazaé, ze nie jest informatykiem.

Knuth pasjonuje si¢ rowniez matematyka rekreacyjna, bardzo wiele jej
probleméw i zadan wykorzystujac w swej pracy naukowej i dydaktyczne;j.
Kazda tamigtéwka, gra czy zadanie logiczne jest dla niego wyzwaniem do
poszukiwania algorytmoéw, czyli ogélnych metod postepowania, prowadzacych
niezawodnie do celu. Journal of Recreational Mathematics wydrukowatl kilka
jego alfametykow:

KNIFE + FORK + SPOON + SOUP = SUPPER JRM 33(1) Problem 2621,

SEVEN + TEN + ONE = THREE + NINE 4 SIX JRM 33(3) Problem 2651,

HOT x HOT = ONION JRM 34(2) Problem 2683.

Problem 2651 ukazal sie w sasiedztwie dwoch alfametykéw mojego autorstwa:

2651. Two Ways To Eighteen by Donald Knuth, Stanford, California
SEVEN + TEN + ONE = THREE + NINE + SIX

2652. 3-4-5 Triangle-Swahili by Andrzej Bartz, Erlangen, Germany
(INE)? + (TATU)? = (TAND)?

2653. 3-4-5 Triangle—Esperanto by Andrzej Bartz, Erlangen, Germany
(TRI)? + (KVAR)? = (KVIN)?

Czwarty tom The Art of Computer Programming zawiera obszerny rozdzial
po$wiecony generowaniu permutacji (D.E. Knuth, Sztuka programowania, Tom 4,
zeszyt 2, Generowanie wszystkich krotek i permutacji, WNT, 2007). Sporo miejsca
zajmuja w nim (jako przyklad zastosowan) alfametyki i interesujace informacje
na ich temat, np. szkic algorytmu rozwigzywania alfametykéw addytywnych, czyli
dajacych sie przedstawié¢ jako relacje liniowych wielomiandéw stow.

Tréjkat, czyli koto do kwadratu

Liczba automorficzna to taka, ktorej kwadrat konczy sie

Alfametycznych kwadratéw poszukuje od ponad nig sama. Kwadraty stéw czteroliterowych sa ogromna
trzydziestu lat. Tylko dwa z nich dotad opublikowalem rzadkodcia, totez wszystkie zastuguja na uwage. Nie sa
(p. ponizej). Oba przyktady kwadratéw stow mi znane inne polskojezyczne procz ponizszych szedciu
trzyliterowych sa ilustracja tzw. liczb automorficznych. przeze mnie skonstruowanych.

Frazeologiczny
(c0S)? = NIECOS
Rozrywka, 1984, 19(678)

Optyczny
(MROK)? = CIEMNOSC

Andrzej BARTZ

Filozoficzny MnogoSciowy Geometryczny
(BYT)? = NIEBYT (DUZ0)? = MNOSTWO (KOED)? = TROJKAT

Szaradzista, 1984, 23/24(693/694)

Astronomiczny Gastronomiczny Podwoérzowy
(URAN)? = MERKURY  (STEK)? = RUMSZTYK (DWOR)? = PODWORKO
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Krzyzowki liczbowe
Renata JURASINSKA

Pierwsza tradycyjna (czyli ,stowna”) krzyzoéwka (crossword, mots croisés,
Kreuzwortrdtsel) ukazalta si¢ 21 grudnia 1913 roku w czasopisémie The New York
World, lecz dopiero w roku 1924 (po opublikowaniu przez Simona i Schustera
ksiazki z 50 tamigléwkami tego typu) wybuchla prawdziwa ,krzyzéwkomania”.

Niebawem nadszed! czas na krzyzéwki liczbowe (crossnumber, nombres croisés,
Kreuzzahlrdtsel). Od krzyzéwek tradycyjnych réznily sie przede wszystkim tym, ze
do diagramu nalezalo wpisywaé nie wyrazy, lecz liczby, odgadniete na podstawie
roznego rodzaju objasnien. Mogly to np. by¢ wlasnosci poszczegdlnych liczb, ich
wzajemne powigzania lub tez historyjki z ,wplecionymi” w nie liczbami. Z ksigzki
The Strand Problems Book (wydanej w roku 1935) autorstwa W.T. Williamsa

i G.H. Savage’a pochodzi krzyzéwka Ferma Mata Lgka.

Uwaga! Jedna z liczb pionowych jest taka sama, jak jedna z poziomych. Jest
tylko jeden przypadek identycznoéci, cho¢ zdarzyto sie, ze jedna z liczb w tej
tamigléwcee (zwiazana z czyms$ nieco innym) jest powierzchnia prostokatnego
pola znanego jako Psia Laczka w jednostkach rood.

Wyposazeni w te informacje i proste wskazowki z objasnien, jesteSmy zaproszeni
do odkrycia zazdrosnie strzezonego sekretu: wieku pani Grooby, teSciowej
farmera Dunka (1 mila to 1760 jardéw, 1 akr to 4840 jardéw kwadratowych,

1 rood to 1/4 akra, a 1 funt szterling to 20 szylingéw).

Poziomo: 1) Powierzchnia Matej taki w jardach kwadratowych; 5) Wiek Marty,
corki farmera Dunka; 6) Réznica w jardach miedzy dtugoscia a szerokoscia Psiej
taczki; 7) Powierzchnia Psiej taczki w roodach x 9 pionowo; 8) Data (rok)
przejecia Matej taki przez rodzine Dunkéw; 10) Wiek farmera Dunka; 11) Rok
urodzenia Mary; 14) Obwdd Psiej taczki w jardach; 15) Predkos¢ spacerujacego
farmera Dunka w milach na godzine podniesiona do szescianu; 16) 15 poziomo
minus 9 pionowo.

Pionowo: 1) Wartos¢ Psiej taczki w szylingach za akr; 2) Wiek pani Grooby

do kwadratu; 3) Wiek Mary, najmtodszej cérki farmera Dunka; 4) Warto$¢ Psiej
taczki w funtach szterlingach; 6) Wiek Teda, pierworodnego syna farmera Dunka,
ktéry bedzie w przysztym roku dwa razy starszy od Mary; 7) Szeroko$¢ Psiej

taczki w jardach podniesiona do kwadratu; 8) Liczba minut potrzebnych

farmerowi Dunkowi do obejscia Psiej taczki 4/3 raza; 9) Patrz 10 pionowo;

10) 10 poziomo x 9 pionowo; 12) O jeden wiecej niz suma cyfr drugiej w kolumnie;
13) Okres przejecia na wiasno$¢ (w latach) Matej taki przez Dunkéw.

* % %

W polskiej prasie krzyzowki liczbowe pojawialy sie w rubryce ,,Rozkosze
FLamania Glowy”, redagowanej od 13 stycznia 1972 roku przez

Lecha Pijanowskiego w Zyciu Warszawy, poczatkowo w czwartkowym
dodatku Zycie i Nowoczesnos$é, zas po jego likwidacji — w numerach
sobotnio-niedzielnych. Po $mierci twércy RLG Lecha (5 stycznia 1974 r.)
rubryka zajmowali sie (do 24 pazdziernika 1998 roku) Wojciech Pijanowski,
Jozef Bester, Jozef Archacki, Andrzej Paszewin i Lech Bogusz. Z RE.G z roku
1973 pochodzi bardzo ciekawa (i nielatwal) Krzyzéwka pentominowa
(przedstawiamy ja z drobnymi zmianami ujednoznaczniajacymi rozwiazanie,
zaproponowanymi przez Tomasza Idziaszka).

Pentomino (gr. mévre/pente — pie¢ + domino) — uktadanka
Y Z logiczna, szczegdlny przypadek polinomina, sktadajaca sie
.. z klockéw (kamieni) zbudowanych z pigciu przylegajacych
. do siebie bokami kwadratéow. Z pieciu kwadratéw mozna
.. ulozyé¢ 12 réznych klockéw. Sa one oznaczane tacinskimi
literami, do ktérych sa najbardziej podobne. Klocki mozna

obracac i przeklada¢ na druga strone.
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Lamiblog, czerwiec 2009
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Lamiblog, wrzesienr 2010

Do konstrukeji diagramu krzyzowki, ktérego kontur widaé¢ obok,

uzyto wszystkich dwunastu kamieni pentomina. Brzegi kamieni
wyznaczaja granice haset krzyzowki. Nalezy odtworzy¢ diagram krzyzowki
i rozwiazaé ja.

Poziomo: A) kwadrat najmniejszy z wiekszych od U pionowo; B) liczba mniejsza
od E pionowo; E) liczba mniejsza od L pionowo; F) liczba najmniejsza z mozliwych
wieksza od E pionowo; G) liczba pierwsza; H) liczba mniejsza od J pionowo;

[) liczba pierwsza, réwna trzeciej czesci K pionowo; t) réznocyfrowa liczba
zapisana innymi cyframi niz O poziomo; N) réznocyfrowa liczba zapisana innymi
cyframi niz £ poziomo, réwna trzeciej cze$ci sumy O poziomo i £ poziomo;

O) réznocyfrowa liczba zapisana innymi cyframi niz N poziomo; S) liczba mniejsza
od T pionowo; T) zobacz U pionowo; X) zobacz T pionowo; Z) liczba mniejsza

od M pionowo; Z) jedyna liczba pierwsza wigksza od U pionowo i mniejsza

od A poziomo.

Pionowo: A) liczba podzielna przez najmniejsza liczbe pierwsza, ktérej suma

cyfr nie jest liczba pierwsza; C) kwadrat; D) cyfra dziesiatek tej liczby jest
identyczna z cyfrg jednosci O pionowo; E) liczba mniejsza od F poziomo;

H) liczba nie mniejsza od E pionowo; J) liczba mniejsza od S poziomo; K) liczba
zapisana trzema kolejnymi cyframi; L) liczba mniejsza od Z poziomo; M) liczba
mniejsza od H poziomo; O) cyfra jednosci tej liczby jest taka sama, jak cyfra
jednosci N poziomo; P) wielokrotnosé G poziomo i L pionowo mniejsza niz
podwojone W pionowo; R) szeScian E pionowo, najwiekszy z mozliwych; T) liczba
mniejsza od B poziomo; U) szedcian, najwiekszy z mniejszych od A poziomo; W) te
liczbe dzieli zaréwno H pionowo, jak i T pionowo; Y) wielokrotno$¢ liczby zapisanej
tymi samymi cyframi, co T pionowo, lecz w innym porzadku; liczba mniejsza

od A pionowo.

* * *

Krzyzowki liczbowe mozemy dzi$ znalezé, miedzy innymi, w miesieczniku
Rozrywka. Nie tylko Sudoku, wydawanym przez Spétke Rozrywka (dawniej
Spoldzielnie ,Rozrywka”), najstarszego i najwiekszego wydawce czasopism
z krzyzéwkami na polskim rynku.

Obok diagram krzyzéwki 185 z numeru 1/2009 (autor: Zbigniew Zarzycki).

Poziomo: 1) liczba sktadajaca sie z czterech kolejnych cyfr w porzadku
malejacym; 4) kwadrat kwadratu liczby; 5) kwadrat liczby; 6) liczba sktadajaca sie
z czterech kolejnych cyfr w porzadku rosnacym; 8) iloczyn trzech kolejnych

liczb naturalnych.

Pionowo: 2) iloczyn szescianu liczby i liczby pierwszej; 3) liczba pierwsza;
4) szedcian liczby; 5) kwadrat liczby pierwszej; 7) suma pieciu kolejnych liczb
naturalnych.

Krzyzowki liczbowe pojawiaja sie tez w Lamiblogu — blogu Marka Penszko
(http://penszko.blog.polityka.pl), ktéry goraco polecam wszystkim
zainteresowanym matematyka rekreacyjna! Prezentowana krzyzowka pochodzi
z V Lamigléwkowych Mistrzostw Swiata w Utrechcie z roku 1996 (Lamiblog,
czerwiec 2009).

Poziomo: A) 3 x F pionowo; D) G% E) 7 x C — 1; F) A poziomo + E; G) C.
Pionowo: B) 6 x G; C) F pionowo + 6; D) D poziomo — 210; F) (B+9): 7.

Roéwniez z Lamibloga (wrzesienn 2010) pochodzi krzyzéwka liczbowa
biarytmetyczna (w rozwiazaniu uzywamy zapisu binarnego).

Poziomo: A) 2B; E) liczba tréjkatna; F) (D —2)* G) C + F.
Pionowo: A) negatyw E; B) negatyw A poziomo; C) 2E; D) G — A poziomo.

W negatywie zera zmieniaja si¢ w jedynki, a jedynki w zera. Liczby krotsze
niz czterocyfrowe dopelniane sa zerami — np. zamiast 1 w diagramie pojawi sie
(jezeli sie pojawi) 0001.
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Ekstremalne polskojezyczne alfametyki
podwdéjnie prawdziwe

Jezyk polski nie jest zbyt przyjazny autorom alfametykéw podwdjnie
prawdziwych. Mimo to w dziedzinie liczebnikéw zlozonych udato mi si¢
skonstruowac troche spektakularnych zadan tej klasy. W jezyku polskim
(podobnie jak w angielskim, a w przeciwienstwie do np. niemieckiego) liczebniki
zlozone pisze sie oddzielnie. Ortograficznych purystéw pragne z gory uspokoié:
jesli kto$ chce w zgodzie z ortografia pisac te liczebniki oddzielnie — zaden
problem, w matematyce odstepy w zapisie liczby nie maja znaczenia dla jej
interpretacji!

\ Bywaja alfametyki tak tatwe, ze mozna je rozwiaza¢ szybko nawet w pamieci,

‘ przez co sa atrakcyjne dla przecietnego $miertelnika, rozwiazujacego bez pomocy
$rodkéw technicznych. Alfametyki podwdjnie prawdziwe z rekordowo dlugimi
slowami (powyzej 10 liter) sa praktycznie nie do rozwiazania bez odpowiedniego
programu komputerowego. Jest to ,alfametyka wyczynowa”, fascynujaca
ustanawianiem coraz to nowych rekordéw i penetrowaniem mozliwosci
roznych jezykéw.

Jezyki przyjazne autorom alfametykow to np. angielski, wloski i swabhili,
niezbyt za$ przyjazne — polski i niemiecki.

Wszystkie ponizej przedstawione alfametyki publikowalem juz w pismie
Rozrywka dla kazdego. Ostatni ukazal sie w numerze 2007(6), pozostale zas

wezedniej, w numerze 2006(2).
| Andrzej BARTZ

P1 10 x OSIEMSETSIEDEM + 7901 x STO + 227 x OSIEM + 2 x SIEDEM = OSIEMSETTYSIECY
P2 100 x SIEDEMSETOSIEM + 6292 x STO = SIEDEMSETTYSIECY
P3 SIEDEMDZIESIAT + 11 x SIEDEM + 554 x JEDEN = SIEDEMSETJEDEN

P4 20 x CZTERYTYSIACE + TYSIACCZTERY + TYSIACSTO + 9 x TYSIAC + 3 x STOCZTERY +
+ 20 x STOTRZY + 27 x STO + 26 x CZTERY + 2240 x TRZY = STOTRZYTYSIACE

P5 OSIEMTYSIECYSIEDEM + STOTYSIECYSTO + 6 x STOTYSIECY + 4 x OSIEMSET +
+ 2 x STOOSIEM + 20 x STOSIEDEM + 851 x STO + 28 x OSIEM + 159 x SIEDEM = OSIEMSETTYSIECYSTO

P6 2 x OSIEMSETJEDEN + 3 x OSIEMSET + 10 x SIEDEMSET + 20 x STOOSIEM +
-+ 80 x STOSIEDEM + 9786 x STO + 32 x OSIEM + 21 x SIEDEM + 75 x JEDEN = MILIONOSIEMSET

P7 SIEDEMSETSIEDEMTYSIECYSTOOSIEM + 3 X STOOSIEM + 32 x OSIEM + 16 x SIEDEM =
= SIEDEMSETSIEDEMTYSIECYOSIEMSET

P8 OSIEMSETOSIEM + 7 x MILION + OSIEMSET + 2 x STOOSIEM + 9952 x STO + 372 x OSIEM = OSTEMMILIONOW

Polski rekord dhugoéci stow w alfametyku osiagamy przez rozszerzenie ostatniego
alfametyku do zakresu astronomicznego — nonilion to jedynka i 54 zera:

P9 0SIEMSETOSIEMNONILIONOWOSIEMSETOSIEM + 7 x MILION + OSIEMSET + 2 x STOOSIEM +
+ 9952 x STO + 372 x OSIEM = 0SIEMSETOSIEMNONILIONOWOSIEMMILIONOW
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Alfametyki w pozycyjnych systemach liczbowych o ré6znych podstawach

Alfametyk z elementarza

Odgadna¢ znaczenie rysunku i wpisa¢ je do diagramu.
Otrzymany alfametyk rozwiazaé¢ w systemie o dowolnej

podstawie x, nie mniejszej niz 3.

([
+ 0d
([

posmdssule: y2 + WY =Vey V=1 2=0 W= —1T

60 minut na godzine
w systemie czternastkowym

MINUTA
MINUTA
MINUTA

+ MINUTA
GODZINA

60 razy

2¥983R0T3C
CODIINVHANL

Zadanie z pieskiem, ktére zapowiadato w lipcu ten numer Delty, w nieco
prostszej wersji (podstawa 10) opublikowalem w Rewii Rozrywki, nr 247
(10/2007). Pozostale trzy, podane nizej, nie maja rozwiazania w systemie
dziesietnym i dotad ich nie publikowatem.

Ostatni zajazd na Litwie
w systemie dwunastkowym

PAN

TADEUSZ : EPOS
TPYAS
PDXNS
PTPTS
PSAZZ
PSAZZ

TAJRPSQ03899FP
LYDEN2IbNOXA

CZTERY
+ TRZY

SIEDEM
W systemie o podstawie 11 znalezé rozwiazanie,
w ktorym w liczbie odpowiadajacej stowu CZTERY
pojawiaja sie 3, 41 7.

MILOTEK qogueromA 2bejuty qLagle x uicp”

20e3e3 03833
+ 8l9T orgx 4 \J9T
T98RAT RIAITT

qoqpKomeso:

BHLOMIANT £O [9 X = JT O SUY[ENICUTY (MOCP LONMIFNIY PEX MILATRIT

E+B+T=D(+%)'3XL(+T)=E+%
SXA=WEB+S=E+®—>F=E+T
M 2hepeuie o boqepgmie ® wIWA: ¢+ T =2'sS=x—7'I =0’

Andrzej BARTZ

Krzyzéwka pentominowa — uktad
kamieni pentomina w diagramie

Rozwigzania krzyzéwek liczbowych

Ferma Matla Laka

Poziomo: 1) 38720; 5) 32; 6) 44; 7) 352; 8) 1610; 10) 72; 11) 1913; 14) 792; 15) 27; 16) 16.
Pionowo: 1) 355; 2) 7396; 3) 22; 4) 142; 6) 45; 7) 30976; 8) 12; 9) 11; 10) 792; 12) 19; 13) 325.
Pani Grooby ma 86 lat.

Krzyzéwka z Rozrywki. Nie Tylko Sudoku
Poziomo: 1) 6543; 4) 16; 5) 81; 6) 2345; 8) 210.
Pionowo: 2) 5632; 3) 31; 4) 125; 5) 841; 7) 50.

Krzyzéwka z V Lamigtéwkowych Mistrzostw Swiata
Poziomo: A) 135; D) 2601; E) 356; F) 491; G) 51.
Pionowo: A) 1651; B) 306; C) 51; D) 2391; F) 45.

Krzyzéwka biarytmetyczna
A (poziomo) = 1010; A (pionowo) = 1001; B = 0101; C = 1100; D = 0011;
E = 0110; F = 0001; G = 1101.

Krzyzéwka pentominowa

Poziomo: A) 225; B) 38; E) 30; F) 41; G) 19; H) 34; I) 229; L) 537; N) 486; O) 921; S) 36; T) 32;
X) 71; Z) 32; Z) 223.

Pionowo: A) 299; C) 841; D) 60; E) 39; H) 39; J) 35; K) 687; L) 31; M) 33; O) 96; P) 2356;
R) 59319; T) 37; U) 216; W) 1443; Y) 202.

Podwéjnie prawdziwy w systemie jedenastkowym



Arytmetyka szkieletowa
Renata JURASINSKA

Arytmetyka szkieletowa (ang. skeleton arithmetic, skeletons, arithmetical
restorations) to dzial matematyki rekreacyjnej, obejmujacy zadania, ktére
polegaja na odtwarzaniu petnego zapisu dzialania arytmetycznego na podstawie
jego ,szczatkéw”. Nazwa kojarzy sie ze stosowang m.in. w archeologii

i kryminalistyce rekonstrukcja antropologiczna wygladu twarzy na podstawie
zachowanej czaszki. Na tamach czasopism szaradziarskich zadania takie
nazywane sa tez ,zamazanymi” lub ,zaplamionymi” dzialaniami. Pod nazwa
,molowe rachunki” (mole powygryzaly papier, na ktérym zapisano dzialanie)
znane sg w Chinach i Japonii, gdzie byly popularne juz w XVIII wieku.

Do rozrywkowej re}{onstrukcj.i najl.epi.ej nad'aj@ . ISS G NUMBER§

sie dwa rodzaje dzialan — dzielenie i mnozenie,
gltownie ze wzgledu na iloczyny czastkowe. Zapis
mozna wowczas odtwarzaé¢ cyfra po cyfrze, czesto na
rézne sposoby, z wykorzystaniem przede wszystkim
tabliczki mnozenia!

7 ksiazki Mathematical Puzzles of Sam Loyd pod
redakcja Martina Gardnera (Dover Publications 1959)
pochodzi zadanie Missing numbers.

Archeolog bada kompletny stupek dzielenia wyryty 5 5 '
w glazie z piaskowca — jak to widaé na obrazku cevfensees T

sx% 2

obok. Wiekszo$¢ znakow nie jest widoczna z powodu g

wietrzenia skaty. Na szcze$cie dziewieé czytelnych :2 e j
znakow dostarcza wystarczajgeg ilosé informacyi, T esans
aby umozliwié¢ ci uzupelnienie brakujgcych cyfr. e

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, Ze poprawnych

odpowiedzi powinno byc cale mndstwo, lecz z tego, o
co wiem, jest tylko jedna mozliwosé wilasciwego Znanym zadaniem ,szkieletowym” jest tez tzw.
uzupetnienia pustych miejsc. kryptarytm Feynmana (nazwy ,kryptarytm”
. dla zadan szkieletowych uzywal w swoich ksiazkach
i artykutach, miedzy innymi, Martin Gardner,
7 =k T;&v #W 5. . zmarly 22 maja 2010 roku amerykanski dziennikarz
e, A yount . Vo i popularyzator nauki, specjalizujacy sic w matematyce
; S L DIV rekreacyjnej), tamigltéwka opublikowana w 1936 roku

na tamach American Mathematical Monthly.
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Dwa zadania (z dzieleniem), nalezace do arytmetyki
szkieletowej, uchodza za klasyczne i wzorcowe (gléwnie
ze wzgledu na minimalna liczbe ujawnionych cyfr oraz
jedno rozwigzanie).

Pierwsze to samotna siédemka (autorstwa

H.E. Dudeneya) opublikowana w roku 1922 na tamach
Strand Magazine, a drugie — samotna 6semka
(autorstwa W.B. Carvera) z American Mathematical

Jeszcze ciekawsze (ale 1 znacznie trudniejsze

w rozwiazywaniu) sa dzialania ,szkieletowe” bez
ujawnionych cyfr, jak, na przyktad, ponizsze dzielenie (bez
zadnych ,podpowiedzi”), czy tez mnozenie z dodatkowa
informacja, ze w zapisie dzialania wystepuja wszystkie
cyfry — kazda dwukrotnie (autorem tego zadania jest
holenderski matematyk Frederik Schuh, autor ksiazki
The Master Book of Mathematical Recreations).

Monthly z roku 1954.
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OOO00000 : 000 O0000000 : 000 =
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0000 0000 =
000 0000 0o
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oo 000
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W polskiej prasie szaradziarskiej rowniez pojawiaja sie dzialania ,szkieletowe”.

ROWNOSC
OO0 00O
—+——=0-0
7 8

W kratki nalezy wpisaé cyfry od 0 do 9

(ujawniono 7 i 8) tak, by otrzymane liczby

utworzyty poprawng réwnosc.

Rozrywka. Nie Tylko Sudoku 1/2009
Autor: Stawomir Koszelew

([ ([
— 4 — =7
oo Ood
W kratki nalezy wpisaé rézne cyfry
od 1 do 9.

PODZIEL i DODAJ

SIEDEM SIODEMEK

0ood OOooa
5 x O70O
0O oord
+ 0gd ar77d
00 TOaa7
o

W kratki nalezy wpisa¢ brakujace cyfry

od 0 do 9 tak, by otrzymane liczby
utworzytly poprawne dziatania.

Rozrywka. Nie Tylko Sudoku 4/2009
Autor: Stawomir Koszelew

Nalezy utworzy¢ mnozenie, w ktérym
ujawniono wszystkie siédemki.

Rozrywka. Nie Tylko Sudoku 10/2009
Autor: Jézef Archacki

I jeszcze trzy przyklady ze wspominanego juz Lamibloga Marka Penszko
(http://penszko.blog.polityka.pl; styczen 2010, wrzesien 2010
i pazdziernik 2010); dodawanie utamkéw — ze znanym jedynie wynikiem,
mnozenie ,z podpowiedzia”’ oraz mnozenie w systemie dwéjkowym.

OO 0o0Od
x x

00O O0oOd
oad oooad
oOoOd QOO 100ad

Dodatkowa informacja — wszystkie
cyfry sa nieparzyste, oprécz jednej —
w zacieniowanej kratce.
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W zapisie mnozenia liczby zastapiono
kratkami. Ujawniona jest tylko jedna
cyfra iloczynu. W systemie dziesietnym
rozszyfrowanie tego dzialania to zadanie
dla komputera, a rozwigzan jest mnéstwo.
W systemie dwéjkowym rozwigzanie

jest jedno.



ILE LAT MA MAMA?

Kiedy urodzit si¢ Felek, tata mial
30 lat. Obecnie tata ma tyle lat,
co Bolek, Lolek i Felek razem, za$
mama tyle, ile w sumie maja Alek,
Bolek i Lolek. Jednakowym literom
odpowiadaja w obu alfametykach
takie same cyfry, a réznym literom
— rézne cyfry.

ALEK + MA + DWA = LATA

ILE + LAT + MA = MAMA

Rozrywka, 2001, 3(1106)

8R23FMTRDS
ITEVLWNKDNM
PIIWY WY 33 [9fY

ANTYK

Pewien antyk ma STO lat. Przed
72 laty byl on 3 razy starszy niz
przed 264 laty.

JAK
STARY
JEST

+ TEN
ANTYK

Rozwiazanie alfametyku powinno
nie zawieraé zera.

Rozrywka, 2002, 17(1146)

AJT73e30820
1TVKQLEAENDO

YUFAK WY 210 = 300 [9¢

CIECIWY

W kole poprowadzono pewna
liczbe cigciw. Kazda cigciwa
przecina sie z kazda z pozostalych
w punkcie wewnetrznym kota.
Zaden z punktéw przeciecia nie jest
punktem wspélnym wiecej niz
dwoch cieciw. Lacznie powstalo
406 punktoéw przeciecia.
WYZNACZ
— LICZBE
CIECIW

Rewia Rozrywki, 2001, 4(169)

I5¥d02e183
WASUVCITIBE

50 c16cmm Q(3) = w(3 — T)\3

12

Zadania tekstowe

KTO Z KIM GRA?

Na wstepie damskiego wieczoru
brydzowego cztery panie wyjety
losowo z talii po jednej karcie, by
ustali¢, kto z kim gra. Wszystkie
wyciagnely figure (asa, krola, dame
lub waleta), kazda inna i w innym
kolorze.

— karo nie jest krélem ani dama,
— figura Eli nie jest kierem i jest
starsza od figury Oli,
— figura Uli nie jest karem ani dama
i jest mlodsza od figury Ali,
PIK — TO = AS
KTO — MA = ASA
Uwzgledniajac informacje bedaca
tredcig pierwszego alfametyku,
nalezy odpowiedzie¢ na pytanie,
bedace drugim alfametykiem.
Znalez¢ trzeba réwniez rozwiazanie
ukladu alfametykow, ktére
powinno nie zawieraé piatki
i szostki. Jednakowym literom
odpowiadaja w obu alfametykach
takie same cyfry, a réoznym literom
— rézne cyfry.

Rewia Rozrywki, 2001, 4(169)

103MF308
BIKLOV2N

Arv KIEE KBQT
Orvy KVBO MVIEL
ET'Y IBEET DVWY
VI'V bIK e

TERMIN

Termin nadsytania rozwiazan
minie w dniu, w ktérym suma cyfr
numeru dnia bedzie rowna sumie
cyfr numeru miesigca, a numer dnia
bedzie trzy razy wickszy od numeru
miesiaca.
KIEDY
+ MINIE

TERMIN

Rozwiazanie alfametyku powinno
nie zawiera¢ dziewiatki.

Rewia Rozrywki, 2001, 4(169)

¥§83038R7T¢@
KIEDAWNLE

S\ MLI6RUTY

TOLEDO

Bolek i Lolek obliczyli, ze
jadac bez przerwy z pewna
ustalona predkoscia, dojada stad
do Toledo w ciagu 50 godzin, za$
zwiekszywszy predkos$é o 10 km/h
— w ciagu 45 godzin.
JAK
DALEKO
JEST
STAD
+ DO
TOLEDO

Rozrywka dla kazdego, 2002(1)

2f99 qo 101690 leap 200 K1
La2de80733
1VKYTEORDL

WANNA

Wanna moze pomiescié¢
294 x L = WODY

Przy zatkanym odplywie

i odkreconym kranie pusta wanna
napelnia sie w ciaggu szesciu minut.
Po zakreceniu kranu i otwarciu
odplywu pelna wanna oproznia sie
w ciagu dziewigciu minut. Pusta
wanne napelniano, nie zatkawszy
odptywu, przez dwanascie minut.

ILE
wODY
WLANO
+ DO
WANNY

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie
zawarte w drugim alfametyku

i rozwiaza¢ uktad zlozony z obu
alfametykéw, pamietajac, ze
jednakowym literom odpowiadaja
w obu alfametykach takie

same cyfry, a réznym literom —
rézne cyfry.

Rewia Rozrywki, 1999, 12(153)

RITJFL00383
TMODAIEVHN
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Jak rozwigzywacd
kryptarytm Feynmana?

Zauwazmy najpierw, ze A — A = 0 oraz ze
pierwsza cyfra w odjemnej jest réwna 1.
Mamy wigc
cdaAl
O0000ACO : aAb
efAA
1004
ghA
oooO
0a0O
0ooo
0o0oo
0
W celu wyznaczenia warto$ci A badamy
iloczyny

aAb aAb
X ¢ i x d
efAA ghA

i dochodzimy do wniosku, ze b =4, c =7,
d=2.
Teraz juz nietrudno zauwazy¢, ze A = 8
i h = 6. Mamy wiec
7280
0000800 : a84
ef88
1008
g68
0ooO
872

[
00O

0

Z iloczynu

a4
X 8
0872

otrzymujemy a = 4.

Mamy wigc od razu réwniez e = 3, £ = 3,
g=09.
7280
000oO80O: 484
3388
1008
968
0oo0
3872
0ooo
0ooo
0

Cyfra setek w ostatnim mnozeniu
czagstkowym moze by¢ réwna tylko 2 lub 3.
Stad ostatnia cyfra ilorazu musi by¢ 9, bo
jedynie 9 x 484 = 4356 spelnia ten warunek.
Ostatecznie otrzymujemy wiec

7289
3527876 :484
3388

1398
968

4307
3872

4356
0

MAREK I FRANEK

Na krétko przed wprowadzeniem
waluty euro Marek i Franek spedzili
wspolnie wakacje w Niemczech i we
Francji. Po powrocie sprawdzili, ile
zostalo im pieniedzy.

Marek mial o 120 frankéw mniej
niz Franek marek. Franek miatl
o 6 frankéw wiecej niz Marek
tacznie frankéw i marek, zas
Marek o 15 marek mniej
niz Franek frankéw.
ILE
MAREK
+ MIAL

FRANEK

W liczbie ILE powinny wystepowaé
trzy kolejne cyfry.

Rozrywka, 2002, 1(1130)

lega30¥3erT
ITERVEKFINE
ELSU6K WIT] 739 WIYLEK

HELIKOPTER

Helikopter odbyt lot do celu
i z powrotem. Calkowita

DROGA = 660 x KM

Postéj w punkcie docelowym trwat
10 minut, za$ catkowity

CZAS = 2 x GODZ

Helikopter lecial w obu kierunkach
ze stalymi predkosciami. Obliczy¢
predkosé helikoptera w drodze
powrotnej, wiedzac, ze byta ona

0 20% wiegksza niz predko$¢ przelotu
do celu.

Kalendarz Rozrywki
1 Rewit Rozrywki, 2002

laR37J¥038¢e
KWNDEOCGVYIC2
300 8 bomrogews® pgm 330

ROBAL

Jak wiadomo, kto pije i pali, ten
nie ma robali. Wyjatkiem od tej
reguly sa pijacy i palacy wedkarze.
Dobrze pasiony robal zwieksza
kazdego dnia swéj ciezar o polowe.
Gdyby robala tuczono cztery dni,
to wazytby o 135 graméw wiecej niz
po dwoéch dniach.

OBLICZ

— CIEZAR
ROBALA

Rozrywka, 2001, 14(1117)

30427080V
OBITICSESVE
I8 Bromom

PLANTATOR

Plantator sprzedal zboze i owoce:
54 x TONA = ZBOZE
34 x TONA = OWOCE

Gdyby sprzedal tyle zboza,

co owocow, a owocoHw tyle,

co zboza, to uzyskalby zaledwie
76% otrzymanej kwoty. Ile razy
wyzsza od ceny tony owocow byla
cena tony zboza?

Jednakowym literom odpowiadaja
w obu alfametykach takie

same cyfry, a réznym literom —
rozne cyfry.

Kalendarz Rozrywk:i
1 Rewit Rozrywki, 2002

I¥2318e3930
LONVYIBSEMG
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Andrzej BARTZ

Rozwigzania pieskich probleméw
(po kolei)

PRECZOBZA
371582964

NIGDYASMCZ
1890532476

DLAPSOWEIN
7805614392

NASTOELGY
54176892

DOGIWERAZY
789461532

KOTYNAPEL
12503746

0PSIAKSC
24135870
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Ekstremalne alfametyki rzymskie

Rzymskie trzynastki

Prébujac z liczb w zapisie rzymskim skonstruowaé alfametyk, przedstawiajacy
pewna mozliwie jak najdtuzsza liczbe w postaci sumy mozliwie niewielu
sktadnikéw, dochodzimy do$é¢ szybko do wniosku, ze dla sum o dlugosciach

15 1 14 nie ma szans na rozwiazania. Oto statystyka dlugich liczb rzymskich:

dlugosé

11 12 13 14 15

ilog¢ liczb 389 215 93 31 7 1

Dla sum o dlugosci 13 sprawa nie byla prosta, ale kilkakrotnie odniostem sukces.

Rzymska trzynastka I

DCCCLXXXVIII
DCCCLXXXVIII
CCCLIII
CXXVIII
LXXVIII

+ LIII

MMCCCLXXXVIII

Rozrywka 13(1220), 26.06.2005,
s. 14

Rzymska trzynastka I1

DCCCLXXXVIII
DCCCLXXXVIII
CDXXXVIII
CCLXXXVII
CCXXXVIII
LXXIX

+ LX

MMDCCCLXXVIII

Journal of Recreational
Mathematics 35(3), s. 239,
P2746, 13-Column Sum-Roman

Rzymska trzynastka II1

DCCCLXXXVIII
DCCLXXXVIII
CCCLXXXVIII

CCLXXXVIII
CLXXXVIII
CLXXXVIII
CLXXXVIII
CLXXXVIII
CLXXXVIII

CDXL

CLXI

XL

XXXVIII

+ XVII

MMMCMLXXXVIII

Dotad nie publikowany.
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Uktad rzymski

VxC=D
XxC=M

XI x C=MC
XII x C=MCC
XIII x C = MCCC
XIV x C = MCD
XV x C =MD
XVI x C = MDC

XVII x C = MDCC
XVIII x C = MDCCC

XIX x C = MCM
XX x C=MM
XXI x C = MMC

XXII x C = MMCC
XXIII x C = MMCCC
XXIV x C = MMCD

XXV x C = MMD

XXVI x C = MMDC
XXVII x C = MMDCC
XXVIII x C = MMDCCC
XXIX x C = MMCM

XXX x C = MMM

XXXI x C = MMMC
XXXII x C = MMMCC
XXXIITI x C = MMMCCC
XXXIV x C = MMMCD
XXXV x C = MMMD
XXXVI x C = MMMDC
XXXVII x C = MMMDCC
XXXVIII x C = MMMDCCC
XXXIX x C = MMMCM

Warunki dodatkowe: V < X oraz D < M
Rozrywka. Nie Tylko Sudoku, 2007, 5(8)

I13¥3e8
IAXCDN

Andrzej BARTZ



O, psia kos¢...
Kiedy po ustawowych zaostrzeniach wprowadzono surowy nakaz Kaganiec
no$ i przy pogodzie, rozdrazniony pieski $wiat wylegt na ulice. Choé jazgot
byt straszliwy, spontaniczna demonstracja pod hastem Pieska ich niebieska
odbywala si¢ pokojowo i nikt nikogo nie ugryzt.
Demonstranci domagali si¢ rozszerzenia psich swobdd:

PRECZ X Z = OBRDZA NIGDY x NA = SMYCZY
oraz poprawy warunkow bytowych:

WEDLINA : DLA = PSOW  GNATY : NA = STOL

Postulowano takze zlikwidowanie podatku od pséw i zniesienie segregacji rasowej.

Cho¢ pogoda byla pod psem, manifestacja trwala wiele godzin. Dopiero gdy
grupki prowokatoréw z radykalnego ugrupowania Koalicja Psow Z Rodowodem
zaczely wyszczekiwac:

i DOGI x DO = WEADZY  KOTY x NA = PEOTY
0316879542

do akcji przystapily policyjne wilczury. Wtedy przywéddca anarchistow Reksio
warknat .

0 x PSTA = KOSC
Nie bylo to hasto do boju, lecz do odwrotu. Demonstranci podkulili ogony i jak
zbite psy rozpierzchli si¢ do swoich bud i domdéw. Wkroétce znéw zapanowal tad
i porzadek.

Ministerstwo Spraw Dyskretnych zwraca sie do czytelnikéw z apelem

o wspoélprace w rozszyfrowaniu psich postulatéw i hasta wichrzyciela Reksia.

Jak wykazalo dochodzenie wstepne, sa one kryptarytmami. Rozwiazania prosimy
nadsylaé¢ nie do Spétdzielni Ucho, lecz do redakcji, z dopiskiem na kopercie

,Nie dla psa kietbasa”.
x % %

Oto, co zdolano dotychczas ponad wszelka watpliwosé ustali¢:

WEDLINA : DLA = PSOW GNATY : NA = STOE
EIAA *%
WDLI *okok
Rozwigzania zadan szkieletowych WS:i &
. OAIN 3k
Missing numbers
DLA 3%k
638897 : 749 = 853 —_— —_—
S s clomka EONA *3%
amotna siédem EONA * 3k

12128316 : 124 = 97809

Samotna ésemka

bez zera, wszystkie trojki ujawnione
10020316 : 124 = 80809

Dzielenie bez ujawnionych cyfr NIGDY
969 : 8 = 121,125 % PRECZ X Z = DBROZA
Mnozenie bez ujawnionych cyfr NIGDY bez zera
179 x 224 = 40096 Prryr——
SMYCZY
Réwnosé
35/74+204/68 =9 — 1 DOGI KOTY
Podziel i dodaj X DO X NA
(140 : 5) + 39 = 67 WZEAY 8% **
Siedem siédemek AAYAQ ol
2539 x 372 = 944508 WEADZY PEOTY
Dodawanie ulamkéw bez zera bez dziewiatki, jedyna ésemka ujawniona

95/247 +86/13 = 7 ..
0 x PSTA = KOSC

Mnozenie z jedna cyfra parzysta o o '
15 x 93 = 1395 bez széstki i dziewiatki

Mnozenie binarne Rewia Rozrywki, 2001, 3(168)
1111 x 101 = 1001011 Andrzej BARTZ
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Silniki magnetohydrodynamiczne Stanistaw BEDNAREK

SN
e

b/ P/ my P/ b

Rys. 1. Budowa liniowego silnika
magnetohydrodynamicznego

z magnesami trwalymi; p — ptytka
izolacyjna, b — plytka miedziana,
e — elektrolit, k — przewody,

n — naczynie, m — magnesy.

NCINYAN

N N
S S

Rys. 2. Wyglad plytki z magnesami;
N, S — bieguny magnesu.

Magnetohydrodynamika to badanie oddzialywania p6l magnetycznych z ptynami
(cieczami i gazami) przewodzacymi prad elektryczny. Typowymi takimi

plynami sa ciekle metale (np. rteé), zjonizowane gazy (plazma) oraz elektrolity,
stanowiace najczeéciej wodne roztwory kwaséw, zasad i soli. W proponowanych
w tym odcinku doswiadczeniach wykorzystamy oddzialywanie pola
magnetycznego na elektrolit do zbudowania silnika przetwarzajacego dostarczona
do niego energie elektryczna na energie kinetyczna ruchu.

Do zbudowania modelu silnika potrzebne beda: niewielki stoik, woda, sl kuchenna,
trzy ptaskie baterie albo trzy duze baterie okragte (typu R20), kilka mniejszych
magneséw uzywanych do przytrzymywania kartek na tablicy lub lodéwce, kawatek
blaszki miedzianej o grubosci ok. 0,2 mm i rozmiarach kilkunastu cm, szczypta
sproszkowanego korka lub zmielonego pieprzu, ok. 1 m cienkiego, jednozyltowego
przewodu w izolacji, klej cyjanoakrylowy, silikon do uszczelnien w matej tubce,
pinezka, 20-30 m drutu nawojowego o srednicy ok. 0,5 mm w izolacji z emalii, kilka
izolacyjnych plytek o grubosci ok. 1 mm i rozmiarach kilku centymetréw (moga
by¢ plytki z uszkodzonych obwodéw drukowanych), kawatek grubego styropianu

o rozmiarach ok. 20 cm, lutownica, cyna, pitka do metalu i nozyczki.

Budowany silnik przedstawiony jest na rysunku 1. Silnik ten mozna nazwaé
liniowym, poniewaz bedzie w nim zachodzit ruch postepowy elektrolitu.
Najpierw przygotujemy elektrolit, ktéorym bedzie nasycony roztwor soli
kuchennej: do wody tyzeczka dosypujemy soli kuchennej i mieszamy

do rozpuszczenia, powtarzajac to kilka razy, az sél przestanie sie rozpuszczac.
Baterie laczymy szeregowo (plus jednej z minusem nastepnej) przylutowanymi
kawatkami przewodow. Do skrajnych biegunéw baterii tez przylutowujemy po
jednym kawatku przewodu. Przycinamy dwie kwadratowe pltytki izolacyjne,

do takich rozmiaréw, zeby mozna bylo je swobodnie potozy¢ na dnie stoika,
oraz dwie ptytki z blaszki miedzianej, ktorych jeden bok bedzie mial taka sama
dtugosé jak bok plytek izolacyjnych. Drugi bok plytek miedzianych powinien
mieé¢ dlugos¢ réwna w przyblizeniu polowie wysokosci stoika. Obie pary ptytek
sklejamy, taczac klejem cyjanoakrylowym boki o tej samej dlugosci, tak by
otrzymaé prostopadloécienne, otwarte z obu stron pudetko. Do zewnetrznych
powierzchni plytek izolacyjnych przyklejamy prostopadlo$cienne lub dyskowe
magnesy, jak na rysunku 2. Na kazdej z plytek wszystkie magnesy powinny byé
zorientowane jednoimiennymi biegunami w t¢ sama strone i umieszczone jeden
przy drugim. Do ptytek miedzianych przylutowujemy odizolowane koncowki
przewodow. Nastepnie wkladamy otrzymany uktad plytek z magnesami

do sloika i nalewamy tyle elektrolitu, zeby siggal nieco ponizej gornej krawedzi
plytek. Wolne koncéwki przewoddéw taczymy ze skrajnymi biegunami poprzednio
przygotowanych baterii. Posypujemy powierzchnie elektrolitu sproszkowanym
korkiem lub pieprzem. Jak zachowuje sie elektrolit?

Okazuje sie, ze w tym przypadku elektrolit z jednej strony wplywa do
uktadu plytek z magnesami, a z drugiej z niego wyplywa. Ruch elektrolitu
spowodowany jest przez sile Lorentza, ktéra jest prostopadta do kierunku
indukcji pola magnetycznego i do kierunku przeplywu pradu. W naszym
silniku kierunek przepltywu pradu elektrycznego jest poziomy i prostopadly
do plytek miedzianych, a kierunek wektora indukcji magnetycznej pionowy.
Sita elektrodynamiczna ma wiec kierunek poziomy i réwnoleglty do plytek
miedzianych. Mozemy tatwo zbadaé¢, jak na ruch elektrolitu wplywa zmiana
liczby wlaczonych baterii oraz odwrécenie biegunéw baterii i magnesow.

Zamiast z blaszki miedzianej, elektrody mozna wykonaé z grubej folii aluminiowej
(np. z foremki do pieczenia tart) i ztaczy¢é brzegi przez zagiecie. W przypadku uzycia
baterii ptaskich tatwo potaczy¢ ich bieguny spinaczami biurowymi. Szybszy obrét
uzyskaliby$my, stosujac zamiast roztworu soli kuchennej wodny roztwoér kwasu
siarkowego o stezeniu ok. 10%, poniewaz ma on mniejsza opornosé¢ wtasciwa, co
umozliwia przeptyw pradu o wiekszym natezeniu. Trzeba jednak pamietaé, ze

kwas siarkowy jest silnie zracy — powoduje oparzenia skory, oczu, zniszczenie tkanin
oraz podraznienie drég oddechowych — i dlatego moze by¢ uzyty jedynie pod opieka
nauczyciela. W warunkach domowych mozna natomiast bez obaw wyprobowaé ocet
zamiast roztworu soli kuchennej.
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Rys. 3. Budowa tédeczki

nape¢dzanej liniowym silnikiem
magnetohydrodynamicznym; ¢t — kadlub,
o — bateria, g — silikon, u — pinezka.

. )
**\ékibi

Opisany wyzej liniowy silnik magnetohydrodynamiczny mozemy wykorzystaé
do napedu plywajacego modelu t6deczki (rys. 3). W tym celu ze styropianu
wycinamy kadlub tédeczki. Od gory przyklejamy do niego polaczone

baterie, a od dotu uklad plytek z magnesami, uzywajac w tym celu silikonu
do uszczelnien (klej cyjanoakrylowy rozpuszeza styropian). Wkladamy model
do wanny lub miski napelnionej elektrolitem. Moze sie okazaé, ze wypornosé
uzytego styropianu nie wystarcza do utrzymania modelu na powierzchni
elektrolitu — wéwczas wydtuzamy kadtub, doklejajac silikonem odpowiednio
przyciety kawalek styropianu. Jeden z przewodéw odchodzacych od baterii
przylutowujemy do dowolnej ptytki miedzianej, a drugi owijamy wokot
pinezki, ktéra wbijamy od gory w poklad tédeczki. Pod gtowke tej pinezki
bedziemy wsuwaé¢ odizolowana koncéwke drugiego przewodu, przylutowanego do
drugiej plytki miedzianej, uzyskujac przez to prosty wytacznik. Umieszczamy
model na $rodku naczynia z elektrolitem, wsuwamy koncowke przewodu pod
tepek pinezki i obserwujemy, co sie dzieje. Widzimy, iz z uktadu plytek pod
dzialaniem sity Lorentza wyplywa elektrolit, zas na model, zgodnie z trzecia
zasada dynamiki Newtona, dziala skierowana przeciwnie sila, powodujaca jego
powolne plyniecie.

Przy uzyciu tych samych materialow i narzedzi mozna zbudowaé takze inne typy
silnikéw magnetohydrodynamicznych, np. powodujace wirowy ruch elektrolitu.
Ich budowa opisana jest na stronie deltami.edu.pl.

Silniki magnetohydrodynamiczne moga by¢ uzywane do napedu duzych
jednostek plywajacych, np. jachtéw i todzi podwodnych. Oczywiscie, jednostki
takie moga pltywacé tylko w odpowiednio zasolonych wodach, ale takie wystepuja
w prawie wszystkich akwenach swiata. Juz okoto 20 lat temu w Japonii zbudowano
kilkunastometrowej dtugosci jacht z silnikiem magnetohydrodynamicznym,
wyposazonym w elektromagnesy nadprzewodnikowe. Silniki takie maja szereg
zalet, m.in. sa bardzo proste i ciche, dzieki czemu nie powoduja zaburzen wody
umozliwiajacych wykrycie plywajacego obiektu. Dlatego tez interesuje sie nimi
wojsko i1 wiele wynikow badan zostaje utajnionych.

i Zadania

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1321. Dane sa: jeden klocek 1 x 1 i dwadziescia jeden klockéw 3 x 1.
Udowodnié, ze tymi klockami mozna pokryé szachownice 8 x 8 (klocki 3 x 1
mozna klasé poziomo lub pionowo) wtedy i tylko wtedy, gdy klocek 1 x 1
polozony jest na jednym z pdl ¢3, £3, c6 lub 6.

Rozwiazanie na str. 24

M 1322. Na plaszczyznie danych jest 2n réznych punktéow: n biatych oraz
n czarnych. Zadne trzy nie leza na jednej prostej. Udowodnié¢, ze mozna tak
narysowa¢ n odcinkéow o koncach w danych 2n punktach, aby konce byty
roznokolorowe i aby narysowane odcinki nie przecinaly sie.

Rozwiazanie na str. 22

M 1323. Wséréd 100 monet doktadnie 4 sg falszywe. Wszystkie prawdziwe
monety waza tyle samo. Podobnie falszywe. Wiadomo, ze falszywa moneta
jest lzejsza od prawdziwej. Jak znalezé przynajmniej jedng prawdziwa monete
za pomoca dwoch wazen na wadze szalkowej?

Rozwiazanie na str. 18

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 793. Miedzy dwiema czystymi plytami szklanymi umieszczono krople wody
o masie 0,1 g. Odlegto$¢ miedzy plytami wynosi 0,01 cm. Znalezé sile, z jaka
przyciagaja sie plyty.

Rozwiazanie na str. 23

F 794. Dwie banki mydlane o promieniach krzywizny R; i Rs < R; sa polaczone
tak, jak na rysunku. Jaki promien krzywizny ma blonka oddzielajaca banki?
Rozwiazanie na str. 19
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Rozwigzanie zadania M 1323.
Podzielmy nasze 100 monet na trzy
rozlaczne podzbiory A, B i C, majace
odpowiednio 33, 33 i 34 elementy.
Najpierw wazymy zbiory A i B. Jesli
jeden, powiedzmy A, jest ciezszy,

to wiemy, ze zawiera co najwyzej

jedna falszywa monete. Wybieramy
wtedy z A dwie monety i wazymy je.
Wiadomo, ze ta, ktéra nie jest lzejsza,
jest prawdziwa. Jesli jednak A i B maja
te sama mase, to mamy trzy przypadki:
(a) A1 B nie zawieraja falszywej
monety, (b) A i B zawieraja po jednej
falszywej monecie, (c) A i B zawieraja
po dwie falszywe monety. Wybieramy
dowolng monete z € A i wazymy zbiory
B U {z} i C. Jedli majg réwne masy,

to musial zaj$é przypadek (b), wiec
kazda moneta z A\ {z} jest prawdziwa.
Jesli B U {x} jest ciezszy, to nie mégt
zaj$é przypadek (c), wigc moneta x jest

prawdziwa. Wreszcie, jesli C jest cigzszy,

to mamy przypadek (c), wiec kazda
moneta z C jest prawdziwa.

A|B|C

(2)]0
(b) |1
()| 2

0|4
1]2
210

Tabelka pokazuje liczbe falszywych monet

w kazdym ze zbioréw w odpowiednim
przypadku.

Informatyczny kacik olimpijski (44): Neon

Tytulowe zadanie pojawilo sie na zesztorocznym Obozie Naukowo-Treningowym
im. A. Kreczmara: Neon sklada sie z dwoch stow. Na ile sposobow mozna zgasic¢
niektore litery w neonie, tak by litery, ktore pozostang zapalone, w obu stowach
uktadaly sie w ten sam nmiepusty podcigg? Ile réznych podciggow da sie w ten
sposob uzyskac? Na przyklad dla neonu supermarket stokrotka mozemy
uzyska¢ 17 réznych niepustych podciagéw (skt, sra, srk, srt i ich krotsze
podciagi) na 27 sposobéw (np. stk mozemy uzyskaé na 2 sposoby). Wynik
nalezy obliczy¢ modulo pewna liczba catkowita.

Zadanie rozwiazemy, uzywajac metody programowania dynamicznego. Niech
a[l..n] i b[1..m] beda stowami neonu. Bedziemy wypelniaé prostokatna tablice
wl[0..n,0..m]. Dla 0 < i < n, 0 < j < m oznaczmy przez wli, j] liczbe sposob6w,
na jakie mozemy zgasi¢ litery w stowach a[l. .i] oraz b[1..j], tak by pozostale
litery tworzyly ten sam (by¢ moze pusty) podciag. Odpowiedzia do pierwszej
czesel zadania jest, oczywiscie, w[n, m] — 1.

Jedli i =0 lub j =0 (tzn. gdy jedno ze stéw jest puste), to mozemy utworzyé
tylko pusty podciag, zatem wli, j] = 1.

Zalézmy zatem, ze i,j > 0, i spojrzmy na ostatnie litery stéw a[l..7] i b[1..5].
Zal6zmy na poczatek, ze sa one réwne, tzn. a[i] = b[j]. Rozwazmy cztery
przypadki w zaleznosci od tego, czy zostawiamy te litery zapalone,

czy tez nie. Jedli obie beda zapalone, to znaczy, ze uzyskane podciagi
powstaja z rozszerzenia jednego z podciagéw dla stéw a[l..i — 1]

i b[1..5 — 1] o dodatkows litere. To daje w[i — 1,5 — 1] mozliwosci.

Liczba mozliwych podciagéw w przypadku, gdy litera b[j] zostanie
zgaszona, wynosi w[i, j — 1]. Analogicznie liczba podciagéw, gdy litera afi]
zostanie zgaszona, wynosi w(i — 1, j]. Zauwazmy, ze te podciagi, ktére
wystapia w przypadku zgaszenia obu tych liter, uwzgledniliSmy juz

w wyniku, z tym ze policzyliémy je dwukrotnie, nalezy zatem odjaé ich
liczbe (jest ich w(i — 1, j — 1]). Ostatecznie dostajemy prosta zaleznosé
wli, 7] = wli, j — 1] + w[i — 1, ).

Przypadek ali] # b[j] jest troche latwiejszy:
nie mozemy naraz zapali¢ liter a[i] i b[j], zatem

Zajmiemy sie teraz druga czescia zadania: obliczeniem
liczby réznych wspoélnych podciagéw. Na pierwszy rzut
oka moze si¢ wydawad, ze w tym przypadku bedziemy
musieli zastosowacé zupelnie inna strategie i potrzebna
bedzie jakas$ struktura danych, ktéra umozliwi nam
wytapywanie duplikatéw. Okazuje sie jednak, ze i ten
problem mozna rozwiaza¢ za pomoca zaskakujaco
prostej zaleznosci rekurencyjnej.

Niech p[i, j] oznacza liczbe réznych wspdlnych
podciagdéw, ktore mozemy utworzyé w stowach

al[l..i], b[1..7]. Dla i = 0 lub j = 0 mamy, oczywiscie,
pli, j] = 1. Znéw patrzymy na ostatnie litery sléw. Niech
ali] # b[j]. Okazuje sie, ze w tym przypadku mamy

po prostu p[lmﬂ = p[Z,j - 1] +p[l - 13]] 7p[1 - 17] - 1]5
a rozumowanie jest analogiczne jak dla tablicy w.

Niech teraz a[i] = b[j]. Kazdy wspdlny podciag

stéw a[l..4] i b[1..j] nalezy do co najmniej jednego

z dwoch zbioréw: zbioru A tych réznych podciagdw,
ktére moga powstaé, gdy obie litery ali], b[j] sa
zapalone, oraz zbioru B tych réznych podciagéw,
ktore moga powstaé, gdy obie te litery sa zgaszone.
Zatem pli, j| = |A| + |B| — |AN B|. Zbiory A i B maja
po pli — 1,7 — 1] elementéw, pozostaje zatem obliczyé
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licznos$é ich czesdei wspélnej A N B. Niech «(4)

oznacza najwieksza liczbe dodatnia mniejsza

niz i, dla ktorej a[a(i)] = ali]; analogicznie niech

B(j) bedzie najwigksza liczba 0 < 5(j) < j, dla

ktérej b[3(j)] = b[j]. Jesli choé jedna z tych liczb

nie istnieje, to |[A N B| = 0. W przeciwnym przypadku
mamy |[AN B| = pla(i) — 1, 5(j) — 1] i wéwczas

p[ivj] =2 'p[i -1,5- 1] —p[a(i) - 176(]) - 1]
Pozostaje oszacowaé ztozonosé naszego algorytmu.
Tablice « i 8 mozemy obliczyé¢ w czasie O(n + m)

i takiej pamieci. Czas wypelniania tablic w i p to
O(nm), bezposrednia realizacja da tez taka zlozonosé
pamieciowa. Zauwazmy jednak, ze w przypadku
tablicy w mozemy zastosowaé standardowsq sztuczke:
jesli wypelniamy tablice wierszami, wystarczy trzymac
w pamieci jedynie aktualny (i-ty) i ostatnio wypelniony
((i — 1)-szy) wiersz — nigdy bowiem nie odwolujemy
sie do komérek z wierszy o numerach mniejszych

niz ¢ — 1. Problem powstaje w przypadku tablicy p,

w ktérej korzystamy z wiersza o numerze «(i) — 1.

Tu jednak radzimy sobie nastepujaco: oprocz ostatnich
dwéch wierszy trzymamy dodatkowo tablice ¢[1..n].
W przypadku, gdy a[i] = b[j], uaktualniamy ja

wedlug wzoru ¢[j] = p[i — 1,5 — 1]. Dzieki temu mamy
pli,jl =2-pli — 1,5 — 1] — ¢[B(j)]. Ostatecznie zlozonosé
pamieciowa algorytmu wyniesie O(n 4+ m).

Tomasz IDZIASZEK
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Rozwigzanie zadania F 794.
Cisnienia z obu stron sg takie same,
tzn. Ap; + Ap = Apa, czyli

4o 40 4o

R R Ra
Tutaj Ap = 40 /R, poniewaz blonka
ma dwie powierzchnie: zewnetrzna
i wewnetrzng. Zatem
- Ry Rz
 Ri+ Ra’

Wirus czy bakteria

W dniu, w ktérym pisze, rolnicy hiszpanscy rozdaja za darmo warzywa,
Rosja zamkneta granice dla truskawek. Kolejno podejrzane: ogérki, pomidory
i salate ulaskawiono. W niektérych stacjach radiowych i telewizyjnych
pojawia sie sporadycznie okreslenie ,grozny wirus”. Czas zatem przypomnieé,
czym jest wirus i czy jest nim bardzo dla nauki zastuzony gatunek
Escherichia coli.

Nim zobaczyliSmy wirusy, dowiedzieliémy sie w koncu XIX wieku, ze sg
czynnikiem zakaznym, przenikajacym przez filtry zatrzymujace bakterie. Sa od
nich mniejsze, przecietnie okolo 100 razy, sa czym$ na pograniczu zycia i stanu
nieozywionego. Udalo sie (1941 r.) uzyskaé pierwszy krysztal wirusa TMV
(czy krysztal jest zywy?), ktéry poddano analizie rentgenograficznej, poznajac
jego strukture atomowa. Pasteur, zetknawszy sie z wscieklizna, sprawdzil, ze
wywoluje ja przesaczalny czynnik zakazny, i stworzyt niezwykle ryzykowna
szczepionke. W koncu XIX wieku odkryto wirusowa nature pryszczycy oraz
mozaiki tytoniowej (wyniki badania tego wirusa przez Rosalind Franklin
pomogly w rozszyfrowaniu struktury DNA).

Dzialania wiruséw sa niezwykle réznorodne, wystarczy wspomnie¢ takie choroby
wirusowe, jak odra, pélpasiec, grypa, polio, czarna ospa, wscieklizna, Ebola, HIV
— do dzi$ opisano ich ponad 5 tysiecy. Gospodarzami réznych wiruséw bywaja
bakterie, grzyby, rosliny, zwierzeta i, oczywiscie, ludzie.

Wirusy bakteryjne zbudowane sa z tzw. bialkowego plaszcza, ktéry okrywa

ich material genetyczny: DNA lub RNA, czesto maja geny enzymdw syntezy
DNA lub RNA. Jezeli zmieszaé in vitro bialka plaszcza i material genetyczny,
to bez dodatkowych czynnikow moze nastapi¢ samorzutne utworzenie zakaznej,
aktywnej formy: optaszczonego DNA lub RNA. Wirusy roélinne i zwierzece
»pozyczaja” blone bialkowo-lipidowa od zakazonej komoérki. Wirusy sa zdolne
do powielania swojego materialu genetycznego i w zasadzie na tym sie konczy
ich samodzielnos¢.

Wirusy nie moga istnie¢ poza komdrka gospodarza, musza ,zmusié ja”
genetycznymi narzedziami do ustug metabolicznych. Dlatego tak trudno znalezé
skuteczny lek przeciw wirusom — niszczac wirusa, zabija sie jednoczesnie
gospodarza. Antybiotyki na wirusy NIE DZIALAJA.

Odnotowujemy niewiele zwycigstw nad wirusami. Uwazamy, ze zlikwidowaliSmy
na Ziemi wirusa czarnej ospy, lecz nie lekami, a skuteczna polityka szczepionkowa.
W 2011 r. ONZ zaplanowala na 2020 r. zwyciestwo w wojnie z HIV. Zycze

z calego serca powodzenial

Materialem genetycznym wiruséw moze by¢ kilka genéw, w najwiekszych jest ich
okoto 250. Najmniejszy genom zyjacej niezaleznie od innych komérek bakterii

to okolo 380 gendéw, E. coli ma ich mniej wigecej 4000. Taka jest granica miedzy
byciem wirusem a byciem bakteria.

7 naukowego punktu widzenia ciekawosé¢ budza wirusy bakteryjne. Ich
wspOlczesne zachowanie (latwe porywanie fragmentéw DNA bakterii —
gospodarza) sugeruje hipotezy pochodzenia. Wiadomo takze, ze proces ,skakania
DNA” wystepuje w calej przyrodzie, nie tylko u bakterii. Prawdopodobnie
wskaczacy” DNA moégl sie w trakcie ewolucji co pewien czas przeksztalcaé

w ,oplaszczone” czastki, czyli prototypy dzisiejszych wiruséw. Niestety, wirusy
nie zachowaly sie w formie kopalnej. Z genetycznych badan wspdlczesnych
wynika, ze nie maja jednego wspélnego przodka.

Komentatorom afery ogérkowej komunikujemy, ze bakterie, do ktorych nalezy
E. coli, to nie wirusy, moga one zy¢ samodzielnie i sa znacznie wieksze (widaé
je pod optycznym mikroskopem). Co nie przeszkadza, ze — gdy pisze ten tekst —
inwazja zjadliwej bakterii na cala Europe stanowi tajemnice. Natura kolejny raz
uczy naukowcéw pokory.

Magdalena FIKUS
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A dla Czytelnika Wspédlczesnego pytanie:
jesliby wstegi ze szlaczkami nie tworzyly
powierzchni bocznej walca, jak to jest na
garnkach, tylko wstege Mdbiusa, to czy
wtedy mozliwoych rytméw byloby wiecej,
czy mniej?

Aktualnosci sprzed 20000 lat
Wstegi na glinie

Biolodzy zapewne maja rozmaite sposoby na umiejscowienie w czasie momentu,
gdy nasi przodkowie dostuzyli sie miana CZLOWIEK i pewnie kléca sie o to,
ktore kryteria powinny byé uznane za najistotniejsze. Gdy jednak siegnaé

do historii kultury, moment taki jest dos¢ zgodnie nazywany i dyskutowaé
mozna tylko na temat jego kalendarzowego usytuowania. Tym momentem jest
przetom neolityczny.

Za czaséw mojej mlodosci neolit nazywano lubieznie epoka kamienia gltadzonego
(bo wezesniej podobno brutalnie go tupano). Tymczasem podstawowe wyr6zniki
neolitu niewiele maja wspdélnego z kamieniami.

Podstawowym, najwazniejszym osiagnigeciem neolitu byta mowa. To ona
spowodowala, ze praludzkie stado stalo sie ludzkim plemieniem. Do zaistnienia
struktury spolecznej niezbedna jest intelektualna komunikacja, mozliwosc
ustalania kontraktéw, zbiorowe ocenianie zachowan — w kazdej z tych spraw
niezbedna jest mowa. Z poczatku stowa byly nazwami konkretnych obiektéw

i 0s6b, potem niezbedne okazaly sie pojecia ogdlniejsze, opisujace grupy zjawisk
i typy zachowan, az w koncu niezbedne okazaly sie¢
tak skomplikowane pojecia, jak zycie czy kierunek —
czlowiek zyskal do swej dyspozycji abstrakty. I cho¢
to prosta droga do matematyki, tutaj porzucimy ja.

W plastyce zaistnienie wspoéldzialajacej
spotecznosci wyrazito sie tym, ze zamiast
portretowania pojedynczych obiektéw z dbaloscia
o szczegOly rysowano teraz gtéwnie wspéldzialanie
schematycznie potraktowanych wielu jednostek.

W sferze kultury materialnej tez najistotniejsza nie okazata si¢ obrébka kamienia
— powstala ceramika, czyli, méwiac po prostu, zaczeto lepi¢ garnki. Ten
najnowocze$niejszy wowczas produkt oczywiscie ozdabiano. I tak pojawil sie
ornament wstegowy.

Ornament wstegowy to rytmicznie powtarzajace sie znaczki — dzi$
powiedzielibysSmy pewnie ikonki — tworzace szlaczek owijajacy gliniane naczynie.
Specjalisci wyrdzniaja wiele tysiecy rodzajéw takich szlaczkow, pozwalajacych
im identyfikowaé poszczegdlne formacje kulturowe i $ledzi¢ ich wzajemne
wplywy. Gdy jednak na te sprawe spojrzy niefachowiec, czyli matematyk,
zainteresuje go przede wszystkim nie to, jaka ikonka jest odciskana w danym
szlaczku, ale to, w jakim dzieje si¢ to rytmie.

Zdefiniujmy zatem rytm. Jest to przeksztalcenie, ktére przeprowadza szlaczek
na niego samego, ale przeprowadza kazde odci$niecie ikonki na sasiednie (juz

z tego widaé, ze matematycy dopuszczaja ornamenty nieskonczonej dtugosci

— ale ¢6z bylby wart matematyk bez nieskonczonosci?). Obok narysowane jest
siedem réznych rytmoéw. Pierwszy z nich to po prostu przesuniecie catego
szlaczka. Drugi to symetria z poslizgiem, czyli symetria wzgledem osi
szlaczka polaczona z przesunieciem takim, jak poprzednio. Trzeci to symetrie
Srodkowe (gdzie sa ich $rodki?). Nastepny rytm pozwala uzyskaé kolejna
ikonke z poprzedniej na dowolny z wymienionych dotad sposobéw — wymaga
to specjalnych wlasnosci ikonki (jakich?). Piaty rytm to symetrie osiowe
wzgledem prostych prostopadlych do osi szlaczka (ktére to proste?).
Kolejny rytm to na przemian symetria osiowa i symetria srodkowa. No i na
koniec wszystkie wymienione poprzednio sposoby (znéw potrzebna jest ikonka
o specjalnych wlasnosciach).

Kazdy oczywiscie widzi, jak taka wstega owinaé ulepiony garnek. Geniusz
naszych przodkéw polega na tym, ze uzywali wszystkich tych rytméw,
a innych rytméw nie ma. Dzi§ matematycy wyrazaja ten fakt, méwiac, ze
istnieje siedem jednowymiarowych grup krystalograficznych.

Marek KORDOS
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

13 i 14 kwietnia odbyty si¢ zawody finatowe LXII OLimpiady Matematycznej. Kazdego
dnia zawodéw 139 uczniéw z calej Polski, przez trzysta minut, rozwiazywalo trzy
zadania. Wszystkie bezblednie rozwiazal Filip Borowiec z Kielc, a Maciej Duleba
z Wroctawia i Damian Orlef z Zabrza rozwiazali po pie¢ i pél. Tym razem
126 finalistéw rozwigzato przynajmniej jedno zadanie. Kazdy z laureatéw rozwiazat
co najmniej trzy i pét zadania, a wyréznieni po trzy. Finat byt wiec na pewno
tatwiejszy niz przed rokiem.

7 zadaniami finalu oraz szkicami ich rozwigzan mozna zapoznaé si¢ na stronie
olimpiady pod adresem: www.om.edu.pl.

Niektorzy finalidci rozwiazali zadania bardzo elegancko w sposéb nieprzewidziany przez
osoby przygotowujace zadania. Oméwimy dwa rozwiazania zadania drugiego. Réznia
c sie one jedynie dowodem lematu.

Zadanie 2. Okrgg wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw
BC,CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Prowadzimy trzy
proste: przez $rodki odcinkéw AE i AF, przez $rodki odcinkdéw
BF i BD oraz przez $rodki odcinkéw CD i CE. Wykazad,

ze Srodek okregu opisanego na tréjkqcie wyznaczonym przez

te trzy proste pokrywa sie ze Srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC.

Niech Ag, Ar, Br, Bp,Cp,Cg beda srodkami odcinkéw

AE,AF,BF,BD,CD,CFE. 7 twierdzenia Talesa wynika, ze

AgAr | EF, BpBr || DF i CpCEg || DE. Przez F' oznaczamy

punkt wspélny prostych BrBc i ApAr. Analogicznie

definiujemy punkty D’ i E’. Boki tréjkatéw DEF i D'E'F' sa
odpowiednio réwnolegte, wiec punkt S, w ktérym przecinaja

\\ sie proste DD’ i EE’, jest érodkiem jednokladnosci w skali k = %

\ przeksztalcajacej tréjkat DEF na tréjkat D'E'F’ (S lezy tez na

\ prostej F'F').

\ Lemat. Zachodzg réwnoéci: D'B = D'C, E'C = E'A, F'A = F'B.

Najpierw wywnioskujemy twierdzenie z lematu. Jednoktadno$é o érodku S,

‘ w skali k przeksztalca/okradg O opisany na tréjkacie DEF na okrag O’ opisany

o na tréjkacie D' E'F’. Srodek okregu O lezy na prostopadtych do prostych

AB, BC, CA przechodzacych przez wierzchotki D, E, F, wiec érodek okregu O’ lezy na
prostopadtych do prostych AB, BC, C A przechodzacych przez wierzchotki D', E’, F'.
Na mocy lematu te prostopadle sa symetralnymi bokéw trojkata ABC, wigc ich punkt
wspOlny to srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Dowdd lematu wg Wojciecha Nadary (nagroda im. A. Makowskiego).
Potega punktu Br wzgledem okregu O jest réwna iBF 2. Tyle samo jest réwna
potega punktu Bp wzgledem okregu o §rodku B i promieniu 0 (czyli zdegenerowanego
do punktu B). Analogicznie potega punktu Bp wzgledem okregu O jest réwna
potedze punktu Bp wzgledem okregu zdegenerowanego do punktu B. Wobec tego
jesli punkt X lezy prostej Br Bp, to jego potegi wzgledem tych dwoch okregéw sg

c réwne (wigc jest to ich o§ potegowa). Podobnie prosta CpCE jest osia potegowa
okregu O i okregu zdegenerowanego do punktu C. Wobec tego potegi punktu D’

wzgledem kazdego z okregéw zdegenerowanych do punktéw B i C sa réwne (bo

réwne jego potedze wzgledem okregu O). Oznacza to, ze BD' = CD’, a to
teza lematu.

Dowéd lematu wg Anny Olech. Niech o = <BAC, 8 = xCBA i~y = XACB,
§ = XEDF,n=<«FED, p = <DFE. Wtedy 6 = (8 +7), n = 3(a+7),
¢ = 2(a+ B), wiec tréjkat DEF jest ostrokatny. C1, A1, B1 beda $rodkami
odcinkéw DE, EF, FD. Na czworokacie BB, C1C mozna opisaé
okrag, bo %[3 + XB1C1D + xDC:C = %5 + %(a + ) 4+ 90° = 180°,
oczywiscie B1C || EF. Proste CpCg 1 BpBp sa symetralnymi
odcinkéw CC4 i BBy, wiec ich punkt przeciecia czyli D’ jest
srodkiem okregu opisanego na czworokacie BB1C1C, wiec
D'C = D'B, a to chcieliémy udowodnié.

A F B
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Klub 44

1-44

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
611 (WT =2,65) i 612 (WT = 2,33)
z numeru 12/2010

Michal Kieza Warszawa 47,30
Bartlomiej Dyda Wroctaw 41,03
Zbigniew Skalik Wroctaw 34,60
Pawel Najman Krakéw 33,57
Piotr Sobczak 1.6dz 33,20
Tomasz Tkocz Rybnik 32,95

Michal Kieza — juz po raz czwarty.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1322.

Zbiér n odcinkéw o réznokolorowych
koncach mozemy skonstruowaé na
skonczenie wiele sposobéw (dokladnie n!).
Narysujmy go tak, aby suma dlugosci
narysowanych odcinkéw byla mozliwie
najmniejsza. Wtedy te odcinki sa parami
roztaczne, bo w przeciwnym przypadku

pare xz, y przecinajacych sie odcinkéw
mozna zastapi¢ parg odcinkéw
nieprzecinajacych si¢ a, b, zmniejszajac
jednoczes$nie sume dlugosci wszystkich
odcinkéw. Wynika to latwo z nieréwnosci
tréjkata: |al + |b] > (|z1| + |y1l) +

+ (Jw2] + y21) = [2] + [y]-

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2011
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

619. Szachownica o rozmiarach n X n zostala pokryta ptytkami 2 x 2. Kazda ptytka pokrywa
dokladnie cztery pola. Plytki zachodza na siebie, ale nie wystaja poza brzeg szachownicy. Liczba
plytek przekracza 2(71,2 — n)/3. Dowies$é, ze mozna usunaé jedng plytke tak, by pozostale plytki
nadal pokrywaly cala szachownice.

620. Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspétczynnikach catkowitych. Wykazaé,
ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje liczba catkowita n taka, ze liczba P(n) ma co najmniej k
réoznych dzielnikéw pierwszych.

619. W obrebie szachownicy jest (n — 1)? punktéw kratowych (w kazdym
spotykaja sie cztery pola szachownicy). Wyr6znijmy te punkty kratowe, na ktore
padly $rodki ptytek. Punkty kratowe leza w n — 1 rzedach po n — 1 punktow;
liczba punktéw wyrdéznionych przekracza (n — 1)(2n/3), wiec w pewnym rzedzie
jest ich wigcej niz [2n/3].

Numerujemy punkty kratowe w tym rzedzie od 1 do n — 1. Wystarczy wykazac,
ze pewna trojka (j,7 + 1,7 + 2) sklada sie¢ z punktéw wyrdznionych; mozna
wtedy bezkarnie usunaé plytke o srodku w punkcie 5 + 1.

Zalézmy, ze tak nie jest; zatem w kazdej z tréjek (1,2,3), (4,5,6) itd. jest punkt
niewyrézniony. Jest | (n — 1)/3] tréjek postaci (3 — 2,3i — 1, 3¢). W takim

razie liczba punktéw wyrdznionych (w rozwazanym rzedzie) nie przekracza
réznicy (n — 1) — [(n —1)/3]; za$ ta réznica réwna sie [2n/3], o czym mozna
sie przekonaé, rozpatrujac trzy mozliwe reszty z dzielenia n przez 3. Sprzeczno$é
— wyréznionych punktéw mialo by¢ w tym rzedzie wiecej.

620. Niech P(z) = ap+ a1z + ...+ apz™ (m > 1).

Gdy ag = 0, wystarczy wzia¢ dowolna liczbe n, bedaca iloczynem k réznych liczb
pierwszych. Sa one oczywiscie dzielnikami liczby P(n). Dalej przyjmijmy, ze ag # 0.
Najpierw wykazemy, ze zbiér dzielnikéw pierwszych wszystkich liczb P(n) jest
nieskonczony. Przypu$émy bowiem, ze jest to zbiér skoniczony {p1,...,ps}.
Biorac jako n dowolng liczbe postaci n = aglp; ... ps (I calkowite), mamy

P(n) = ag {1 + Z aiay t(Ipy ... ps)*
i=1

Liczba w nawiasie kwadratowym nie dzieli sie przez zadna z liczb pierwszych
P1,---,Ds (a swoboda wyboru | pozwala przyjaé, ze jest rézna od +1); ma wiec
jakis inny dzielnik pierwszy, wbrew uczynionemu przypuszczeniu.

Stad wniosek, ze dla dowolnego k istnieja rézne liczby pierwsze q1, ..., qr oraz
takie liczby catkowite ny,...,ng, ze
P(n;) =0 (mod ¢;) dlai=1,... k.
Znajdujemy liczbe n, spelniajaca uktad kongruencji
n=mn; (mod ¢;) dlai=1,...,k;
taka liczba istnieje, w my$l chinskiego twierdzenia o resztach. Wéwczas
P(n)=P(n;) =0 (mod ¢;) dlai=1,...,k;
liczba P(n) ma wiec co najmniej k réznych dzielnikow pierwszych.
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Klub 44 Rozwigzania zadan z numeru 4/2011
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé zadan:

516. Sprezyscie zginajacy si¢ jednorodny pret o diugosci I i masie m zamocowano jednym koncem
poziomo, a drugi zwisa pod wplywem sily ciezkosci (rys. 1). Miara sztywnosci preta jest dany
parametr k, bedacy stosunkiem momentu sily zginajacej M do kata a miedzy stycznymi do koncéw
preta, gdy M ma wzdluz niego stalag warto$é. Obliczy¢ numerycznie zwis preta h oraz kat opadania
jego konica «, przy nastepujacych danych: I =1 m, m =1 kg, k =1 N - m/rad, przyspieszenie
ziemskie g = 10 m/s2.

Wskazowka: Obliczenia moga by¢ oparte na przedstawieniu preta jako zespolu duzej liczby
n sztywnych pretéw o masach mi = m/n i dlugosciach l; = l/n, polaczonych przegubami opisanymi
przez wspoéltczynnik k1 = k - n.

517. Réwnolegla wigzka $wiatla o natezeniu (tzn. mocy na jednostke powierzchni prostopadtej) Ip
pada na kulke o promieniu r ze szkta o wspélczynniku zatamania n. W odleglosci R > r od kulki
Rys. 1 znajduje sie¢ ekran prostopadly do wiazki padajacej, ale odwietlony tylko przez swiatlo przechodzace
przez kulke. Jesli mozna pominaé efekty dyfrakcyjne i odbicie swiatta od szktla, to jakie jest
natezenie $wiatta padajacego na $rodek ekranu?

516. Niech s bedzie zmienna wzdluz preta, od s = 0 (koniec zamocowany) do
s = (koniec zwisajacy). Funkcjami zmiennej s sa: sila oddzialywania jednej
czedcl na druga P(s) (czyli clezar prawej czedei preta), moment zginajacy
/)M(erAs) pret M(s) oraz kat odchylenia stycznej od poziomu «(s). Oczywiste jest, ze
P(s) = mg(l — s)/l, natomiast rozwazajac maly odcinek preta o dlugosci
P(s+ As) Iy = As, stwierdzamy, ze warunek réwnowagi ze wzgledu na obrét ma postaé
Rys. 2 (zob. rys. 2)

—AM = M(s) — M(s+ As) = PAscos a.

Pominelidmy tu ,wyrazy drugiego rzedu”, tzn. zaniedbalidémy ciezar tego odcinka
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F ,Q R Y o7 Y Y . g g € o) , . y, ) Q K g
po uwzglednieniu ocen rozwigzah zadani  OTaz roéznicg migdzy wartosciami P na jego koficach. Dalej, réznica migdzy

512 (WT = 3,30) i 513 (WT = 3,15)  katami nachylenia sasiednich odcinkéw zalezy od M zgodnie ze wzorem
z numeru 2/2011

Ao
Jerzy Witkowski Radlin 39,68 kiAo =M, czyli kl=— = M.
Andrzej Idzik Bolestawiec 36,52 As
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,63 Zbierajac zapisane réwnania, dochodzimy w granicy As — 0 do réwnania
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 32,04 résmiczkoweso
Michal Kozlik Gliwice 20,94 g )
kld « l—s
— = —mg Cos a
ds? l ’

ktére po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej z = s/l przybiera postaé

d2a mgl

ﬁ @:77(172)COSO[.
) da

Roéwnanie to trzeba scatkowac¢ od z = 0 (gdzie a = 0) do z = 1 (gdzie §2 = 0),
ngl ma wartos¢ 10. Zgodnie z trescia zadania obliczy¢ nalezy

a(1) oraz sume przesunie¢ pionowych dh = dz - sin . Autor stosowal procedure

Rozwigzanie zadania F 793.
Mozemy zatozy¢, ze kropla rozptyneta przy czym stala
si¢ symetrycznie i widziana z géry ma

ksztalt kota o promieniu R. Powierzchnia

tego kola wynosi S = V/d = m/pd. numeryczna, zaczynajac od z = 0 i wybierajac dowolna poczatkows wartosé %7
Sita przyciagania miedzy plytkami 3 1 1 1 = ( da 1 i
e :.1 naste%plme korygujac ja tak, a}b}.l V\; OIl)u.nkme z=1 ,otrzymac o =0 (.)ke?zu(]e sie,
jest ciénieniem wywieranym przez ze wlasciwa poczatkowa wartoscia 47 jest 3,74, koncowy kat nachylenia jest
zakrzywiona powierzchnie cieczy. I‘éwny Oé(l) = 1,054 I‘a,d’ a zwis h = 0,701 m.
Ostatecznie

F= 2”1"2"’ =0,72 N. 517. Promien, ktérego przedluzenie jest odlegle od $rodka kulki o h, pada

pd

na jej powierzchnie pod katem o = arcsin(h/r) i zalamuje si¢ pod katem

(8 = arcsin(h/rn). Poniewaz przy wyjéciu z kulki katy sa te same, wiec kat
odchylenia tego promienia od kierunku poczatkowego jest réwny v = 2(a — ().
Rozpatrujac promienie padajace na ekran w poblizu $rodka, nalezy przyjac,

ze katy sa male, tzn. v = 2% (1 — %) Gdy spelniony jest warunek R > r,
promienie odchylone o v padaja na ekran w odleglosci YR od $rodka.
Widzimy, ze wiazka o polu przekroju wh?, ktérej moc wynosi wh2I,

o$wietla na ekranie koto o polu 7(yR)?2. Szukane natezenie o$wietlenia

srodka ekranu wynosi wiec

7Th2[0 T 2 1 -2
g S0 =) (1-=) .
Rys. 3 m(vyR)? 2R n
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Rozwigzanie zadania M 1321.
Zatézmy, ze udalo sie pokryé danymi
klockami szachownice. Kolorujemy
22 pola szachownicy jak na rysunku.

N W ke Ot

Kazdy klocek 3 x 1 przykrywa dokladnie
jedno zamalowane pole. Tych klockéw
jest 21, wiec klocek 1 X 1 musi lezeé

na zamalowanym polu. Wykonujemy
symetryczne kolorowanie, ale innym
kolorem niz poprzednio, wzgledem prostej
zawierajacej wspolny bok pél a4 i ab.
Widaé juz, ze klocek 1 X 1 musi lezeé

na jednym z czterech pél zamalowanych
obydwoma kolorami, a to wlasnie pola
wymienione w tezie zadania. Z drugiej
strony tatwo sprawdzié, ze jesli lezy on
na jednym z tych pél, to mozna
skonstruowaé odpowiednie pokrycie
szachownicy.

Prace cytowane

[1] http://arxiv.org/abs/1103.0014.
[2] http://arxiv.org/abs/1102.5411.

Sierpien

Prosto z nieba: Najzimniejszy brazowy karzet

Sierpniowe wieczorne obserwacje wschodu Jowisza i Urana zachecaja do
rozmy$lan o pochodzeniu Uktadu Stonecznego oraz odleglych uktadow
planetarnych. Obecnie ,obowiazujaca” teoria powstawania planet

przewiduje we wczesnej fazie zycia gwiazdy istnienie gazowo-pylowego

dysku protoplanetarnego, z ktérego, w procesie grawitacyjnego kolapsu

oraz rotacji rozniczkowej (czastki na sasiednich orbitach poruszaja sie

z nieznacznie rézniacymi sie predkosciami) dysku polaczonej z oddzialywaniami
zderzeniowymi zgestkéw materii, tworza sie ,zaczatki” planet, akreujace
okoliczng materie, ktore efektywnie czyszczac okolice swojej orbity, stopniowo
przybierajac kulisty ksztalt, zwiekszajac mase i promien. Te aspekty

zostaly zawarte w definicji planety, przyjetej przez Miedzynarodows Unie
Astronomicznag w 2006 r., co spowodowalo ,zdegradowanie” statusu Plutona do
planety karlowatej (Pluton nie spelnial warunku ,czystosci” orbity). Podobne
problemy pojawiaja sie przy probach klasyfikowania malomasywnych, starych
gwiazd, nazwanych brgzowymi karlami. Tegoroczne prace [1], [2] donosza

o odkryciach bardzo chlodnych brazowych kartéw, CFBDSIR J1458+41013B

(o temperaturze T' = 100°C) oraz WD 0806-661B (T = 30°C!). Szczegdlnie

ten drugi obiekt, znajdujacy sie¢ w odleglosci 63 lat $wietlnych od Ziemi,

w uktadzie podwéjnym z bialym kartem, rozemocjonowal naukowcéw. Obliczona
temperatura jest na tyle niska, ze atmosfera brazowego karta moze zawieraé
chmury sktadajace si¢ z kropelek wody. Pomiar ten, jak rowniez pomiar masy
(okolo 7 mas Jowisza) WD 0806-661B, klasyfikuje go raczej jako gazowa
planete, a nie gwiazde w ukladzie podwdjnym. Separacja sktadnikéw wynosi
okoto 2500 jednostek astronomicznych, o rzedy wielkosci wigcej niz dla planet
w Ukladzie Stonecznym (okolo 40 j.a.), jednak jest ona prawdopodobnie
spowodowana ewolucja brazowego karta w dysku gwiazdy lub oddzialywaniem
z otoczka, ktéra bialy karzel odrzucil, przechodzac przez faze czerwonego
olbrzyma. Wydaje si¢ zatem, ze 6w obiekt jest pierwszym z nowo odkrytej klasy
obiektow stanowiacych, by¢ moze, ,brakujace ogniwo” pomiedzy gazowymi
planetami olbrzymami klasy Jowisza a bardzo lekkimi gwiazdami.

Michat BEJGER

Dtuzsze i nadal ciepte noce sprzyjaja obserwacjom
nieba. Na sierpniowym niebie niepodzielnie kréluje
jasny (—2,5 mag) Jowisz wschodzacy w gwiazdozbiorze
Barana nad wschodnim horyzontem. Cho¢ widoczny
bedzie przez cala noc, to jednak niezbyt wysoko. Dwie
inne planety-olbrzymy, Uran i Neptun, wedrowaé¢ beda
po niebie nad potudniowo-wschodnim i potudniowym
horyzontem jeszcze nizej niz Jowisz. Choé¢ widoczne
cala noc, nie beda szczegélnie jasne, bowiem Uran

(w Rybach) mie¢ bedzie jasnos$é +5,8 mag, a slabszy
od niego Neptun (w Wodniku) zaledwie +7,8 mag,
zatem poza zasiegiem nieuzbrojonego oka. Obserwacje
Marsa (+1,4 mag), wschodzacego nad ranem

w gwiazdozbiorze Blizniat, zaczna poprawiaé sig

pod koniec miesiaca, gdyz Mars bedzie wschodzit
coraz wezesniej. Obserwacje Saturna (+0,9 mag)

beda coraz trudniejsze; zachodzi on w gwiazdozbiorze
Panny niemal jednocze$nie ze Stoncem. Takze Wenus
i Merkurego nie zobaczymy na sierpniowym niebie.

20 sierpnia nastapi koniunkcja Jowisza i Ksiezyca.
Ciala te zbliza sie na odleglosé okolo 4,5 stopnia.

Od Skorpiona (na poludniowym zachodzie) az do
Labedzia (okolice zenitu) rozciaga sie najokazalsza czesé

24

Drogi Mlecznej z licznymi gromadami i mglawicami.
W samym tylko Strzelcu godne uwagi sa gromada
kulista M 22 (NGC 6656) o jasnosci +5,0 mag,

M 24 (NGC 6603) — najjasniejsza (+4,5 mag) grupa
gwiazd w tej konstelacji; ich liste mozna by znacznie
przedtuzyé. Warto wiec popatrze¢ w tamto miejsce,
zwlaszcza przez lornetke czy niewielki teleskop.

Jednak to nie wedréwka planet czy gwiazd po
sierpniowym niebie bedzie gléwna atrakcja miesiaca,
lecz jeden z najobfitszych rojéw meteoréw — Perseidy
(wysoko nad wschodnim horyzontem). W okolicach

12 sierpnia przypada maksimum roju, kiedy to mozna
bedzie zobaczy¢ nawet 100 ,spadajacych gwiazd”

na godzine. Jego aktywno$¢ potrwa okolo 20 dni,

choé¢ w miare uptywu czasu bedzie coraz mniejsza.
Generalnie sierpien obfituje w roje meteoréw — takie jak
Kappa Cygnidy z maksimum 17 sierpnia i 3 zjawiskami
na godzineg, ale zaden z nich nie jest tak wysoko

nad horyzontem ani nie jest tak obfity jak Perseidy.

Pelia Ksiezyca przypada 13 VIII, a néw 29 VIII.
A wiec czystego niebal
Agnieszka MAJCZYNA
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Rys. 1. Czy da sie poprowadzié¢ chodniki
tak, by zadne dwa si¢ nie przecinaly?

L

Rys. 2. Sytuacje niedozwolone w grafach
prostych.

Lo VD A

Rys. 3. Rézne sposoby narysowania
grafu Ky.

Wzér Eulera zachodzi takze dla
odpowiednio ,,przyzwoitych”
wielo$cianéw, np. dla wielo$cianéw
wypuklych.

Rys. 4. Graf Ks.

Stowa ,fragment typu” bywaja
na rézne sposoby doprecyzowywane, ale
pozostanmy przy wersji mniej formalnej.

Domki i studnie Joanna JASZUNSKA

Zagadka. Bracia Jacek, Wacek i Placek mieszkaja w trzech réznych domkach,

w poblizu ktérych znajduja sie trzy studnie: jedna z H2O, druga z CoHs OH, trzecia
z sokiem porzeczkowym. Kazdy z braci chcialby poprowadzi¢ ze swojego domu trzy
chodniki, po jednym do kazdej ze studni. Czy bracia moga poprowadzi¢ swoich

9 chodnikéw tak, aby zadne dwa z nich si¢ nie przecinalty (rys. 1)?

Zapewne wielu Czytelnikéw jeszcze w dziecinstwie przekonalo sie, metoda prob
i btedéw, ze odpowiedz brzmi ,nie”. Aby ja udowodnié¢, wprowadzmy kilka pojeé
z teorii graféw.

Grafy dwudzielne. Graf to, méwiac intuicyjnie, punkty (zwane wierzcholkams)
potaczone liniami (niekoniecznie prostymi, zwanymi krawedziami). Rozwazaé bedziemy
tylko grafy spdjne, czyli ,w jednym kawatku”, i proste, czyli takie, w ktérych kazda
krawedz ma dwa rézne konce i zadnych dwoch wierzchotkéw nie taczy bezposrednio
wiecej niz jedna krawedz (rys. 2).

K, oznacza graf pelny o n wierzchotkach, czyli graf o n wierzchotkach, z ktérych
kazde dwa sa polaczone krawedzia (rys. 3 1 4).

Graf pelny dwudzielny K,' to taki graf, ktérego n + m wierzchotkéw mozna podzielié
na dwie grupy, po n i m, a krawedzie tacza wszystkie wierzchotki z jednej grupy ze
wszystkimi z drugiej, przy czym innych krawedzi nie ma. W przypadku trzech domkéw
i trzech studni wystepuje graf K3.

Grafy planarne. Graf nazywamy planarnym, jesli da sie go narysowaé na plaszczyznie
tak, aby zadne dwie krawedzie si¢ nie przecinalty. Na przyktad graf K4 jest planarny
(rys. 3). Nie wszystkie grafy sa planarne.

W zagadce o domkach i studniach nalezy rozstrzygnaé, czy graf K3 jest planarny.

Wzér Eulera i przydatna nieré6wnosé. Dla graféw planarnych zachodzi wzor Eulera:
w — k + s = 2, gdzie w to liczba wierzchotkéw grafu, k — liczba krawedzi, a s — liczba Scian,
czyli obszaréw, na jakie graf dzieli plaszczyzne (wliczamy tez ,zewnetrze” grafu).

Wykazemy teraz, ze w planarnym grafie dwudzielnym zachodzi nieréwnoséé (x) 2k > 4s.
Policzmy krawedzie takiego grafu. Kazda $ciana ma na przemian wierzcholki z kazdej

z dwéch grup, zatem jest parzystokatna, wiec co najmniej czworokatna. Ma wobec tego
co najmniej 4 krawedzie. W grafie jest wiec co najmniej 4s krawedzi, ale — uwaga! —
policzonych dwukrotnie (kazda krawedz liczymy przy kazdej z dwéch $cian, ktére
rozdziela). Stad 2k > 4s.

Rozwigzanie zagadki. Pokazemy, ze graf K3 nie jest planarny, czyli ze bracia nie sa
w stanie poprowadzi¢ nieprzecinajacych sie chodnikéw. Przypusémy przeciwnie.
Wtedy ze wzoru Eulera mamy w — k 4+ s = 2, przy czym w = 6, k = 9. Stad s = 5.
Jednoczesnie na mocy (x) zachodzi 2k > 4s, czyli 18 > 20, sprzecznosé. O

Zadania domowe
1. Udowodnij wzér Eulera.

2. Wykaz, ze wierzchotki i krawedzie dowolnego wieloscianu wypuktego tworzg graf
planarny prosty.

3. Wykaz, ze dla kazdego wieloscianu wypuktego zachodzi 2k > 3s oraz 2k > 3w.
4. Wykaz, ze graf K5 nie jest planarny (rys. 5).

5. Czy istnieje takie n > 5, ze graf K, jest planarny?

Wazna uwaga na koniec. Z rozwiazania zagadki o domkach i studniach oraz

z zadania 4 mozna wywnioskowaé, ze jesli graf zawiera ,fragment typu” K3 lub Ks,
to nie moze by¢ planarny (poniewaz juz ten fragment nie daje sie narysowaé bez
przecinajacych si¢ krawedzi, a co dopiero caly graf).

Twierdzenie Kuratowskiego glosi, ze zachodzi takze fakt odwrotny, czyli ze

graf jest nieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera ,fragment typu” Ks lub K3.
Twierdzenie to oznacza, ze te dwa niezwykle proste grafy nieplanarne (Kg’ iKs)
wystarczaja, by rozstrzygacé o planarnosci lub nieplanarnosci wszystkich innych graféw,
a takze ze — w pewnym sensie — nie ma zadnego ,naprawde zupeinie innego” od nich
grafu nieplanarnego.
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