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Zbiér Z C [a,b] jest miary Lebesgue’a
zero, jedli dla kazdej liczby € > 0 istnieja
przedzialy I;, j = 1,2,3,..., takie,

ze suma ich dlugosci nie przekracza e,

a Z jest zawarty w Iy U Io U I3 U. ... Jesli
funkcja f:[a, b] — R ma jaka$§ wlasnosé
poza zbiorem Z miary zero, to méwi sie,
ze f ma te wlasno$é prawie wszedzie.

.....
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Drugi tom prac zebranych

Wactawa Sierpinskiego jest kopalnia,
obfitujaca w przyklady funkcji

o réwnie nieintuicyjnych wtasnosciach.

"

Funkcja Cantora.

/

Funkcja Minkowskiego.

?

Gdy sie nie ma, co sie lubi...
Pawet STRZELECKI

W Delcie 10/2009, w artykule Czy naprawde prawie robi wielkq réznice,
Paulina Malolepsza i Tomasz Malolepszy pisza o przyktadach funkcji
ciaglych, ktére sg rézniczkowalne prawie wszedzie, ale jednak nie sa
catkami swoich pochodnych. Innymi stowy, okazuje sie, ze w twierdzeniu
Newtona—Leibniza, orzekajacym, ze jesli funkcja f:[a,b] — R jest ciagla
na [a,b] i ma (powiedzmy ciagta) pochodna w (a, b), to mamy

b
(1) f(b) — f(a) = / f(t)dt,

nie wolno opuscié¢ zalozenia, iz pochodna istnieje w kaZdym punkcie ¢ € (a,b).
Nawet jesli zbiér Z C [a, b] tych punktéw, gdzie f’ nie istnieje, jest bardzo
maly — ma miare Lebesgue’a réowng zero, tzn., intuicyjnie moéwiac, zerowq,
dlugoséé — to moze sie okazaé, ze funkcja f ciagla na [a, b] i rézniczkowalna

w [a,b] \ Z nie spelia réwnosci (1). Przyklady takich funkcji mozna znalezé
we wspomnianym artykule; na marginesie naszkicowane sa wykresy dwdéch:
funkeji Cantora i Minkowskiego. Ta druga jest ciagla i Scisle rosnaca na [0, 1],
lecz jej pochodna nie ma ochoty byé (choéby tu i 6wdzie) dodatnia, tylko znika
prawie wszedzie. Jest prawie wszedzie taka, jaka powinna by¢ pochodna funkcji
stalej, tylko ze funkcja Minkowskiego stala, niestety, nie jest.

Kogos, kto na studiach uczyt sie podstaw teorii miary i calki Lebesgue’a

i wystuchiwal, ze zachowanie funkcji na zbiorze miary zero nie wpltywa na
wartos$¢ calki, takie przyktady z poczatku zwykle dziwig i lekko niepokoja.
Nie ma jednak w nich zadnej sprzecznosci. Po prostu, jesli dobra, stara,
klasycznie rozumiana pochodna nie wszedzie istnieje, to (czasem) nie koduje
juz informacji o przyrostach funkc;ji.

Mozna sie z tym pogodzié¢ i np. szuka¢ coraz subtelniejszych, przeczacych
intuicji przyktadéw tego, ze w twierdzeniu Newtona—Leibniza stéwko prawie
jest zakazane. Najwazniejsza rzecza, ktora chcialbym Czytelnikowi powiedzied,
jest jednak to, ze kontrprzyktady, cho¢ wazne, sa mimo wszystko drugorzedne,
o ile nie stuza dalszej budowie matematyki, tworzeniu takich dodatkéw do jej
gmachu, ktére pozwalaja—by¢ moze za pomoca zupetnie nowych pojeé, narzedzi
i srodkéw — robié co$, czego dotad nie potrafiliSmy, albo wrecz uwazalidémy za
niemozliwe. Nie chodzi wszak o to, zeby wszystko bylo zawsze po staremu.

Prawdziwie tworcze pytania, jakie stawialo sobie wielu matematykow
migdzy rokiem 1890 a 1940, gdy narodzity si¢ i dojrzaly teoria miary

z analiza funkcjonalna, brzmia nastepujaco: Jak nalezatoby zmodyfikowaé
lub rozszerzyé pojecie pochodnej, zeby jakis odpowiednik réwnosci (1) byl
prawdziwy takze wtedy, gdy f nie jest rézniczkowalna w kazdym punkcie?
Czy mozna bedzie wtedy postugiwac sie innymi narzedziami rachunku
catkowego, np. wzorem na catkowanie przez cze$ci?

Okazuje sig, ze mozna to zrobié¢ na kilka réznych, cho¢ zasadniczo
réwnowaznych sposobéw. Zacznijmy od takiego, ktéry dla funkcji

jednej zmiennej jest naturalna droga do uprawomocnienia wzoru
Newtona—Leibniza (1) dla odpowiednio zawezonej klasy funkcji ciaglych,

Ktéra liczba jest wieksza?
A=2"" czy B=10"



Funkcja kawatkami klasy C! (zad. 1).

|

O —=—— = — -
b o _____

a b
Funkcja charakterystyczna przedziatu
le, d] (zad. 2).

Pouczajacy rzecza jest samodazielne
rozwiazanie trzech zadan:

1. Jesli f jest kawalkami klasy C!

w [a, b], to ma staba pochodna,
réwna klasycznie rozumianej f’ (poza
skoniczong liczba punktéw, gdzie f’
moze nie istniec).

2. Jedli a < ¢ < d < b, to funkcja
charakterystyczna przedziatu [c, d|
nie ma stabej pochodnej w [a, b].

3. Funkcja Cantora nie ma stabej
pochodnej, choé ma klasycznie

rozumiang pochodng prawie wszedzie.

Zauwazmy, ze staba pochodna
definiujemy nie punkt po punkcie, ale
za pomoca wszystkich $rednich fg(p.
To, jak si¢ wydaje, jest bardziej
zblizone do fizycznego sensu pomiaru
réznych wielkosci.

Przy dodatkowym zatozeniu, ze g1 i g2
sg ciagle, dowdd jest tatwym zadaniem.

Pojecie slabej pochodnej jest w analizie
znacznie wazniejsze od zwyklej
rézniczkowalnosci prawie wszedzie, bo
zachowuje wazne twierdzenia!

)

rézniczkowalnych prawie wszedzie. Ustalmy przedzial [a,b] C R i funkcje
catkowalna g, ktora za chwile odegra role pochodnej innej funkeji. Niech

(2) ﬂw:ﬂ@+LZMMm

liczbe f(a) mozna wybraé dowolnie, a prawa strone wzoru traktujemy jako
definicje f. Nietrudno sprawdzié, ze tak okredlona funkcja f jest ciagta.

To wynika z réwnosci | f(z) — f(y)| = | [ g(t) dt|, a o ile calkujemy po
dostatecznie krotkim przedziale, to catka z funkcji catkowalnej jest mniejsza niz
dowolnie ustalony dodatni margines btedu, z upodobaniem oznaczany literka e.
Subtelniejsza, ale wykonalna rzecza jest wykazanie, ze f ma pochodna f’ prawie
wszedzie w [a,b] 1 w dodatku f’ jest réwna g tez prawie wszedzie w [a, b].

x € [a,bl;

Te funkcje ciagte, ktére otrzymuje sie ze wzoru (2), zmieniajac funkcje
catkowalna g na wszelkie mozliwe sposoby, nazywaja sie absolutnie cigglymi.
To dla nich (i tylko dla nich) wzér Newtona—Leibniza ma sens; mozna sie
nie obawiaé, czy f’ istnieje wszedzie, czy tylko prawie wszedzie. Pozostale
funkcje ciagle okresla sie mianem osobliwych. Stusznie; ich miejsce jest

w gabinecie osobliwosci.

Réwnowazna definicja funkcji absolutnie cigglych, nieco trudniejsza

do przetkniecia, ale lepiej poddajaca sie uogélnieniom na funkcje wielu
zmiennych, jest nastepujaca. Przypusémy, ze f jest funkcja catkowalng na
przedziale [a, b]. Powiemy, ze f ma w [a, b] stabg pochodng réwna g, jesli
po pierwsze g tez jest calkowalna na przedziale [a, b], po drugie za$ wzér

b b
3) | 1o 0de =~ [ gltrear

zachodzi dla kazdej funkcji ¢: [a,b] — R, ktéra ma ciaglta pochodna i spelnia
warunek ¢(a) = ¢(b) = 0.

Céz wlasciwie ma oznaczaé taka, na pozoér zupelnie niesprawdzalna, definicja?
Prosze mysleé o tym tak: gdyby f miala ciggla pochodna f’ = g, to dla kazdej
funkcji ¢, o ktérej mowa, mielibysmy (fo) = f¢' + f'o = f¢’' + gp, aponadto
(fe)(a) = (fe)(b) =0, gdyz funkcja ¢ ma z zalozenia znikaé¢ na koncach
rozwazanego przedzialu. Zatem, na mocy wzoru Newtona—Leibniza, catka

z funkeji (f¢)’ powinna by¢ zerem, a wlasnie to jest przeciez trescia wzoru (3).
Moéwiac nieco inaczej, (3) to wzér na catkowanie przez czesei, przemyslnie
wbudowany w nowa definicje pojecia pochodne;j.

Co wigcej, wzér (3) moze zachodzié tylko dla jednej funkcji g — gdyby
zachodzil dla g; i g2, to odejmujac dwie rownosci stronami, otrzymaliby$my
fab (91 — g2)p dt = 0 dla kazdej  spelniajacej podane wezesniej warunki. Mozna
wykazaé — jest to tak zwany lemat du Bois-Reymonda — ze wtedy mamy g1 = g
prawie wszedzie. Dlatego staba pochodna jest okreélona jednoznacznie, a jesli
przypadkiem f jest ciagla i ma ciagta pochodng okredlong klasycznie, to obie
pochodne sa réwne (prawie wszedzie, rzecz jasna).

Mozna wykazaé, ze funkcja f: [a, b] — R jest absolutnie ciagla, tzn. jest calka g,
dang wzorem (2), wtedy i tylko wtedy, gdy f jest calkowalna i ma calkowalng
stabg pochodng. Obie drogi wyboru rodziny funkcji, dla ktérych (na kazdym

odcinku) zachodzi wzér Newtona—Leibniza, wioda zatem do tego samego celu.

A = 22" — 91024 5, 91000 _ 910-100 — 1()24100 ~ 1000100 = 1()300
8 = TI7eY
Zatem A > B.



Juz sama nazwa stabe pochodne
kojarzy sie, nomen omen, ze staboscia,
a wigc — by¢ moze — z niedoskonatoscia,
czyms$ wstydliwym, co niektérzy wolg
ukry¢ i schowaé gleboko.

Zbiér {h: ?(h) < const} moze byé
niezwarty w przestrzeni cF i zwarty

w odpowiednio dobranej wickszej
przestrzeni funkcyjnej, z inng metryka,
ktéra sprawia, ze zbioréw zwartych
jest wiegcej.

Do najwazniejszych sukceséw nowych
metod, wkraczajacych w teorie réwnan
czgstkowych i rachunek wariacyjny,
nalezalo rozwigzanie w poczatku lat

30. XX wieku zagadnienia Plateau, czyli
dowéd istnienia powierzchni o zadanym
z géry brzegu i minimalnym polu.

‘W 1969 roku Hildebrandt udowodnit,

ze kazda powierzchnia minimalna jest
do brzegu wlacznie tak gladka, jak gtadki
jest éw z géry zadany brzeg.

A lekture Fausta tez goraco polecam.

Wspomniana armia oséb, korzystajacych
rozmaicie z pojecia stabej pochodnej,
ma sporag grupke warszawskich
przedstawicieli, poczawszy od

np. Bogdana Bojarskiego,

Aleksandra Pelczynskiego czy

Michata Wojciechowskiego

w IMPAN, po Piotra Muche,

Piotra Rybke, Witolda Sadowskiego

czy Dariusza Wrzoska w Instytucie
Matematyki Stosowanej i Mechaniki UW.

Dawne korzenie na UW majg takze
niektorzy jej przedstawiciele, pracujacy
dzi§ w USA, np. Piotr Hajlasz

i Tadeusz Iwaniec.

Po ¢6z komu takie pojecia? Dlaczego studiowaé¢ paskudne funkcje wielu
zmiennych, ktérych dziwacznie okreslone stabe pochodne sa zaledwie funkcjami
catkowalnymi, wiec moga np. okazaé si¢ niecigglte w bardzo wielu punktach?
Odpowiedzi, ze przestrzenie takich funkcji — tzw. przestrzenie Sobolewa — sa
same w sobie ciekawymi obiektami badan, nie kupi wszak ani fizyk, ani niejeden
matematyk. Prawdziwy sens i powdd rozwazania takich funkcji przynosi jednak
teoria réwnan rézniczkowych i jej pogranicze z fizyka oraz geometria.

Dlaczego? Ot6z, przestrzenie Sobolewa sa duzo obszerniejsze od przestrzeni C*
funkcji rézniczkowalnych k-krotnie w sposob ciagly. Pierwszym odruchem
kogo$, kto prébuje dowodzié istnienia rozwiazan rownan rézniczkowych, jest
ograniczanie sie wlasnie do swojskich i znanych funkcji klasy C*. Postepujac
tak, wiazemy sobie rece: cze$cia dowodu istnienia mus: by¢ dowod cigglosci
pochodnych. Interpretujac rownanie w ogdlniejszym jezyku przestrzeni
Sobolewa, otrzymujemy — po pierwsze — wigcej kandydatur na rozwiazania,
po drugie za$ oddzielamy sama kwestie istnienia rozwigzania od sprawdzania
jego dodatkowych wlasnosci. Po trzecie, cala analiza funkcjonalna staje sie
skrzynia z narzedziami, ktorych w tym obszerniejszym $wiecie mozna uzywac.
Po czwarte, rozmaite zbiory funkcji, ktére w przestrzeniach C* sg niezwarte,
rozlegle tak, ze az wiatr w nich hula, potrafia stawaé¢ si¢ matle i przytulne
wlagnie w przestrzeniach Sobolewa. Nabieraja wtedy sensu proste argumenty
w rodzaju kazda funkcja ciggla @ na zbiorze zwartym osigga w pewnym
punkcie swdj kres dolny, czesto nieprzydatne, gdy @ jest funkcjonatem na
przestrzeni C*, wyposazonej w nazbyt wymagajace pojecie zbieznoéci. Po pigte
wreszcie, bywa i tak, ze nieliniowa natura problemu sama wymusza istnienie
osobliwoéci rozwiazan. Defekty ciektych krysztaléw, samoprzeciecia bton
mydlanych. .. Wtedy przestrzenie, dopuszczajace nieciagle rozwiazania,

sg jak znalazt.

Pomyst, zeby znane pojecie pochodnej zastapi¢ nowym, jest iScie szatanski.
Stefan Hildebrandt poréwnywal go do mefistofelesowskiego wprowadzania
papierowych pieniedzy zamiast ztota. Papierowy oraz plastikowy pieniadz,
ktorego nosnik wart jest niewiele, ma jednak zalety; wygodniej go nosié¢

i przesytaé¢ niz wory monet. Wygodniej dowodzi¢, ze si¢ go ma. Kto

zechce, moze w bankomacie wymienié¢ plastik na papier; kto si¢ uprze,
dokona wymiany na ztoto. Wspélczesna teoria réwnan rézniczkowych zna
odpowiednik tego postepowania: uzywajac misternie splecionej sieci réznych
nieréwnosci, dowodzi sie, ze stabe rozwigzania wielu réwnan sa w istocie
pieknymi, klasycznymi rozwigzaniami klasy C*.

Bez pojecia stabej pochodnej i masy jego konsekwencji cata armia moich
starszych 1 mlodszych kolegéw po fachu bylaby czeSciowo bezrobotna.

Nie byloby tez sporej czesci analizy funkcjonalnej i harmonicznej ani
wspoélczesnego matematycznego opisu chemotaksji, wirow w nadprzewodnikach,
przejéé¢ fazowych, ruchu cieczy lepkich, dyfuzji w oérodkach porowatych itp.

Warto wiec w funkcjach Cantora i Minkowskiego, oraz im podobnych,
widzie¢ nie tyle osobliwe kontrprzyklady, ale przede wszystkim drogowskazy,
ktore pewnie byly niewyrazne, ale, jak ze stuletniej perspektywy jasno
widaé¢, matematykow klasy Poincarégo, Hilberta, Weyla czy Sobolewa
kierowaly we wtasciwa strone.

Ktoéra liczba jest wieksza?

c=2" czy D=1000"""



Wspanialym i przystepnym zrédlem
informacji o liczbach pierwszych jest
ksigzeczka Wactawa Sierpifiskiego

Co wiemy i czego nie wiemy o liczbach
pterwszych, PZWS 1961, ktéra mozna
znalez¢é w wielu bibliotekach publicznych.

Wiegcej o rozkladzie na czynniki pierwsze
mozna przeczytaé¢ na stronie 12.

213

O liczbach pierwszych oddzielonych
réwnymi odstepami — czyli o ciaggach
arytmetycznych ztozonych z liczb
pierwszych — piszemy na stronie 8.

@

Mota delld

Ztozony problem liczb pierwszych

Co to jest liczba pierwsza? Najkrétsza definicja méwi, ze to taka liczba naturalna,
ktéra ma doktadnie dwa dzielniki. Kazda liczba naturalna ma przynajmniej dwa
dzielniki: 1 i samag siebie. Wyjatkiem jest jedynka, dla ktérej te dwa dzielniki
okazuja sie tym samym. Nie chcemy tez rozpatrywaé¢ w tym kontekscie zera
(pomijajac dyskusyjna kwestie, czy nalezy ono do zbioru liczb naturalnych). Wobec
tego mozna powiedzieéd, ze liczby pierwsze to takie, ktére oprocz dwoch oczywistych
dzielnikéw nie maja zadnych nieoczywistych — nie rozktadaja sie na iloczyn liczb
wiekszych od 1 i mniejszych od nich samych. Pozostale liczby naturalne (oprécz
jedynki, ktéra tworzy swoja wlasna klase) nazywamy liczbami zlozonymi, poniewaz
mozna je rozlozy¢ na iloczyn mniejszych czynnikéw. Te czynniki nie musza by¢
rézne — na przyktad najmniejsza liczba ztozona to 4 = 2 - 2 = 22. Natomiast ciekawa
rzecza jest to, ze zestaw liczb pierwszych, ktérych iloczyn jest dana liczba, istnieje
tylko jeden — takie rozklady moga si¢ rézni¢ tylko kolejnoscia czynnikéw.

Liczby pierwsze sa w pewnym sensie ciekawsze niz liczby zlozone. Po pierwsze,
wystepuja rzadziej. Po drugie, bardzo trudno przewidzie¢ ich wystapienia —
moze by¢ tak, ze dwie kolejne liczby pierwsze sa oddzielone tylko przez jedna
liczbe zlozona, a moze by¢ tak, ze miedzy nimi jest bardzo duza przerwa.

Pary liczb pierwszych oddzielonych tylko jedna liczba zlozona to liczby pierwsze
bliZzniacze. Nie wiadomo, jak duzo ich jest — znamy wiele przyktadéw, takze
wsrod duzych liczb, ale nikt dotad nie udowodnit, ze jest ich nieskonczenie
wiele. Jak zwykle w takich przypadkach, trwaja poszukiwania coraz wiekszych
takich par. Najwigksza znana obecnie para liczb blizniaczych, znaleziona

w 2009 roku, to

65516468355 - 2°33333 1§ 65516468355 - 2333333 4 1,

A czy istnieja trojki liczb pierwszych, takie ze pierwsza jest oddzielona

od drugiej przez jedna liczbe zlozona i druga od trzeciej tak samo? Czytelnik
Spostrzegawczy wymieni od razu liczby 3, 5 i 7. Okazuje sie jednak, ze jest to
jedyny przyklad ,trojaczkéw”. Zeby si¢ o tym przekonaé, wystarczy zauwazyc,
ze liczby p, p+ 2 i p+ 4 daja rézne reszty z dzielenia przez 3. Poniewaz mamy
tylko trzy mozliwe reszty do dyspozycji, to jedna z nich musi by¢ zerem, czyli
jedna z liczb p, p+ 2, p + 4 jest podzielna przez 3. Wobec tego, jesli zadamy,
zeby te liczby byly pierwsze, to wsrdd nich musi wystapi¢ 3. To oznacza, ze
nie ma innych mozliwoéci poza uktadem 3, 51 7.

Nie umiemy na razie rozstrzygnaé, ile jest par liczb pierwszych lezacych mozliwie
blisko, ale wiadomo, ze przerwy miedzy kolejnymi liczbami pierwszymi moga by¢
dowolnie dlugie. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy podac¢ metode konstrukeji
ciagu n kolejnych liczb ztozonych dla n bedacego dowolna liczba naturalna.

A ten ciag wyglada tak:

m+IN+2, (n+1)!1+3, (n+1)!+4, ..., (n+D!+n+1
— kolejne liczby dziela si¢ przez 2,3,4,...,n+ 1.

21001 21000 51000 21000 _ 51000 21000 221000
C=2"" =2 =22 T = ()
21000
D = (1000)
Zatem C > D.



Wreszcie, liczby pierwsze maja zastosowanie praktyczne. Na nich opieraja sie
algorytmy szyfrujace, uzywane obecnie do zabezpieczania naprawde waznych
rzeczy. Taki jest algorytm RSA, ktéry jest przyktadem szyfru z kluczem
publicznym: powszechnie dostepne sa dane pozwalajace zaszyfrowaé¢ wiadomosé,
ale odszyfrowaé ja mozna tylko znajac druga, prywatna czesé klucza. Zeby
stworzy¢ taka pare zlozong z klucza publicznego i prywatnego, trzeba zaczac¢ od
dwdéch odpowiednio duzych liczb pierwszych p i g. Bierzemy ich iloczyn n = p - q.
Liczba n wraz z innymi informacjami stanowi klucz publiczny. Natomiast liczby
p i q zostaja utajnione — beda czescia klucza prywatnego, bez nich nie uda sig
odczytaé zaszyfrowanej wiadomosci. Okazuje sie, iz bezpieczenstwo tego szyfru
wynika z faktu, ze rozkladanie liczb na czynniki pierwsze ogélnie jest trudnym
problemem. Doktadniej, jesli znamy p i g, to latwo obliczamy ich iloczyn n, ale jesli
znamy tylko n, to mozemy mieé problem z odtworzeniem wartosci p i q. Oczywiscie,
nie w takich przypadkach, gdy liczby sa niezbyt wielkie, jak na przyktad n = 1517.
Tutaj komputer w utamku sekundy, a Czytelnik w kilka minut sprawdzi, ze p = 37
i g =41. Ale jedli liczby p i ¢ maja ponad 200 cyfr dtugosci. ..

Trzeba jednak wziaé¢ pod uwage ciagly rozwoj algorytmoéw i sprzetu komputerowego.
Te problemy obliczeniowe, ktérych obecne komputery nie rozwiaza w sensownym
czasie, za kilka lat moga okazaé sie tatwiejsze — by¢ moze powstanie nowy
algorytm rozwiazujacy problem istotnie szybciej, a by¢ moze nowe parametry
komputeréow wystarcza do wykonania pewnych obliczen. Wobec tego ciagle
potrzebne sa nowe liczby pierwsze, za kazdym razem troche wieksze niz wczesniej.
Chcielibysmy wiec wiedzieé, jak szukaé liczb pierwszych i jak sprawdzi¢, czy dana
liczba jest pierwsza. Algorytmy uzywane obecnie do znajdowania liczb pierwszych
i testowania pierwszoéci to temat na inna, dluzsza opowies¢. Sprobujemy wiec

O najstarszej metodzie poszukiwania liczb pI‘ZyjI‘ZQé Sl@ temu, Jak dawniej szukano liczb pierwszych.

pierwszych — sicie Eratostenesa — piszemy » o ; . . X . . 3 . .
na stronie 10. Przypomnijmy najpierw dowdd, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Zalézmy przeciwnie, ze jest ich skoficzenie wiele, a dokladnie k, i ponumerujmy
A je: p1,D2,P3, ..., Pr. Popatrzmy teraz na iloczyn tych liczb i dodajmy do niego
jedynke: g =p1 - pa-p3 - ... pr + 1. Czy liczba ¢ jest pierwsza, czy ztozona?

Okazuje sig, ze zadna z tych mozliwoSci nie moze mie¢ miejsca: ¢ nie jest pierwsza,
bo jest rézna od kazdej z liczb p;, nie jest tez zlozona, bo nie dzieli sie przez zadna
z liczb pierwszych py, ..., pr. Nie moze wiec istnieé, a skoro istnieje, oznacza to, ze
zbudowaliSmy ja, korzystajac z blednego zalozenia — jedynym zalozeniem bylo zas
istnienie tylko skonczonej liczby liczb pierwszych. Trzeba wiec z niego zrezygnowac.

Mogloby sie wydawaé, ze ten dowdéd podsuwa nam pomyst, jak wyznaczaé coraz

wieksze liczby pierwsze: wystarczy wzia¢ wszystkie liczby pierwsze mniejsze
"' od danej liczby, wymnozy¢ je, dodac jeden i... Zaraz, czy na pewno ta liczba
st nie jest ztozona? Patrzac na przyktady matych liczb, wydaje sig, ze ten pomyst
dziata dobrze:
2+1=3, 2-34+1=7, 2-3-5+1=31,

2-3-5-7+1=211, 2-3-5-7-114+1=2311
— wszystkie wyniki sa liczbami pierwszymi.
Ale juz dla szedciu poczatkowych liczb pierwszych dostajemy
2-3-5-7-11-13 41 = 30031 = 59 - 509.

Czyli w naszym rozumowaniu musi by¢ cos niepoprawnego. Zwréémy uwage na to,
ze w podanym dowodzie wszystko robiliSmy przy zalozeniu, ze liczb pierwszych

Ktéra liczba jest wieksza?



Dziwna, ,pietrowa” postac¢ liczb
pierwszych Fermata bierze si¢ stad, ze
jesli liczba k ma w swoim rozktadzie
choéby jeden czynnik nieparzysty
(oznaczmy go q), to liczba 2% + 1 dzieli
sie przez 29 4+ 1; mam nadzieje, ze

Czytelnik Sprytny potrafi to udowodnié.

Liczby pierwsze Fermata okazaly

sie wazne w geometrii: Carl Gauss
udowodnil, ze jesli p jest takg liczba, to
mozna cyrklem i linijka skonstruowadé
p-kat foremny, a Pierre Wanzel — ze

dla zadnej innej liczby pierwszej taka
konstrukcja nie jest mozliwa.

Odpowiedz w numerze.

@

jest skonczenie wiele. W szczegdlnoéci obserwacje, ze liczba py - ps - p3 - ... pr + 1
nie moze by¢ zlozona, otrzymalismy, zakladajac, ze wymnozylidémy wszystkie
istniejace liczby pierwsze. Tymczasem moga istnie¢ liczby pierwsze wigksze od
kazdej z wymnazanych, ale mniejsze od ich iloczynu — tutaj takimi liczbami sa,
na przyktad, 17, 29, czy wtasnie 59.

Istnieja inne wzory, ktérych matematycy uzywali do znajdowania dobrych
kandydatéw na liczby pierwsze. Na przyklad Marin Mersenne badat liczby
postaci 2" — 1 i znajdowal wérdd nich liczby pierwsze, wiedzac, ze taka

liczba moze by¢ pierwsza tylko wtedy, gdy wyktadnik n jest liczba pierwsza.
Na liczbach tej postaci bardzo dobrze dziataja niektore testy pierwszosci, wiec
znane sg obecnie bardzo duze liczby pierwsze Mersenne’a. Aktualny rekord
(prawie 13 milionéw cyfr) to 243112609 _ 1 Wyniki testéw pierwszosci dla tej
liczby otrzymano w sierpniu 2008 roku i od tego czasu nie udalo sie trafi¢ na
zadng wieksza liczbe pierwsza Mersenne’a. Nie wiadomo nawet, czy jest ich
nieskonczenie wiele. Wiemy natomiast, ze wérod liczb postaci 2P — 1, gdzie p to
liczba pierwsza, istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

Pierre Fermat z kolei zajmowal sie liczbami postaci 22" + 1. Po sprawdzeniu
pierwszosci pigciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu (liczymy od n = 0)
postawil nawet hipoteze, ze wszystkie liczby opisane tym wzorem sa pierwsze.
Jednak szosta z tych liczb, 22° 1, jest juz ztozona, ale Fermatowi nie udalo sie
roztozy¢ jej na czynniki pierwsze. Co ciekawe, pewien rozklad szostej liczby
Fermata mozna znalezé za pomoca tatwych przeksztalcen arytmetycznych —
trzeba tylko umie¢ dobrze zgadywac.

9% $1=2%241=2%249% .51 9% .51 41=
=202 +5%) - (252 + 1)(2"- 5+ (27 -5 - 1)
Widagé, ze to juz koniec? Wystarczy zauwazy¢, ze
20 1 5Y =16 +625 =641 =640 +1 =27 -5+ 1.
Zatem
22" +1=641(2% — (2" .52+ 1)(2" - 5 — 1)).

Jak wida¢, rozstrzygniecie tej hipotezy z pewnoscia lezalo w zasiegu mozliwosci
Fermata. Natomiast w zasiegu naszych mozliwosci do tej chwili nie lezy
rozstrzygniecie, czy istnieja jeszcze inne liczby pierwsze Fermata, poza
wymienionymi przez niego, czyli 3, 5, 17, 257 i 65537.

Pézniej Leonard Euler poszukiwatl liczb pierwszych wsréd wartosci pewnych
wielomianéw. Znalazl funkcje f(x) = 22 + x + 41, ktéra po podstawieniu liczb

z zakresu od 0 do 39 daje w wyniku liczby pierwsze. Jak latwo sprawdzi¢, dla

x = 40 otrzymujemy juz liczbe ztozona. A czy istnieja inne wielomiany postaci
2% + x + p, gdzie p jest pierwsza, o tej wlasnosci, ze dla liczb od 0 do p — 2 daja
w wyniku liczbe pierwsza?

W czasach Eulera powstala takze pigkna hipoteza, nierozstrzygnigta do dzisiaj.
Christian Goldbach zauwazyl, ze wiele liczb parzystych mozna przedstawié

w postaci sumy dwdch liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Co wiecej,

nie znalazl przyktadu liczby parzystej, ktorej nie datoby sie zapisa¢ w ten sposéb
(oprécz 2, ktéra po prostu jest za mala). Postawil wiec hipoteze, ze kazda liczba
parzysta wieksza od 2 jest suma dwdch liczb pierwszych. Prostota sformutowania
jest, niestety, ztudna.

Dla 2 <z <3 mamy 2 =2 < V2" <v2 =2V2 < 3,

czyli 2 < V3 < 31 dalej 2 < v2"2 <3,
skad dochodzimy do 2 < E < 3.

Zatem FE < F.



Przez ponad 250 lat, uzywajac zarowno ,tradycyjnych” metod matematycznych,
jak 1 programow komputerowych, matematycy nie zdotali udowodnié ani obali¢
tej hipotezy. Sprawdzono ja jednak, oczywiscie za pomoca metod komputerowych,

dla liczb parzystych mniejszych od 10'® — umiemy przedstawi¢ te liczby jako
sumy dwoch liczb pierwszych. Te wyniki obliczeniowe sktaniaja matematykow

rozstrzygnad.

do wiary w prawdziwo$¢ hipotezy Goldbacha, ale dopoki nie bedzie dowodu,
nigdy nie wiadomo, co moze sie zdarzy¢.

A co z liczbami nieparzystymi? Tak zwana staba hipoteza Goldbacha méwi, ze
kazda liczbe nieparzysta wieksza niz 5 mozna przedstawié¢ jako sume trzech liczb
pierwszych. Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze staba hipoteza faktycznie wynika
z tej dla liczb parzystych. Niestety, stabszej wersji takze, jak dotad, nie udato sie

Na koniec — wracajac do probleméw, ktére powinny przyniesé Czytelnikom

wiecej rado$ci niz frustracji — zagadka. 30 jest najwieksza liczba, dla ktorej
wszystkie mniejsze od niej i wzglednie pierwsze z nia sg liczbami pierwszymi.

OdpowiedZz w numerze.

Jakie sg inne takie liczby i dlaczego nie ma wiekszych?

Matqg Delte przygotowata Maria DONTEN-BURY

Prosto z nieba: Przysztos¢ Cyg X-1

Jeszcze zanim pierwsze teleskopy satelitarne umozliwilty
zajrzenie w przestrzen kosmiczna w czasach, gdy technologie
kosmiczne wykorzystywane byty przewaznie na potrzeby zimnej
wojny, energetyczne promieniowanie pochodzace z gwiazd
badano licznikami Geigera wynoszonymi w wyzsze warstwy
atmosfery przez suborbitalne rakiety, ktére, obracajac sie¢ wokot
wlasnej osi, skanowaty niebo. Jednym z pierwszych odkrytych
ta metoda obiektéw (1964 r.) byl Cyg X-1, znajdujacy sie

w gwiazdozbiorze Labedzia w okolicy n Cygni, w dolnej
czesci krzyza” tworzonego przez najjasniejsze gwiazdy tej
konstelacji. W kwietniu LabedZ widoczny jest na péinocnym
wschodzie, w drugiej potowie nocy. Szybko ustalono, ze

w miejscu, z ktérego pochodzi promieniowanie rentgenowskie,
znajduje si¢ niebieski nadolbrzym typu widmowego O,
nazwany HDE 226868. Z teorii budowy i ewolucji wynika
jednak, ze gwiazdy tego typu nie sg w stanie emitowaé tak
znacznych iloéci fotonéw X. Sprzecznosé jest na szczescie
pozorna i tatwa do wyttumaczenia — analizujac zachowanie
sie linii widmowych w zaleznosci od energii, astronomowie
ujawnili istnienie swiecacego stabo w Swietle widzialnym
towarzysza zwigzanego z nadolbrzymem grawitacyjnie

i powodujacego zmiany widma z okresem orbitalnym (efekt
Dopplera). Ow drugi, jasny rentgenowsko sktadnik uktadu,
otoczony jest dyskiem akrecyjnym powstajacym z materii
Sciagganej” z HDE 226868, ma niewielkie rozmiary, ok. 50 km,
oszacowane na podstawie zmiennosci czasowej promieniowania
rentgenowskiego, oraz znaczna mase, rzedu 15 mas Stonca —
parametry te jednoznacznie kwalifikujg go jako czarng dziure.

Mimo ze rychto Cyg X-1 stal si¢ powszechnie uznawanym
sempirycznym dowodem” potwierdzajacym teorie Einsteina,
w 1975 roku klasycy teorii grawitacji, Kip Thorne

i Stephen Hawking, zawarli gloény zaklad o ,istnienie (badz nie)

astrofizycznych czarnych dziur”. Hawking, ktéry wigkszo$é
swojej kariery poswiecil studiowaniu czarnych dziur, przekornie
przyjal role sceptyka, kwestionujac jakos¢ obserwacji Cyg X-1:
wygrywajac zaktad, miat na pocieszenie otrzymac od Thorne’a
4 lata prenumeraty magazynu satyrycznego Private Eye;
jednak zaledwie kilkanascie lat pézniej, majac juz do dyspozycji
o wiele wiecej doskonatych obserwacji, przyznal sie

(z pewnoscia bez cienia zalu) do przegrane;j.

Dorodli Czytelnicy zechca sami sprawdzié, co w nagrode
otrzymal Thorne.

Niedawne pomiary odlegtosci przy uzyciu sieci teleskopow
radiowych VLBA umozliwiaja dokladne oszacowanie
parametréow obu sktadnikéow — zwtaszcza jasnosci, ktéra jest
w astronomii écisle zwigzana z pomiarem odlegtosci — a takze,
co jeszcze ciekawsze, analize ich przysztych loséw. Wedtug
przeprowadzonych symulacji Cyg X-1 przeksztalci sie w ciggu
nastepnych 3 milionéw lat w ciasny, relatywistyczny uktad
czarna dziura—gwiazda neutronowa [1]. W odréznieniu od
uktadéow podwdjnych dwu gwiazd neutronowych, ktérych
radioastronomowie odkryli juz kilka, nie znamy ani jednego
uktadu ,mieszanego” z czarng dziura. Moze to np. oznaczad,
ze 7z jakiego$ powodu wystepuja one w przyrodzie bardzo
rzadko. Bytaby to niewesota wiadomos¢ dla poszukiwaczy
fal grawitacyjnych, gdyz wlasnie relatywistyczne uktady
podwdjne ztozone z obiektéw réznych typdéw stanowia gltéwne
zrodlo takich fal o mozliwych do zaobserwowania czestosciach.
Czy naprawde jest sie czym martwié, zobaczymy za kilka lat
— nastepna generacja detektoréw (Advanced Virgo i LIGO)
zacznie obserwacje w 2015 r.

Michat BEJGER
[1] http://news.sciencemag.org/

sciencenow/2011/08/the-fate-of-the-first-black-hole.html

Ktoéra liczba jest wieksza?
G = (log, 2011)logz 2011 czy H = 2011082 log> 2011
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Oczywiscie, nieskoniczenie dtugi — niestaly
— ciag arytmetyczny, zlozony z liczb
pierwszych, nie istnieje. Dowéd powinien
Ci, Czytelniku, przyj$é¢ do glowy. Ale
jesli tego zaniedba, mozesz poszukaé¢ go

W numerze.

Z istnienia dowolnie dlugiego ciggu
arytmetycznego, zlozonego z samych liczb
pierwszych, wynika, ze dla dowolnego m
istnieje nieskonczenie wiele takich ciggdéw

o dtugosci m — prawda?

Odrebng konkurencjg jest poszukiwanie
jak najdluzszego ciaggu arytmetycznego
zlozonego z kolejnych liczb pierwszych
(czyli takiego, ze dla dowolnych dwéch
jego kolejnych wyrazéw nie ma liczby
pierwszej lezacej migdzy nimi) — tu
aktualnie (chyba) rekordowa dlugosé

to 10. Poszczegdlne wyrazy oddziela
zaledwie 210 (a moze to ten, od ktérego

zaczeliSmy?).

Do nieskonczonosci jeszcze sporo brakuje

Zamieszczony w poprzednim numerze, jako zapowiedZ tego numeru, widoczny
obok kwadrat magiczny jest dla a = —11 (lub @ = 199) i r = 210 zlozony
z samych liczb pierwszych.

Mozna na to spojrze¢ inaczej: istnieje ciag arytmetyczny o dlugosci
co najmniej 9 zlozony z liczb pierwszych (a nawet dwa takie ciagi).

Powstaje pytanie, czy istnieja dluzsze ciagi arytmetyczne zlozone z samych
liczb pierwszych.

Dawno, dawno temu — bo prawie przed ¢wierétysiacleciem — Lagrange i Waring
doszli do wniosku, ze powinny istnie¢ dowolnie dlugie takie ciagi ztozone z liczb
pierwszych. Do wniosku doszli, ale udowodni¢ tego nie umieli, podobnie jak
wielu ich nastepcow.

Dowdéd udato sie uzyskaé dopiero 8 lat temu — dokonali tego Ben Green

i Terence Tao. Ale juz poprzednio trwaly zawody w znajdowaniu

jak najdtuzszego takiego ciagu. W 1979 roku (z ktérego pochodza oba teksty
Gtarej Delty, przytoczone w tym numerze) rekordowy ciag arytmetyczny liczb
pierwszych mial 17 wyrazéw (i liczyl sobie 2 lata):

3430751869 + 87297210 - k, gdzie k=0,1,2,...,16.
Autor zagadek matematycznych znajdujacych sie na dole pierwszych 20 stron
tego numeru Delty, Jarostaw Wréblewski, ustanowil w tej kategorii rekord swiata
w styczniu 2007 roku, budujac ciag
468395662504823 4 205619 - 23# - k,  gdzie k =0,1,2,...,23;

symbol n# oznacza iloczyn liczb pierwszych nieprzekraczajacych n.

Rok pézniej, w maju 2008 wraz z Raananem Chermonim poprawit ten wynik o 1,
budujac ciag
6171054912832631 + 366384 - 23# - k, gdzie k =0,1,2,...,24.
P61 roku pézniej powstal miedzynarodowy projekt PrimeGrid zbiorowego
poszukiwania takich ciagéw (http://www.primegrid.com/) i (chyba) do niego
nalezy obecnie rekord — uzyskany w kwietniu 2010 cigg
43142746595714191 + 23681770 - 23# - k,  gdzie k =0,1,2,...,25.

M. K.
Odpowiedz na pytania o trzydziestke
Sprawdzmy, dla ktérych liczb wszystkie mniejsze od Ale 10 juz odpada ze wzgledu na 9 — stad dalej warto
nich i wzglednie pierwsze z nimi — poza jedynka — sa zajmowac sie tylko liczbami podzielnymi przez 6. Dla 12

liczbami pierwszymi.

mamy 5, 7, 11 — dobrze, dla 18 jest 5, 7, 11, 13, 17
— dobrze i dla 24 tez jest dobrze (5, 7, 11, 13, 17, 19, 23).

Dla 2 takich liczb nie ma (formalisci powiedza wiec, Teraz tytulowa 30. Dla niej mamy 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
ze jest dobrze). Dla 3 liczba taka jest tylko 2, a ta jest Kolejna liczba podzielna przez 6 jest zta: 25 jest
pierwsza. Dla 4 to 3 — dobrze. Dla 5 jest juz Zle: 4 jest mniejsze od 36 — konsekwentnie powinniSmy powiedziec,
wzglednie pierwsze z 5, a pierwsze nie jest. Morat: ze teraz bedziemy rozwazali tylko liczby podzielne

4 bedzie psulo wszystkie wieksze liczby nieparzyste, przez 30. Tylko Ze to nie pomaga, bo 49 jest mniejsze

stad warto zajac sie juz tylko parzystymi. Dla 6 mamy 5  od 60. Czytelnik zechce przedluzyé¢ to rozumowanie na

— dobrze, dla 8 jest 3, 5, 7 — dobrze.

@

»pozostate” liczby naturalne.

log, G = (log, log, 2011) - (log, 2011)
log, H = (log, 2011) - (log, log, 2011)
Zatem G = H.



Stara Delta

Kwadrat ,cebulkowy” to taki, z ktérego
przez usuniecie skrajnych kolumn

i wierszy otrzymuje si¢ nowy, mniejszy
kwadrat magiczny i operacje te mozemy
z powodzeniem kontynuowaé. Mamy wiec
obok nie tylko kwadrat magiczny 13 x 13,
ale takze wewnatrz niego kwadrat
magiczny 11 X 11 itd. az do kwadratu
magicznego 3 X 3.

Swiat idzie naprzéd

W Delcie 3/1979 zamiescilismy najwiekszy znany wéwczas kwadrat magiczny
zlozony z réznych liczb pierwszych — bylo ich 169. Co wiecej, byl to kwadrat

»cebulkowy”. Oto on:

A dzi$ — prosze:

1153

8923

1093

9127

1327

9277

1063

9133

9661

1693

991

8887

8353

9967

8161

3253

2857

6823

2143

4447

8821

8713

8317

3001

3271

907

1831

8167

4093

7561

3631

3457

7573

3907

7411

3967

7333

2707

9043

9907

7687

7237

6367

4597

4723

6577

4513

4831

6451

3637

3187

967

1723

7753

2347

4603

5527

4993

5641

6073

4951

6271

8527

3121

9151

9421

2293

6763

4663

4657

9007

1861

5443

6217

6211

4111

8581

1453

2011

2683

6871

6547

5227

1873

5437

9001

5647

4327

4003

8191

8863

9403

8761

3877

4783

5851

5431

9013

1867

5023

6091

6997

2113

1471

1531

2137

7177

6673

5923

5881

5233

4801

5347

4201

3697

8737

9343

9643

2251

7027

4423

6277

6151

4297

6361

6043

4507

3847

8623

1231

1783

2311

3541

3313

7243

7417

3301

6967

3463

6907

6781

8563

9091

9787

7603

7621

8017

4051

8731

6427

2053

2161

2557

7873

2713

1087

2521

1951

9781

1747

9547

1597

9811

1741

1213

9181

9883

1987

9721

istnieje juz ,,cebulkowy” kwadrat magiczny az o trzy wigkszy,
ztozony zatem z dwustu piecdziesieciu szesciu liczb pierwszych.

2719

191

2531

227

2473

263

2459

283

2437

307

2417

17

47

59

2699

2711

71

2399

509

2207

569

2153

587

2137

599

2129

337

353

397

2383

2351

2659

2657

433

2113

797

1907

829

1877

857

1871

619

641

701

2069

2099

2297

73

97

2287

719

1867

1031

1697

1061

1667

883

907

947

1789

1801

2011

443

2633

2621

457

2003

983

1637

1237

1481

1117

1129

1163

1549

1607

1747

727

2273

109

137

2269

733

1733

1187

1471

1277

1279

1297

1427

1439

1543

997

1997

461

2593

2591

463

1987

1009

1499

1283

2617

53

83

2707

1447

1231

1721

743

2267

139

151

2251

751

1709

1103

1307

449

2341

2311

359

1423

1627

1021

1979

479

2579

2557

487

1973

919

1171

1409

2371

419

389

2281

1321

1559

1811

757

2243

173

179

2239

643

971

1579

1429

23

2647

2677

113

1301

1151

1759

2087

491

2551

2549

373

691

1753

1621

1291

1453

1451

1433

1303

1259

1109

977

2039

2357

181

43

383

2053

1777

1123

1493

1249

1613

1601

1567

1181

1093

953

677

2347

2687

67

2309

2083

929

1699

1033

1669

1063

1847

1823

1783

941

863

647

421

2663

2689

2381

631

1933

823

1901

853

1873

859

2111

2089

2029

661

617

349

41

2693

379

2221

523

2161

577

2143

593

2131

601

2393

2377

2333

347

331

37

19

2539

199

2503

257

2467

271

2447

293

2423

313

2713

2683

2671

31
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I jak tu nie wierzy¢ w postep!

Ktoéra liczba jest wigksza?

I =log,3 czy J =log;13




@

Rozwigzanie zadania F 810.
Praca jest rowna polu powierzchni

zawartej wewnatrz diagramu pV, a wiec:

W = (p2 —p1)(Va — Vo + V4 — V1)/2.
Objetosci gazu to
Vy = VoT3 /Ty = Vi T3/Th,
Va=WViTy/Ty = ViT> /T,

a ci$nienie

p2 = p1T2/T1.
Zatem:
> T3 Ty — Ty
W=pVi| —+ — —2
P1 l(T +T2 ) T
ale p1 Vi = NRT,, wiec ostatecznie
Ty | T3
W=NR(=24+ =22 _2)(1y—T1).
(Tl + T )( 2 1)
1 T |
H HHH
1 -t
d
-
ua
| -
Ll 1
AN
\
Y
sl L
T r—1
1
1
1
S 1/4 15
0 1 2 3 4 5 6

@

Jak szybko dziala sito?
Jakub RADOSZEWSKI

Jedna z najlepiej znanych metod wyznaczania liczb pierwszych jest sito
Eratostenesa. Opiera si¢ ona na spostrzezeniu, w zasadzie oczywistym, ze
jak wyrzucimy wszystkie liczby ztozone, to zostana same liczby pierwsze.
Jesli chcemy wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze nieprzekraczajace n,
wypisujemy na kartce liczby naturalne od 1 do n, wykreslamy 1, bo nie jest
pierwsza, zostawiamy 2 i wykreslamy wszystkie jej wielokrotnosci, potem
zostawiamy 3 1 wykres§lamy wszystkie jej wielokrotnodci (niektére, np. 6,
juz zostaly wykreslone) i tak dalej. W kolejnym kroku pozostawiamy
pierwszg niewykreslona liczbe i wykreslamy jej wielokrotnosci. Liczby, ktére
nie zostana wykreslone, to wszystkie liczby pierwsze nie wicksze od n.

W tym artykule zastanowimy sie nad tym, jak szybkie jest sito Eratostenesa.
Najczestsza operacja wykonywana w tym algorytmie jest wykreslanie.

Za pomocy kazdej liczby pierwszej wykreslimy, rzecz jasna, co najwyzej 4
liczb zlozonych, wobec czego wykonamy tacznie co najwyzej O(n?) operacji.

Zauwazmy, ze mozemy zakonczy¢ wykreslanie, gdy rozpatrzymy liczby
pierwsze od 2 do y/n. Faktycznie: kazda liczba zlozona z zakresu od 4

do n musi mieé¢ jaki$ dzielnik pierwszy nie wickszy niz \/n. W ten sposéb
otrzymujemy wariant algorytmu sita dzialajacy w czasie O(n\/n).

Okazuje sie, ze mozemy uzyskacé jeszcze lepsze oszacowanie ztozonosci
czasowej. W tym celu w ogdle nie musimy zmienia¢ zasady dzialania
algorytmu — wystarczy bardziej precyzyjnie oszacowaé liczbe wykreslen.
Oznaczmy przez p1, ..., pg kolejne liczby pierwsze nieprzekraczajace n.
Wéwezas taczna liczba wykreslen to co najwyzej

"
(%) >

i—1 Pi

Te sume mozemy oszacowac z gory przez
" n 1

SRS

i=1 ! -1
Czytelnik Wytrawny dostrzeze w powyzszej sumie n-ta liczbe harmoniczna
H,=Y", % i od razu stwierdzi, ze przeciez H,, ~ Inn. Mozna to takze
sprawdzi¢, jesli narysuje sie n prostokatow o szerokosci 1 1 wysokosciach
kolejno 1, %, % itd., a takze wykresy funkcji f1(z) = % ifo(x) = xlj (rysunek).
Wowcezas suma pol prostokatéw — réwna co do wartosci liczbie H,, — jest
nie mniejsza niz pole pod wykresem funkeji fi(z) dla 1 <2 < n+ 1, a zatem:

n+1 dx

Hn>/ — =In(n+1).
1 X

Podobnie, H, mozemy oszacowaé z géry przez 1 plus pole pod wykresem

fo(x) dla2 <z <n+1, czyli:

n+1 d nqd
Hn<1+/ ’ :1+/ 1
2 r—1 1 X

Wartos$é logarytmu nie zmieni sie, jezeli podstawe
i liczbe logarytmowana podniesiemy do tej samej potegi.

I =1ogy (37) =log, 45 2187;  J =logss (133) = log,,5 2197.

Wieksza warto$¢ ma logarytm z wieksza liczba logarytmowana
i mniejsza podstawa (o ile liczby te sa wieksze od 1).

Zatem I < J.
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Rozwigzanie zadania M 1347.
Na rysunku (a) pokazano, jak zamalowad
16 pol.

(a) (b)

A|D
A|H|E|D
A|F|E|H|G|D
B|E|F|G|H|C
B|G|F|C
B|(C

Aby wykazaé, ze wiecej niz 16 pol

nie mozna zamalowaé, rozwazmy
utozenie trzech kopii kazdej z liter
A,B,C,D,E, F,G, H na serwetce,
pokazane na rysunku (b). Zgodnie

z tredcig zadania nie mozna zamalowacé
trzech pdl z ta samga litera, wiec mozna
zamalowadé co najwyzej 2 -8 = 16 pol.

W ten sposéb wykazalidmy, ze zlozonosé sita Eratostenesa to

O(nH,) = O(nlogn). Co ciekawe, mozna otrzymac jeszcze lepsze
oszacowanie, jesli tylko dokladniej przyjrzeé sie sumie (k) i wykorzystaé
pewien znany fakt z teorii liczb.

Oznaczmy przez w(n) liczbe liczb pierwszych nieprzekraczajacych liczby n.
Kluczowy fakt to: 7(n) asymptotycznie zachowuje sie tak, jak n/Inn.
Nie bedziemy tego faktu dowodzi¢. Korzystajac z niego, wnioskujemy, ze
i-ta liczba pierwsza, p;, Srednio jest rzedu ilni. To pozwala nam zapisaé
sume (*) w postaci réwnowaznej asymptotycznie sumy:

m(n) 1 [n/lnn| 1
"2 imi 2—:1 imi

Podobnie jak poprzednio, n-ta cze$¢ tej sumy mozemy asymptotycznie

przybliza¢ catka:
n/lnn dx
/2 rlnz’

a te z kolei oszacowac z gory przez calke z prostszym ograniczeniem goérnym:
/ " odx
9 xlnx’
. . .. - _ dzx.
Ostatnig z powyzszych calek wyznaczamy przez podstawienie y = Inx, dy = <*:
n o Inn d
/ - :/ —yzlnyiﬁgglnlnn.
2 zlnz ln2 Y

W ten sposéb otrzymaliSmy asymptotyczne oszacowanie sumy () przez funkcje
Inlnn, co pozwala stwierdzi¢, ze zlozono$¢ sita Eratostenesa to O(nloglogn).

Czytelnik nielubiacy manipulowaé takimi calkami moze otrzymaé¢ podobnie
dobre oszacowania, jesli tylko spojrzy na algorytm sita z nieco innej strony.
Ot6z kazda liczba ztozona miedzy 4 a n zostanie wykreslona tyle razy, ile ma
roznych czynnikéw pierwszych w rozktadzie. Dla liczby catkowitej dodatniej &,
oznaczmy przez w(k) liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby k.

Latwo wykazaé, ze zawsze w(n) < logy n. Faktycznie, jeSlin =¢1-q2 - ... qj,
przy czym wszystkie liczby q1, ..., q; sa pierwsze, ton >2-2-...-2 = 27 skad
J < logsy m, wiec tym bardziej w(n) < logy n. W ten sposéb tatwo uzasadnilismy,
ze taczna liczba wykreslen jest rzedu O(nlogn). Niestety, ta metoda trudniej
jest dojéé do lepszego z wezesniejszych oszacowan, tj. O(nloglogn).

Metode sita mozemy jeszcze troche usprawnié. Zauwazmy, ze za pomoca
danej liczby pierwszej p;, nie wiekszej od \/n, wystarczy wykreslaé liczby
ztozone poczawszy od p7, gdyz wszystkie wezesniejsze wielokrotnosei p;
musialy zosta¢ wykreslone wczesniej. Taka poprawka nie zmienia jednak
zlozonosci czasowej algorytmu.

Na koniec warto wspomnieé, ze w algorytmie sita Eratostenesa caly zakres
liczb od 1 do n mozemy podzieli¢ na kawalki dtugosci v/n i wykreslaé
liczby ztozone tylko w takich kawatkach. To pozwala nam zredukowaé
rozmiar tablicy uzywanej do wykreslania do wartosci rzedu O(y/n), co ma
niebagatelne znaczenie tak teoretyczne, jak i praktyczne. Wiecej na ten
temat mozna znalez¢ w artykule Tomasza Idziaszka w Delcie 9/2011.

Ktéra liczba jest wieksza?
K =log,3 -log; 7 czy L =log,7 log;3
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Liczby pierwsze i jednoznacznoS¢ rozkladu — ogélniej

Stara Delta

Rozwigzanie zadania F 809.

Po zwiekszeniu masy pierwszego
cylindra réwnowaga nastapi dopiero,
gdy znajdzie si¢ on na dnie naczynia,
a caly gaz przejdzie do drugiego
cylindra. Poniewaz ci$nienie gazu
oraz jego temperatura nie zmieniaja
sig, wigc takze objetos¢ pozostanie
stata. Zatem S1h + Sash = Schq,
gdzie S; i S2 to przekroje wewnetrzne
cylindréw, a h; to wysoko$¢, na ktéra
wzniesie si¢ drugi ttok. Poczatkowo
ci$nienie gazu w obu naczyniach byto
jednakowe, tzn. mi1g/S1 = mag/S2,
stad S1/S2 = m1/mso. Zatem

mi
hi = (— + 1) h = 0,15 m.
ma

@

fragmenty artykulu Wtadystawa NARKIEWICZA z Delty 9/1979

Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb
naturalnych wypowiada sie najprosciej w nastepujacy sposob: kazda liczbe
naturalng rézna od jednosci mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu pips ... p.
liczb pierwszych na jeden tylko sposob, o ile rozklady, rézniace sie kolejnoscia
czynnikéw, uwazaé bedziemy za réwne. Podobne twierdzenie mozna wystowié
takze i dla liczb catkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazdg liczbe catkowitq,
rozng od 0,1, —1, mozZemy przedstawic¢ na jeden sposéb w postaci iloczynu

apips - .- Pr, PTZY CZYM P1, .- ., Pr S¢ liczbami pierwszymi, a liczba a réwna jest

1 lub —1. (Oczywiscie i w tym przypadku nalezy utozsamiaé rozklady,

rézniace sie kolejnoscia czynnikéw.) Nazwijmy pierscieniem liczbowym kazdy
zbior zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w ktérym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie, zbior Z liczb catkowitych jest takim
pierscieniem. Nasuwa sie naturalne pytanie, czy w kazdym pierscieniu liczbowym
zachodzi twierdzenie analogiczne do wystowionego przed chwilg w przypadku
pierscienia Z.

Rozpatrzmy dla przykladu pierécien liczb catkowitych Gaussa, zlozony ze

wszystkich liczb zespolonych postaci A + Bi, przy czym A, B sa liczbami

catkowitymi. O tym pierécieniu mozna udowodni¢ nastepujace twierdzenie,

analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie w Z: jedli z jest liczba

catkowita Gaussa, rozna od 0,1, —1,7, —7, to mozemy ja przedstawi¢ w postaci
z=P ... P,

przy czym liczby P; sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. maja te wlasnosé, ze

z rozkladu P; na czynniki, P; = xy, gdzie z,y sa liczbami catkowitymi Gaussa,

wynika, ze jeden z tych czynnikéw jest réwny, 1, —1, ¢ lub —i.

Jezeli

z=P-...- P!
jest innym rozkladem tego typu, to r = s, a przy tym po odpowiednim
przenumerowaniu liczb P{, ..., P! zachodza réwnosci: P{ = a1 Py, ..., P, = a, P,
przy czym kazda z liczb a; jest réwna 1, —1, ¢ lub —i.

Dla przykladu roztozymy na czynniki pierwsze w pierécieniu Gaussa liczbe 2:
mamy réwnoéé: 2 = (14 4)(1 — i), a rozklad ten jest rozkladem na czynniki
pierwsze, bo jedli np. 1+ i = (a + bi)(c+ di), to 2 = [1 +i| - [1 —i| = |1 +i|]*> =
= (a® + b?)(c* + d?), a zatem a? + b> = 1 lub tez ¢? + d? = 1, co pokazuje, ze
jedna z liczb a + bi, ¢ + di jest réwna 1, —1, 4 lub —i.

Mozemy przy tym takze napisaé: 2 = i(1 — )% = (=1)(1 +4) (=1 +4) = —i(1 + )2,
co pokazuje, ze mozliwosci podane w sformutowaniu twierdzenia rzeczywiscie
wystepuja.

By méc sensownie sformutowaé twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu dla
dowolnego piericienia liczbowego, nalezy uprzednio okresli¢, co bedziemy
rozumieli przez liczby pierwsze w takim pierscieniu i jakie liczby beda graty role
liczb 1, —1 w pierscieniu liczb caltkowitych, czy tez liczb 1, —1,7, —¢ w pierScieniu
Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotno$é¢ kazdej z liczb 1, —1,4, —i rowniez
lezy w pierécieniu Gaussa.

Niech log oznacza logarytm przy naszej ulubionej podstawie.

_log3.log7' _log7'log3
~ log2 logh’ ~ log2 logh’
Zatem K = L.
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Rozwigzanie zadania M 1345.
Przypusémy przeciwnie, ze istnieje liczba
calkowita r, dla ktérej f(r) = 2012.
Korzystajac z tego, ze x — y dzieli
f(z) — f(y), dla dowolnych liczb
catkowitych x i y, mamy
r—1t;]2003, j=1,2,3,4.
Liczba 2003 jest pierwsza, wigc skoro
liczby r — t; sa parami rézne, to bez
straty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze
t1 = r — 2003, ts =r+1,
to =7 —1, ty = r + 2003.
Poniewaz f(t;) =9, wiec
po podzieleniu z reszta
wielomianu f przez wielomian
(x —t1)(x — t2)(x — t3)(x — ta)
mamy
f(z) =g(x)  (z—r+2003)(z—7r+1)
(z—7r—1)(z —r —2003) + 9,
dla pewnego wielomianu g
o wspoétczynnikach catkowitych.
Podstawiajac @ = r, dostajemy
2012 = g(r) - 20032 + 9,

co przeczy temu, ze g(r) jest liczba
caltkowita.

To podsuwa nastepujace okreslenie: jezeli R jest pierScieniem liczbowym,

to liczba a nalezaca do niego nazywa sie odwracalna w R, jezeli a # 0 oraz

1/a nalezy do R. (Oczywiscie, liczby 11 —1 sa odwracalne w kazdym pierscieniu,
a przyklad pierScienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze by¢ wiecej.)
Teraz mozemy okresli¢ liczby pierwsze w pierdcieniu R: rézna od zera liczbe a
pierécienia R nazywamy liczba pierwsza w R, jezeli z réwnosci a = zy (x € R,

y € R) wynika, ze jedna z liczb x,y jest odwracalna w R.

Uzywajac tych definicji, mozemy teraz sformulowaé¢ dla dowolnego pierscienia
liczbowego R odpowiednik twierdzenia o jednoznacznoéci rozkladu: méwimy, ze
w R zachodzi twierdzenie o jednoznacznosct rozkladu, jezeli kazda liczba a € R,
rozna od zera i nieodwracalna da sie zapisa¢ w postaci

a:Pl-...-Pr,
przy czym liczby Py, ..., P, sq liczbami pierwszymi w R, a przy tym jezeli
a=P|-...- P! jest innym takim rozkladem, to r = s i po odpowiednim

ponumerowaniu liczb P{, ..., P! zachodzq réwnosci: P{ = ¢1 Py, ..., P. =¢. Py,

przy czym liczby c1, ..., ¢, sq odwracalne.

Nastepujacy przyklad swiadczy o tym, ze sformulowane powyzej twierdzenie
nie we wszystkich pierscieniach liczbowych jest prawdziwe:

rozpatrzmy pierscien R zlozony ze wszystkich liczb a + biv/5, przy a,b € Z.
(Proponuje Czytelnikowi sprawdzenie, ze R w istocie jest pierécieniem.) Liczba 6
ma w R dwa rézne rozklady:

6=2-3=(1+V5)(1—iV5).
Nietrudno sprawdzié, ze wystepujace tu czynniki sa liczbami pierwszymi
w rozwazanym pierscieniu. Jezeli np. 2 = X - Y = (x + yiv/5)(a + biv/5),
przy czym z,y,a,b € Z, to 4 = |x + yiv/5|?|a + biv/5|? = (2% + 5y?)(a® + 5b?),
a wiec 22 + 5y% = a® + 5b% = 2 lub tez jedna z liczb 22 + 5y2, a? + 5b2 jest
réwna 1, a druga réwna 4. Poniewaz réwnanie u? + 502 = 2 nie ma rozwiazan
catkowitych, musi zachodzi¢ druga mozliwosé, a wéwczas jedna z liczb X, Y
musi by¢ réwna 1 lub —1. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale czynniki
naszych rozkladéw sa pierwsze. Pozostaje sprawdzi¢, ze ilorazy czynnikow
obu rozkladéw nie sa odwracalne, ale to wynika z uwagi, ze zadna z liczb
1%_\/5’ %g nie lezy w R. Widzimy ostatecznie, ze w pierscieniu R twierdzenie
o jednoznacznosci rozktadu nie zachodzi.

Wielomianéw postaci 22 + = + p, gdzie p jest liczba pierwsza, majacych
te wlasnosé, ze dla wartosci x z zakresu od 0 do p — 2 przyjmuja wartosci
bedace liczbami pierwszymi, wcale nie jest duzo. Euler w 1772 roku, oprocz
wspomnianego w Malej Delcie 2 + = + 41, znal jeszcze cztery wielomiany
tego typu:
?+2+3, 22+z+5 2+z+1l, P4z +1T.

Okazuje sie, ze innych nie ma, ale dow6éd powstal dopiero w 1966 roku.
A dlaczego wartoéci x, dla ktérych wielomian daje w wyniku liczbe pierwsza,
koncza si¢ na p — 27 Dla z = p — 1 mamy

=12+ @-D+p=@-1)*+20-1)+1=(p-1+1)°=p".

M. D.-B.

Ktoéra liczba jest wigksza?
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Wyjasnienie w numerze.

Nie daj sie zbalamuci¢ kobiecie!

Sophie Germain (1776-1831), whrew 6wczesnym obyczajom matematyk, fizyk,
metalurg i autorka ciekawych szkicéw o kulturze, prawie na kazdym kroku musiata
udowadniaé¢ swa wiedze i broni¢ swych dokonan przed rzeszami niedowiarkéw.
Jeden z takich atakéw odparta, zadajac gronu matematykow zadanie:

wykazaé, Ze dla kazdego n > 1 liczba G = n* + 4 jest zlozona.
Jej rozmowcy moze by i rozwiazali to zadanie, gdyby nie ,,pomoc” ze strony Sophie:

Dla n parzystych G jest tez parzysta, a dla n konczqcego sie w zapisie dziesietnym
na 1,3, 7 lub 9, liczba n* korczy sie na 1, a wiec liczba G dzieli sie przez 5.
Pozostajg wige wam do zbadania tylko liczby postaci 625(2k + 1)* + 4, czyli
10000k* + 20000k + 15000k2 4 5000k + 629. Dia k = 0 mamy faktycznie

629 = 17 - 37. Ale co dla wiekszych k7

I tu koledzy grzezli. A Ty, Czytelniku?

i Zadania

i

C

/>

A

Rys. 1

Rys. 3

@

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1345. Dany jest wielomian f o wspolczynnikach catkowitych, dla ktorego
istnieja takie parami rozne liczby catkowite 1, %o, t3, t4, ze

f(t) = f(t2) = f(ts) = f(ta) = 9.
Udowodnié, ze nie istnieje liczba catkowita r, dla ktérej f(r) = 2012.
Rozwiazanie na str. 13

M 1346. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Punkty
P i @ sa rzutami prostopadtymi punktu C' odpowiednio na proste AS i BS
(rys. 1). Udowodnié, ze prosta PQ jest réwnolegta do prostej AB.
Rozwiazanie na str. 24

M 1347. Ile co najwyzej pol serwetki pokazanej na rysunku 2 mozna zamalowad
tak, aby wzdluz zadnej przekatnej nie bylo trzech kolejnych zamalowanych pél?
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 809. Dwa pionowe cylindry o réznych przekrojach wewnetrznych przykryte
sa tlokami o masach my = 1 kg oraz my = 2 kg znajdujacymi sie na wysokosci
h = 0,1 m. Cylindry polaczone sa na dole cienka rurka, wewnatrz nich
znajduje sie gaz doskonaly o stalej temperaturze, a na zewnatrz jest proznia.
Jaka bedzie réznica wysokosci ttokow po dociazeniu pierwszego z nich
dodatkowym kilogramem?

Rozwiazanie na str. 12

F 810. N moli gazu doskonatego poddane jest przemianie cyklicznej

1 —2—3—4—1 skladajacej sie¢ z dwoch izobar 2 — 3 oraz 4 — 1, izochory 1 — 2
i pewnego procesu 3 — 4 przedstawionego na wykresie pV linig prosta (rys. 3).
Temperatury gazu w punktach 1, 2,3 sg réwne 17, Th, T3, odpowiednio, a punkty
2 i 4 leza na tej samej izotermie. Wyznaczy¢ prace wykonana przez gaz.
Rozwiazanie na str. 10

1 1 1
V3T+6 12 10

co wobec N = leoo daje M < N.

Poniewaz V37 — 6 = wiec M <

1()666°
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Informatyczny kacik olimpijski (50): Jaskinia

W tym kaciku omoéwimy zadanie Jaskinia, ktére pojawilo sie w zesztym roku
na Akademickich Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespolowym.
Tytulowa jaskinia sktada si¢ z n komnat potaczonych n — 1 korytarzami,
ktoére tworza drzewo. Grototazi chca podzielié¢ sie na kilka grup, a nastepnie
chca przydzieli¢ kazdej grupie zbiér komnat, tak by kazda komnata zostata
przydzielona doktadnie jednej ekipie grototazéw oraz by kazda grupa dostala
tyle samo komnat do zbadania i byla w stanie porusza¢ si¢ pomiedzy

przydzielonymi komnatami bez przechodzenia przez komnaty innych ekip.
Na ile grup moga podzielié¢ si¢ grototazi?

Ponizsza obserwacja daje warunek konieczny
i wystarczajacy na istnienie podziatu:

Drzewo o n wierzchotkach mozna podzieli¢ na spojne
kawalki rozmiaru k wtedy i tylko wtedy, gdy w tym

drzewie znajduje si¢ doktadnie 3 — 1 krawedzi, ktore lgczq

poddrzewa o rozmiarach bedgcych wielokrotnosciami k.

Dowdd jest prosty: jesli podzieliliSmy drzewo na kawaltki

rozmiaru k zgodnie z warunkami zadania, to tych
kawatkow jest 7. Krawedzi, ktore tacza wierzchotki
nalezace do réznych kawatkéw, jest dokladnie 7 — 1,
a poniewaz poddrzewa polaczone takimi krawedziami
sktadaja sie z catych kawalkow, wobec tego rozmiar

kazdego z tych poddrzew jest podzielny przez k.

Krawedzie wewnatrz kawatkow nie maja tej wlasnosci.

W druga strone: usuwamy kolejno wszystkie

% — 1 ,dobrych” krawedzi. Po kazdym usunigciu
dostajemy zbiér niepustych kawatkéw o rozmiarach
podzielnych przez k. Na koticu zostanie 3; kawatkow,
czyli wszystkie musza mie¢ rozmiar k.

Powyzsza obserwacja pozwala nam na stworzenie
nastepujacego rozwiazania: ukorzeniamy drzewo

w dowolnym wierzchotku i dla kazdego k | n przechodzimy
drzewo od lisci do korzenia, zliczajac ,,dobre” krawedzie,
tzn. takie, ktére tacza poddrzewa o rozmiarach bedacych

wielokrotnosciami k (rozmiary poddrzew obliczamy
na biezaco prostym programowaniem dynamicznym).

Zlozonos$¢é czasowa tego rozwiazania to O(nog(n)),
gdzie og(n) oznacza liczbe dzielnikéw n. Wérdd liczb
n < 107 mozemy znalezé takie, ktére maja dosé duzo
dzielnikéw (rekord to o (8648640) = 448), zatem
powyzsze rozwiazanie jest niezbyt szybkie.

Mozna to zrobié¢ sprytniej, wykonujac tylko jedno
przeszukiwanie drzewa. Rozwazmy bowiem krawedz,
ktora taczy dwa poddrzewa o rozmiarach ¢ oraz n — 1,
i zastanéwmy sie, dla jakich k bedzie ona ,,dobra”
krawedzia. Ano, dla takich k, ktore dziela zaréwno i,

jak i n — i, zatem dla wszystkich dzielnikéw liczby
nwd(i,n — i). Mozemy zatem postapi¢ nastepujaco.

W tablicy ¢ bedziemy zliczaé¢ ,dobre” krawedzie.

W pierwszym kroku przechodzimy drzewo od lisci

do korzenia i dla kazdej krawedzi zwigkszamy licznik
tnwd(i,n — 7)]. Przejscie drzewa wykonujemy w czasie
O(nlogn), gdyz dla kazdej krawedzi obliczenie
najwiekszego wspolnego dzielnika mozemy wykonaé

w czasie O(logn), korzystajac z algorytmu Euklidesa.

Nastepnie przegladamy dzielniki n w kolejnosci
rosnacej 1 dla kazdego takiego dzielnika k zwigkszamy
o wartos¢ t[k] liczniki ¢[j] dla j| k. Jesli dla kazdego k
w poszukiwaniu jego dzielnikéw przejrzymy wszystkie
liczby mniejsze od k, to ten krok wykonamy w czasie
ka O(k), czyli czasie proporcjonalnym do sumy
dzielnikéw n, czyli o1(n) = O(nloglogn).

Odpowiedzig sa wszystkie liczby 7, ktére spelniaja
tlk] = ¥ — 1. Zlozono$¢ czasowa tego rozwiazania
to O(nlogn).

Przejscie drzewa mogliby$my zrealizowaé w czasie
liniowym, gdyby$my znali dla kazdego ¢ wartos¢
nwd(i,n — i) = nwd(i,n). Mozna te wartosci obliczy¢
nastepujacym algorytmem, ktéry przypomina metode
sita Eratostenesa:

for 1:=1tondo
if n mod i = 0 then
J =14
while j <n do
d[j] =i
ji=7+1
Po wykonaniu powyzszego kodu bedziemy mieli
d[j] = nwd(j,n) dla kazdego j =1,...,n. Dla
kazdego i | n wewnetrzna petla wykona si¢ % razy,
zatem w calym algorytmie wykona sie o1(n) razy.
Ostatecznie daje nam to algorytm o zlozonoéci
czasowej O(nloglogn).

Tomasz IDZIASZEK

Ktora liczba jest wieksza?
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Kacik przestrzenny (12) CzworoSciany réwno$cienne — czes$é 1

Rys. 1

D
~ P
1N S
I\\C
A 7 )
/
/
/

Warto odnotowad, ze z warunku 6
wynika, ze $ciany kazdego czworo$cianu
réwno$ciennego sa ostrokatne. Natomiast
warunek 14 jest réwnowazny temu, ze
wszystkie sfery dopisane sg styczne do
$cian w ortocentrach.

Dowéd nieistnienia nieskonczonego
ciggu arytmetycznego ztozonego

z liczb pierwszych: wyraz o numerze m
ciggu ap := m + n - k dzieli si¢ przez m.

@

Na ptaszczyznie, jesli tréjkat ma réwne boki, to jest rownoboczny. W przestrzeni
jednak czworodcian, ktorego $ciany sa przystajace, weale nie musi by¢ foremny.
Aby sie o tym przekonaé, wystarczy narysowaé dowolny nieréwnoboczny tréjkat
ostrokatny, podzieli¢ go na cztery przystajace tréjkaty (laczac $rodki jego
bokéw, jak na rysunku 1) i zauwazy¢, ze otrzymujemy w ten sposéb siatke
czworo$cianu (dlaczego?). Inaczej, mozna spojrze¢ na czworo$cian ABCD

w prostopadloscianie AC'BD’'A'C'B’'D (rys. 2). Ma on przeciwlegle krawedzie
rownej dlugoscei, a wiec jego $ciany sa przystajace. Takie czworoSciany nazywamy
réwnosciennymi. O nich opowiemy w najblizszych dwoch odcinkach.

W tym kaciku zrobimy krotki przeglad ich wlasnosci, a nastepnym razem
przyjrzymy sie paru zastosowaniom w zadaniach olimpijskich.

Jednym z wazniejszych faktéow zwiazanych z czworo$cianem réwnosciennym
jest to, ze rownoleglo$cian na nim opisany jest prostopadloscianem. To pociaga
za soba wiele waznych konsekwencji, np. $érodek sfery opisanej, srodek sfery
wpisanej oraz $rodek ciezkosci czworoscianu sg tym samym punktem — §rodkiem
opisanego prostopadtoécianu. Nietrudno réwniez uzasadnic, ze jesli ktorekolwiek
dwa z tych punktow sie¢ pokrywaja, to czworoscian jest réwnoscienny.

Mozna sformutowaé bardzo wiele warunkéw réwnowaznych temu, ze
czworoscian jest réwnoscienny. Wybrane podajemy ponizej. W szczegdlnodci
interesujace jest to, ze wystarczy zatozy¢ rownosé pél Scian.

Twierdzenie. Dla dowolnego czworoscianu ABC D nastepujgce warunki sq

rOWNOWazne:
1. wszystkie Sciany sq przystajgce;

. wszystkie Sciany majg okregi opisane o jednakowym promieniu;

. wszystkie Sciany majg rowne pola;

. wszystkie Sciany majg rowne obwody;

. przeciwlegle krawedzie sq réwne;

. statka czworoscianu jest tréojkatem ostrokgtnym podzielonym na cztery
przystajgce trojkaty;

. suma kgtéow plaskich w kazdym wierzcholku jest réwna 180° (wystarczy
nawet w trzech);

. XBAC = <ABD = < ACD = < BDC;

9. rownolegloscian opisany na czworo$cianie jest prostopadlo$cianem;

. rzut prostokgtny czworoscianu na dowolng plaszczyzne rownoleglq do

dwoch przeciwleglych krawedzi jest prostokgtem;

wszystkie bisrodkowe sq parami prostopadle;

kazda bisrodkowa jest prostopadia do krawedzi, ktore lgczy;

pewne dwa punkty sposrod nastepujgcych: Srodek ciezkosci, srodek sfery

wpisanej, Srodek sfery opisanej, sie pokrywajg;

sfera wpisana w czworoscian jest styczna do wszystkich $cian w srodkach

okregow opisanych (wystarczy nawet do dwdch).

S U W N

J

Qo

11.
12.
13.

14.

Zachecamy Czytelnikéw do samodzielnego zmierzenia si¢ z tym twierdzeniem.
Duza czes¢ dowodu mozna znalezé w artykule Waldemara Pompego

(,O czworoscianie réwnosciennym”, Delta 3/1994; jest dostepny na stronie
internetowej Delty). Warto tam zajrzeé¢ chociazby po to, zeby sprawdzié,

Jednym ze sktadnikéw sumy

R = (1+1)100 = (100 + () + (9% +... + (550) +- -+ (oo0)
jest liczba P.

Zatem P < R.
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Warto wspomnieé, ze mozna rozwazac
takze czworos$ciany pélréwnoscienne,
czyli takie, ktére maja dwie pary
tréjkatéw przystajacych (albo inaczej:
dwie pary przeciwleglych krawedzi
réwnych). Wigkszo$é wlasnosci
czworo$cianéw réwnosciennych

ma swoje odpowiedniki dla
czworoscianéw poélréwnosciennych.
Zachecam Czytelnikéw do
samodzielnego zbadania tej klasy.

Rozwigzanie zadania
Sophie Germain: oczywiscie

n4+4:(n2+2n+2)(n2—2n+2).

w jakiej kolejnoséci najwygodniej wyprowadzaé jedne warunki z innych —
tutaj sa pogrupowane ze wzgledu na obiekty, ktérych dotycza.

Czworo$ciany rownoscienne sa na tyle regularne, ze wiele wielkosci z nimi
zwigzanych wyraza si¢ stosunkowo prostymi, jak na czworosciany, wzorami.
Przyjmujac, ze kazda Sciana takiego czworoscianu jest trojkatem o bokach
dtugosci a, b, ¢, mozna obliczy¢, ze

V—l (a® + b2 — c2)(b% + c® — a?)(c? + a® — b?)

-3 8 ’
1 [a?2+b%+c2
R—=-. &<
2 2 '

S = \/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),
gdzie V, R 1 S oznaczaja odpowiednio objeto$é, dlugosé promienia sfery
opisanej oraz pole powierzchni catkowitej. Dzielac potrojona objetosé
przez pole, otrzymamy wzoér na promien sfery wpisanej. Mozna takze
sprawdzi¢, ze érodki sfer dopisanych leza w wierzcholtkach prostopadtoscianu
opisanego na czworoécianie i kazda z tych sfer ma promien dwa razy wiekszy
od promienia sfery wpisanej. Ponadto Czytelnik Wnikliwy moze znalezé
wzory na dtugoéci bisrodkowych, srodkowych i wysokosci.

Na koniec udowodnimy jeszcze jedno ciekawe twierdzenie zwiazane
z czworoscianami rownosciennymi.

Twierdzenie (sfera dwunastu punktéw). W czworoscianie
rownos$ciennym spodki wysoko$ci, srodki wysokosci i punkty przeciecia
wysokosci Scian tego czworoscianu lezZg na jednej sferze.

Dowdéd. Rozwazmy czworoscian réwnoscienny ABCD wpisany

w prostopadloécian AC'BD'A’CB’'D o $rodku O (rys. 3). Wystarczy, jesli
udowodnimy, ze odleglosci punktu O od dwunastu rozwazanych punktow sa
rowne. Z uwagi na symetri¢ wystarczy dowiesé¢, ze OH = OK = OL, gdzie
H jest ortocentrum tréjkata ABC, K — spodkiem wysoko$ci poprowadzonej
z punktu D, natomiast L jest jej $rodkiem. O

7Z pierwszego zadania omawianego w kaciku 5 (a méwitem, ze to zadanie
jeszcze sie przyda. . .) wiemy, ze C'H jest prostopadle do ABC'. Z drugiej
strony nietrudno stwierdzié, ze punkt L lezy na plaszczyznie A’B’D’ oraz
DL 1 A’B'D’. W takim razie punkty H i L sa symetryczne wzgledem
punktu O. Ponadto trojkat H K L jest prostokatny, poniewaz punkty K i L leza
na wysokosci czworoscianu opuszczonej na Sciang ABC. Punkt O jest $rodkiem
przeciwprostokatnej tego trojkata, skad wynika, ze OH = OK = OL.

Jak widaé¢, czworoscian rownoscienny ma niesamowicie duzo réznych dobrych
wlasnosci. Jednej rzeczy jednak na ogdt nie posiada — nie ma ortocentrum.

I chyba cale szczescie, bowiem jesli juz je ma, to musi by¢ foremny.

A tak mamy cala rodzine dosé regularnych czworoscianéw z mnostwem
ciekawych wtasnosci, ktérych wiele odpowiednikéw na ptaszczyznie jest

zarezerwowanych tylko dla tréjkatéw réwnobocznych.
Michal KIEZA

Ktora liczba jest wieksza?

_ (2012 _ 92000
S = (1006) czy T =2
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czym sa diamenty?

Najlepszymi przyjaciétmi dziewczyny, jak $piewala

Marilyn Monroe. Okazuje sig, ze moga by¢ réwnie bezcenne
dla fizykéw. Klejnociki te umozliwity zbudowanie kwantowej
pamigci [1] oraz pozwolity na splatanie drgan w dwoch
krysztatach znajdujacych sie w makroskopowej odlegltosci [2].

Oba te efekty kwantowe zostaly zaobserwowane

w temperaturze pokojowej. Bylo to mozliwe dzieki
przyslowiowej twardosci diamentu, zwiazanej ze sztywnoscia
jego struktury. Okazuje sig, ze mozna w krysztale

diamentu wzbudzi¢ wibracje polegajaca na wzajemnym
przemieszczaniu sie¢ dwéch jego podsiatek, obejmujaca
praktycznie caly krysztal (rzedu 10'® atoméw).

Termiczne wzbudzenie tego typu drgan wymaga bardzo
wysokiej temperatury (okoto 2000 K), wiec temperture
pokojowa mozna z tego punktu widzenia uznaé za bliska zera
bezwzglednego. Wlasnosci diamentu sprawiaja, ze drganie

to ma czestosé 40 THz (czyli okres 25fs), a wiec mozna

mieé¢ nadzieje na zaobserwowanie kwantowych efektéw

przed dekoherencja. Wibracje te mozna wywotaé za pomoca
rozpraszania ramanowskiego, w wyniku ktérego foton
yrozpada si¢” na foton o mniejszej energii i fonon (nazywany
fononem optycznym).

Zeby zaobserwowaé splatanie drgan w dwéch réznych
krysztatach, trzeba zaprojektowaé droge fotonéw tak, zeby
do newralgicznych miejsc mégt dojsé foton, przechodzac
zaréwno przez jeden, jak i przez drugi krysztal. Osiaga

sie to standardowo poprzez uzycie odpowiedniej liczby
plytek pétprzepuszezalnych. W tym do$wiadczeniu
bezposrednio za impulsem wzbudzajacym drgania
emitowany byl sygnal odczytujacy, dla ktérego moze zaj$é
zjawisko odwrotne: foton taczy sie w fononem i staje sie
fotonem o wigkszej energii. Poniewaz prawdopodobienstwo
zaj$cia rozpraszania ramanowskiego jest bardzo male, wiec
praktycznie za kazdym razem najwyzej jeden foton z kazdego
z ultrakrotkich (pikosekundowych) impulséw bierze udziat
w oddziatywaniu.

Jak w kazdym tego typu eksperymencie, nieklasycznosc¢
zjawiska objawia si¢ interferencja. W tym przypadku
sytuacji, w ktérej to jedyne wzbudzenie nastapito w jednym,
z sytuacja, w ktérej nastapito ono w drugim krysztale.

Przy czym interferencja jest obserwowana tylko wtedy,

gdy nie wiadomo, w ktérym krysztale to nastgpito.

Nie wiadomo, to znaczy, ze nikt si¢ o tym nie dowiedzial

z matka natura wlacznie.

Demonstracja ta [2] jest kolejnym krokiem w kierunku
obserwacji zjawisk kwantowych w systemach makroskopowych.

Widzimy dwa krysztaly o rozmiarach rzedu 3 mm lezace
kilkanadcie centymetréw jeden od drugiego i kontemplujemy
pojedynczy fonon, ktéry jest w dwdch miejscach naraz.

Diamenty sa wieczne...

... ale przeciez kiedy$ powsta¢ musialy. Z tymi pochodzenia
ziemskiego w zasadzie nie ma problemu. Zastanawiajace jest
natomiast powszechne wystepowanie nanodiamentowych
drobin w meteorytach (chondrytach). Do niedawna uwazano,
ze musza by¢ one starsze od Ukladu Stonecznego, gdyz
nikomu nie udato sie wymysli¢ efektywnego sposobu
powstawania ich w stosunkowo spokojnych (w poréwnaniu
do np. wybuchéw supernowych) procesach planetotwérczych.
Okazalo sie jednak [3], ze nanodiamenty nie wystepuja

w kometach, a przynajmniej jest ich duzo mniej

w meteorytach kometarnego pochodzenia w poréwnaniu do
tych niekometarnych. Mogtoby to $wiadczyé o powstawaniu
tych ziarenek juz w Ukladzie Stonecznym (bo materiat
kometarny jest uznawany za bardziej pierwotny).

Zagadke te, byé moze, rozwiazuje analiza [4], w ktorej autorzy,
za pomoca symulacji, wskazuja na istnienie nieznanego
weczesniej mechanizmu produkceji kosmicznych nanodiamentéw,
ktéry wyjasnia bardzo duzo zagadkowych ich cech.

Tym mechanizmem sg zderzenia fulerenowych cebulek.

Po pierwsze, warzywa te sa bardzo rozpowszechnione

we Wszechs$wiecie. Po drugie, okazuje sig, ze istnieje

pewien do$é¢ waski zakres predkosci wzglednych

(okoto 5km/s), przy ktérych prawie calte zderzajace sie
cebulki zamieniaja si¢ w nanodiamenty. Przy mniejszych
predkosciach tylko mala czes¢é cebulek przechodzi te
przemianeg fazowa, a przy wigkszych diament po powstaniu
si¢ roztapia. Odpowiednie predkosci wzgledne sa w dodatku
typowe dla Uktadu Stonecznego. Ten sposéb powstawania
wyjasnia domieszkowanie nanodiamentéw np. ksenonem
(ktéry w dos$é naturalny sposéb moze znajdowaé sie
wewnatrz fulerenowych cebulek), wystepowanie réznych
typow krystalicznej konfiguracji nanodiamentéw,
piramidalny ksztalt ziaren oraz ich bardzo mate rozmiary
odpowiadajace wielkoscia typowym rozmiarom fulerenowych
cebulek. Opisany mechanizm powstawania ziaren diamentu
moze mieé¢ miejsce zaréwno po utworzeniu sie protosystemu
planetarnego, jak i przed jego powstaniem.

W kazdym razie przeksztalcanie cebuli w diamenty wyglada
na bardziej interesujace niz przemiana olowiu w zloto.

Piotr ZALEWSKI

[1] K.C. Lee, B.J. Sussman i inni, Macroscopic non-classical states
and terahertz quantum processing in room-temperature diamond,
Nature Photonics 6(2012)41-44.

[2] K.C. Lee, M.R. Sprague i inni, Entangling macroscopic diamonds
at room temperature, Science 334(2011)1253-1256.

[3] Z.R. Dai, J.P. Bradley, D.J. Joswiak, D.E. Brownlee, H.G.M. Hill,
M.J. Genge, Possible in situ formation of meteoritic nanodiamonds
in the early Solar System, Nature 418(2002)157—-159.

[4] N.A. Marks, M. Lattemann D.R. McKenzie, Nonequilibrium
route to nanodiamond with astrophysical implications,

Phys. Rev. Lett. 108(2012)075503.
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Im zimno niestraszne

Zycie mozna spotkaé na Ziemi wlasciwie wszedzie. Bakterie — w kwasnej wodzie
wrzacych gejzeréw, tatusiow-pingwinéw stojacych przez pare zimowych miesiecy
bez pozywienia, z jajem na nogach, podczas gdy mamusie wybraly si¢ na

posilek w oceanie. Biale niedzwiedzie pluszczace sie wokél kry. W tej samej
wodzie, czesto o temperaturze ponizej 0°C, zyja tez zimnokrwiste ryby. Dlaczego
nie zamarzaja wewnatrz?

W ich komérkach istnieje gen kodujacy biatko, nazwane zgodnie z funkcja

antifreeze protein, AFP. Kodujacy je gen afp poprzedza tzw. promotor: fragment
DNA, ktory nie koduje biatka AFP, ale steruje jego powstawaniem wtedy,

gdy temperatura otoczenia zbliza si¢ do temperatury zamarzania wody.

Po pobudzeniu przez niska temperature genu afp powstaje biatkko AFP
uniemozliwiajace zamarzanie plynéw ciata ryby. Do niedawna mechanizm

o tego zjawiska tlumaczono tak: AFP ma powinowactwo do zaczynajacych
sie tworzy¢ w niskiej temperaturze krysztatkéw lodu, bedacych osrodkami

Kur diabet, ryba arktyczna
Myoxzocephalus scorpius.

dalszej krystalizacji, od ktorych rozpoczyna sig¢ i przyspiesza przejscie

wody cieklej w 16d. Kompleksy AFP z takimi oSrodkami krystalizacji
hamujg powstawanie lodu.

Ale co to znaczy mieé¢ ,powinowactwo”?

Na wiele podobnych pytan odpowiada technika dyfrakcji
(rozproszenia) promieniowania X (rentgenowskiego).
W tym przypadku metoda okazala sie nieskuteczna,
poniewaz intensywnos¢ sygnatu zalezy od liczby
elektronéw atomu, ktoéry na swej drodze napotykaja
promienie X. Wodér ma tylko 1 elektron i sygnat
dyfrakeji X przez wode (H20) jest prawie rowny
sygnatowi samego tlenu. Skoro istnieje taka
powierzchnia biatka, ktora wiaze specyficznie 16d, to
pomiar dyfrakcji X przez kompleks 16d/AFP nie pozwoli
na odréznienie sygnatlu wody od tlenu. Z pomoca
przyszla technika dyfrakcji neutronéw, wchodzacych

w sklad jader atoméw, w ktérej sita sygnaltu zalezy

od specyficznych sil jadrowych, te z kolei od liczby
neutronéw w jadrze, roznej w réznych pierwiastkach,
ale takze w izotopach tego samego pierwiastka. Atom
wodoru nie ma w jadrze neutronu, atom deuteru

(D, izotop wodoru) jeden neutron ma. Sygnal dyfrakcji
neutronowej deuteru rézni sie zatem znaczaco od
sygnatu wodoru. Dzieki temu sygnal ,ciezkiej” wody
(D20) rézni si¢ od sygnatu tlenu.

Pewien gatunek bakterii wyposazono w gen afp,
hodowano w niskiej temperaturze w cigzkiej wodzie,
dzigki czemu deuter wszedl do powstajacych w bakterii
czasteczek, takze do wytwarzanego w duzej ilosci
bialtka AFP. Nastepnie, po wyodrebnieniu, biatko to
krystalizowano, bo to krysztaly poddaje sie analizie
dyfrakcyjnej. Preparaty biatka wytworzonego

w zwyklej i ciezkiej wodzie nie réznily sie strukturalnie

jako krysztaty. Z innych badan wiadomo, ze struktura
krysztatow bialek jest nieomal identyczna z ich
struktura po rozpuszczeniu w wodzie, zaklada sie, ze
takze z ich struktura w komorce.

Krystaliczna forma biatka AFP zasadniczo rézni si¢ od
wigkszosci bialek. Ta wickszosé ma tzw. powierzchnie
hydrofilowe (,lubiace wodg”), ktére w zwinigtej formie
biatka, a takze w krysztale, wystawione sa na zewnatrz
czasteczki, kryjac wewnatrz powierzchnie o odwrotnej
charakterystyce, hydrofobowe (,nielubiace wody”).

W biatku AFP jest na odwrét; hydrofobowe plaszezyzny
wystawione sg ku srodowisku. Tymi plaszczyznami
biatko AFP wiaze sie z krysztatami lodu, blokujac

ich powigkszanie sig, nie wiaze si¢ z ciekta woda.
Potwierdzaja to skomplikowane badania struktur AFP
oddzialujacego albo z woda, albo z lodem.

Nie trzeba bylo dtugo czekaé na biotechnologiczne
zastosowania biatka AFP. Uzywaja je w produkeji
lodéw, aby uzyska¢ gtadka mase. Mozna gen afp
wstawi¢ do genomu roslin wrazliwych na wczesne
przymrozki. I mozna jeszcze wykorzystaé promotor afp,
dotaczajac go do gendéw innych bialtek, ktore to geny
chcemy pobudzié¢ do aktywnoéci niska temperatura.
Fantazja czlowieka nadaza za cudami przyrody, waska
Sciezka praktycznych zastosowan.

Magdalena FIKUS

Na podstawie artykutu z nr 20 Science in School, 2011.
Czasopismo mozna otrzymywacé po skontaktowaniu sie z redakcja
www.scienceinschool.org.

Ktora liczba jest wigksza?
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Rys. 1. Budowa

silnika z wirujaca
ramka; 1 — magnes
neodymowy, 2 — bateria
typu R6, 3 — dodatni
biegun baterii,
4 — pierécien ramki,
5, 6, 7, — boki ramki.
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Rys. 2. Oddziatywanie ramki z polem
magnetycznym; I — natezenie pradu,

Bi, Bo, Bs -

magnetycznego na poszczegdlnych bokach

wektory indukcji pola

ramki, By, (B1,) — skladowe wektoréw
indukcji prostopadte (réwnolegle)
do bokéw ramki, F1, Fa, Fg — sity
elektrodynamiczne dzialajace na

boki ramki.
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Rys. 3. Przekrdj silnika
z wirujaca puszka;
1 — magnes neodymowy,
2 — bateria, 3 — dodatni
biegun baterii, 4 — puszka
aluminiowa, 5 — pinezka.

@

Silnik unipolarny z wirujgca puszka
Stanistaw BEDNAREK

Serie artykutéw o silnikach unipolarnych zakonczymy opisem dosé efektownego
uktadu demonstrujacego dziatanie takiego silnika. Przed przystapieniem do
doswiadczen nalezy koniecznie przeczytaé¢ wskazéwki, dotyczace bezpiecznego
postugiwania si¢ magnesami neodymowymi, zawarte w artykule w Delcie 1/2012.

Potrzebne materiaty i narzedzia: okragte baterie réznej wielkosci (zwykte lub
alkaliczne), walcowe magnesy neodymowe (pokryte ochronna powtoka niklowa,)

o érednicach zblizonych do Srednic baterii, metalowe pinezki lub wkrety, stalowe
nakretki, nieferromagnetyczny drut miedziany lub mosiezny (np. srebrzanka), puszka
aluminiowa, np. z colg, srebrowy lub grafitowy klej przewodzacy, lutownica, cyna
do lutowania, nozyczki, pilnik do metalu, néz z ostrym koncem, peseta, cienki pisak
i mlotek; srebrzanke i klej mozna kupi¢ w sklepie z artykutami elektronicznymi.

Budowa najprostszej wersji silnika przedstawiona jest na rysunku 1. Magnes
neodymowy musi mie¢ $rednice nie mniejsza niz srednica baterii. Ramke,
stanowiacg wirnik silnika, wykonujemy w nastepujacy sposéb. Nawijamy niezbyt
ciasno jeden zwdj nieferromagnetycznego drutu na bocznej powierzchni magnesu,
a koniec zwoju przylutowujemy do poczatku drutu. Prawidtowo wykonany zwdj
powinien da¢ sie lekko obraca¢ wokoét bocznej powierzchni magnesu. Nastepnie
drut zaginamy, tak jak na rysunku 1, a po wykonaniu wszystkich zagie¢ koniec
ostatniego odcinka przylutowujemy do pierscienia i odcinamy niewykorzystana
cze$¢ drutu. Wysokoéé ramki powinna by¢ wigksza niz wysokosé baterii, ale
mniejsza od lacznej wysokosci baterii i magnesu. Baterig, zwrécona ujemnym
biegunem w dét, stawiamy na magnesie, a na catogé¢ nakladamy ramke. Zeby

o$ ramki nie zsuwala sie ze srodka baterii, mozna w niej zrobié¢ ostroznie,

za pomocy gwozdzia i mtotka, male wglebienie.

Ruch ramki z pradem spowodowany jest jej oddzialtywaniem z polem magnetycznym
(rys. 2). Prad elektryczny ptynie od dodatniego bieguna baterii przez kazdy

z bokow ramki i przez powtoke ochronng magnesu doptywa do bieguna ujemnego.
Kazdy z bokéw ramki znajduje sie w polu magnetycznym wytwarzanym przez magnes.
Wektor indukcji tego pola ma kierunek ukosny wzgledem boku ramki z pradem,
powstaje wiec sita elektrodynamiczna skierowana poziomo. Poniewaz sktadowe
indukcji pola magnetycznego prostopadle do boku ramki maja dla przeciwlegltych
bokéw ramki przeciwne zwroty, wiec powstajace sily elektrodynamiczne takze maja
zwroty przeciwne, wobec czego ich moment jest niezerowy i powoduje obrét ramki.

W bardziej widowiskowej wersji silnika ramka z drutu zastapiona jest puszka od
napojéw (rys. 3). Puszki nie otwieramy w zwyktly sposéb, tylko oprézniamy ja
przez dwa otworki przebite gwozdziem w $rodkowej czesci dna puszki. Nastepnie
w dnie puszki wycinamy okragly otwoér o srednicy nieco wiekszej niz srednica
magnesu i wyréwnujemy jego brzegi pilnikiem. Konicem noza zeskrobujemy

od wewnatrz warstwe tlenkow w srodkowej czesci wieczka puszki, po czym na
srodku wieczka przyklejamy wewnatrz klejem przewodzacym tebek pinezki lub
wkretu. Po utwardzeniu sie kleju puszke naktadamy od gory na stojacy na stole
uktad, ztozony z magnesu i osiowo ustawionych na nim baterii. Za pomoca
nakretek wlozonych miedzy gérna powierzchnie magnesu i bateri¢ dobieramy
wysokosé tego zestawu tak, zeby po nalozeniu puszki i oparciu sie ostrza pinezki
lub wkretu na gornej baterii, dolny brzeg puszki byt na mozliwie niewielkiej
wysokosci. Wowcezas wydaje sig, ze puszka obraca sie, lewitujac, co mozna
wykorzystaé do efektownych pokazdéw.

Suma
(2 4 1)3000 = (30000) 93000 4 (30100) . 92999 (30200) .92998 |
-+ Gooo) - 22 + - + (ooo)

jest wieksza od kazdego skladnika, wiec (3000) - 22000 < 33000,

33000

skad U = (3000) < I = ()" < 700 =W
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7 stycznia 2012 roku okoto 1400 uczniéw wzigto udzial w drugim etapie

VI Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Najciekawszym i jednoczesnie
najtrudniejszym zadaniem okazalo sie zadanie z planimetrii oznaczone
numerem 5. Rozwiazalo je niewielu uczniéw, przy czym zaden z nich

nie rozwazyl wszystkich mozliwych konfiguracji. Ponizej postaramy sie
@ zadanie to dokladnie zanalizowac.

Zadanie 5. Dany jest czworokqt wypukly ABC' D, w ktorym zachodzi réwnosé
XDAB+ <BCD = <ABC.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykaz, zZe punkt O

jest jednakowo odlegly od prostych AD i CD.

Podstawowy pomyst polega na podziale kata ABC' na takie dwie czesci, ze katy
»blizsze” katom DAB i DCB sa im odpowiednio réwne. Pozwala na to podana
w zadaniu réwnosé katéw. Aby zrealizowaé powyzszy pomyst, nalezy dorysowaé
prosta [ przechodzaca przez punkt B i przecinajaca bok AD w punkcie K, a bok C'D
w punkcie L, tak by tréjkaty AK B i BLC byly réwnoramienne. Wtedy dwusieczna
kata AK B jest symetralng boku AB, a dwusieczna kata BLC — symetralna
boku BC'. Oznacza to, ze srodek O okregu opisanego na trojkacie ABC' lezy na
przecieciu dwusiecznych katow AKB i BLC. W sytuacji, gdy katy DAB i BCD
sa ostre, mozliwe sg trzy przypadki przedstawione na rysunkach 1, 21 3.

W przypadkach 2 i 3 punkt O jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat KDL,
gdyz lezy na przecieciu dwusiecznych. Jest on wiec jednakowo odlegly od
prostych AD i CD.

Zaden z uczniéw rozwigzujacych to zadanie nie rozwazyl sytuacji, gdy tréjkata
KDL po prostu nie ma, badz jeden z katow DAB lub BCD nie jest ostry.

¢ Tréjkat KDL nie powstaje, gdy O = D = K = L. Ale wtedy teza jest oczywista,
bo zadane odleglosci sa réwne 0.

Rys. 1

Pozostaja do rozwazenia konfiguracje, w ktérych jeden z katéw DAB lub BC'D
jest rozwarty lub prosty. W tej pierwszej sytuacji zalézmy, bez zmniejszania

O\L ogolnosci, ze rozwarty jest kat DAB (rysunek 4). Wtedy punkt O jest rodkiem
okregu dopisanego do trojkata DKL i stad wynika teza.

Najtrudniejszy do rozwazenia jest przypadek, gdy jeden z katéw DAB lub BC'D
jest prosty (rysunek 5). Zalézmy np., ze < DAB = 90°. Wtedy symetralna
boku AB jest réwnolegta do prostych AD i BL i ré6wno od nich odlegta. W takim
razie odleglosé punktu O od prostej AD jest taka sama, jak odleglto$é¢ punktu O
od prostej BL. Ta ostatnia odleglo$¢ jest z kolei rowna odleglosci punktu O od
S prostej DC', gdyz OL jest réwniez dwusieczna kata wierzchotkowego do BLC'.
A B To spostrzezenie konczy rozwiazanie zadania.

Andrzej FRYSZKOWSKI

N c
L

A

Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5
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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2012

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 639, 640
Redaguje Marcin E. KUCZMA

639. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Prosta C'I
przecina bok AB w punkcie D. Prowadzimy przez punkt D dowolna prosta,
przecinajaca okrag opisany na trojkacie IAB w punktach P i Q. Wykazaé, ze
prosta C'I jest dwusieczng kata PCQ.

1
ai1az

640. Ciag liczb calkowitych dodatnich (a1, as, as, ..
a2a3

Up42 = Aan+1 + Ba,

.) spelnia warunek

71 n+1 "

CD™ % gan=1.23...
Ap41

ApnAp41

Dowies¢, ze spelnia on réwniez liniowg zaleznosé rekurencyjna

dlan=1,2,3...

Wyznaczy¢ wszystkie pary wspdlezynnikéw (A, B) oraz wszystkie pary wyrazéw
poczatkowych (a1, as), dla ktérych ta rekurencja liniowa generuje ciag (a,,),
speliajacy zadany na wstepie warunek.

Zadanie 640 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

631. Czy istnieje odmiocian opisany na kuli, ktérej rzut prostokatny
na plaszczyzne kazdej ze $cian o§miodcianu jest kolem zawartym

w tej Scianie?

632. Mamy cztery liczby rzeczywiste; mozna z nich wybraé pare liczb
na szes$¢ sposobow. W kazdej parze dodajemy obie liczby; dostajemy

uktad szesciu liczb. Suma tych szesciu liczb jest znana, réwna A;

takze suma ich kwadratéw jest znana, réwna B. Wyznaczy¢ wszystkie
wartosci, jakie moze przyjaé¢ suma szescianéw tych szesciu liczb.

631. Przypusémy, ze istnieje taki oSmioscian, opisany na
kuli o érodku O i promieniu r. Wybierzmy jedna ze Scian,
styczng do owej kuli w punkcie S. Rzut kuli na plaszczyzne
tej $ciany jest kotem k o $rodku S i promieniu r (rysunek
powyzej przedstawia przekrdj plaszczyzna, przechodzaca
przez prosta OS; odcinek AB jest $rednica kota k).

Stozek o podstawie k i wierzchotku O wycina na powierzchni
kuli (O, r) obszar f — czasze kulista, ograniczona

okregiem, ktérego $rednica jest (na rysunku) odcinek C'D

o érodku U. Czasze, uzyskane w ten sposob dla oémiu

$cian, sg rozlacznymi obszarami na sferze. Suma ich pél

nie przekracza pola calej sfery, réwnego 4mr?.

Wszelako koto o srednicy C'D jest podstawa stozka,

z wierzcholkiem w punkcie S, o promieniu podstawy
p=|UC| =r/\/2iwysokoéci h = [US| =1 —1//2.
Powierzchnia boczna tego stozka ma pole wp+/p? + h?, czyli

7r7'21 /1— %\/5 Powierzchnia obszaru f jest jeszcze wigksza.

Wychodzi nieréwnosé 8777"2\ /1 — %\/5 < 471'7"2;

22

po przeksztatceniu: 3 < 2v/2. Sprzecznosé; zatem taki
osmioscian nie istnieje.

(Rachunkiem catkowym mozna obliczyé, ze pole obszaru f
wynosi (2 — v/2)7wr?, co jest wieksze niz 1/7 pola calej
sfery; wieloscian o rozwazanej wlasnosci moze mieé wiec

co najwyzej sze$é $cian).

632. Cztery dane liczby to a1, az,as, as. Nowe szeéé liczb —
to sumy a; + a; (i < j). Przyjmijmy oznaczenia: y  a; = S,
Za? =T, ZK],aiaj =U. Wéwezas S% =T + 2U,

A= Z(ai +aj) = 385,

i<j
B =Y (a} +2aia; + aj) = 3T + 2U.
i<j
Stad T = §(B — 5%) = 3B — 5 A%

Niech C bedzie suma szescianéw tych szesciu liczb:
C = C1 + Cu + C, gdzie

Cr = (a1 + a2)3 + (a3 + a4)3 =

S+ [(a1 +a2)” — (a1 + az)(as + aa) + (as +as)’] =
=S5 (T —U+ 3aiaz + 3azaa);
Cun=S-(T—-U+3aias + 3az2a4);

Cit =S (T —U + 3a1a4 + 3azas).

Dodajemy wyrazenia Ci, Cir, Ciir i otrzymujemy

C:SS-(TfU)+S~(3U):3ST:AT:%ABfl—lgAS.

Jest to jedyna mozliwa wartosé¢ sumy C.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 536, 537
Redaguje Fwa CZUCHRY

536. Na pionowej, obracajacej sie ze stalg predkoscig w osi zamocowany jest
poziomo sztywny, niewazki pret. Wzdluz niego moga poruszac si¢ bez tarcia
dwie kuleczki, kazda o masie m, polaczone sprezyna o stalej sprezystosci k

— obie leza po tej samej stronie osi obrotu. Taka sama sprezyna taczy kulke
blizsza osi z punktem zamocowania osi i preta. Nierozciagniete sprezyny maja
dlugos¢ [y kazda. Znalez¢ dtugosci obu sprezyn podczas ruchu. Dla jakich
parametréw uzyskane rozwiazanie ma sens fizyczny?

537. Cztery niewazkie prety o dlugosci [, potaczone przegubami w romb, zostaty
za przegub A podwieszone na suficie (rys. 1). Przeciwlegly przegub C' obciazono
ciezarkiem N, a pozostale przeguby B i D rozparto sprezyna o dlugosci %l

i stalej sprezystosci k. W polozeniu rownowagi okazalo sie, ze prety sa nachylone
do pionu pod katem a = 30°. Znalez¢ okres matych drgan ciezarka.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2011

Rys. 1

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

528. Cienki, jednorodny pret o diugosci I i masie m postawiono pionowo na poziomym podlozu
d i zaczal sie on przewracaé¢ bez poslizgu. Pret nie wygina sie, a przy przekroczeniu w jakimkolwiek

Rys. 2 punkcie pewnej warto$ci momentu sily zginajacej M ulega ztamaniu w tym punkcie. Obliczy¢
minimalng warto$¢ M niezbedna do tego, aby pret nie zlamal si¢ przed upadkiem. W ktérym
punkcie pret sie ztamie, gdy M ma warto$¢ nieco mniejsza?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
524 (WT =1,90) i 525 (WT = 3,30)
z numeru 10/2011

Gliwice 39,60
Jacek Piotrowski Razeszow 39,10
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 35,03
Michal Kozlik Gliwice 32,78
Ryszard Wozniak Krakéw 18,18

Marian Lupiezowiec

528. Z bilansu energii

l 1
AFEgaw = mgé(l —cosa) = EIwQ,
gdzie I = %ml2 jest momentem bezwladnosci preta
wzgledem punktu podparcia, wyznaczamy predkosé
katowa preta w w zaleznosci od kata odchylenia
od pionu a:

w? = 3%(1 — cosa).

Rézniczkujac po czasie, znajdujemy przyspieszenie
katowe e:
38

€= 2 sin av.
Podzielmy pret na niewielkie elementy o dlugosci dx
i masie dm odlegte od punktu podparcia o x i dla
kazdego z nich wyznaczmy ,site wyginajaca” dFy,,
tzn. prostopadta do preta sktadowa sily wywieranej
przez dany element na sasiednie. Jesli dodatni zwrot
tej sily jest w strone spadku preta, to jest ona
réwna réznicy prostopadtej sktadowej sity ciezkosci
dm - gsin a i iloczynu dm przez prostopadtla sktadowa
przyspieszenia:

l 21
Sity te zostaly przedstawione na rysunku 2, wraz
z prostopadta do preta sktadowa sity reakcji podtoza R.
Moment M silty zginajacej pret w punkcie y jest réwny

dFy =dm(gsina —ex) = m—dxgsinoz<1 - 3_x>
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529. Aby wyznaczy¢ wartos¢ oporu amperomierza, wlgczono go w pewien obwdéd razem z bocznikiem
— réwnoleglym opornikiem o doktadnie znanym oporze R. Odczytano wskazanie amperomierza I dla
réznych wartosci R, a wyniki przedstawiono w tabeli:

R, Q 1 ]15] 2] 3] 5 10

I, mA | 54 70 | 82 | 99 | 119 | 141

Czy natezenie pradu plynacego przez amperomierz i bocznik (lacznie) pozostawalo state? Ile wynosi
opér wlasny amperomierza? Jaka metoda najlepiej uwzgledni¢ wszystkie pomiary? Dopuszczalne sg
tylko typowe ,jogélnouzytkowe” funkcje arkusza kalkulacyjnego lub kalkulatora.

sumie momentow sit dFy, dla wszystkich x wigkszych od y:

l
M(y) = / (— y)dF, =

1
m 3z
_Tgsma/y(x—y)<1—§>dm.

W wyniku catkowania otrzymujemy
y(l—y)?
412
Maksymalna warto$¢ M wystepuje tuz przed upadkiem

(sina = 1) i w punkcie y = %l. Wynosi ona

M(y) = -

mg sin a.

1
Mpax| = — l
| | = 57me

a jesli pret ma sie nie ztamac, to jego wytrzymaltoscé
na zginanie nie moze by¢ mniejsza.

529. Niech Ra bedzie szukanym oporem amperomierza,
a I. — natezeniem pradu catkowitego, czyli suma
natezenia pradu plynacego przez amperomierz (I)
i przez bocznik. Napiecie na amperomierzu i boczniku
jest jednakowe, zatem

IRy =(I. —I)R czyli & = £ — 1.

R I

Jesli I.. jest stale, to wykres zaleznosci 1/1 od 1/R
powinien by¢ liniowy, co dla danej serii pomiardw
sprawdza sie¢ bardzo dobrze. Z ekstrapolacji prostej
do przeciecia z osia 1/R (tzn. do punktu, w ktérym
1/I = 0) znajdujemy Ra =~ 2,16 .
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Rozwigzanie zadania M 1346.

Niech P’ i Q" beda punktami przeciecia
prostej AB odpowiednio z prostymi
CPiCQ.

W tréjkacie AP'C dwusieczna AP
jest prostopadta do boku C'P’.

Wobec tego P jest $rodkiem odcinka C'P’.

Podobnie, Q jest §rodkiem odcinka C'Q’.
Zatem prosta PQ jest rownolegta do
prostej P'Q’, czyli do prostej AB,

na mocy twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa.

Kwiecien

Coraz cieplejsze kwietniowe noce zachecaja do obserwacji. Wciaz jeszeze mozemy
obserwowaé Jowisza (—2,0 mag), ktéry po zachodzie Slonca pojawia sie niezbyt
wysoko nad zachodnim horyzontem, w gwiazdozbiorze Barana. Stosunkowo
blisko Jowisza po niebie wedruje bardzo jasna Wenus (—4,4 mag), zatem i ja
zobaczymy wieczorem — w gwiazdozbiorze Byka. Trzeba si¢ jednak spieszy¢

z ogladaniem obu tych planet, bowiem z kazda noca beda one zachodzily coraz
wczedniej i pod koniec miesiaca juz ich nie zobaczymy. Przez cala noc mozemy
obserwowaé Marsa (—0,7 mag), ktéry pojawia sie we Lwie, dosy¢ wysoko nad
poludniowo-zachodnim horyzontem. Niedlugo po zachodzie Stonica wschodzi

w Pannie Saturn (+0,3 mag), zatem i on bedzie widoczny wladciwie przez cala noc.

Uran i Merkury znajduja sie zbyt blisko Stonca, by w tym miesiacu udalto sie
je wypatrzeé¢. W blasku wschodzacego Stonca mozna probowaé dostrzec
stabego Neptuna, majestatycznie przemierzajacego gwiazdozbior Wodnika,
cho¢ planete ésmej wielkosci, na dodatek bardzo nisko nad horyzontem,
nielatwo bedzie zobaczy¢.

W kwietniu warto spojrze¢ na dos¢ niepozorny, ztozony ze stosunkowo stabych
gwiazd gwiazdozbiér Raka, lezacy pomiedzy BliZnigtami (na zachodzie) a Lwem
(na wschodzie), Rysiem (na péinocy) a Malym Psem i Hydra (na poludniu).
Pomiedzy v i § Raka odnajdziemy jedna z najblizszych gromad otwartych.
Praesepe, noszaca réwniez nazwe Ziébek (M 44, NGC 2632), dzieki stosunkowo
duzej jak na gromade jasnosci (43,7 mag) bylta znana juz w starozytnosei zaréwno
Hipparchowi, jak i Ptolemeuszowi. Ten ostatni umiescil ja nawet w Almagescie
jako jedng z siedmiu mgtawic, gdyz obserwowana nieuzbrojonym okiem jawi

sie jako delikatna mgietka. Dopiero w XVII wieku Galileusz, skierowawszy

na nia swoja lunete, stwierdzil, ze owa mglawica sklada sie w rzeczywistosci

z 40 gwiazd. Obecnie, na podstawie obserwacji wykonanych za pomoca wiekszych
teleskopéw, szacuje sie, ze do gromady Praesepe nalezy od 200 do 350 gwiazd (za
kryterium przynaleznosci przyjmuje sie ich wspdlny ruch wtasny). Do obserwacji
Z16bka wystarczy lornetka, a jesli juz postuzymy sie teleskopem, powinnismy
uzy¢ najmniejszych powiekszen. Podobnie jak w innych gromadach, w Z16bku
nastapita segregacja gwiazd ze wzgledu na ich masy. Te najjasniejsze i najbardziej
masywne znajduja sie w centrum gromady, a najstabsze i najmniej masywne
tworza na zewnatrz halo zwane czasem korong. Cho¢ Z16bek jest mloda gromada,
najmasywniejsze z jego gwiazd zdazyly juz przeewoluowaé, tworzac czerwone
olbrzymy i biate karly. Badania wskazuja na bardzo malg iloé¢ brazowych kartow,
a wiec obiektéw o najmniejszych masach. Ttumaczy sie to faktem, ze sity plywowe
zdazyly juz wyrzuci¢ wiekszos¢ brazowych kartéw poza obszar gromady. Gromada
Z16bek lezy w odleglosci 577 lat $wietlnych od nas, a jej wiek szacuje sie na

730 milionéw lat. Co ciekawe, zaréwno jej wiek, jak i kierunek, w ktérym porusza
sie gromada, sa zblizone do parametrow innej, od dawna znanej gromady otwartej
— Hiad. Sugeruje sie¢ nawet, ze obie gromady jakies 700-800 milionéw lat temu
powstaly z tego samego obtoku gazu, cho¢ w tej chwili sa oddalone od siebie

o setki lat Swietlnych.

Pelia Ksiezyca przypada 6 IV, a néw 21 IV. W tym miesiacu nastapi seria
koniunkcji: najpierw 7 IV Spiki z Ksiezycem (kiedy to oba ciala niebieskie znajda sie
na niebie w odleglosci katowej 1°23”), potem 10 IV Antaresa z Ksiezycem (odleglosé
katowa 4°56’), a w drugiej polowie miesiaca (22 IV) Ksiezyca z Jowiszem — w te]
koniunkcji oba ciata beda odleglte od siebie 0 2°21’. Tego samego dnia nastapi
réwniez koniunkcja Merkurego z Uranem (2°00), ale tego zjawiska, oczywiscie,
nie zobaczymy. W kwietniu swoje maksima bedzie mialo kilka rojow meteorow:
sredniej aktywnosci Librydy (o kilku maksimach pomiedzy 15 IV a 30 IV), Lirydy
(z maksimum przypadajacym 22 IV i spodziewanymi 15 zjawiskami na godzine),
Pi Puppidy (o nieregularnej aktywnosci, z maksimum 23 IV), 28 IV szczyt
aktywnosci beda mialy Alfa Bootydy (choé przewidywana liczba zjawisk wyniesie
tylko dwa na godzing), i wreszcie pod koniec miesiaca (29 IV) Mi Virginidy (réwniez
z dwoma zjawiskami na godzine). Zatem, czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA
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Twierdzenie Brianchona

\ -
\‘\‘O l(}' Joanna JASZUNSKA

@ Poprzedni deltoid poswiecony byl osiom potegowym, miedzy innymi twierdzeniu,
40 ktore w skrocie brzmi tak: osie potegowe trzech okregow przecinajg sie w jednym
'U punkcie. Ciekawym jego zastosowaniem jest dowdd twierdzenia Brianchona.

Twierdzenie Brianchona. Szesciokqgt ABCDEF jest opisany na okregu.
Wowezas przekgine AD, BE i C'F przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowadd. Oznaczmy okrag przez I, a jego punkty stycznosci do bokéw szesciokata
jak na rysunku 1. Ustalmy pewng dlugo$é d. Niech punkt K’ lezy na poélprostej
AK™ tak, by AK' = AK + d; stad KK' = d. Analogicznie zdefiniujmy punkty
L',M' N QR odpowiednio na p6lprostych CL—, CM— , EN—, EQ—, AR
(mozna wybraé d tak, by K' # N', L' #Q', M' # R').

Istnieje okrag I styczny do prostych C'L, EQ odpowiednio

w punktach L', Q" — jest on obrazem I" w jednokladnoéci wzgledem
punktu przeciecia prostych CL, EQ lub przesunieciem I" o d,
jesli proste te sa réwnolegle. Analogicznie istnieje okrag I
styczny do prostych CM, AR w punktach M’, R’ oraz I3, styczny
do AK,EN w K',N'.

Poniewaz CL = CM oraz LL' = MM’ = d, wigc Pot(C, ) = CL”? =

= (CL+LL")? = (CM + MM')? = CM"? = Pot(C, I';). Podobnie poniewaz

FQ = FR oraz QQ' = RR' = d, otrzymujemy Pot(F, I'}) = Pot(F, I;). Prosta
C'F jest wiec osia potegowa okregow I i I's. Analogicznie prosta AD jest osig
potegowa [ i I'5 oraz BE jest osia potegowa I i I's. Wobec tego proste AD, BE
i C'F, jako osie potegowe trzech okregdéw, przecinaja sic w jednym punkcie. O

K/

Uwaga. Twierdzenie Brianchona jest tez prawdziwe dla sze$ciokatow
zdegenerowanych, a takze — ogélniej — dla sze$ciokatéw opisanych na elipsach.

1. Okrag wpisany w czworokat ABC D jest styczny do bokéw AB, BC,CD,DA
odpowiednio w punktach K, L, M, N (rys. 2). Udowodnij, Ze proste

AC,BD, KM, LN przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

2. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AB, BC,C' A
odpowiednio w punktach K, L, M. Wykaz, ze proste AL, BM,CK przecinaja
sie w jednym punkcie.

3. Trapez ABCD jest opisany na okregu o $rodku O i promieniu 1.
Przekatne tego trapezu przecinaja si¢ w punkcie X, przy czym XO = t.
Wyznacz stosunek AB : C'D dlugosci podstaw tego trapezu, jesli AB > CD.

4. Okrag wpisany w romb ABCD jest styczny do boku AB w punkcie K.
Styczna do tego okregu przecina boki BC'i C'D odpowiednio w punktach S i T
Wykaz, ze AT || KS.

Rozwiazania niektérych zadan

R1. Z twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanego szeéciokata AK BCM D,
proste AC, BD i KM przecinaja sie w jednym punkcie. Z kolei z twierdzenia
Brianchona dla zdegenerowanego szesciokata ABLC DN wynika, ze przez punkt
przeciecia prostych AC, BD przechodzi takze prosta LN, co konczy dowdd. O

R3. Oznaczmy przez K, L odpowiednio punkty stycznosci podstaw AB,CD
7z okregiem (rys. 3). Wtedy KL | AB oraz KL przechodzi przez punkt O.

7 twierdzenia Brianchona dla czworokata, K L przechodzi tez przez punkt X.
Tréjkaty ABX 1 CDX sa podobne, wiec XK > XL oraz

AB:CD=XK:XL=(1+t):(1-1).0

RA4. 7 twierdzenia Brianchona dla zdegenerowanego sze$ciokata AK BST D,
proste AS, KT, BD przecinaja sie w jednym punkcie X (rys. 4). Z twierdzenia
Talesa poniewaz AD || BS oraz DT || AB, wiec AX/XS=DX/XB=TX/XK.
Stad i z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy AT || K.S. O
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