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Zuraw
matematyczny

FUNDACJA
MATEMATYKOW
WROCEAWSKICH

/_\

Od dwoéch lat Fundacja Matematykow Wroctawskich oraz Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego organizuja konkurs matematycznego origami ,Zuraw”.
Moga w nim startowaé uczniowie ze wszystkich typow szkél, a takze dorosli
amatorzy i profesjonalni matematycy. W odréznieniu od innych konkurséw origami
w tym nie wystarczg zdolno$ci manualne. W eliminacjach zawodnicy wykonuja
model matematyczny (plaski lub przestrzenny) w technice origami, natomiast

w finale jest na odwrét — rozwiazuja problemy dotyczace sztuki origami, uzywajac
technik matematycznych.

Celem konkursu jest rozwijanie wyobrazni i wiedzy geometrycznej dotyczacej m.in.
wieloscianéw, powierzchni, fraktali i parkietazy, a takze koncentracji i sprawnosci
manualnej oraz zamitlowania do sztuki origami. Wigcej o konkursie mozna dowiedzieé¢
sie na stronie FMW

http://www.fmw.uni.wroc.pl (zaktadka >dla uczniéw >Mat-Origami Zuraw)

Zdjecia modeli wykonanych przez uczestnikéw konkursu mozna obejrze¢ na oktadce.
Ponizej prezentujemy wybér zadan finatowych.

poziom elementarny (SP, AMATORZY) poziom zaawansowany (LO, PROFESJONALISCI)
Zadanie 1. Na kartce papieru narysowano odcinek. Zagnij ja Zadanie 2. Na kartce papieru narysowano odcinek. Zagnij ja
w taki sposéb, aby uzyskaé¢ odcinek do niego tak, aby uzyskac jego podzial na

a) réwnolegly,
b) prostopadty.

a) trazy,
b) cztery przystajace czesci.

Zadanie 3. Przez zaginanie podziel kwadrat na 16 Zadanie 4. Przez zaginanie uzyskaj z kwadratu tréojkat
przystajacych mniejszych czesci. Czy potrafisz podaé cztery réwnoboczny o boku takiej samej dtugosci jak kwadrat. Czy
rozwigzania? potrafisz podaé¢ dwa rozwiazania?

Zadanie 5. Uzasadnij, ze konstrukcja z ponizszego rysunku Zadanie 6. Uzasadnij, ze ponizszy rysunek przedstawia
przedstawia podzial prostokata na trzy przystajace czesci. konstrukcje podziatu kata na trzy przystajace czesci.
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Zadanie 7. PrzeprowadZ w technice origami dowdd
twierdzenia o sumie katow wewnetrznych trojkata Zadanie 8. PrzeprowadZ w technice origami dow6d

(wskazéwka na rysunku).

twierdzenia Pitagorasa (wskazéwka na rysunku).

Malgorzata MIKOLAJCZYK




Jest to skrét pracy uczniowskiej
nagrodzonej srebrnym medalem

w XXXIIT Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2011 roku (Lo6dz).

Rys. 1

Triangulacja wielokata to podzial
na tréjkaty dokonany przez wyboér

niektorych przekatnych w taki

sposéb, zeby zadne dwie z wybranych
nie przecinaly si¢ w punktach innych niz

wierzcholki tego wielokata.

Rys. 2

Rys. 3
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Japonska geometria Sswigtynna
Anna DYMEK

Potaczenie matematyki z religia moze wydawac sie nam, Europejczykom,

dos¢ zaskakujace. W Japonii jednak przez bardzo dtugi czas nie byto niczym
niezwyklym. Zjawisko to zostato zapoczatkowane w XVII wieku, kiedy wladcy
tego kraju podjeli decyzje o zamknieciu portéw i odcieciu Japonii od reszty
Swiata, szczegdlnie od Europy Zachodniej, a trwato do XIX wieku. W tym
czasie w Kraju Kwitnacej Widni nastapil znaczny rozwdj kultury, sztuki i nauki
— takze matematyki. Do dzi§ zachowalo si¢ wiele eksponatéw pochodzacych

ze $wiatyn Shinto, obowiazujacej woéwczas religii. Sa to drewniane tabliczki

z kolorowymi rysunkami, przedstawiajacymi ulozone na rézne sposoby figury
geometryczne. Szczegolnie wiele jest tam okregéw stycznych do réznych figur,
czesto do innych okregéow. Te obrazki to sangaku — w dostownym tlumaczeniu
,matematyczne tabliczki”.

Sangaku to w istocie zadania z geometrii euklidesowej. Czesé z nich nie ma
nawet polecenia — odgadniecie go jest czedcia zagadki. Inne jednak opisano

w Kanbun, czyli piSmie uzywajacym ideograméw chinskich, a czytanym po
japonsku. Kanbun mial podobna range jak tacina na Zachodzie, byl jezykiem
ludzi majacych wyzsze wyksztatcenie. Stad wniosek, ze tworzyli i rozwiazywali
te sangaku glownie obywatele z klasy samurajéw. Cele tworzenia sangaku byty
dwojakie: wysilek wlozony w rozwiazanie ofiarowywano opiekunczym duchom,
a wiszaca w $wiatyni tabliczka stawala sie wyzwaniem dla innych.

Prawdopodobnie najbardziej znanym na Zachodzie sangaku pozostaje tzw.
japonskie twierdzenie o wielokacie wpisanym w okrag, wystepujace nawet pod
nazwa ,sangaku” w Kgciku olimpijskim (zob. [1]).

Sangaku 1. Suma promieni okregow wpisanych we wszystkie trojkaty pewnej
triangulacyi wielokgta wpisanego w okrag jest stala dla danego wielokgta
i niezalezna od triangulacyi (rys. 1).

Dowéd tego twierdzenia takze znajduje sie w Kqciku olimpijskim, nie bede go
wiec tu przytaczac.

Jedno sangaku pojawilo sie nawet na Asian Pacific Mathematics Olympiad w 1996 r.
Znane jest ono jako japonskie twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag.

Sangaku 2. Czworokqgt ABCD jest wpisany w okrgg. Wowczas $rodki
M, N, P, Q okregow wpisanych odpowiednio w tréjkgty DAB, ABC, BCD, CDA
tworzq prostokat (rys. 2).

Przy dowodzie tego twierdzenia najpierw wykazujemy, ze na czwérkach punktow
ztozonych z dwoéch srodkéw okregéw wpisanych i dwoch odpowiednio do nich
dobranych wierzchotkéw czworokata (np. na czwérce M, N, A, B) mozna
opisaé okrag. Nastepnie bierzemy dwa takie okregi (np. opisane na punktach

A, B, N, M oraz D, A, M, Q) i wykazujemy, ze odpowiedni kat (w naszym
przyktadzie kat NM@Q) jest katem prostym. Calo$é dowodu to proste rachunki
na katach w okregu, ktére pozostawiam Czytelnikowi do sprawdzenia.

Aby ukazaé specyfike zadan sangaku, przedstawie tu rozwiazanie jednego z nich
w catosci.

Sangaku 3. Dane sq dwa trojkqty rownoboczne wpisane w kwadrat oraz dwa
okregi wpisane w wybrane z powstalych trojkgtow, jak pokazuje rysunek 3. Nalezy
znaleZé zaleznosé miedzy promieniami tych okregow.

Przyjmijmy oznaczenia wierzchotkéw i punktow przeciecia odcinkéw jak na
rysunku 4. Wezmy ponadto punkty H, V, U i GG, bedace rzutami prostokatnymi,
odpowiednio, punktu P na BC, M na BC i AD oraz ) na DC, i oznaczmy
znane katy. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze dlugoséci bokéw kwadratu
sg réwne 2, czyli AB = BC =CD = AD = BM = CM = 2. Wtedy wysoko$¢
MYV tréjkata réwnobocznego M BC' ma dhugoéé /3, a zatem MU = 2 — /3.
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Rys. 5

Rys. 6

d(w1,ws) to dlugo$é odcinka migdzy
punktami stycznosci okregéw wi i wa do
ich wspélnej zewnetrznej stycznej.

Literatura

[1] Lev Kurlyandchik, Kqcik olimpijsks,
cz. I — geometria.

[2] http://www.cut-the-knot.org/
pythagoras/Sangaku. shtml

[3] http://mathworld.wolfram.com/
CaseysTheorem.html

[4] Joanna Zakrzewska, O pewnym
uogélnieniu twierdzenia Ptolemeusza,
w: Matematyka: poszukuje —
odkrywam, Wydawnictwo Szkolne
Omega, 2011.

7 podobienstwa tréjkatéw DAN oraz DUM mamy AN = 2(2 — /3), stad
BN = BL =2(/3 - 1).

Obliczymy teraz dtugosci promieni zaznaczonych okregéw. Bedziemy korzystaé
ze Wzoru r = %, gdzie S, L i r to odpowiednio pole tréjkata, jego obwdd

i promien okregu wpisanego. Aby uproscié¢ te obliczenia, wykonamy je dla
okregéw wpisanych w trojkaty podobne do BPL oraz QCD. Rozwazmy tréojkaty
B'P'L' oraz Q'C'D’, takie ze B'H’ oraz wysoko$¢ QQ'G’ maja dtugos$é 1, jak na
rysunku 5. Wtedy promien ' okregu wpisanego w tréjkat B’ P'L’ ma dtugosé

, V3 (14+V3) 1+3

B+V3+V6) 1+vV2+3
Promien r; okregu wpisanego w tréjkat BPL ma si¢ do r’ tak, jak BL do B'L/,
a poniewaz

BL _2(3-1) _ .
B/L/_ 1+\/§ _2(2 \/5)7

wiec
1 V2+VE

2
Ty = .
SN RN N

Po wykonaniu kilku przeksztalcen dochodzimy do wniosku, ze 1 = 2rs.

Analogicznie obliczamy

Jest to jedno z bardziej typowych sangaku. Jak widaé, rozwiazanie zawiera pare
pomysltow i raczej zmudne obliczenia, ale nie korzysta z wyszukanych metod
i nie wymaga niczego wiecej niz podstawowa wiedza z zakresu planimetrii.

W Delcie 9/2011 w dziale Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
mozna przeczytaé¢ o twierdzeniu Caseya. Przypomne w tym miejscu jego
uproszczong wersje, gdyz postuzy nam ona do rozwigzania nastepnego sangaku.

Twierdzenie Caseya. Jesli okregi wa, wp, we, wp sq¢ styczne do okregu w
w punktach A, B, C'i D (wszystkie wewnetrznie lub wszystkie zewnetrznie) oraz
czworokgt ABC'D wpisany w okrgg w jest wypukly, to spelniona jest réwnosé:

d(wA,wc) -d(wB,wD) = d(wA,wB) . d(wc,wp) + d(wB,wc) . d(wA,wD).

Sangaku 4. Wewngtrz kwadratu o boku dlugosci a znajduje sie okrgg w. Okrgg
ten nie ma punktow wspolnych z brzegiem kwadratu. Cztery okregi w1, wa, w3, wy
o réznych promieniach sqg styczne do okregu w oraz kazdy z nich jest styczny do
dwéch bokéw kwadratu (rys. 6). Wyznacz dlugosé boku kwadratu w zaleznosci od
promieni okregow wi, we, W3, Wy.
Zadanie to najlatwiej rozwiazaé, zapisujac rowno$é¢ wynikajaca z twierdzenia
Caseya. Dlugoéci interesujacych nas odcinkéw mozna wyznaczy¢, uzywajac
twierdzenia Pitagorasa i odejmujac dtugosci odpowiednich promieni od dlugosci
boku kwadratu. W ten sposéb otrzymujemy réwnanie
(a—ri—mro)la—r3—rg)+(a—ry—7r3)(a—1r1 —14) =

=2 - (a—r —13)2 = (r3 —1r1)2- /2 (a— 1y —14)% — (19 — 14)2.
Teraz wyprowadzenie wzoru na a pozostaje jedynie kwestia sprawnosci
rachunkowej.

Na koniec sangaku do$é nietypowe, bowiem niezawierajace ani jednego okregu.
Czytelnik Wnikliwy z pewnoscig zechce je rozwiaza¢ w ramach rozwijania
znajomosci z japonskimi zadaniami geometrycznymi.

Sangaku 5. Dane sq cztery kwadraty AESX, BHKE, CYIH, KINS,
utozone jak na rysunku 7. Jaka jest zaleznosé miedzy polami kwadratow BHKE
oraz KINS, jesli punkty A, B i C' sq wspdtliniowe?

Podpowiedz: mozna wpisa¢ kwadraty, do ktérych nalezg wierzchotki A, B, C,
w kwadraty o podstawach zawierajacych sie w prostej AB.

3



Kocha, lubi, szyfruje... Tomasz KAZANA®

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

W fizyce szkolnej nieustannie przewijajacym sie motywem sa dwa znane miasta:
miasto A oraz miasto B. W kryptografii takimi gwiazdami sg Alicja i Bob,
ktorzy ciagle sie komunikuja, uwierzytelniaja, a zwykle przeszkadza im w tym
ztowroga Ewa.

Tym razem jednak zadanie stojace przed Alicja i Bobem jest wyjatkowo
trudne. Chca sprawdzié, czy sie nawzajem kochaja, jednak bez ujawniania
swoich uczué. Co przez to rozumiemy? Ot6z chcemy opracowaé nastepujacy
protokol komunikacyjny.

Alicja posiada bit a, ktéry informuje o tym, czy kocha Boba, czy nie (to oznacza, ze
a =1, jesli Alicja jest zakochana w Bobie, jesli za$ nie jest, to a = 0). Analogicznie,
Bob posiada bit b opisujacy jego uczucia wzgledem Alicji. Oczywiscie teraz ich
wzajemna mito$¢ moze by¢ opisana w tej notacji przez wyrazenie m := a A b, ktére
jest rowne 1 tylko wtedy, gdy a = b = 1. Naszym celem jest opracowanie takiego
protokotu, w wyniku ktérego Alicja na konicu bedzie znata a oraz m (i nic wigcej!),
natomiast Bob b oraz m. Intuicja stojaca za takimi zalozeniami jest nastepujaca:
chcemy uniknaé krepujacej sytuacji, gdy, na przyklad, Alicja kocha Boba, ale
Bob nie odwzajemnia tych uczué, a dowiaduje sie o uczuciu Alicji. Innymi stowy:
jesli Bob wie, ze b = 0 oraz m = 0, to nie powinien umie¢ wyznaczy¢ a.

Powyzsze zalozenia tatwo uzyskaé, gdy dopuscimy trzecig zaufana strone, ktora, gdy
pozna a i b, obliczy m oraz przekaze te informacje obu zainteresowanym osobom.
Nasze zadanie jest jednak bardziej ambitne, poniewaz pozadany efekt chcemy
uzyskaé za pomoca protokohu, w ktérym jedynymi stronami sg Alicja i Bob. Zadanie
samo w sobie wydaje sie trudne, a wrecz mozna by przypuszczac, ze tak okreslony
protokél nie jest mozliwy do zrealizowania. Pokazemy jednak, ze jest to mozliwe, ale
przy pewnych zalozeniach obliczeniowych. Mamy tu na mysli klasyczne zalozenia
dotyczace szyfrowania algorytmem RSA: a wiec, ze strona posiadajaca jakas
wiadomo$¢ zaszyfrowana oraz klucz publiczny bez znajomosci klucza prywatnego
nie jest w stanie odtworzy¢ wiadomosci jawnej. Nalezy tu poczyni¢ uwage, ze bez
zalozen tego typu (tj. bez ograniczen obliczeniowych, inaczej méwiac: bezpiecznie
teorio-informacyjnie) zadanego protokolu nie da si¢ skonstruowac.

Wréémy teraz do naszej Alicji i naszego Boba, ktérzy juz za chwile zaczna ze soba
rozmawiac.

Szukany protokol opiera sie na idei tak zwanego transferu utajnionego (ang.
oblivious transfer). Jest to bardzo ciekawy i uzyteczny protokél, niejednokrotnie
wykorzystywany jako cegietka do budowy innych protokotéw. Zalozenia sa
nastepujace: Alicja posiada pare liczb (zg,x1), a Bob bit s. Po zakonczeniu
protokotu Alicja nie dowie si¢ niczego nowego, natomiast Bob pozna liczbe .
Taki protokoél istnieje, pokazemy go pdzniej. Natomiast korzystajac z transferu
utajnionego, mozemy juz latwo wykonaé¢ nasz docelowy protokot.

Niech mianowicie Alicja przyjmie:
ro=0, x=a,
a Bob:
s=b.

W pierwszej fazie testu na mitoéé wykonujemy klasyczny transfer utajniony dla
podanych parametréw. W jego wyniku Bob otrzymuje warto$é¢ y = x,. Wowczas
wysyla ja Alicji i jest to wynik naszego protokotu.

FLatwo sprawdzamy poprawnos¢: jesli b = 0, to wynikiem protokotu jest zg = 0,
co jest zgodne z oczekiwaniami, gdyz
m=(bAa)=(0Aa)=0,

niezaleznie od wartosci a. W drugim przypadku (b = 1) wynikiem jest x1 = a,
co réwniez jest poprawna odpowiedzia, gdyz:

m=(bAa)=(1Aa)=a.



Przypomnijmy tutaj potrzebne informacje
na temat algorytmu RSA. Alicja wybiera
dwie duze liczby pierwsze p, g i oblicza

n = pq. Nastepnie wyznacza liczbe e
wzglednie pierwsza z ¢(n) (czyli

liczba liczb wzglednie pierwszych z n

i mniejszych od n) oraz jej odwrotnosé¢ d
modulo ¢(n). Jej kluczem publicznym
jest para (n,e), a kluczem prywatnym
para (n,d). Szyfrowanie wiadomosci m
odbywa si¢ wedlug wzoru ¢ = m® mod n,
a odszyfrowywanie wedlug wzoru

m = ¢ mod n.

Rozwigzanie zadania M 1350.
Podzbiory A zbioru {1,...,n} laczymy

w nieuporzadkowane pary postaci
{A,{1,...,n}\ A}. Takich par jest 2" .
Wobec zalozenia z treéci zadania

kazdego studenta mozemy utozsamiac
jednoznacznie ze zbiorem pytan, na ktére
zna odpowiedz. Gdyby studentéw byto
wiecej niz 2" 71, to znalazloby sie

dwéch, ktérym odpowiadatyby zbiory
Ai{l,...,n}\ A. To jednak przeczyloby
zalozeniu, ze na egzaminie byto pytanie,
na ktére obaj znali odpowiedz.

Transfer utajniony

W tej czesci pokazemy, jak zrealizowaé transfer utajniony. Jako narzedzia
potrzebujemy szyfrowania z kluczem publicznym i prywatnym — dobrym
przykladem jest tu wspomniany juz algorytm RSA.

Przypomnijmy zalozenia: Alicja posiada pare liczb z¢ oraz x1, natomiast Bob
ustala bit s. Teraz:

1. Alicja inicjalizuje algorytm RSA, tzn. wybiera liczbe n oraz klucze d i e.
Zakladamy, ze 0 < xg, 21 < n. Swéj klucz publiczny, czyli pare (n,e), wysyla
do Boba.

2. Alicja losuje niezaleznie dwie rézne liczby 0 < yo, y1 < n oraz wysyla je Bobowi.

3. Bob losuje liczbe 0 < k < n i oblicza v = (ys + k¢) mod n. Bob wysyla
wartos¢ v do Alicji.

4. Alicja oblicza kolejno: ko = (v — yo)? mod n oraz ki = (v — y1)? mod n,
xh = (xo + ko) mod n, ) = (x1 + k1) mod n oraz wysyla Bobowi z( i «f.

5. Bob potrafi obliczy¢ (2!, — k) mod n.

Sprawdzmy, ze obliczona przez Boba wartos¢ to rzeczywiscie x:

th—k=ast ks —k=a,+ -y —k=a+ (ys +E —y) — k=
=z, +k—k=2z, (modn).

Aby opisany protokol byl uzyteczny, potrzebne sg dwie wlasnosci:

(*) Alicja nie poznaje bitu s. Ten fakt jest prosty — wynika z symetrii. To znaczy:
z punktu widzenia Alicji nie ma w protokole zadnego rozréznienia miedzy
s=0as=1, gdyz jedyny komunikat otrzymany od Boba (warto$¢ v) jest —
z punktu widzenia Alicji — losowy i niezalezny od wartosci s.

(+x) Bob nie poznaje liczby x1_s.

Pelny dowdd () pominiemy i pozostawimy Czytelnikowi: wskazéwka jest taka, ze
nalezy pokazaé¢ (metoda nie wprost), ze gdyby mozna bylo zlamaé nasz protokét
(a wiec Bob dowiedzialby sie czego$ na temat x1_g), to zlamaé potrafiliby$my
rowniez RSA. Rozumowania tego typu sa bardzo czeste w dowodach w kryptografii,
czasem nazywamy je symulacjg jednego protokotu przez drugi.

Na sam koniec warto dodaé, ze opisany tutaj problem jest tylko drobnym
przykladem na to, co potrafimy robi¢. Otéz okazuje sie, ze funkcja a A b zostala
wybrana zupelnie arbitralnie: tak naprawde mozna podaé protokdt obliczajacy
wartos¢ dowolnej funkcji opisanej za pomoca obwodu logicznego. Wowczas

ilo$¢ potrzebnej informacji, ktéra wymieniag miedzy soba Alicja i Bob, jest
proporcjonalna do liczby weztéw wspomnianego obwodu. Zainteresowanego
Czytelnika zachecamy do dalszych poszukiwan.

Rozwigzanie zadania M 1349.
Zalézmy, ze taka funkcja f istnieje. Zauwazmy, ze
. 2 . 3 . .
F@)” 2 fle+y)(f(@) +y) > flz+y)f(),
wige f(z) > f(z + y), dla dowolnych z,y > 0, co oznacza, ze f jest malejagca. Warunek z tresci zadania
mozna zapisa¢ tak:

) N f(:l:)2 - 1
f@) = fa+9) > fla) - 70— = .

fl@) oy
Ustalmy z > 0 i wezmy taka liczbe catkowitg n, aby nf(z 4+ 1) > 1. Wtedy dlak = 0,1,...,n — 1 mamy

k . k+1 1 1

flz+—)—flz+ > Z—,

n n 1 2n
—_—+n

k
flot+=
n
skad, sumujac stronami n nieréwnosci, dostajemy
1
flz) — fx+1) > 5
Zatem dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej m zachodzi nieréwnosé
. . m
flz) — f(z+m) > 5

Biorac m tak duze, aby bylo m/2 > f(x), otrzymujemy f(z + m) < 0, co przeczy temu, ze f
przyjmuje wylacznie warto$ci dodatnie.

5



Zycle na
ZY \~m 20

Edwards i Steptoe z Luizg Brown.

Wspoblczesne zdjecie Luizy.
Cytaty za ksigzka Piotra Pacewicza

Pocigg osobowy, wyd. Biblioteka Gazety
Wyborczej 2010, wywiad z 11.1X.2009.
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O urodzie plemnikéw i nie tylko

Jest. .. ,dobrze zbudowany, elegancka witka i wyrazna wstawka, cos
w rodzaju krétkiego tutowia. Gléwka nie moze byé znieksztatcona. ..”

Tak widzi plemniki dr Katarzyna Koziol, pracujaca wraz z mezem,

dr. Piotrem Lewandowskim, w Klinice Leczenia Nieptodnoéci. Pani doktor jest
matka czworga dzieci, urodzonych bez interwencji kliniki. W wyniku procedur
zaplodnienia in vitro, do ktorych wybierata wlasnie te eleganckie plemniki,
urodzilo si¢ 7350 dzieci (dane z 2009 roku). To ona pierwsza w Polsce dokonata
takze udanej mikroiniekcji, czyli wstrzykniecia plemnika do komérki jajowej
pozaustrojowo. Procedure te stosuje si¢ m.in. w przypadku nieruchliwych
plemnikéw, niezdolnych do wniknigcia do komorki jajowej wlasnymi sitami.

,Kazde zaptodnienie in vitro — moéwi — to co$ wiecej niz biologia. Jestem
przekonana, ze w embrion musi by¢ tchniety duch, nie wiem doktadnie
w ktérym momencie. Ja tylko w tym uczestnicze, laczac komérki. . .”

Tak oto udato sie chyba zarysowaé problem, ktéry stoi za Nagroda Nobla
z medycyny przyznana w 2010 roku R.G. Edwardsowi za ,opracowanie
metody zaptodnienia in vitro”. Nagrody takiej, jaka chyba sobie wymarzyt
jej fundator: za odkrycie naukowe, ktére staje sie pozyteczne, uzyteczne

i potrzebne ludziom. W Oldham General Hospital (UK) Patric Steptoe

i Robert Edwards asystowali w 1978 r. przy urodzinach ,swojego”
pierwszego dziecka z probéwki, Luizy Brown. Dzi§ Luiza, urzedniczka na
poczcie, jest matka piecioletniego chtopczyka poczetego droga ,naturalng”.

Manipulacje nad zarodkami ssakow prowadzono od dawna. Pionierem
badan myszy w tym zakresie byl w latach 50. XX wieku wéwczas mtody
doktorant, a dzis profesor, Andrzej Tarkowski, wybitny swiatowy embriolog,
ktory wybral i przetart wiele drég w doswiadczalnej embriologii. Ale

kazdy, kto zmierzy sie z biologia ssakéw, wie (i wiedzial to bardzo dobrze
Profesor Tarkowski), ze jest to jedynie wstep do pracy nad osobliwosciami

i wspolnymi cechami tych ssakéw i ludzi. Tarkowski tg droga nie chciat

i$¢, do dzi$ bada myszy. Na taki wyboér zdecydowal sie na krotko, a potem
wycofal Jacques Testart, w ktérego klinice i laboratorium urodzito sie
pierwsze francuskie dziecko poczete metoda in vitro.

A wiec — wielkie osiagniecie nauki — i co dalej?

Kilkanascie procent par na Swiecie nie moze mie¢ dziecka poczetego w sposdb
yhaturalny”. Zatem problem pomocy medycyny w tym zakresie zastuguje na
uwage. Wiadomo takze, ze w wyniku ,naturalnych” poczeé, czesto w bardzo
wezesnym okresie cigzy, ginie nawet ponad 50% zarodkéw. Miedzy poczeciem
a urodzinami rozposciera sie w wiekszo$ci nieznany obszar zycia przed zyciem.

Cata dziedzina wrecz wola o dodatkowe badania naukowe i jednoczesnie
dla wielu jest tabu. Jest tabu, poniewaz wykracza poza czysta biologie

i medycyne: interesuja si¢ nig prawnicy, filozofowie, Koscioty. W listopadzie
2011 roku Trybunal Sprawiedliwo$ci UE w Luxemburgu ustosunkowat

sie¢ do pytania wystanego z Najwyzszego Sadu Niemiec o dopuszczalnosé
patentowania linii macierzystych komorek pochodzacych z zarodkéw
czltowieka. Trybunal wydal orzeczenie, w ktérym okredla, iz czlowiek
powstaje w chwili przenikniecia plemnika do komérki jajowej i juz od tego
momentu patentowanie prac zmierzajacych do wytworzenia linii komérek
macierzystych i ich badan jest nieetyczne. Trybunal nie moze okresli¢ sankcji
za niestosowanie si¢ do takiego zalecenia, ale jego wypowiedZ na pewno
bedzie brana pod uwage we wszystkich krajach europejskich.

Wyrok w sprawie ,in vitro” kazdy powinien wydaé sobie sam, we wlasnym
postepowaniu, w zgodzie z wltasnym sumieniem.
Magdalena FIKUS



Nazwa aksjomat Pascha bierze si¢ stad,
iz fakt korzystania z takiej przestanki
przez wszystkich geometréw wykryt
dopiero w 1882 roku niemiecki matematyk
Moritz Pasch (1843-1930).

Dowody V postulatu Euklidesa
Marek KORDOS

Notka dla uspokojenia Czytelnika Nerwowego. Oczywiscie, V postulatu Euklidesa
nie da si¢ dowies¢ na podstawie poprzednich czterech. Niemniej jednak praktycznie kazdy
znaczacy matematyk od V do XIX wieku taki dowdd przeprowadzit i dopiero jego koledzy
wskazywali, w ktorym miejscu rozumowania uzyl przestanki z czterech poczatkowych
postulatéw niewynikajacej. W ten sposéb rosta liczba zdan réwnowaznych V postulatowi,
czy — jak kto woli — zdan, ktére sa nieprawdziwe w geometrii nieeuklidesowej powstajacej
przez zaprzeczenie V postulatu. Nizej przedstawie trzy takie dowody, nie wskazujac
nieuprawnionych przestanek. Zostana one wskazane w nastepnym numerze Delty.

Najglupiej postawiony problem matematyki

Oto pie¢ postulatow, z ktorych Euklides w Elementach wyprowadzil cata
geometrie¢ i arytmetyke.
1. Od dowolnego punktu do dowolnego innego mozna poprowadzié prostq.

II. Ograniczong prostg mozna dowolnie przedtuzyc.

IT1. Z dowolnego $rodka dowolnym promieniem mozna opisac okrqg.

IV. Wszystkie kqty proste sq rowne.

V. Jesli suma kgtow wewnetrznych jednostronnych, utworzonych przez
dwie proste przeciete trzeciq, jest mniejsza od dwdoch kgtow prostych, to
proste te po przedluzeniu przetng sie i to z tej wlasnie strony.

Jak tatwo zauwazy¢, liczba stéw uzytych do sformutowania poczatkowych
czterech z nich (27) jest mniejsza od liczby stéw potrzebnych do sformulowania
piatego (30) — po grecku bylo podobnie, a przeciez postulaty mialy wyrazaé
tredci proste i oczywiste.

Zauwazyl to jeden z epigonéw matematyki greckiej, zyjacy w czasach
stusznie przez niego ocenianych jako lata wszelkiego upadku, Proklos
(410-485). Oto jego wnioski i wynikajacy z nich program.

Nie jest mozliwe, aby uczony tej miary co Fuklides godzil sie na obecnosé
tak diugiego postulatu w aksjomatyce — obecnos$é postulatu wziela sie

z pospiesznego koriczenia przez niego Elementéw, tak aby zdgzyc przed
nadejsciem stusznie oczekiwanej rychlej Smierci; my zatem — czczqgc jego
pamiec — powinni$my ten postulat usungé lub co najmniej znacznie uproscic.

Cho¢ informacje o myslach i stanie zdrowia Euklidesa Proklos wyssal sobie
z palca, a ocena tresci postulatow poprzez zliczanie stow jest co najmniej
cudaczna, to — w co trudno uwierzy¢ — matematycy uznali program
Proklosa za wyzwanie i faktycznie chyba wszyscy prébowali go zrealizowaé.
Sprébujmy i my.

Czym wolno sie postugiwaé, dowodzac V postulatu?

Dokladniej: jak rozumiano poczatkowe cztery postulaty (bo sa one —

jak na dzisiejsze wymagania — sformulowane do$¢ enigmatycznie)? Ot6z
w tej kwestii panowata catkowita jednomyélno$é. Mozna to ujaé¢ w trzech
punktach.

e Wolno bez ograniczen wykonywaé wszystkie konstrukcje cyrklem i linijkq.
oraz przyjmuje sie jako dane nastepujace fakty:

e Na plaszczyzinie prosta, przecinajgca jeden z bokow trojkgta
i nieprzechodzqca przez zZaden z wierzchotlkow, przecina jeszcze jeden bok
(nazywa sie to aksjomatem Pascha).

e Symetrie zachowujg wszystkie miary i relacje geometryczne.

Geometria oparta na poczatkowych czterech postulatach Euklidesa,
a wlasciwie na podanym tutaj rozumieniu ich tresci, nazywana jest
geometrig absolutng.
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Rys. 1

John Playfair (1748-1819), matematyk
angielski, doprowadzil do tego, ze jego
postulat powszechnie jest uwazany za
V postulat Euklidesa.

Juz Proklos zauwazyt, ze
przez punkt A poza prostg k mozna na plaszczyinie poprowadzicé prostq [,
rozlgezng z k.

Istotnie, obierzmy na k jaki$ punkt B i niech srodkiem odcinka AB bedzie M.
Jako | weZzmy obraz symetryczny k wzgledem M (rys. 1). Gdyby proste k i1
przecinaly sie w jakim$ punkcie P, to — poniewaz narysowana figura ma
$rodek symetrii — réwniez Sys(P) bylby punktem wspdlnym & i [, a zatem dwie
rézne proste przecinalyby sie w dwoch réznych punktach, co jest niemozliwe.
Wynika stad natychmiast, ze V postulat w aksjomatyce geometrii
euklidesowej mozna zastapic¢ przez

Postulat Playfaira: Na plaszczyinie przez kazdy punkt poza prostq przechodzi
co najwyzej jedna prosta z nig roztgezna.

Nieco trudu trzeba sobie zadaé, by wykazaé, ze podobna role pelni
Postulat sumy katow. Suma kqetow w trojkecie jest rowna .

Mianowicie do punktéw A i B z rysunku 1 dotaczmy

jeszcze punkt C' lezacy na [ i dowolng prosta m
przechodzaca przez A, biegnaca ponizej punktu C'
(rys. 2). Tworzymy na k ciag punktéw, ktére
spelniaja warunek AB = BBy, AB; = B;Bj41.

A D B
Rys. 4
c
AN
A B " D
Rys. 5

Jak latwo zauwazy¢ (oznaczenia z rysunku), 3; = /2
(tu wykorzystujemy postulat sumy katéw — prawda?).
n

Ponadto < BAB,, = Y_ 3;, co dla n — oo dazy do «.

=1
Prosta m tworzy z odcinkiem AB kat mniejszy od « (czemu?), a wiec dla
pewnego N miesci sie w trojkacie BABy 1 wobec tego przecina k.

Jesli wiec udowodnimy w geometrii absolutnej postulat Playfaira lub postulat
sumy katéw, to udowodnimy tym samym V postulat z poczatkowych czterech.

Potrzebne nam w tym celu beda jeszcze cztery twierdzenia geometrii absolutne;j.

o Kqt zewnetrzny trojkgta jest wiekszy od nieprzyleglego do niego kgta
wewnelrzneqgo.
Dokonujac symetrii wierzchotka A wzgledem érodka boku BC, otrzymujemy

punkt A’. W oznaczeniach z rysunku 3 mamy < ACB = <CBA’ < <CBD
—nier6wno$¢ zachodzi na mocy aksjomatu Pascha (tréjkat AC'D iprosta BA').

o W tréjkqcie naprzeciw dluzszego boku jest wiekszy kqt.

Jesli AB > BC, to na odcinku AB jest taki punkt D, ze BD = BC.
Wéwezas (rys. 4) < ACB > <DCB = x<CDB > <BAC

— ostatnia nieréwnos$¢ wynika z poprzedniego twierdzenia.
e Zachodzi nierowno$é trojkgta.

Aby dowiesé, ze AB + BC > AC, odl6zmy BC' na przedtuzeniu AB (rys. 5),
otrzymujac D. Mamy < ACD > <« BCD = <BDC = < ADC'. Stad na mocy
poprzedniego twierdzenia otrzymujemy AB + BC' = AD > AC.

o Jesli dwa trojkgty majq pare bokow odpowiednio réwnych, to trzeci bok jest
dtuzszy w tym trojkgcie, w ktorym kgt miedzy nimi jest wiekszy.

Takie dwa trojkaty mozemy przemieéci¢ w ten sposob, by jedna para
rownych bokéw pokryla sie. Niech wiec tymi tréjkatami beda ABC

i ABC’ i niech AC = AC’. Zalézmy tez, ze < BAC < < BAC'. Mamy
wykazaé, ze BC < BC'. Narysujmy dwusieczng kata CAC’ i oznaczmy
jej punkt przeciecia z BC' przez D (rys. 6). Mamy (symetria) DC’ = DC.
Zatem BC" = BD + DC'" = BD + DC > BC z nieréwnoéci trojkata.

Warsztat zostal skompletowany, przystepujemy do dowodéw V postulatu.
Kazdy z nich przez pewien czas byl uznawany za poprawny.
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Farkas Bolyai (1775-1856), matematyk
wegierski, ojciec jednego z odkrywcow
geometrii nieeuklidesowej.

[

Dowé6d postulatu Playfaira — Farkas Bolyai

Oznaczmy przez B rzut nielezacego na prostej k punktu A na te prosta

(rys. 7). Prosta [, przechodzaca przez A i prostopadla do AB, jest

roztaczna z k (dlaczego?). Mamy wykazaé, ze kazda inna prosta m
przechodzaca przez A przecina prosta k. Obierzmy na AB dowolnie

punkt P i odbijmy go symetrycznie wzgledem k i wzgledem m, otrzymujac,
odpowiednio, @ i R. Punkt @ lezy na prostej AB, a poniewaz [ # m, wiec R
na prostej AB nie lezy. Punkty P, @), R tworza zatem trdjkat, a proste ki m
sa symetralnymi dwoéch jego bokdéw, a wiec obie przechodza przez srodek
okregu opisanego na trdjkacie PQR, czyli przecinaja sie.

Dowéd postulatu sumy katéw — Adrien-Marie Legendre

7 suma katow zwiazane jest pojecie defektu trojkgta; dla trojkata

ABC jest to liczba A(ABC) :=m — (XABC + {BCA+ < CAB).
Postulat sumy katow orzeka, ze defekty wszystkich trojkatéow sa réwne 0.
Wystarczy wiec udowodnié¢, ze defekt nie moze by¢ dodatni ani ujemny.

o, ¢, Przypusémy, ze defekt trojkata ABC jest ujemny.

Ustawmy wobec tego jego kopie na prostej AB, tak
jak na rysunku 8, oraz potaczmy odcinkami kolejne
kopie wierzchotka C'. Zauwazmy, ze CyC1 < AB;
wynika to z faktu, iz < ACB > < CyBC4, a to dlatego,
7e LABCy+ <« CyBC1 + < C1BB; = m, natomiast

A
m
P
; k
B
Q
Rys. 7
C=Cy Co
A B=By B B
Rys. 8

Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
matematyk francuski, takze autor
podrecznikéw szkolnych; przytoczony
dowéd wladze o$wiatowe Francji polecity
umiesci¢ w jednym z tych podrecznikéw
— jego znajomosé obowigzywala uczniéw
przez ponad 20 lat.

Girolamo Saccheri (1667-1733),
matematyk wtoski — jego prace
zapoczatkowaly podejrzenia, iz, by¢ moze,
istniejg inne geometrie niz euklidesowa.

Tym, ktérzy chcieliby poznaé
intelektualne i psychiczne meki
matematykéw przez ponad tysiac lat
bezskutecznie dowodzacych V postulatu,
polecam watek Velasqueza w szkatutkowej
powiesci Jana Potockiego Rekopis
znaleziony w Saragossie.

Bua Bua Bu galozyli$my, ze < ABC + < ACB + <CAB > T,
przy czym < CAB = 4C1BB;.

Oznaczmy € := AB — CyC1 (jest to liczba dodatnia) i obliczmy dlugosé
tamanej ACyCy ...CpBy:
AC+n-CoC1+CB=AC+CB+n-AB—n-ec=
=(AC+CB—-AB —n-¢)+ AB,.
Nietrudno zauwazy¢, ze dla duzych n warto$¢ nawiasu bedzie ujemna, a to
by znaczyto, ze tamana jest krotsza od odcinka — sprzeczno$é z nieréwnoscia
tréjkata.
Zatem trojkatow z ujemnym defektem nie ma. Przypu$émy, ze jest chocby
jeden, ABC', ktory ma dodatni defekt 6. Odbijmy go symetrycznie wzgledem
$rodka odcinka A B iprzez obraz C’ punktu C poprowadzmy prosta przecinajaca
przedtuzenia bokéw C' A i CB w punktach A" i B’ (rys. 9). Zauwazmy, ze defekt
trojkata A’ B’C' jest suma defektéw czterech trojkatéow, z jakich sie sklada —
suma ta to 4w, od czego trzeba odja¢ sumy katow wszystkich trojkatéw. Ale
w punktach A, BiC" katy te sktadaja sie na 7, pozostaje wigc tylko jedno  minus
suma katéw trojkata A’B’C. Na mocy pierwszej czesci dowodu widzimy, ze
A(A'B'C) = A(ABC) + A(ABC") + A(A’AC") + A(C'BB’) >
> A(ABC) + A(ABC') =26,
bo przy symetrii defekt sie nie zmienia. Zatem taka operacja zwieksza defekt
tréjkata co najmniej dwukrotnie. Mozna wiec za jej pomoca uzyskaé defekt
wiekszy niz 7, co by znaczyto, ze trojkat ma ujemna sume katow — sprzecznosc.

Dowéd nie wprost — Girolamo Saccheri

Tym razem rozumowanie jest nastepujace — przypusémy, ze postulat sumy
katow jest nieprawdziwy. Wtedy — postugujac sie sytuacjg z rysunku 2,
n

uzyskamy rezultat, iz <« BAB,, = Y. 3; dla n — oo dazy do kata ¢ < a.
i=1

1=
Woéwezas prosta m nakreslona tak, by tworzyta z [ kat o — ¢, bedzie
asymptota prostej k. A przeciez proste nie mogg by¢ asymptotyczne.

Tyle dowodéw — w nastepnym numerze ci, ktérzy nie dostrzegli w nich
nieuprawnionych przestanek, beda mogli je znalezé.
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Rys. 1
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Rys. 2

*Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki

Kamerton i struna
Jacek CIBOROWSKI*, Krzysztof TURZYNSKI

Do strojenia instrumentéw czesto wykorzystuje sie kamerton widetkowy,
wynaleziony w 1711 r. przez Johna Shore’a, lutniste angielskiego dworu
krolewskiego. Zaleta tego przyrzadu jest to, ze wprawiony w ruch emituje
dzwiek bardzo ,czysty”, tj. zawierajacy niemal wylacznie sktadowa
wzorcowg przyrzadu. Zrozumienie, dlaczego tak sie dzieje, nie wymaga
nadmiernie skomplikowanych rachunkéw i dtugich wyjasnien.

Roéwnania ruchu. Wyprowadzenie réwnania ruchu dla struny, czyli
rownania falowego, mozna znalez¢ w wielu podrecznikach. Dla porzadku
przypomnimy tutaj zarys tego rachunku. Strune, na ktérg dziata sita
naciggu 7, mozemy podzieli¢ w mysli na szereg malenkich kawaltkow

(rys. 1). Kazdy taki kawalek bedzie mial mase dm, bedzie znajdowal

sie w polozeniu x wzdluz struny, a jego wychylenie wzgledem pozycji,
jaka by mial, gdyby struna spoczywala, mozemy oznaczy¢ przez i(zx,t).
Woéwczas 11 prawo dynamiki Newtona dla odcinka struny znajdujacego sie
w polozeniu z ma postac:

02
o
gdzie 71 sa sktadowymi sil oddziatywania 7y z sasiednimi fragmentami
struny prostopadlymi do kierunku spoczywajacej struny; wielkosé %i“f to
nic innego jak przyspieszenie w tym kierunku. Bedziemy odtad zaktadac,
ze wychylenie z potozenia réwnowagi jest bardzo male. Poniewaz naciag
struny jest staly, to, przyblizajac tg« przez « (co jest uzasadnione wlasnie
dla matych wychylenl), mamy:

:l: _
BRSSO BT

1 i
d =7y +77,

skad

P(x +dw,t) — 2¢(z,t) + Y(z — dz, t) 0
~dr-T-—5.
da? Ox?
Dla struny o stalej gestosci liniowej pr, = dm/dz mozemy zatem przepisaé
réwnanie ruchu jako

(1) e

W przypadku kamertonu zZrédto sity powodujacej jego ruch jest inne. Jezeli
ramie kamertonu zostanie wygiete, to pojawi sie sita sprezystosci, ktora
dla cial sprezystych spelniajacych prawo Hooke’a jest proporcjonalna do
odksztalcenia ciala. W sytuacji przedstawionej na rysunku 2 wkiad d7_

do sily 7_, wywieranej na fragment ciala znajdujacy sie¢ w potozeniu x, jest
proporcjonalny do modulu Younga substancji, z ktorej wykonane jest cialo,
oraz kata odksztalcenia da. Kat ten jest réwny katowi pomiedzy prostymi
o nachyleniach g—i’(a@, t) oraz g—f(:r —dx,t), a zatem jest w przyblizeniu
rowny ?;;f dx. Oznacza to, ze mozemy powtorzy¢ rozumowanie prowadzace

do wyznaczenia rownania ruchu dla struny, ale z ta réznica, ze teraz sity 74
)

T_i—f—T_L’R:da?'T'

nie maja stalej wartosci, ale sa proporcjonalne do — 5. Otrzymujemy wigc:
Py oM

2 C—s+— =0,

2) ot * Ozt

gdzie stata C' > 0 jest odwrotnie proporcjonalna do modulu Younga.
Poréwnujac réwnania ruchu (1) i (2), stwierdzamy, ze w tym drugim wystepuje
az czwarta pochodna wychylenia po polozeniu. Jak si¢ zaraz przekonamy,

ta drobna z pozoru réznica decyduje o brzmieniu dzwieku kamertonu.

Rozwigzanie réwnan ruchu. Rozwiagzania kazdego z réwnan ruchu (1) i (2)
mozna zlozyé z fal stojacych, tj. funkcji postaci ¥ (z,t) = x(¢) f(z).
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e Y(cosycoshy +1)
(=]

Yy
Rys. 3. Wykres funkcji
g(y) = e Y(cosycoshy + 1).
Poniewaz czynnik e~ ¥ jest dodatni,
funkcja ma te same miejsca zerowe

co funkcja we wzorze (3), jest jednak
ograniczona na przedziale (0, c0).

czestosé [Hz]
struna kamerton

440 440
880 2763
1320 7722

Najnizsze trzy czestosci drgan struny
i kamertonu o podstawowej czestosci
440 Hz.

Przyjmiemy, ze funkcja opisujaca zaleznosé wychylenia od czasu ma postaé

X(t) = cos(wt + ¢). Po podstawieniu do réwnania (1) otrzymujemy réwnanie:
d2

—~ +Ek*f =0,

dz? /

gdzie tzw. zwiazek dyspersyjny ma postaé k? = 7w?/pp; rozwiazaniami
tego réwnania s funkcje cos kx i sin kx. Zakladajac, ze struna jest sztywno
zamocowana w ¢ = 0 1 w ¢ = L, musimy odrzuci¢ pierwsza klase¢ rozwiazan,
a wérdd drugiej klasy dopudcié tylko te, dla ktérych f(L) = 0, czyli k = n,
gdzie n jest liczbg naturalna. Oznacza to, ze widmo czestosci takiej struny
jest dyskretne — wystepuje w nim najnizsza czesto$é wy = \/7/pr, oraz jej
wielokrotnosci.

Podstawiajac opisana wyzej postaé¢ rozwiazania do réwnania (2), otrzymujemy
d4
—ﬁ —k'f =0,
dx
gdzie zwigzek dyspersyjny ma teraz postaé k? oc w. Rozwigzaniem tego
réwnania jest dowolna kombinacja liniowa funkcji sin kz, cos kz, sinh kx

oraz cosh kz, a wiec funkcja postaci
f(z) = Ay sinkz + Ag cos kx + By sinh kx + B cosh kz,

gdzie stale A1, Ay, By oraz By wyznaczymy z warunkéw brzegowych.
Warunki te dla drgajacego preta o dlugosci L mozemy opisaé nastepujaco:
1. wychylenie preta w punkcie x = 0 jest zerowe, f(0) =0,
2. w punkcie = 0 pret jest pionowy, %(O) =0,
3. w punkcie x = L sila sprezystosci jest réwna zeru, %(0) =0,
4. w punkcie x = L skladowa sity sprezystosci prostopadta do osi x jest
réwna zeru, %(O) =0.
Uwzglednienie tych warunkéw prowadzi do nastepujacego zwiazku:
(sin kL + sinh kL) (sin kL — sinh kL) = —(cos kL 4 cosh kL)?,
a stad
(3) coskLcoshkL +1=0.

Rozwigzania tego rownania mozemy wyznaczy¢ w sposob nastepujacy. Funkcja
cosh y jest bardzo szybko rosnaca funkcja swego argumentu, a wiec dla
dostatecznie duzych y miejsca zerowe funkcji cosy cosh y + 1 beda znajdowaty
sie blisko miejsc zerowych funkcji cosy coshy, czyli y = (n — %)77, gdzie n jest
liczba naturalna (por. rys. 3). Lepsza dokladnosé mozemy uzyskaé, zakladajac,
ze 9 jest pewnym przyblizeniem szukanego miejsca zerowego i piszac
cos(y + oy)cosh(y + dy) +1 = 0.

Rozwijajac to w dy do rzedu kwadratowego, otrzymujemy réwnanie

Sy*sin §sinh § — dy(cos g sinh § — sin § cosh ) — (cos§cosh§ + 1) = 0,
co pozwala znalezé dokladniejsze rozwiazanie § + dy. Opisang procedure
mozna powtorzy¢, uzyskujac rozwiazanie z coraz lepsza dokladnoscia.
W ten sposéb stwierdzamy, ze najmniejszymi rozwiazaniami réwnania (3)
sa kL ~ 1,87510,4,69409, 7,85476. Pamietajac, ze w rozwazanym przypadku
czestosé drgan jest proporcjonalna do kwadratu liczby falowej k, stwierdzamy,
ze czestosci drgan struny i kamertonu o czestosci podstawowej 440 Hz, czyli
tonu A4, uzywanego do strojenia instrumentéw, sa takie jak w tabeli. Widzimy
stad, ze dla kamertonu druga czestosé dozwolonych drgan lezy niemal dwie i p6t
oktawy powyzej tonu podstawowego, miedzy dzwiekami E® i F6. Jest ona na ogét
stabiej styszalna i latwa do odrdznienia od czestosci podstawowej, co sprawia,
ze drgajacy pret jest lepszym wzorcem czestosci niz drgajaca struna.

W praktyce stosuje si¢ kamertony zbudowane z dwéch drgajacych pretéw.
Takie rozwigzanie pozwala na to, by prety te drgaly w przeciwfazie,

a wtedy zamocowanie kamertonu sztywno za uchwyt nie powoduje silnego
ttumienia dzwieku.
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Rys. 1. Figura sferyczna F) o czterech
réwnych bokach i czterech katach
prostych.

Kwadrat, ktérego nie ma
Piotr KOPACZ™

Przemieszczajac si¢ na ptaszczyznie za pomoca ruchéw ,,do przodu”, ,,do tytu”,
LW lewo” i ,w prawo”, mozemy w szczegdlnosci narysowaé kwadrat. Czy
analogiczna sytuacja rozwazana na zakrzywionej powierzchni zawsze pozwala
na wygenerowanie kwadratu przez zakreslana trajektorie? Rozwazmy sfere,
ktora czesto wykorzystuje sie w globalnym modelowaniu powierzchni Ziemi.

Na poczatek zwréémy uwage na to, iz w plaskiej geometrii euklidesowej
— czyli takiej, jakiej uczymy si¢ w szkole — kwadrat mozemy okresli¢

w szczegblnosci réwniez jako

e czworokat foremny;

e prostokat, ktérego wszystkie boki maja rowne dlugodci;

e romb, ktorego wszystkie katy sa przystajace.

Dla kazdego niemal ucznia jest oczywiste, iz kazdy kwadrat ma cztery

boki réwnej dlugosci oraz wszystkie katy wewnetrzne proste. Czy na

sferze znajdziemy figure (sferyczna) majaca takie same cechy? Sprébujmy
poruszaé sie po czterech tzw. kierunkach kardynalnych, tzn. ,na pdéinoc”,
,ha potudnie”, czyli wzdtuz potudnikéw, oraz ,na wschod”, ,na zachdd”,
czyli wzdhuz réwnoleznikow sfery. Zauwazmy, ze na sferze o ustalonym
promieniu wszystkie poludniki maja taka sama dlugo$é¢ rowng potowie
dtugosci réwnika. Z kolei dhugosci réwnoleznikdéw nie sg stale. Najdtuzszy

z nich to réwnik, a gdy zblizamy sie do biegunéw sfery, ich dtugosci
zmniejszaja si¢. Czy, wiedzac powyzsze, mozemy juz narysowacé na sferze
figure spelniajaca nasze wymagania? Za pomoca samych potudnikéw

i réwnoleznikéw mozemy przedstawié (rys. 1) figure sferyczna Fy o czterech
bokach réwnej dtugosci i czterech katach prostych. Wszak kazdy potudnik
przecina kazdy napotkany réwnoleznik pod katem prostym i odwrotnie.

A sama konstrukcja polega¢ moze na tym, ze boki potudnikowe o ustalonej
dtugosci rozsuwamy o tyle, aby diugosé kazdego z nich byta réwna diugosci
bokéw lezacych na réwnoleznikach symetrycznych wzgledem réwnika.

Punkty przeciecia ortogonalnych, czyli wzajemnie

prostopadtych linii siatki stanowia wierzchotki
figur sferycznych o czterech bokach, co mozemy
zaobserwowaé np. w logo Instytutu Matematyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego (rys. 2).

Czy otrzymana sferyczng figure F; o czterech bokach
rownej dlugosci i czterech katach prostych mozemy
bezspornie nazwaé¢ kwadratem (sferycznym)? Otéz
nie. Zauwazmy, iz boki kwadratu na ptaszczyznie

sg odcinkami linii prostych, a méwiac ogdlniej —
odcinkami linii geodezyjnych. Stanowia one zatem
najkrotsze poltaczenie wierzchotkéw kwadratu na

powierzchni, na ktorej leza — ptaszczyznie. Tymczasem
w rozwazanej przez nas figurze na sferze boki, bedace
hukami réwnoleznikéw, nie sa najkrétszym potaczeniem
punktéw wierzchotkowych Fy, poniewaz rownolezniki,
bedace okregami maltymi sfery, nie sa sferycznymi
prostymi (geodezyjnymi sfery).

Rys. 2. Siatka poludnikéw i réwnoleznikéw, generujaca czworoboczne
figury sferyczne, widoczna w logo IM UJ.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Tym razem trudno byloby znalezé wierny odpowiednik F} na plaszczyznie,
jako ze oba obiekty pochodza z réznych geometrycznych $wiatéw, w ktorych
rzadza rézne prawa. Jako plaski ,wzorzec” badz odpowiednik otrzymanej
sferycznej figury F; mozna poniekad rozwazy¢ figure ptaska o jednej parze
przeciwlegltych bokéw prostych i drugiej parze bokéw krzywoliniowych

tej samej dhugosci.
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A zatem w dalszych naszych poszukiwaniach

uwzglednia¢ bedziemy tylko takie figury sferyczne,
ktorych boki sg odcinkami linii prostych. Odcinkami
prostych na sferze sg tuki okregow wielkich, a wiec

w szczegblnosdcei sa nimi wszystkie potudniki,
jak i réwnik bedacy cala prosta (zamknieta,
o skonczonej dlugosci). Para bokéw potudnikowych

figury Fj spelnia nasze wczeéniejsze wymagania.
Sprébujmy wiee wyprostowadé jej boki réwnoleznikowe.

W efekcie kolejne boki naszego czworokata stanowié
beda odcinki linii geodezyjnych. Warto zauwazy¢,

ze na sferze krétszy tuk okregu wielkiego, taczacego
dwa dowolne punkty o réznej dlugosci geograficznej

i lezace w tej samej potsferze, ,wygina si¢” w kierunku
blizszego bieguna. Na rysunku 3 przedstawiono
przyktadowy przebieg linii geodezyjnych sfery na

@

Rozwigzanie zadania F 811.

Energia potencjalna przy powierzchni

planety E, = 7mv§1/2. Z zasady

zachowania energii wynika zatem, ze
muv? - m’ug E

5~ T3 + Ep,

gdzie v jest szukang predkoscia

w nieskonczonosci, a vy predkoscia

wystrzelenia pocisku na powierzchni

planety. Stad

v = 2 2 o~ [
v=/v§—vi; =95 km/s.

plaskiej mapie w konforemnym (czyli zachowujacym
wiernosé katéw) odwzorowaniu Merkatora.

Tak przedstawiang mape bardzo czesto mozemy znalezé, na przyktad,

w urzadzeniach nawigacyjnych oraz wspotczesnym systemie map
elektronicznych, tj. ECDIS (Electronic Chart Display and Information System)
stanowiacym morska aplikacje systemu GIS ( Geographic Information System).
System ten jest uzywany na statkach morskich do planowania i realizacji
podrézy w zegludze miedzynarodowej oraz jest obecnie prawnie dopuszczonym
ekwiwalentem nawigacyjnych map papierowych stosowanych od stuleci do dnia
dzisiejszego. W obrazie tym linia tuku okregu wielkiego po przejsciu przez
rownik zaczyna wyginaé sie w kierunku blizszego bieguna. Mozna powiedzieé,
ze punkt przeciecia obrazu linii prostej z rownikiem sfery na ptaskiej mapie,
wykonanej w odwzorowaniu Merkatora, jest punktem przegiecia ptaskiej
krzywej bedacej obrazem prostej sferycznej. Jako przyktad rozwazmy dwa
punkty A (wyjsciowy) i B (docelowy) na powierzchni Ziemi odlegle o okolo
19800 km, czyli nieco mniej niz wynosi dtugosé ziemskiego potudnika.
Nastepnie przesunmy punkt B po poludniku o 4° szerokosci geograficznej

na poludnie, czyli o okolo 440 km, otrzymujac punkt B’. Polaczmy punkt

A z B (kolorowa linia) oraz A z B’ (czarna linia) najkrétszymi drogami,
czyli za pomoca odcinkéw prostych modelowanej powierzchni, jak to widaé¢
na rysunku 3. Odleglo$¢ BB’ stanowi zaledwie okoto 2,2% odleglosci AB’.
Mimo wzglednie malej réznicy odlegtosci w potozeniu punktéw docelowych
B i B’ przebieg obydwu odcinkéw linii prostych AB i AB’ istotnie si¢ rézni.

Po malej modyfikacji otrzymujemy czworokat sferyczny o czterech réwnych
bokach, ktére sa tym razem odcinkami prostych. Oznaczmy go jako Fs.
Zauwazmy jednak, ze katy wewnetrzne Fs nie sg teraz proste — pary
przeciwlegltych jego bokéw nie przecinajg sie prostopadle jak potudnik

z rownoleznikiem. Katy wewnetrzne F5 zmieniaja sie w zaleznoéci od wielkosci
czworokata, czyli — inaczej méwiac — zaleza od dtugosci jego boku. Na sferze
istnieje zatem czworokat foremny o katach wewnetrznych dowolnie wzietych
z przedziatu (90°, 180°). Mozemy go podzielié na cztery przystajace czworokaty,
ale wowczas nie sa one juz foremne — nie maja wszystkich bokéw i katow
réwnych. W konsekwencji nie nadaja sie one do pomiaru pola na sferze

w ten sposdb, jak kwadraty na ptaszczyznie. Widzimy, iz suma miar katow
wewnetrznych czworokata na sferze nie jest stala (na dodatek wieksza niz 360°).

Przy okazji Czytelnik moze zastanowi¢ si¢ nad powstajacymi tu pytaniami.
Czy mozna pokry¢ cala sfere przystajacymi wielokatami foremnymi,

a w szczegdlnosci czworokatami? Jesli tak, to ile wynosi diugosé boku

i miara kata wewnetrznego takich wielokatow foremnych, a w szczegdlnosci
czworokatow? Szukajac odpowiedzi, na poczatek mozna zaczaé od tréjkatéw.
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Rys. 4. Szescian sferyczny.

Rozwigzanie zadania F 812.
Réwnania ruchu gwiazd:

gdzie w1, wa sy predkosciami katowymi

miwily = mowals = Fy,

ruchu gwiazd, Fy = Gmima [1? sita

wzajemnego przyciagania, Iy i ls

promieniami orbit. Srodek masy znajduje
si¢ w punkcie takim, ze mil; = mals oraz

l1 + l2 = [. Stad otrzymujemy:

oraz

w1 = ws = A/ G(m1 + m2) /I3,

/ 13
T =21y | ——.
G(m1 + m2)

I tak, na przyktad, osiem réwnobocznych i réwnokatnych zarazem
tréjkatéw prostokatnych, z ktorych kazdy ma trzy katy proste, a kazdy

bok ma w mierze katowej dlugosé 90°, pokrywa calg sfere. Obrazowo,
sytuacja taka ma miejsce, gdy wezmiemy pod uwage trzy okregi wielkie
lezace we wzajemnie prostopadlych ptaszczyznach. Punkty ich przecigcia
wyznaczaja wierzchotki owych oémiu trojkatéow sferycznych. Czytelnik
Whikliwy zauwazy, ze foremny tréjkat na sferze moze mieé¢ rézng miare
kata wewnetrznego, a same trojkaty nie sg wielokatami o minimalnej liczbie
bokéw, jakie wystepuja na sferze, co takze istotnie rézni sie od sytuacji,

z jaka mamy do czynienia na plaszczyznie.

Rozwazmy teraz sferyczny czworokat foremny F3 o kacie 120°, ktéry przedstawia
rysunek 4. Czy tym razem mozemy nazywac go sferycznym kwadratem? Gdyby
podzieli¢ sfere na sze$¢ takich wlasnie przystajacych obszaréw, to mozna by ja
wowcezas okresliéc mianem sferycznego szescianu badz sferycznej kostki. Kazda
ze $cian zwyklego (euklidesowego) szescianu jest przeciez kwadratem. Zal6zmy,
ze kazda z jego ,$cian” ma inny kolor albo przypisana rézna liczbe oczek, jak
tradycyjna kostka do gry. Taka kostke mogliby$smy takze wykorzystaé¢ do gry,
punkt stycznosci sfery z powierzchnia, na ktorej sie zatrzyma lub jego punkt
antypodyczny (przeciwlegly), ktéry latwiej nam zobaczy¢ z gory. Jako zadanie
dla Czytelnika pozostawiam znalezienie katowej diugosci ,krawedzi” takiej
kostki, czyli dtugosci boku rozwazanego czworokata.

Nasuwa sie wniosek, iz nie istnieje na sferze czworokat foremny o katach
prostych jak kwadrat na ptaszczyznie. Przypomnijmy — w ptaskiej geometrii
euklidesowej ,,bycie czworokatem foremnym” oznacza ,bycie kwadratem”.
Wychodzac poza te geometrie, widzimy, ze takiej rownowaznosci pojeé

wcale by¢ juz nie musi. Nie mozemy wiec znalezé sferycznego odpowiednika
ptaskiego kwadratu, ktéry mialby doktadnie takie same wlasnosci, poniewaz
nie istnieje on na sferze. Ale czy jest w tym cos ztego? Po prostu jest inaczej.
W zasadzie jest kwestia umowy to, czy mozna uzywacé okreélenia ,kwadrat
sferyczny” dla F3 o kacie wewnetrznym 120°, majac swiadomo$¢ tego, ze
jego cechy sg po prostu nieco inne niz kwadratu na plaszczyznie.

Zauwazmy takze, ze tradycyjnie jako punkt wyjscia w poszukiwaniu
geometrycznych odpowiednikéw przyjmuje sie ptaska geometrie euklidesows.
Poréwnuje sie z nig i tradycyjnymi pojeciami, prawami w niej uformowanymi,
obiekty i prawa innych geometrii, ktérych odpowiedniki nie zawsze istnieja
albo sie istotnie réznia.

7 kolei wychodzac, na przyktad, z geometrii sferycznej i ja traktujac jako
punkt odniesienia, mozna by sie zastanowié, jak nazwacé figure dobrze

nam znana jako ptaski kwadrat. O ptaskim euklidesowym kwadracie

jedna z definicji, jaka mozemy spotkaé w literaturze, méwi, iz jest to
czworokat foremny. Czy foremno$é czworokata implikuje miare jego katéw
wewnetrznych (prostych na plaszezyznie) jako jego szczegdlna wlasnosé, czy
tez miara 90° jego katéw jest fundamentalna czescia definicji kwadratu?

I na koniec mata refleksja. W zwiazku ze zblizajacymi sie mistrzostwami Europy
w pilce noznej ,Furo 2012” zapewne wielu Czytelnikéw zagladaé bedzie na
boiska. Przyjmujac, iz przynajmniej w czedci sg one potozone na zakrzywionej
powierzchni, np. dla uproszczenia wezmy rozwazana przez nas sfere, to tak
naprawde nie sg one wowczas prostokatami. A to juz niemal skandal! Jesli
linie ograniczajace pole boiska nie sa odcinkami prostych, ale przecinaja si¢
pod katem 90° (sytuacja analogiczna jak w F}), to w szczegdlnosci wymiary
boiska (liczone liniowo) nie sa stale. Z kolei jedli linie te sa odcinkami prostych
(sytuacja analogiczna jak w Fy), to w szczegdlnosci katy naroznikéw boiska,
z ktorych wykonuje sie rzuty rozne, nie sg proste. Ciekawe, co na to przepisy,
trenerzy reprezentacji i sami zawodnicy?
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Sukces praw Keplera sktonit

Edmunda Halleya i Izaaka Newtona

do ustalenia, ze sita zmuszajaca ciata
niebieskie do poruszania si¢ po elipsach
jest odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odleglosci od ogniska, co
rozpoczelo na dobre rewolucje w fizyce.

Rozwigzanie zadania M 1348.

Przez K i L oznaczmy $rodki okregéw
wpisanych odpowiednio w tréjkat ABP
i czworokat PECF.

Niech K’ i L’ beda rzutami
prostokatnymi punktéw K i L
odpowiednio na AP i PE. Niech wreszcie
o(U,r) i o(V,s) beda okregami wpisanymi
w trojkaty ADP i BPC. Chcemy

wykazaé, ze r = s.

Zauwazmy, ze pola trojkatéw AK P

i BPL sa réwne, bo podstawy AP i PB
oraz odpowiednie wysokosci KK’ i LL’
sg réwnej dlugosci. Skoro U lezy na AK,
a V na BL, to mozemy obliczy¢ pola tych
tréjkatéw innym sposobem, otrzymujac

Laps e kp=Yo Py lo pL
27 27 —2& 2(5 -

Ale AP = BP, za§ KP = PL, gdyz
tréjkaty prostokatne K PK', LPL’ sa
przystajace (katy KPK’' i LPL’ sa réwne,
boki KK’ i LL' tez). Zatem r = s.

Prosto z nieba: Kolejne planety Keplera

Johannes Kepler byl siedemnastowiecznym astronomem i matematykiem, ktéry
interesowal sie takze mistycyzmem i astrologia, co w owych czasach nie byto
jednakowoz niczym przesadnie dziwnym. Jako wierny wyznawca pogladéw
Pitagorasa i Ptolemeusza, Kepler zaproponowal model Ukladu Stonecznego
ttumaczacy proporcje sfer niebieskich za pomoca réznorakich wielogcianow
foremnych. Model ten nie odnidst sukcesu, ale rozwazania Keplera doprowadzity
go do sformulowania poprawnego opisu ruchu planet w Ukladzie Stonecznym,
ktéry mogt zweryfikowaé dzieki dokladnym obserwacjom innego stynnego
astronoma tych czaséw, Tychona Brahego. Jest miara naukowego geniuszu,

ze Kepler — wielki mito$nik symetrii, kosmicznego porzadku i ,,muzyki sfer”,
wyznawca boga-Stonica — zdecydowal sie na zastosowanie do opisu ksztaltu orbit
nieeleganckiej krzywej stozkowej zwanej elipsa, rezygnujac z doskonatego ksztattu
okregu. W oryginalnym modelu heliocentrycznym Kopernika planety poruszaja
sie wszak wciaz po orbitach bedacych kombinacjami epicykli i deferensow!

Obecnie badania uktadow planetarnych prowadzi wyniesiony na orbite
okotostoneczng w marcu 2009 r. i nazwany na czes¢ stynnego astronoma teleskop,
o ktérym wspominaliémy juz w numerze lutowym br. Satelita Kepler, wyposazony
w fotometr optyczny o lustrze prawie metrowej srednicy, analizuje krzywe

zmian blasku gwiazd w kierunku gwiazdozbioréow Labedzia, Lutni i Smoka

(w pierwszej polowie nocy widoczne we wschodniej czesci nieba). Metoda
seryjnego odkrywania planet jest genialna w swojej prostocie — obserwujac
dostatecznie duzo gwiazd dostatecznie dlugo, raz na jakis czas zaobserwujemy
chwilowe czedciowe zaé¢mienie Swiatla tej lub innej gwiazdy, co moze oznaczaé
przejécie matego obiektu przed jej tarcza. Regularne takie zmiany $wiadcza
niechybnie o istnieniu ukladu planetarnego. Nalezy wspomnieé, ze za¢mienie jest
niezwykle stabe; dla przykladu, wykrycie Ziemi przechodzacej przed tarcza Stonca
wymagaloby pomiaru zmiany jasnosci o 0,01%. Misja kosmiczna ma juz na swoim
koncie wiele sukceséw i dziesiatki zidentyfikowanych planet — gazowych i lodowych
gigantow, a takze mniejszych skalistych globéw podobnych do Ziemi. Wszystko
wskazuje na to, ze jesteSmy obecnie Swiadkami rewolucji w masowym odkrywaniu
nowych swiatéw, o czym swiadczy para niedawnych odkryé opisanych ponize;j.

Oznaczony kryptonimem Kepler 20 uklad sklada sie¢ z gwiazdy typu G (czyli
takiej jak Stofice) oraz z wielu planet, wéréd ktérych sa masywne gazowe
olbrzymy oraz dwie planety wielkosci Ziemi (Kepler 20e i 20f, o promieniach
0,871 1,03 Rg). W przeciwienistwie do Uktadu Stonecznego ,lekkie” planety
zajmujg orbity naprzemiennie z ,masywnymi”, co, by¢ moze, jest skutkiem
migracji planetarnej. Skaliste globy byly prawdopodobnie gazowymi gigantami,
ktore przezyly etap pochlonigcia przez zewnetrzne warstwy atmosfery gwiazdy,
w trakcie ktérego zostaly ,odarte” z atmosfery. Obecnie znajduja sie na tyle
blisko gwiazdy, ze temperatura na ich powierzchni osiaga okoto 1000 K.

Drugi uktad, Kepler 21, jest réwniez fascynujacy — gwiazda (podolbrzym

typu F) pulsuje podobnie do naszego Stofica (w tzw. modach akustycznych
typu stonecznego), wykazujac dodatkowo za¢mienia swiadczace o obecnosci
malej planety o masie nieprzekraczajacej 10 Mg, promieniu okoto 1,5 Rg

i okresie orbitalnym 2,8 dnia. Dla poréwnania, Merkury okraza Stonice w 88 dni
i znajduje sie okoto 10 razy dalej (tj. 57 mln km) od gwiazdy niz planeta
Kepler 21b. Niestety, jest malo prawdopodobne, by Kepler 21b mial atmosfere
podobna do ziemskiej; takze oszacowana temperatura powierzchni planety,
prawie 2000 K, nie zacheca do dtuzszego pobytu.

Obecnie czekamy zatem na odkrycie skalistej, malomasywnej planety
znajdujacej sie w ,ekosferze”, tj. w optymalnej odlegltosci od macierzystej gwiazdy.
Jak w bajce o Trzech Misiach i Zlotowlosej, powinno tam byé¢ nie za cieplo,
nie za zimno, ale w sam raz dla powstania warunkow sprzyjajacych zyciu
podobnemu do ziemskiego, a w szczegdlnosci obecnosci cieklej wody. Apetyt rosnie
w miare jedzenia, a ilo$¢ danych obserwacyjnych i doktadnosé pomiaréw zespotu
Keplera zachecaja do optymizmu.

Michal BEJGER
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Jak znalez¢ second main? Jakub RADOSZEWSKI

min := A[l];
for i := 2 to n do
if Afi] < min then
min := Alil;
return min;

1—2 3—5
4 6 7

Rys. 1. Graf poréwnan odpowiadajacy
tablicy A[1..7] po wykonaniu poréwnar:
All] z A[2], A[1] z A[4], A[3] z A[5],
A[3] z A[6] i A[5] z A[7].

Innym ciekawym uogdélnieniem
poczatkowego problemu bytoby
wyznaczanie jednocze$nie minimum

i maksimum w tablicy. Okazuje sig,

ze potrzeba i wystarczy do tego

[3n/2] — 2 poréwnan. Jak mégltby
wygladaé algorytm wykonujacy taka liczbe
poréwnan? I dlaczego nie da si¢ lepiej?

A[3]

T

Af3]

VANEPAN

A} AR Afe] A7)
5] Al6] A[7]

A[3] A[4] A

Rys. 2. Turniej zwigzany z tablica A[1..7].
Zwyciezca (czyli minimum) jest A[3].

A[1] A[2] A

Do wyznaczenia second min nie zawsze
potrzeba n + [log, n] — 2 poréwnan —

a to dlatego, ze algorytm moze mieé
szczesScie. Czasem moze wystarczy¢

n — 1 poréwnan — na przyklad wtedy,
gdy przy wyznaczaniu min za pomoca
pierwszego opisanego algorytmu okaze
sie, ze A[1] jest minimum z elementéw
A[l], ..., A[n — 1], po czym A[l]

przegra w ostatnim poréwnaniu

z elementem A[n]. Wtedy od razu wiemy,
ze A[1] jest elementem second min.

Jest to jednak wyjatkowo optymistyczny
wariant; gdyby okazato si¢ chociazby,

ze A[l] < Aln], to po tym poréwnaniu

o second min nie wiedzielibyémy nic.

Jednym z pierwszych zadan, z jakimi musi zmierzy¢ si¢ kazdy uczacy sie
algorytméw lub programowania, jest znajdowanie minimum w tablicy (ciagu
liczb). Oznaczmy taka tablice przez A[l..n]. Poszukiwanie zaczynamy,

naturalnie, od elementu A[1], ktéry staje sie kandydatem na minimum.

Jedli teraz A[1] < A[2], to A[1] pozostaje kandydatem na minimum,

a jesli, przeciwnie, A[1] > A[2], to kandydatem na minimum staje sie A[2].

Latwo zobaczy¢, co bedzie dalej: kazdy kolejny element tablicy, A[i], poréwnujemy
z obecnym kandydatem na minimum i aktualizujemy tegoz kandydata, jesli Al]
okazal si¢ od niego mniejszy (patrz pseudokod na marginesie).

Latwo oszacowad, ile operacji wykonujemy w tym algorytmie: mamy doktadnie
n — 1 poréwnan oraz co najwyzej n przypisan. Co prawda, powyzszy algorytm
jest naprawde prosty, ale zawsze mozna dla pewnosci spytacé: czy daloby sie
lepiej? Na przyklad, czy mozna znalez¢ minimum w tablicy, wykonujac mniej
niz n — 1 poréwnan?

Intuicyjnie widaé, ze nie, czyli ze trzeba wykonaé¢ co najmniej n — 1 poréwnan.
Te intuicje mozna takze wesprzeé¢ formalnym uzasadnieniem. Ustalmy pewien
algorytm wyznaczajacy minimum w tablicy A[l..n]. Dla danego przebiegu
(wykonania) tego algorytmu mozemy skonstruowaé graf poréwnari, ktérego
wierzchotki 1,2, ..., n reprezentuja numery elementéw w tablicy, a krawedz
taczy dwa wierzcholki wtedy, gdy odpowiadajace im elementy zostaly poréwnane
w tym przebiegu algorytmu (patrz rys. 1). Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

jesli na koncu takiego przebiegu graf poréwnan nie jest spdjny, to rozwazany
algorytm nie moze by¢ poprawny: bez dodatkowych poréwnan nie jesteSmy

w stanie stwierdzi¢, w ktérej spéjnej sktadowej faktyczne minimum sie znajduje.
Poniewaz graf spéjny o n wierzchotkach musi mie¢ co najmniej n — 1 krawedzi,
wiec rzeczywiscie potrzebnych jest n — 1 poréwnan.

Skoro wiemy juz wszystko o wyznaczaniu minimum, to moze teraz zastanowimy
sie, jak efektywnie znalez¢ drugi co do wielkosci element tablicy? Bedzie to
wlaénie tytutowe second min.

Najprosciej wykorzysta¢ poprzedni algorytm: znajdujemy minimum,
usuwamy je z tablicy (np. odpowiednio je oznaczajac), po czym znajdujemy
minimum wéréd pozostalych elementéw tablicy. W ten sposéb wykonujemy
n—14+n—2=2n— 3 poréwnania. Mozna to jednak zrobi¢ lepiej, jesli tylko
wykorzystamy inny algorytm wyszukiwania minimum.

Pokazemy, jak znalezé¢ second min za pomoca n + [logy n| — 2 poréwnan.
Zaczynamy od zbudowania turnieju, czyli ,drabinki meczéw” miedzy elementami
tablicy A: w kazdym ,meczu” mniejszy element wygrywa i w ten sposéb
wylaniany jest zwyciezca, czyli minimum. Gdyby n bylto potega dwéjki, 6w
turniej moglibyémy reprezentowac jako pelne drzewo binarne; w ogdlnym
przypadku na ostatnim poziomie drzewa moga wystepowaé luki (patrz rys. 2).

Widzimy, ze za pomoca turnieju znéw udaje nam sie wyznaczy¢ minimum w tablicy
za pomoca n — 1 poréwnan (meczéw). Rzeczywiscie, po kazdym poréwnaniu jeden
element odpada z turnieju. A gdzie w drabince turniejowej znajduje sie¢ element
second min? Ot6z mogt on przegra¢ w turnieju jedynie z elementem min — no bo
z nikim innym. Na kazdym poziomie drabinki jest co najwyzej jeden element,
ktéry przegral z minimum, czyli tacznie mamy co najwyzej [log, n] kandydatéw
na second min. Przykladowo, w turnieju z rysunku 2 kandydatami na second min
sa A[4], A[1] 1 A[6]. Wystarczy zatem wybra¢ minimum sposréd tych wlasnie
elementéw, do czego, jak wiemy, potrzeba juz tylko [log, n] — 1 poréwnan. Lacznie
wykonaliSmy n + [logy n] — 2 poréwnan, czyli tyle, ile chcielimy.

Naturalnie nasuwa sie pytanie, czy da sie lepiej, tzn. czy aby na pewno przy
wyznaczaniu second min trzeba wykonaé n + [logy n] — 2 poréwnan. W zwiazku
z uwaga na marginesie warto tu zadaé¢ bardziej precyzyjne pytanie: czy kazdy
algorytm znajdujacy second min wykonuje w pesymistycznym przypadku co najmniej
n + [logy n] — 2 poréwnan? Innymi stowy, czy kazdemu takiemu algorytmowi
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1111111 A[3] < A[5]
1121011  Af6] < A[7]
1121020  A)2] < A4]
1220020 A[2] < A[]
1220020 Af6] < Al]
0220030 A[3] < A2
0040030 A[5] < A[4]
0040030 A[3] < Al6]
0070000

Rys. 3. Przyktadowa rozgrywka

w 7-elementowej ,grze w minimum?”:

w lewej kolumnie sg liczniki {[1..7],

a w prawej poréwnywane elementy
(pytania pierwszego gracza) i wyniki
poréwnan (odpowiedzi drugiego gracza).
Minimum okazal si¢ element A[3]. Wzial
on udzial w trzech poréwnaniach.

Intuicyjne znaczenie licznikéw [[7] jest
takie: gdybysmy za kazdym razem
poréwnywali tylko liczby bedace
kandydatami na minimum, to warto$é
1[i] oznaczataby liczbe elementéw,

o ktérych wiemy, ze sg wigksze od
danego kandydata.

Polecamy takze artykut

Marcina Peczarskiego ,,Sortowanie

z minimalng liczba poréwnan” z Delty
11/2004.

mozemy tak zlosliwie dobra¢ dane wejsciowe, zeby musial wykonaé¢ podana
liczbe poréwnan? OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca, co sprébujemy
uzasadnié. Odtad zalozymy dla uproszczenia, ze wszystkie elementy w tablicy A
sg rozne; ponizsze rozumowanie mozna lekko zmodyfikowaé tak, aby dziatato
takze w przypadku powtarzajacych sie elementow w A.

Przede wszystkim musimy wyjasni¢ jedna rzecz: kazdy algorytm wyznaczajacy
second min musi przy okazji znalez¢ element min, tzn. na koncu jego dziatania
musi by¢ jednoznacznie wyznaczone, ktéry element tablicy jest minimalny.
Faktycznie, gdyby na koncu algorytmu wcigz byli dwaj kandydaci na minimum
(czyli mniejsi od wszystkich elementéw, z ktérymi byli poréwnywani), to ktérys
z nich méglby réwnie dobrze by¢ elementem second min.

Aby dokonczyé rozumowanie, musimy pokazaé pewna kluczowsa i troche
nieintuicyjna wlasnoéé. Oté6z w kazdym algorytmie wyznaczajacym minimum

w tablicy (a wiec takze w kazdym wyznaczajacym second min) element min jest
poréwnywany w pesymistycznym przypadku co najmniej [log, n] razy.

Zanim to pokazemy, zastanéwmy sie, co nam to da. Przyjrzyjmy sie grafowi
poréwnan algorytmu wyznaczajacego second min. Wiemy — a doktadniej, bedziemy
wiedzieli, jak udowodnimy — ze w pesymistycznym przypadku z elementu min
wychodzi w tym grafie co najmniej [log, n] krawedzi. Usufimy z grafu element
min; reszta musi pozosta¢ spdjna, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$Smy

w niej wiecej niz jednego kandydata na second min. Stad, reszta grafu musi
zawieraé co najmniej n — 2 krawedzie, czyli tacznie musi byé co najmniej tyle
krawedzi, ile nalezato pokazac.

Pozostal nam juz tylko dowdd tajemniczej wlasnosci wszystkich algorytmow
wyznaczajacych minimum. Teraz cala sytuacje przedstawimy jako gre. ..

Mamy dwoje graczy. Pierwszy gracz bedzie symulowal dzialanie algorytmu
wyszukujacego minimum, czyli bedzie zadawal pytania postaci: ,,Czy

Ali] < A[j]?”. Zawartosé tablicy A nie jest jednak znana a priori. Drugi gracz
odpowiada na pytania pierwszego, przy czym jego odpowiedzi nie moga nigdy
by¢ sprzeczne — to znaczy, ze po kazdej sekwencji jego odpowiedzi musi istnieé
zawarto$é tablicy A[l..n] zgodna ze wszystkimi odpowiedziami, jakich udzielil.
Celem pierwszego gracza jest wyznaczy¢ minimum w tablicy, wykonujac mniej
niz [log, n] poréwnan dotyczacych min, a celem drugiego — spowodowaé, zeby
pierwszy gracz musial zadaé co najmniej [log, n] pytan dotyczacych min.

Podamy teraz strategiec wygrywajaca dla drugiego gracza. Z kazdym elementem
tablicy A[i] zwiazemy licznik [[i]; poczatkowo wszystkie liczniki sa ustawione na 1.
Bedziemy dbali o to, aby wszystkie liczniki byly zawsze nieujemne i catkowite
oraz aby ich suma byta réwna n. Bedziemy tez utrzymywaé niezmiennik,

ze wszystkie dodatnie liczniki odpowiadaja kandydatom na minimum, czyli
elementom, ktére w zadnym poréwnaniu nie okazaly sie wieksze.

Metoda odpowiadania na pytania jest nastepujaca: jedli pierwszy gracz chce
poréwnaé elementy Afi] 1 A[j], to odpowiadamy, ze mniejszy jest ten element,
ktoéry ma nie mniejszy licznik. Wowczas licznik mniejszego elementu zwiekszamy
o warto$¢ licznika wiekszego elementu, a drugi z tych licznikéw zerujemy (patrz
przyktad na rysunku 3). Jegli tylko przed wykonaniem zapytania co najmniej jeden
z licznik6w [[i], {[j] byl niezerowy, to postepujac zgodnie z ta metoda, na pewno
nigdy nie udzielimy odpowiedzi sprzecznej z poprzednimi, gdyz poréwnanie wygra
kandydat na minimum. A jezeli oba liczniki byly zerowe, to musimy po prostu
odpowiedzie¢ tak, zeby nie sktamaé: jesli na podstawie dotychczasowych odpowiedzi
mozna wywnioskowaé, ktory z elementéw Afi], A[j] jest mniejszy, to odpowiadamy
zgodnie z prawda, a jesli nie, to odpowiadamy jakkolwiek.

tLatwo sprawdzié¢, ze podana metoda spelnia wszystkie zadane niezmienniki.

Na koncu gry element minimalny musi mieé¢ licznik réwny n, a pozostate liczniki
musza by¢ zerowe. A poniewaz po kazdym pytaniu licznik elementu minimalnego
moze sie co najwyzej podwoi¢, wiec tacznie wykonaliSmy na tym liczniku

co najmniej [log, n] operacji. To koficzy dowdd!
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fizyczne uwarunkowanie obliczen

Kazde (niekwantowe) obliczenie wymaga uzycia serii
nieodwracalnych operacji logicznych, w ktorych dwa
stany wejsciowe daja jeden stan koncowy. Przyktadem
takiej operacji jest zerowanie komorki pamieci.

W 1961 roku Rolf Landauer wykazat, ze minimalna
ilo$¢ ciepta, poréwnywalna z kT (gdzie k jest stala
Boltzmana, a T temperatura w skali bezwzglednej),
jest do tego niezbedna [1]. Ograniczenie kT In2 jest
obecnie nazywane granica Landauera, ktora okresla
nieprzekraczalne fizyczne ograniczenie minimalnej ilosci
ciepla rozpraszanego podczas pojedynczej nieodwracalnej
operacji logicznej dowolnego dwdjkowego urzadzenia.

Jednakze, pomimo zasadniczego znaczenia dla
rzeczywistych implementacji obliczen informatycznych,
ta podstawowa zasada nie zostala, do niedawna [2],
do$wiadczalnie sprawdzona. Gtéwnym powodem
byty techniczne trudnoéci eksperymentowania

z pojedynczg komoérks pamieci w tak niskim zakresie
rozpraszanej energii, ale nie mniej istotne byty
watpliwosci co do poprawnosci oraz uzytecznosci
ograniczenia. Przeciez rozpraszanie energii w obecnie
uzywanych krzemowych uktadach cyfrowych jest
trzy rzedy wielkosci ponad ograniczenie Landauera.
7 drugiej strony jednak, osiagniecie tego limitu jest
spodziewane wraz z postepujaca miniaturyzacja
uktadow scalonych.

Doswiadczalne potwierdzenie realnosci ograniczenia
Landauera w przyktadowym modelu jednobitowej pamieci
zostalo uzyskane [2] dla pojedynczej koloidalnej czastki
uwiezionej w podwdjnej studni potencjatu o regulowanych
parametrach. Zostato wykazane, ze $rednia rozpraszana
energia zmniejsza si¢ wyktadniczo z wydtuzajacym

sie czasem operacji, asymptotycznie zbiegajac do

granicy Landauera.

Daya Bay — najefektywniejszy
eksperyment neutrinowy

Neutrina sa najbardziej tajemnicza i najtrudniej
wykrywalng forma materii. Od ponad pét wieku zbierane
sgq do$wiadczalne dowody ich oscylacji. Poniewaz
oddziatuja tylko stabo (za pomoca masywnych bozonéw
posredniczacych W, W~ i Z°), a stany wlasne
oddziatywania (rodzaje: elektronowy, mionowy oraz
taonowy) sa, jak widaé, rézne od stanéw masowych
(numerowanych 1, 2 i 3), wiec neutrina zmieniaja swoj
rodzaj w trakcie lotu.

Dla dwoéch rodzajéw neutrin oscylacja moze by¢ opisana
przez prawdopodobienstwo przetrwania

P(L,E) =1 —sin®(20) sin®(1,267Am’L),
gdzie 0 jest tzw. katem mieszania, Am? jest réznica
kwadratéw mas (mierzong w eV?), L jest dtugoscia lotu
(w metrach), a E jest energig neutrina (w MeV).

Mieszanie trzech rodzajoéw neutrin moze by¢ opisane
przez trzy katy mieszania 012, 023, 013, dwie réznice
kwadratéw mas Amis, Am3s, oraz tamigca kombinowana
parzystosé CP faze § (o ktorej jeszcze nie wiadomo, czy
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jest r6zna od zera). Dwa z katéw mieszania

(sin®(26023) = 0,97; sin*(2612) = 0,86) sa dobrze
zmierzone, gtéwnie dziegki powolnej ,stonecznej” oscylacji
(powodowanej przez mala Am2y =759-107° eVQ),

w ktoérej obserwuje sie zanikanie neutrin elektronowych
pochodzacych ze Stonca, oraz dzigki szybkiej
satmosferyczne]” oscylacji (powodowanej przez duza
Am3s =2,32-103 eV?), w ktérej obserwowane jest
zanikanie neutrin i antyneutrin mionowych produkowanych
w atmosferze przez promieniowanie kosmiczne.

Trzeci rodzaj oscylacji jest duzo trudniejszy do
zaobserwowania, bo sin?(2612) okazuje sie¢ ograniczony
do mniej niz okoto 0,1. Zostal on niemal wykryty przez
eksperyment T2K (Japonia) za pomoca wiazki neutrin
mionowych wysytanych z Tokai, a rejestrowanych

w Kamioce jako neutrina elektronowe, ale zbieranie
danych zostalo przerwane przez trzesienie ziemi

w ubiegtym roku. W rywalizacji pozostawato kilka grup
doswiadczalnych rejestrujacych zanikanie antyneutrin
produkowanych przez reaktory, ale przekonujacego
wyniku nie udawalo sie uzyskac.

Beniaminkiem w tej rywalizacji jest eksperyment
Daya Bay. Zestaw doswiadczalny sktada sie z trzech
istniejacych elektrowni jadrowych (kazda z EJ ma
dwa reaktory o mocy 2,9 GW) zlokalizowanych

nad zatoka (o wlaénie takiej nazwie) niedaleko
Hongkongu oraz z trzech specjalnie wydrazonych
jaskin eksperymentalnych wyposazonych w (lacznie)
szes¢ detektoréw neutrin. Trzy z nich sg tzw. bliskimi
detektorami, a trzy sa zlokalizowane w sredniej
odlegtosci od EJ okoto 1650 m (tzw. dalekie
detektory), odpowiadajacej pierwszemu maksimum
prawdopodobienistwa zanikania neutrin o $redniej
energii 3 MeV.

Dzieki temu specyficznemu zestawowi do$wiadczalnemu
(oraz kilku innym dobrym pomystom) wiekszo$é btedow
systematycznych kasuje sie i juz po dwoch miesigcach
zbierania danych oraz po okolto miesiacu analizy
(prowadzonej czesciowo ,na $lepo”) opublikowano wynik

sin®(2613) = 0,092 £ 0,016 (stat) & 0,005 (syst).
Zostal on uzyskany dzieki odpowiedniemu poréwnaniu
liczby oddzialywan rejestrowanych w bliskich oraz
dalekich detektorach. Odkrycie, ze najmniejszy z katow
mieszania jest znaczaco rézny od zera, pozwala mieé
nadzieje¢ na przeprowadzenie badan naruszania CP
w sektorze neutrin i, by¢ moze, odpowiedzenie na
pytanie, czy obserwowana asymetria miedzy materia
i antymaterig moze by¢ wyjasniona bez odwolywania sie
do nieznanych zjawisk.

Piotr ZALEWSKI

[1] R. Landauer, Irreversibility and heat generation in the computing
process, IBM J. of Research and Development 5, 183-191 (lipiec 1961).

[2] A. Bérut, A. Arakelyan, A. Petrosyan, S. Ciliberto, R. Dillenschneider
& E. Lutz, Ezperimental verification of Landauer’s principle
linking information and thermodynamics, Nature 483, 187189
(8 marca 2012).

[3] F.P. An et al. (The Daya Bay Collaboration), Observation of
electron-antineutrino disappearance at Daya Bay, submitted to
Phys. Rev. Lett. (7 marca 2012)
http://dayabay.ihep.ac.cn/docs/DYB_rate_prl_APS.pdf.



Przypomnijmy krotko, ze akcelerator
LHC zostal zaprojektowany, by zderzaé
przeciwbiezne wigzki protonéw majacych
energie 7 GeV, oraz ze w kazdym z jego
najwigkszych detektoréw (ATLAS,
CMS) mialo, wedlug specyfikacji,
zachodzié 10° zderzen na sekunde.

Daje to ok. 107 takich zderzen w ciggu
calego czasu dzialania akceleratora.

Podobne argumenty maja takze
zastosowanie do kwestii produkcji

w zderzeniach w LHC fragmentéw

tzw. dziwnej materii, zwanych po polsku
dziwadetkami.

Niebezpieczenstwa innych prézni
Krzysztof TURZYNSKI

Cialo lubi spoczywaé. Cialo fizyczne poruszajace sie w polu sit potencjalnych
spoczywa, gdy znajduje sie w minimum energii potencjalnej. Jesli minimum to
jest lokalne, cialo moze znalez¢ si¢ w innym, nizej polozonym minimum, gdy
dostarczy¢ mu dostatecznie duzo energii, by mogto pokonaé bariere potencjatu,
lub gdy zajdzie tunelowanie kwantowe (jego prawdopodobienistwo dla ciat
makroskopowych jest nikte). Dla cial znajdujacych sie w naszym otoczeniu, takich
jak ksiazki na pétkach, wiemy z grubsza, gdzie znajduja si¢ te minima.

Jednak te same zasady stosuja si¢ takze do najwickszego mozliwego uktadu
fizycznego — Wszechdwiata, z tym ze stan realizujacy lokalne minimum energii
nazywamy proznig. Tymczasem na Swiecie w odstepach rzedu dziesieciolecia
buduje sie coraz potezniejsze akceleratory czastek elementarnych zderzajace
czastki z coraz to wiekszymi energiami. Czy prawdopodobne jest, ze, jesli energia
potencjalna Wszechswiata ma jakies nizej lezace minimum, w zderzeniu dwoch
czastek w akceleratorze uwolniona zostanie energia, ktéra pozwoli matemu
kawaltkowi Wszech$wiata przejsé do tego wlasnie minimum? Byloby to, delikatnie
moéwiac, niebezpieczne, gdyz taki ,babelek” nowego stanu rozszerzalby sie bardzo
szybko, ogarniajac coraz wigksza czes¢ Wszech$wiata wraz ze znajdujacymi sie

w nim strukturami. A zatem, czy wykonywanie eksperymentéw przy akceleratorze
LHC moze zniszczy¢ Wszechswiat? Odpowiedz na to pytanie nie moze zalezeé

od modelu teoretycznego, gdyz wtasnie wskazanie tego wladciwego jest

przeciez jednym z gléwnych celow LHC. Na szczedcie, istnieja wyniki badan
doswiadczalnych pozwalajace na rozstrzygniecie tego dylematu.

Gorne warstwy ziemskiej atmosfery sa nieustannie bombardowane
wysokoenergetycznymi czastkami elementarnymi zwanymi promieniowaniem
kosmicznym — sa to w wiekszosci protony. Wiele zespotéw naukowych bada
wlasnodci tych czastek. Najwyzsza zarejestrowana dotad energia czastki
promieniowania kosmicznego to okoto 10! GeV, przy czym zgodnie ze szczegdlna
teoria wzglednosci protony o energii wickszej niz 10 GeV zderzajace sie

ze spoczywajacymi protonami ziemskiej atmosfery maja energie zderzenia
przekraczajaca te uzyskiwang w LHC. Wiadomo, ze $rednia liczba protonéw
promieniowania kosmicznego o energiach przekraczajacych 108 GeV padajacych
w ciggu sekundy na kilometr kwadratowy goérnych warstw ziemskiej atmosfery
jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalna do kwadratu energii i wynosi
okoto 5 - 10™*. Mnozac to przez powierzchnie Ziemi oraz czas istnienia Ziemi
(ok. 4,5 mld lat), stwierdzamy, ze na Ziemi zaszto juz ponad 10?? zderzen
proton-proton o energiach przekraczajacych te z LHC. Mozna zatem powiedzieé,
ze na Ziemi sama przyroda wykonata juz okoto 100000 ,eksperymentéow LHC”
— i nic ztego sie nie stalo.

Jesli zamiast Ziemi rozwazymy Stonce, liczba wykonanych ,eksperymentéw LHC”
wzrosnie do 10°. Droga Mleczna zawiera okoto 100 mld gwiazd, ktérych nasze
Stonce jest w miare typowym przedstawicielem, szacuje sig, ze w widzialnym
Wszechswiecie jest 100 mld galaktyk. Oznacza to, ze w obserwowalnej czesci
Wszechswiata ,eksperyment LHC” zostal juz wykonany rzedu 103! razy. Nie ma
jednak zadnych obserwacyjnych dowodéw na to, ze jakas cze$¢ Wszech$wiata jest
pozerana przez bable nowej prozni.

A jesliby powstal akcelerator zderzajacy protony z energia dziesigciokrotnie wicksza,
niz LHC, a do tego sto razy czesciej? Wtedy energia protonéw promieniowania
kosmicznego odpowiadajaca energii zderzen w takim akceleratorze bedzie
stukrotnie wieksza, czyli okoto 10 GeV. Liczba czastek o energii wickszej niz
wymieniona wyzej zmaleje wéwczas o czynnik 10%, co oznacza, ze wyobrazony tu
~eksperyment super-LHC” zostal juz we Wszechéwiecie przeprowadzony 102° razy.

Czy prawdopodobienstwo zajscia takiego katastrofalnego zdarzenia rzedu 1073! to
duzo? Nietrudno sprawdzi¢, ze to troche mniej niz prawdopodobienstwo wygrania
szostki w totolotka trzy razy pod rzad. Mozna chyba spaé¢ spokojnie.

Bibliografia

J. Ellis, G. Giudice, M. Mangano, I. Tkachev, U. Wiedemann, http://arXiv.org/pdf/0806.3414
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Informatyczny kacik olimpijski (51): Nurkowanie

Tym razem zajmiemy si¢ zadaniem Nurkowanie z Obozu Naukowo-Treningowego
im. Antoniego Kreczmara w 2007 roku.

Zadanie brzmi tak. Grupa n nurkéw musi przedostaé sie przez podwodna,
szczeline. Niestety, maja oni przy sobie tylko jedna wodoodporna latarke.
Szczelina jest waska, wigc jednoczesnie moga nig ptynaé co najwyzej dwie
osoby. Nurkowie postanowili powtarzaé¢ nastepujacy schemat, dopoki bedzie to
konieczne: dwoch nurkéw przeptynie przez szczeling, a nastepnie jeden z nich

wrdéci, aby kolejni nurkowie mogli skorzystaé¢ z latarki. Kazdy z nurkéw ma

swoja maksymalna predko$é — jesli dwoch nurkéw plynie jednoczesnie, ptyna

z predkodcia wolniejszego z nich. Ile minimalnie czasu zajmie im przeprawa przez
szczeline, jesli m par sposéréd nich nie lubi sie wzajemnie i nie moze ptynaé razem?

Zaltézmy dla uproszczenia, ze nurkowie sg ponumerowani od
1 do n tak, ze czasy, jakie potrzebuja oni na przeptyniecie
szczeliny, spelniaja warunek ¢1 < t2 < ... < t,. Sytuacje
dana w zadaniu opiszemy jako graf GG, ktérego wierzchotki
{1,2,...,n} odpowiadaja nurkom. Nurkowie i i j sa
potaczeni w G krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy sie lubia.

Zastanéwmy sie najpierw, kiedy problem nie ma
rozwigzania. Kazdy kolejny krok schematu jest
réwnowazny wybraniu dwoch wierzchotkéw potaczonych
krawedzia w G, a nastepnie usunigciu z G jednego z nich,
odpowiadajacego nurkowi, ktory zostal po drugiej stronie
szczeliny 1 juz nigdy stamtad nie wréci. Jesli wiec G

na poczatku nie jest spojny, to na pewno przeprawa jest
niewykonalna: po wykonaniu kursu liczba sktadowych
nie maleje, wiec gdy juz nie bedzie mozna wykonadé
zadnego kursu, pozostanie grupa co najmniej dwbch
nurkéw, z ktérych kazdych dwdch sie nie lubi.

Zatézmy wiec, ze G jest spojny. Okazuje sie, ze wtedy
rozwigzanie istnieje i kazdy mozliwy scenariusz przeprawy
mozemy skutecznie modelowaé¢ za pomocy drzewa
ukorzenionego T'. Ustanowimy nurka r, ktéry uczestniczy
w ostatniej turze przeprawy, korzeniem naszego drzewa.
Jesli natomiast ¢ i j plyna razem, po czym i wraca, to

J zostanie synem ¢ w 1. Jest jasne, ze wykonywanie
scenariusza przeprawy odpowiada ucinaniu lisci naszego
drzewa. Podobnie, majac dowolne ukorzenione drzewo
rozpinajace G, jesteSmy w stanie na jego podstawie
skonstruowac scenariusz przeprawy — wystarczy w dowolnej
kolejnoéci ucinac liscie. Przypiszmy krawedziom drzewa T’
koszty czasowe odpowiadajace kolejnym krokom. Jesli

i jest ojcem j w T, to krawedz miedzy nimi ma koszt
max(t;,t;) + t;, ktéry, niestety, zalezy nie tylko od wyboru
nurkéw, ale takze od skierowania krawedzi miedzy nimi.
Kosztem T niech bedzie suma kosztow jego krawedzi
pomniejszona o czas t, potrzebny ostatniemu nurkowi na
przeprawe (r nie musi wraca¢ podczas ostatniego kroku).

Okazuje sie, ze przy tak ustalonych wagach da sie uproscié¢
problem, aby méc zapomnie¢ o skierowaniu krawedzi

i wyr6znionym korzeniu. Obliczmy koszt drzewa T

((4,7) oznacza krawedz skierowang od ojca i do syna j):

Z (max(ts, tj) +ti) — tr =

(i.4) €T
= > (max(ti,ty) +titt)— Y t;—tr=
(i,J)€T (i,J)€T
= Z (max(t,-,tj)—i—ti—i—tj)—Zti.
(4,§)€T =1
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Druga suma jest stata, wiec koszt zalezy tylko od
pierwszego cztonu wyrazenia! Wystarczy wiec znalezé
minimalne drzewo rozpinajace grafu G, w ktérym
krawedz (¢, j) ma przypisany koszt max(t;,t;) + t; + t;.

Poniewaz na wejsciu mamy dane explicite dopelnienie
grafu G, mozemy rozwiazaé¢ zadanie w czasie O(n?),
uruchamiajac np. algorytm Prima. Aby rozwiazaé
zadanie szybciej, zastosujemy podejécie podobne jak

w algorytmie Boruvki. Przypomnijmy, ze w algorytmie
tym utrzymujemy las rozpinajacy G i wykonujemy
O(logn) faz; w kazdej fazie dziatania dodajemy

do konstruowanego rozwiazania najtansza krawedz
wychodzacy z kazdej dotychczasowej sktadowej lasu
(rozstrzygajac remisy w dowolny uporzadkowany sposéb).

Pokazemy, jak zrealizowaé¢ jedna faze algorytmu
Bortvki. Oznaczmy przez Z; zbiér nurkéw, ktérych

nie lubi nurek ¢. Niech A = {a1,a2,...,ax} bedzie
zbiorem nurkéw dowolnej sktadowej dotychczasowego
rozwigzania (na poczatku kazdy nurek stanowi osobna
sktadowa). Niech (¢, d) bedzie szukang najtansza
krawedzig wychodzaca z A (c € A, d € A). Jesli

|[AU Z4,| < n, to niech b bedzie nurkiem o najmniejszym
numerze nienalezacym do A U Z,,; krawedz (a1, b) jest
wtedy najtansza krawedzig wychodzacg od nurka a;

i kandydatem na najtansza krawedz z A. Warto$¢ b
mozemy znalezé w czasie O(|A| 4 |Za,|) przy zalozeniu,
ze zbiory reprezentujemy jako uporzadkowane listy.

Pokazemy, jak to jeszcze usprawnié. Niech

Yiz(ézaj)\A.

Jedli i > 1 i krawedz (a;,b) jest najtansza krawedzia

wychodzaca z A, to b € Yi—1 \ Za,, W przeciwnym

razie b € Z,,; dla pewnego j < 4, a krawedz (a;, b)

bytaby tansza. Wobec tego zaréwno sprawdzenie

kazdego sensownego kandydata b dla nurka a;,

jak i obliczenie zbioru Y; wykonujemy w czasie

O([Yi-1| + [Za;]) = O(|Za; 1| + | Za;]). Sumujac koszty

dla kazdego wierzchotka sktadowej i dla kazdej sktadowej,

otrzymujemy sumaryczny koszt jednej fazy algorytmu:
k(A)

ZO(|A| + Z |Za'i|> =O(n+m).
A i=1

Ztozonos¢ czasowa calego rozwigzania wynosi zatem

O((n 4+ m)logn).

Adam KARCZMARZ

student, Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego
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Na marginesie ostatniego zadania
drugiego stopnia OM:

Zadanie 6. Niech S(k) oznacza sume
cyfr liczby calkowitej k w zapisie
dziesietnym. Dowiesé, Ze istnieje
nieskonczenie wiele takich dodatnich
liczb calkowitych n, ze

S(2" +n) < S(2).

chcialbym zapytaé Czytelnikéw Delty
o prawdziwosé stwierdzenia: dla
nieskonczenie wielu n zachodzi réwnosé
S(2™ +n) = S(2™). Jedli tak, to czy

ta réwnosé zachodzi dla nieskonczenie
wielu n postaci 10F — 1?7

www.sem.edu.pl

W zawodach I stopnia obecnej, LXIII Olimpiady Matematycznej wzieto udziat

1409 uczniéw, wigc nieco mniej niz w poprzedniej. Jest to liczba bliska wieloletniej
$redniej. Do drugiego stopnia zakwalifikowano 622 uczniéw. Zawody drugiego stopnia
odbytly sie 17 i 18 lutego.

Wszystkie zadania z odbytych juz etapéw obecnej Olimpiady (takze z wielu
poprzednich) i ich rozwiazania mozna znalezé na stronie internetowej Olimpiady pod
adresem www.om.edu.pl.

Najtrudniejszym zadaniem w pierwszym stopniu okazato sie przedostatnie zadanie
(stereometria), ktore w caltym kraju rozwiazato jedynie 29 oséb. Trudne tez byto
dwunaste zadanie, ale z nim daty sobie rade 222 osoby. Najtatwiejsze w pierwszym
stopniu bylo zadanie trzecie (geometria plaska), z ktérym poradzilo sobie 1076 oséb.

W zawodach drugiego stopnia najtrudniejsza okazala sie geometria przestrzenna ku
zaskoczeniu czedci czlonkéw komisji przygotowujacej zadania na zawody. Rozwigzalo

je poprawnie okoto 80 oséb, drugie w kolejnosci byto zadanie piate (geometria pltaska),
ktore rozwigzalo nieco ponad 90 oséb — doktadne liczby w czasie pisania tekstu jeszcze
nie sg znane. Najlatwiejszym zadaniem tego etapu byto zadanie pierwsze (uktad
réwnan), ktére rozwiazalo 216 oséb, czyli okolo 36% uczestnikéw II stopnia OM. Chce
sie powiedzie¢ tylko 216 oséb, bo uklad rownan nie byt standardowy z punktu widzenia
tego, co pojawia sie w liceach, ale tez nie byl trudny.

Autora tego tekstu zaskoczyla trudno$é zadania z geometrii przestrzennej:

Zadanie 2. Udowodnié¢, ze w czworoscianie ABC D wierzcholek D, srodek sfery
wpisanej oraz srodek ciezkosci czworoscianu lezg na jednej prostej wtedy i tylko
wtedy, gdy pola tréjketow ABD, BC'D i CAD sq réwne.
Rzecz w tym, ze zadanie mozna rozwiaza¢ momentalnie, i to w pamieci, postugujac
sie tzw. wspélrzednymi barycentrycznymi, o ktérych mozna cos przeczytac
w artykule Marka Kordosa Co nam mogq dac ciezary i wypory? opublikowanym
w Delcie 3/2012. Kazdy punkt czworodcianu traktujemy jako srodek masy uktadu
zlozonego z czterech jego wierzchotkéw, w ktorych umieszczono odpowiednie
masy. Wybér tych mas jest jednoznaczny, jeli ich suma jest 1. Srodek ciezkosci S
czworo$cianu ABCD otrzymujemy, umieszczajac w wierzchotkach réwne
masy: S = W. We wspomnianym artykule M.K. wyjasnil, ze chcac
potraktowaé¢ punkt P trojkata ABC' jako $rodek masy ukladu trzech punktow
materialnych, nalezy w wierzchotkach A, B, C umiesci¢ masy rowne polom trojkatow
BCP,CAP, ABP. W przypadku punktu P czworoscianu ABC'D zastepujemy
pola trojkatow lezacych naprzeciw wierzchotkéw objetosciami przeciwleglych
czworo$ciandéw, np. w punkcie A umieszczamy mase réwna objetosci czworoscianu
BCDP. Srodek I sfery wpisanej w czworoscian otrzymujemy, umieszczajac
w wierzchotkach masy réwne polom przeciwleglych Scian, bo w tym przypadku
wysokoéci czterech ostrostupéw sa réwne jako promienie sfery wpisanej. Przy okazji:
srodek okregu wpisanego w trojkat otrzymujemy, gdy masy sa réwne dlugoéciom
przeciwlegltych bokéw — Czytelniku, przypomnij sobie twierdzenie o dwusieczne;j!
Wobec tego
_ paA+ppB+pcC+ppD

pAa+pB+pc+Dpp
gdzie py to pole tréjkata BC'D, analogicznie definiujemy pg, po, pp-

Wektory
D_§:A+B+C+D_D (A— D)+ (B—-D)+(C — D)

I

= oraz
4 4
pj = PaA+peB+pcC+ppD o pa(A—D)+pp(B D) +pc(C—D)
PA+DPB+Ppc+Pp PA+PB+Ppc+pp

sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy tréjki wspdlczynnikdw

( PA PB Pc > ; (1 1 1)
pa+pB+pc+pp’ pa+pe+Dpo+pp pa+pe+DpC+PD 4’474
sg proporcjonalne, a wiec gdy pa = pp = pco-

Michat KRYCH

21



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VII 2012

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
625 (WT = 1,90) i 626 (WT = 2,83)
z numeru 9/2011

Janusz Olszewski Warszawa 44,62

Pawel Kubit Krakéw 40,94
Tomasz Tkocz Rybnik 39,93
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,25
Michal Miodek Zawiercie 35,88
Roksana Stowik Knuréw 34,62
Jerzy Cisto Wroctaw 32,84

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 31,04

Janusz Olszewski — po raz trzynasty!!
No coz. ..

Zadania z matematyki nr 641, 642
Redaguje Marcin E. KUCZMA

641. Na plaszczyznie dane sa punkty A, B. Rozwazamy wszystkie czworokaty
wypukte ABC D, polozone w ustalonej pétptaszczyznie o krawedzi AB,
symetryczne wzgledem prostej BD, z katem prostym przy wierzchotku D.
Wykazaé, ze istnieje punkt wspolny wszystkich uzyskanych prostych C'D.

642. Dana jest liczba naturalna nieparzysta n. Ala i Bartek graja w gre,
wykonujac ruchy na przemian. Stan gry jest liczba catkowita i zmienia swa
warto$¢ w trakcie gry. Gracz, do ktérego nalezy ruch, moze do tej liczby
zastosowac jedna z dwdch operacji: odja¢ od niej dowolna dodatnig liczbe

calkowita, mniejsza niz n, albo podzielié¢ ja przez n i zaokragli¢ wynik do
najblizszej liczby calkowite] (wobec nieparzystosci n, kierunek zaokraglenia
jest zawsze dobrze okreslony). Powstala nowa warto$¢ przechodzi do dyspozycji
przeciwnika. Wygrywa, kto pierwszy uzyska warto$é¢ 0. Rozpoczyna Ala,
startujac od liczby n". Kto ma strategie wygrywajaca?

Zadanie 642 zaproponowal pan Wojciech Nadara z Warszawy

Rozwigzania zadan z numeru 1/2012
Przypominamy tre$é¢ zadan:

633. Kazdy punkt ptaszczyzny zostal pokolorowany na czerwono

lub zielono. Dany jest trojkat ABC. Dowiesé, ze istnieje tréjkat
przystajacy do ABC o wszystkich wierzchotkach zielonych lub istnieje
odcinek dlugosci jednostkowej o obu koncach czerwonych.

634. Niech S bedzie skonczonym zbiorem liczb calkowitych. Wykazac,
ze istnieje wielomian stopnia pierwszego, o wspélczynnikach
catkowitych, ktérego wartosci w punktach zbioru S sa

parami wzglednie pierwsze.

633. Zalbézmy, ze trojkat przystajacy do ABC, o wszystkich
wierzchotkach zielonych, nie istnieje. Rozwazymy
trzy przypadki.

Jezeli istnieje tréjkat przystajacy do ABC, o wszystkich
wierzchotkach czerwonych — nazwijmy go po prostu ABC

— przesuwamy go o dowolny wektor dtugosci 1. Otrzymujemy
trojkat A'B'C’, ktéry (w myél przyjetego zatozenia) ma

co najmniej jeden wierzchotek czerwony. Wraz z odpowiednim
punktem z trojki A, B, C' tworzy on czerwong pare punktow
odleglych o 1.

Jezeli istnieje trojkat przystajacy do ABC (ponownie
nazwijmy go ABC'), w ktérym doktadnie jeden wierzcholek
— na przyktad A — jest zielony, rysujemy dowolny tréjkat
réwnoboczny AA’A” o boku dtugosci 1. Przesuwamy

—_—
trojkat ABC o wektory AA" i AA” | otrzymujac trojkaty
A'B'C’"i A”B"C". Gdy ktéry$ z punktow B',C’, B, C"
jest czerwony, mamy teze. Gdy te cztery punkty sa zielone,
wéwezas (zndw na mocy przyjetego zalozenia) punkty A’ A”
muszg by¢ czerwone, co tez daje teze.
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Pozostaje przypadek, gdy w kazdym tréjkacie przystajacym
do ABC' dokladnie jeden wierzcholek jest czerwony. Ustalmy
dowolny czerwony punkt O na plaszczyznie i narysujmy
dowolny tréjkat przystajacy do ABC (ponownie nazwijmy
go ABC), z wierzchotkiem B w owym punkcie O. Punkty A, C
sa wiec zielone. Uzupelniamy tréjkat ABC' do réwnolegtoboku
ABCD; tréjkat CDA przystaje do ABC, wigc punkt D musi
by¢ czerwony. Diugos¢ d odcinka BD jest liczba okreslona
jednoznacznie przez zadany trojkat ABC (to podwojona
dtugosé srodkowej z wierzchotka B). Z dowolnosci usytuowania
trojkata ABC' (z wierzchotkiem B = O) wynika, ze kazdy punkt
potozony w odlegtosci d od punktu O jest czerwony.

Poniewaz punkt O moégt byé dowolnym punktem czerwonym,
widzimy, ze kazdy odcinek dtugosci d, z jednym koncem
czerwonym, ma i drugi koniec czerwony. Krokiem dtugosci d
mozna potaczy¢ kazde dwa punkty plaszczyzny — cala
plaszczyzna jest wiec czerwona. To oczywiscie takze daje teze.

634. Niech S = {z1,...,2z,} bedzie zadanym zbiorem liczb
catkowitych. Okre§lamy liczbe A jako iloczyn wszystkich
réznic x; — xj, gdzie 1 < ¢ < j < n. Pokazemy, ze wielomian
W(x) = Az + 1 spelnia wymagany warunek.

Przypus$émy, ze pewne dwie wartosci W (xx), W(x:) maja
wspdélny dzielnik pierwszy p > 2. Liczba p jest wowczas takze
dzielnikiem réznicy W (xy) — W (1), réwnej A - (zr — x1).
Skoro p jest liczba pierwsza, musi dzieli¢ jeden z czynnikow:
A lub (zr — ;). Ten drugi czynnik jest tez dzielnikiem
liczby A, wiec, tak czy inaczej, p dzieli A. To juz jest
oczekiwana sprzecznos$é, bo liczby W(xy) oraz Axy, rézniace
sie o 1, nie mogg by¢ jednoczeénie podzielne przez p.



Klub 44

Termin nadsyltania rozwigzan:

31 VII 2012

Rys. 1

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
526 (WT = 2,35) i 527 (WT = 4,00)

z numeru 11/2011

Marian Lupiezowiec
Jacek Piotrowski

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 35,03

Michal Kozlik
Krzysztof Magiera

Gliwice 39,60
Rzeszow 39,10
Gliwice 33,02
FLosiow 19,37

Zadania z fizyki nr 538, 539
Redaguje EFwa CZUCHRY

538. Male cialo porusza sie po torze z ,martwa petla’, ktérej na gérze brakuje
tuku 2aq (rys. 1). Z jakiej wysokosci H powinno wystartowaé cialo, zeby
oderwawszy sie na poczatku wyrwy nie wypas$é¢ poza nia?

539. Dtuga cylindryczna cewka nakrecona na rdzen o $rednicy D ma
indukcyjnos¢ Li. Po podlaczeniu cewki do zrédla pradu wewnatrz niej zostalo
wyindukowane pole magnetyczne o indukeji B;. Nastepnie cewka zostata
nakrecona na inny rdzen o $rednicy Ds. Indukcyjnosé cewki byla wtedy

rowna Ls. Wyznaczy¢ indukcje pola magnetycznego B; wewnatrz nowej cewki
po podtaczeniu do tego samego zrédta pradu. Zalozyé, ze przewodnik, z ktérego
jest zrobiona cewka, jest duzo diuzszy niz dlugosé cewki.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2012
Redagugje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé zadan:

530. Cigzarek o masie m wisi na nici A przelozonej przez 2 bloki ruchome (rys. 2). Osie tych blokéw
sg polaczone nicig B przelozong przez 2 bloki nieruchome, a w tej nici zamontowana jest sprezynka
o stalej sprezystosci k. Obliczy¢ okres pionowych drgan ciezarka. Masy blokéw pominaé.

531. Gdy transformator byl podlaczony uzwojeniem pierwotnym do napigcia przemiennego Uy,

a obwdéd wtérny byl otwarty, napiecie na uzwojeniu wtérnym byto réwne Usz, a natezenie pradu

w uzwojeniu pierwotnym I; (wszystkie podane wielkosci sa warto$ciami skutecznymi). Zamknigto
obwéd wtérny, dotgczajac do niego: a) opornik, b) zwojnice bezoporows, c¢) kondensator. Ile

w kazdym z tych przypadkéw wyniesie natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym, jesli we wtérnym
poplynie prad o natezeniu I2? Oba napigcia Uy i Uz nie zmienily wartosci, a straty energii

w transformatorze (jego nagrzewanie si¢) mozna pomingé.

530. Drganie ciezarka wystapi wtedy, gdy bloki ruchome bedga sie zbliza¢ do siebie i oddala¢
(oprécz tego w ukladzie wystepuje drugi stopienn swobody — zgodny ruch blokéw ruchomych,
przy stalym polozeniu cigzarka i stalej sile naciagu nici). Jesli gérny blok ruchomy przesunie
sie w gére o z, a dolny pozostanie nieruchomy, to ciezarek przesunie sie w gore o x = 2z.

Przy tym sprezynka ulegnie skréceniu o z, czyli sita wywierana przez ni¢ B zmniejszy sie o kz.
Sita napiecia nici A jest dwukrotnie mniejsza, zatem zmniejszy sie ona o %kz = %kx, tak
jakby ciezarek wisial na sprezynce o stalej sprezystosci k/ = ik. Szukany okres drgan jest

opisany wyrazeniem
/m /m
T =21,/ — =4m\/ —.
k' k

531. Oznaczmy przez L1 i Lo indukcyjnosci uzwojenia pierwotnego i wtérnego, a przez M
wspbélczynnik indukeji wzajemnej. Réwnania wyrazajace II prawo Kirchhoffa dla obu obwodéw
przybieraja postac

Yt At T ac  Pat’
W powyzszych réwnaniach symbole U i I oznaczaja — niezbyt konsekwentnie — wartosci
chwilowe, w odréznieniu od dalszych przeksztalcen i tresci zadania.

Brak zmiany napigcia Uz, mimo zamknigcia obwodu wtérnego, swiadczy o tym, ze sprzezenie
indukcyjne obwodéw jest maksymalne, tzn. M = 4/ L1 La. Wtedy stosunek Uz /Uy jest réwny
v/ L2 /L1, zatem staly. Przyjmujac czesto$é w jako dana, z danych wartosci Uy, Uz i I1
wyznaczamy (dla Io = 0)

U Uz U

1 2 M= 22

L = =% - , -2
! Lhw 2 Ui hw Iw

Szukane natezenie pradu w obwodzie pierwotnym po dolaczeniu obcigzenia do obwodu
wtérnego oznaczymy jako I{. W przypadku a) nalezy przyréwnaé Uz do I2R, co
po wyeliminowaniu przesuniecia fazy migdzy I a I prowadzi do tozsamosci

Mw[i = I24/ (ng)2 + R2.

Podstawienie do tego réwnania opornosci w postaci R = Ua /I3 oraz wyrazei na M i Lo daje
szukane natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym

Uslz\ 2
I = Il2+<52>.

W podobny sposéb otrzymujemy dla przypadku b) I = I1 +
Usls

Usls
Uy’

’. Zauwazmy, ze dla duzego obciazenia (duzej wartosci I2)

I —

a dla przypadku c) I] =

we wszystkich przypadkach przechodzimy do powszechnie znanego zwiazku I = Uals/U;.
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Niebo jak wlasna kieszen: Maj

+50°

+30°

+20°

W odcinku niniejszym inaugurujemy akcje Niebo jak wlasna
kieszen, ktorej przy$wieca szczytna idea przyjrzenia si¢

nieco mniej widowiskowym, a przez to, by¢ moze, nieco mniej
znanym gwiazdozbiorom. Jednym z nich jest Maty Lew, potozony
pomiedzy Wielka Niedzwiedzica i Lwem, a wygladajacy poniekad
jak miniatura tego ostatniego. W przeciwienstwie do swego
zodiakalnego towarzysza, opisywanego juz w starozytnosci przez
Ptolemeusza, Maly Lew zostal powotany do istnienia dopiero

w czasach baroku przez Jana Heweliusza. Malto spektakularny

w poréwnaniu z otaczajacymi go jasnymi gwiazdami, zawiera
jednak kilka obiektéw dostrzegalnych gotym okiem — czy potrafisz,
Drogi Czytelniku, zidentyfikowaé¢ go na wieczornym, zachodnim
niebie? Do nawigacji uzy¢ mozna jasnego Marsa (0,22 mag),

-
o 100

Jasnos¢ (wielkosc gwiazdowa):

@1 @2 o3 ¢4 .5 -6

Gwiazdozbiér Matego Lwa. Mapa
nieba we wspélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Wykonano na podstawie mapy
IAU/magazynu ,Sky & Telescope”
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

o przebywajacego aktualnie w gwiazdozbiorze Lwa; inne tatwo
widoczne planety to Saturn (0,92 mag) w Pannie w okolicy Spiki, oraz Wenus
(—4,32 mag), zachodzaca wraz ze Stoficem w gwiazdozbiorze Byka. Oprécz
paru stabych gwiazd Maly Lew zawiera réwniez tajemniczy Hanny’s Voorwerp,
czyli obiekt Hanny (http://apod.nasa.gov/apod/ap080625.html), odkryty
przypadkowo przez entuzjastke astronomii, Hanny van Arkel, w trakcie
klasyfikacji galaktyk w projekcie Galaxy Zoo. (Zachecamy do wziecia udziatu
w badaniach: http://www.galaxyzoo.org.) Nie jest do konca jasne, czym jest
ow zagadkowy zielony klaczek — by¢ moze obserwujemy $wiatlo odlegltego
kwazara odbite od gazu skupionego wokot malej galaktyki.

20 maja podziwiaé¢ bedzie mozna obrgczkowe zaé¢mienie radiant w gwiazdozbiorze Wodnika), wywodzacy
Slofica (tj. takie, w ktérym Ksiezyc nie przestania sie z resztek materii pozostawionych przez komete
calej powierzchni Stonca, zostawiajac widoczny Halleya, oraz n-Lirydy, niedawno odkryty i mato

w trakcie zaémienia $wietlny pierscien), obserwowalne zbadany roj o radiancie w gwiazdozbiorze Lutni

w Chinach, Japonii, na Pacyfiku i w Stanach (aktywny 3-12 maja), zwiazany z odkryta w latach
Zjednoczonych. Maj obfituje takze w réznej jasnosci osiemdziesigtych kometa IRAS-Araki-Alcock. Niestety,
roje meteoréw, z ktérych szczegdlnie ciekawe wydaja w tym roku pechowo pelnia Ksiezyca wypada 6 maja,
sie dwa: najbogatszy w zjawiska r6j n-Akwarydy pozostaje jedynie mie¢ nadzieje, ze nie bedzie bardzo
(maksimum 6 maja, okolo 60 zjawisk na godzing, przeszkadza¢ w obserwacjach.

M. B.

i Zadania

C

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1348. Na wysokosci C'D tréjkata rownoramiennego ABC o podstawie AB dany jest
punkt P. Proste BP i AP przecinajg boki AC i BC' odpowiednio w punktach F i F'. Okrag
wpisany w trojkat ABP przystaje do okregu wpisanego w czworokat PECF. Udowodnié,
ze okregi wpisane w tréjkaty ADP i BPC tez sa przystajace.

Rozwiazanie na str. 15

M 1349. Wykazaé, ze nie istnieje funkcja f przeksztatcajacazbior liczb dodatnich w siebie,
spetniajaca dla wszystkich dodatnich z,y nieréwnosé (f(x))? > f(z + y)(f(z) + ).
Rozwigzanie na str. 5

M 1350. Egzamin sklada si¢ z n pytan (n > 0). Pewna liczba studentéw przystapita
do tego egzaminu. Wiadomo, ze dla kazdych dwoéch studentéw bylo przynajmniej jedno
pytanie, na ktore obaj znali odpowiedz, ale dla zadnej pary studentéw nie byto tak,

ze obaj znali odpowiedzi na dokladnie te same pytania. Udowodnié, ze do egzaminu
przystapito co najwyzej 2" ! studentéw.

Rozwigzanie na str. 5

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 811. Druga predkos¢ kosmiczna vr; dla pewnej jednorodnej kulistej planety
wynosi 3,14 km/s. Jaka predkos$¢ w ,nieskorniczonosci” bedzie mial pocisk wystrzelony
z predkoscia vo = 10 km/s?

Rozwiazanie na str. 13

F 812. Dwie gwiazdy o masach m; oraz ms znajduja si¢ w odlegltodci [. Znalezé
okres ich ruchu po okraglej orbicie wokét ich wspélnego srodka masy.
Rozwigzanie na str. 14
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Rys. 1. Liczby wewnatrz kwadratéw
oznaczaja dtugodci ich bokéw.
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Rys. 3. Mozliwe poczatki chodnika
dtugosdci n.

55

Rys. 4. Ciecie chodnika diugo$cin + k — 1
na czesci o dlugosciach n oraz k — 1.

Cigg Fibonacciego Joanna JASZUNSKA

Ciag Fibonacciego definiujemy nastepujaco:

fi=1, fo=1 oraz fn=fon2+ fn-1 dlan>3.
Kazdy wyraz ciggu, poczawszy od trzeciego, jest suma dwéch poprzednich,
kolejno otrzymujemy wiec: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ... Sposr6d mndstwa
interesujacych faktow zwigzanych z tym ciggiem uzasadnimy kilka, ktére mozna
udowodnié, odpowiednio ustawiajac pewne figury.

1. Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n > 1 zachodza nastepujace rownosci:

(@) fit fs+fs+ ...+ fono1 = fon,
(b) fo+ fa+ fo+ ...+ fon = font1 — 1,
©) BB+ +. 4 f2= faforr.

2. Podziel ptaszczyzne na kwadraty, z ktorych kazde dwa sa réznej wielkosci.
3. Podziel kwadrat na mniejsze kwadraty, z ktérych kazde dwa sa réznej wielkosci.

4. Na ile réznych sposobéw mozna utozy¢ chodnik o dtugosci n i szerokosci 1,
majac do dyspozycji duzy zapas plyt o rozmiarach 2 x 1 oraz 1 x 17

5. Wykaz, ze frn+1fk + fnfi—1 = fotr dla dowolnych liczb naturalnychn > 1, k > 2.

Rozwigzania

R1. Pewng liczbe kwadratéw o bokach réwnych poczatkowym wyrazom ciagu
Fibonacciego ustawmy jak na rysunku 1, po kolei dobudowujac kwadraty na przemian
po prawej stronie i na dole. Na kazdym etapie tej konstrukcji powstaje prostokat,
bo fn = fn—2 + fn—1 — nastepny kwadrat ,pasuje” do dwbéch poprzednich.

(a) Jesli ostatni kwadrat dobudowano na dole i ma on bok dtugosci fon—1, to caly
prostokat ma taka wtasnie szeroko$¢, a wysokos$¢ réwna nastepnemu wyrazowi
ciggu, czyli fan,. Jednoczesnie wysokos¢ ta jest réwna fi1 + fa + fs + ... + fon—1.

(b) Analogicznie, jesli ostatni kwadrat ustawiono po prawej i ma bok dtugosci fan,
to prostokat ma szeroko$¢ réwna fo,41 i zarazem rowna 1+ fo + fa + ...+ fon.

(c) Jesli jako ostatni ustawiono kwadrat o boku dtugosci fn, to prostokat ma taka
wlasnie szerokosé lub wysoko$é, a drugi z wymiaréw rowny fr,+1, wiec ma pole
fnfni1. Jednoczesnie pole to jest réwne fi + f3 4+ f3 + ...+ f2. O

R2. Zmodyfikujmy rysunek 1, ustawiajac kwadraty o bokach réwnych

f1, f2, f3,... kolejno po prawej, na dole, po lewej, na gbrze, znéw po prawej itd.,
jak na rysunku 2. Zadany podzial plaszczyzny uzyskamy, dzielac jeden z dwéch
kwadratéw o boku dtugosci 1 tak, jak w zadaniu 3. O

Wskazéwka 3. Podzialy na 24 kwadraty i na 21 (na mniej si¢ nie da) pokazano
np. na stronie http://mathworld.wolfram.com/PerfectSquareDissection.html.

RA4. Oznaczmy te liczbe sposobéw przez c,. Dla n > 3 na poczatku chodnika
mozemy polozy¢ plyte 2 x 1 (rys. 3), a nastepnie na ¢, 2 sposob6éw utozyé
reszte (chodnik o dtugosci n — 2); mozemy tez zaczaé od ptyty 1 x 11 wtedy
na cp—1 sposobéw utozyé reszte. Stad ¢, = cn—2 + cn—1 dla n > 3. Otrzymany
wzOr jest taki sam, jak dla ciggu Fibonacciego. Nietrudno sprawdzié, ze

c1 = 1= fz oraz ca = 2 = f3, uzyskujemy wiec wniosek, ze ¢, = fr41. O

R5. Ile sposérdod chodnikéw o dtugosci n + k — 1, takich jak opisano w poprzednim

zadaniu, mozna rozciaé na chodnik o dlugosci n (od lewej strony) oraz chodnik

o dtugosci k — 1 (po prawej stronie) bez rozcinania poszczegblnych plyt (rys. 4(a))?
Takich chodnikow jest tyle, na ile sposobéw mozna utozyé¢ po lewej stronie chodnik
dtugosci n, a po prawej chodnik dtugosci k — 1. Z poprzedniego zadania wiemy, ze

mozliwosci tych jest po lewej fn+1, po prawej fi, wiec lacznie f,4+1 fk.

Ciecie chodnika wymaga rozcinania ptyty, gdy w miejscu podziatu lezy plyta 2 x 1
(rys. 4(b)). Takich chodnikéw jest fr fr—1: uktadamy od lewej kolejno chodnik
dtugosci n — 1, nastepnie plyte 2 x 1, a po prawej chodnik dtugosci k — 2.

Wszystkich chodnikéw, jak wiemy z poprzedniego zadania, jest fi,+x i kazdy z nich
da si¢ rozciaé¢ w opisany sposéb lub nie, stad frn+1fx + fofe—1 = fotr. O
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