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BRIDGES
— mosty budowane pomiedzy matematyka i sztuka

Matgorzata MIKOLAJCZYK

Instytut Matematyczny, Uniwersytet Wroctawski
Czym jest Bridges?

Miedzynarodowe konferencje Bridges odbywaja sie
corocznie od 1998 roku w réznych krajach swiata

(w Europie, Ameryce i Azji). Dotycza zwiazkéw
matematyki z réznymi dziedzinami sztuki (plastyka,
muzyka, architektura, teatr, poezja, taniec).

W czterodniowych obradach oraz wydarzeniach
artystycznych uczestnicza naukowcy (gldéwnie
matematycy i informatycy), architekei, inzynierowie,
nauczyciele, muzycy, tancerze, rezyserzy, rzezbiarze,
poeci i inni artysci oraz milo$nicy sztuki inspirowanej
matematyka (lub na odwrét). Tradycja jest udzial

w kazdej edycji laureata Nagrody Nobla, a w niektérych
takze laureata medalu Fieldsa, co jest wymiernym
dowodem prestizu tych konferencji w srodowisku
naukowym. Zdarzaja sie takze inne osobistosci, np.
gwiazda wegierskiej edycji Bridges (jedynej, jaka odbyla
sie do tej pory w Europie Srodkowo—Wschodniej) byt
Ern6 Rubik, ktory podzielit si¢ z uczestnikami
refleksjami na temat fenomenu kostki i innych
wymy$lonych przez siebie tamigléwek.

Autor: David H. Press

Integralna i bardzo wazna czescig konferencji jest zawsze wystawa sztuki
inspirowanej matematyka Bridges Visual Art. Zglaszane na nia eksponaty
przechodza wczesniej procedure kwalifikacyjna. Ostatecznie do udziatu

w wystawie zapraszanych jest okoto 150 artystow z kilkudziesieciu krajow swiata.
Na zakonczenie konferencji, po glosowaniu przeprowadzonym wsréod jej
uczestnikow, wylaniane i nagradzane sa najlepsze prace w czterech kategoriach:
zawarto$¢ matematyczna, wrazenia estetyczne,

innowacyjno$é tworzywa i kunszt wykonania.

Uczestnicy konferencji otrzymuja (w formie papierowej lub elektronicznej)
Proceedings of Articles zawierajace skroty okoto stu wyktadow przedstawionych
podczas obrad oraz Katalog wystawy Mathematical Art prezentujacy dzieta
wszystkich artystow zakwalifikowanych na wystawe konferencyjna. Materialy
ze wszystkich dotychczasowych konferencji sa takze dostepne na stronie
internetowej organizacji Bridges http://bridgesmathart.org.

Jakie cele stawiajg sobie organizatorzy?

Bridges jest konferencja interdyscyplinarna adresowana do przedstawicieli
Srodowisk reprezentujacych nauke i sztuke. Nic dziwnego, ze ma bardzo otwarty,
spolecznodciowy charakter. Jej gtéwne cele to:

e wskazanie innowacyjnych technik integrowania matematyki z réznymi
dziedzinami sztuki oraz interdyscyplinarnego nauczania matematyki,

e stworzenie matematykom i artystom przetamujacym bariery miedzy nauka
i sztuka mozliwosci prezentacji swoich pomystow i osiagnied,

e inspirowanie dzialalnoéci badawczej, artystycznej i edukacyjnej naukowcow,
artystoéw i nauczycieli,

e popularyzacja matematyki w spoleczenstwie za posrednictwem sztuki przez
organizacje otwartych imprez towarzyszacych,

e dokumentacja podejmowanych dziatan i ich efektow przez wydawanie katalogbw. Autor: George Hart
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Kto organizuje Bridges?

Bezposrednim organizatorem konferencji jest organizacja non-profit

The Bridges z siedzibg w USA, dzialajaca pod kierownictwem Rezy Sarhangi
z Wydzialu Matematyki Towson University. Konferencja jest wspélnie
finansowana ze $rodkéw The Bridges, Miedzynarodowej Unii Matematycznej,
organizatoréw lokalnych oraz z oplat uczestnikéw i dotacji sponsorow.

W sklad gléwnego komitetu organizacyjnego wchodza ponadto utytutowani
i wielokrotnie nagradzani w swoich dziedzinach matematycy, informatycy
i artysci:

e George Hart — matematyk i informatyk oraz lingwista, dyrektor Muzeum
Matematyki w Nowym Jorku;

Dotvehoras kon - Bridecs odbule sic Craig Kaplan — matematyk i informatyk, redaktor naczelny Journal of

(lﬁtbysvlfrzéisce ‘;’;g;ﬁ;‘?; nr;sée;u?aec;;g *¢  Mathematics and the Arts, autor oprogramowania m.in. Maze Design,

miastach: Star Patterns, Escherization, Patterns on Surfaces, Metamorphoses and
1998-2002 — Winfield, Kansas, USA;

Autor: Ulrich Mikloweit

2003 — Granada, Hiszpania; Deformatzons;
2004 — Winfield, Kansas, USA; e Carlo Sequin — informatyk i fizyk;
2005 — Banff, Alberta, Canada; . e . . . .. .
2006 — Londyn, Wielka Brytania; e Robert Fathauer — fizyk i inzynier elektronik, zalozyciel Tessellations Company
2007 — San Sebastian, Hiszpania; wytwarzajacej lamigléwki, albumy, podreczniki i pomoce naukowe, doroczny
2008 — Leeuwarden, Holandia k Brid . 1 Art:
(miasto rodzinne M.C. Eschera); urator wystawy bridges Visual Art;
2009 — Banff, Alberta, Canada; e Dmitri Tymoczko — matematyk, kompozytor i teoretyk muzyki.
2010 — Pécs, Wegry;
2011 — Coimbra, Hiszpania; . B B . . .
2012 — Towson, Maryland, USA; Ponadto przy organizacji konferencji pracuja wieloosobowe komitety
2013 — Enschede, Holandia; . P . ..
2014 - Seul. Korea: koordynujace poszczegdlne przedsiewziecia.

2015 — Washington, DC, USA;
2016 — Wroctaw, Polska.

Co dzieje sie w czasie Bridges?

I [ Na program konferencji sktada si¢ czes$é zamknigta —
neeting ‘, przeznaczona dla zarejestrowanych uczestnikéw (w jej
p— ramach odbywaja sie wyktady plenarne, referaty

r | w grupach roboczych, prezentacje, warsztaty

1 interaktywne, pokazy, koncerty, m.in. Formal Music
Night i Informal Music Night oraz wycieczki
krajoznawczo-matematyczno-artystyczne), a takze czesé
otwarta, przeznaczona dla szerokiej publiczno$ci

(w jej ramach odbywaja si¢ wyktady popularno-naukowe,
wystawy towarzyszace, pokazy filméw inspirowanych
matematyka, m.in. Mathematics and Art Short Movie
Festival, przedstawienia teatralne, koncerty muzyczne,
wieczory poezji oraz Family Day: happeningi, kiermasze,
warsztaty 1 pokazy w przestrzeni miejskiej).

Podczas czterech dni Bridges
odbywa sie tez budowa
gigantycznego samonosnego
obiektu z klockéw ZomeTool
(czesto sktadajacego sie z ponad
100 tysiecy czesci). Kazdy moze
przylaczy¢ sie do tego
przedsiewziecia, a uroczyste
zakonczenie prac i odstoniecie
gotowego dziela jest przez
wszystkich uczestnikéw
konferencji fetowane lampka,
szampana.




To wtasnie w Enschede znaleziono
odpowiedZ na postawiony przez
Stanistawa Ruziewicza i zamieszczony
w Ksiedze Szkockiej pod

numerem 59. problem, czy mozna rozbié
kwadrat na skonczong liczbe réznych
kwadratéw. W marcu 1978 roku tamtejszy
matematyk i informatyk

Adrianus Duijvestijn pokazal, jak
roztozy¢ kwadrat na 21 réznych
kwadratéw i wykazal, ze nie mozna tego
zrobi¢ dla zadnej mniejszej liczby
réznych kwadratéw.
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Autorka: Tatiana Bonch-Osmolovskaya

Migawki z Bridges 2013

W ubieglym roku miloénicy budowania mostéw miedzy matematyka a kultura
i sztuka spotkali sie w holenderskim Enschede na Uniwersytecie Nauk
Stosowanych Saxion.

Wyklad inauguracyjny wyglosit Harold Kroto — profesor chemii z Uniwersytetu
Sussex (Wielka Brytania), laureat Nagrody Nobla, ktéra otrzymal (wspdlnie

z Robertem Curlem i Richardem Smalleyem) w roku 1996 za odkrycie fullerenéw
— czasteczek wegla o ksztaltach bazujacych na dwudziestoscianie Scietym (czyli
tzw. pilce noznej — taki wlasnie ksztalt ma pierwszy odkryty w 1985 roku
fulleren Cgp). Harold Kroto w swoim wykladzie podzielil sie refleksjami na temat
wplywu sztuki na jego rozwdj i kariere naukowa. Byt to wyklad otwarty dla
wszystkich chetnych. Inne odezyty publiczne dotyczyly wizualizacji
matematycznych i ich zastosowan m.in. w kartografii, innowacji w holenderskiej
architekturze oraz nanotechnologii w codziennym zyciu (uczestnikom wykladu
rozdawane byly podarunki okazyjnie zakupione w nanosupermarkecie: nanowino,
nanotrampki lub nanoskarpety — wiecej o tych i wielu innych nanoproduktach
mozna przeczytaé na stronie http://www.nanosupermarket.org).

Tematyka odczytéw zamknietych takze byla bardzo zréznicowana. Siegata od
matematycznych aspektéw motywéw dekoracyjnych w Opactwie
Westminsterskim i fraktalnych ornamentow islamskich, przez matematyczne idee
w starozytnej poezji hinduskiej i wykorzystanie technologii druku 3D do wypieku
matematycznych ciasteczek w formie escherowskich parkietazy plaszczyzny az po
powazne problemy wspotczesnej topologii — opis powierzchni topologicznych
zwanych Boy’s Surface i Girl’s Surface (nazwa Boy pochodzi od nazwiska
odkrywcy pierwszej powierzchni — Wernera Boya, nazwa Girl jest dowcipem
odkrywcéw drugiej powierzchni).

Wyjatkowym wydarzeniem byt Family Day, podczas ktérego wszyscy chetni
mogli uczestniczy¢ w warsztatach matematyczno-tanecznych, budowaniu
czworo$cianu Sierpinskiego, tworzeniu perskich iluminacji, warsztatach
matematycznego origami, projektowaniu map globu ziemskiego na powierzchni
odmioScianu i wielu innych atrakcjach.

Wieczér muzyczny byt okazja do wystuchania matematycznych kompozycji
Dmitriego Tymoczki inspirowanych histogramami, Giovanniego Albiniego
opartych na matematycznych odwzorowaniach motetéw Carla Gesualda,
Cliftona Callendera z nieskoniczonymi kanonami nasladujacymi spirale
logarytmiczna oraz improwizacji w wykonaniu niemieckich i holenderskich
filharmonikéw. W czedci nieformalnej wieczoru muzycznego byla okazja do
wystuchania amatorskich kompozycji uczestnikéw konferencji i do wspolnego
wykonania zabawne]j piosenki podsumowujacej konferencyjne wydarzenia (refren
kilkusetosobowa widownia Spiewata bez zadnego przygotowania: zero-zero-zero,
ZET0-ZET0-0Ne, 2eT0-0Ne-2eT0, 2eTro-0ne-one, one-zero-zero, ... — czy juz widaé,
jak to dalej lecialo?) Nie zabraklo wydarzen teatralnych: byly wystepy
matematycznych miméw, a na zakonczenie konferencji trupa aktoréw zlozona

z uczestnikéw brawurowo wystawila sztuke Johna Mightona (matematyka

z Uniwersytetu w Toronto) poéwiecona sztucznej inteligencji pt. Half Life

w rezyserii Stephena Abbotta (matematyka z Middlebury College w USA, takze
uczestnika konferencji).

Odbyt sie takze festiwal matematycznych miniatur filmowych, podczas ktérego
zaprezentowano kilkanascie najlepszych prac nadestanych na konferencje.
Jeden z filméw prezentowal geometryczny taniec z mieczami, inny — zwiazki
miedzy zonglowaniem, zaplataniem warkoczy a teoria grup, a jeszcze inny —
zyciowe perypetie urojonej liczby i. Wszystkie mozna odnalezé na stronie
konferencji. Odbyt! sie tez wieczor poezji matematycznej, podczas ktérego
swoje utwory czytalo kilkunastu poetéw (wérdd ktérych istotnag czesé

stanowili matematycy).
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Na konferencyjnej wystawie sztuki wizualnej swoje prace prezentowato ponad
130 artystow z 30 krajoéw Swiata, w tym troje z Polski: Krystyna Burczyk

i Halina Rosciszewska-Narloch przedstawily modele w technice origami, a Piotr
Pawlikowski — kartonowy model kompozycji wieloscianéw jednorodnych. Wsréd
eksponowanych prac znalazly sie tez grafiki, obrazy, makaty, fotografie, modele
plaskie i przestrzenne, statyczne i dynamiczne, urzadzenia mechaniczne, a nawet
bizuteria i odziez inspirowana matematyka. Wielka byla tez réznorodnosé
uzytych materiatéw — papier, karton, drewno, akryl, stal, plastik, paciorki,
tkaniny i inne. Oprécz gotowych dziel na wielu stanowiskach mozna byto
obserwowaé eksponaty tworzone ,na zZywo”, na oczach widzow.

Gléwnej wystawie towarzyszyly rowniez okolicznodciowe wystawy w muzeach

i galeriach sztuki w Enschede oraz pobliskim Hengelo. Byly tam eksponowane
m.in. grafiki znanego wegierskiego artysty, przedstawiciela op-artu Istvana Orosza,
zapierajace dech w piersiach z wrazenia azurowe modele wieloscianow

Ulricha Mikloweita, a takze drewniane modele fraktalne Koosa Verhoeffa.

Prawdziwa gratka dla milosnikow sztuki matematycznej byta wystawa
kilkudziesieciu grafik Mauritsa Eschera.

Waznym wydarzeniem byta budowa ogromnego pentadysku z klockow ZomeTool
prowadzona pod czujnym okiem Paula Hildebrandta — zatozyciela firmy. Model
o Srednicy 6 metréw, ztozony ze 104 tysiecy elementéw specjalnie na spotkanie
w Holandii zaprojektowal inzynier mechanik i nauczyciel matematyki Fabien
Vienne. Gigantyczna konstrukcja na stale zawista w holu Uniwersytetu Saxion

i zostala wpisana do Ksiegi Guinnessa jako rekordowa konstrukcja zlozona

z odrebnych elementow.

Nadchodzace Bridges

Najblizsza konferencja Bridges bedzie potaczona ze Swiatowym Kongresem
Matematycznym i odbedzie si¢ w dniach 14-19 sierpnia 2014 w Seulu.

Jej lokalnym gospodarzem bedzie Gwacheon National Science Museum.

Edycja 2015 zaplanowana jest w Waszyngtonie, ale za trzy lata Bridges znowu
wroca do Europy. W 2016 roku budowniczowie mostéw spotkaja sie przy. . .
Moscie Grunwaldzkim we Wroctawiu. Juz teraz zapraszamy wszystkich na to
matematyczne $wieto do stolicy Dolnego Slaska (ktéra bedzie w tym czasie takze
Europejska Stolica Kultury). A ze Wroclaw znany jest jako ,miasto stu mostéw”,
jest to wrecz wymarzone miejsce dla Bridges.

Czym planuje zaskoczy¢ uczestnikéw Wroctaw?

Nie chcemy zdradza¢ zbyt wielu niespodzianek, poza tym nie wszystkie pomysty
sg juz ostatecznie zatwierdzone, ale mozemy uchyli¢ rabka tajemnicy. Bridges
2016 towarzyszy¢ beda m.in.

o Wroclaw FAST — festiwal sztuki inspirowanej nauka i technika organizowany
przez Wroclawska Akademie Mlodych Uczonych i Artystow,

o Symmetry Festiwal — konferencja naukowa organizowana przez
Miedzynarodowe Stowarzyszenie Badan nad Symetria ,,Symmetrion”,

e wystawa Wroclaw — miasto 100 mostow w Muzeum Architektury,

e wystawa Matematyka na znaczkach pocztowych w Muzeum Poczty
i Telekomunikacji,

e wystawa Geometria staropolskiej pisanki w Muzeum Etnograficznym,

e koncert bluesowy zespolu matematykéw z Wroctawia
Mizia € Mizia w ramach Informal Music Night.

A to tylko poczatek. Ciekawe, czy zgadniecie, jaka tym
razem gigantyczna konstrukcja powstanie z klockéw
ZomeTool? Bedzie bardzo wielka, bardzo wroctawska

i bardzo wiszaca.

Zdjecia: Piotr PAWLIKOWSKI i George HART



Rekordy dlugowiecznosci i procesy Poissona

Przypominamy podstawowe definicje
i zalozenia opisywanego modelu.

S(t) to z definicji prawdopodobiefistwo
dozycia t lat.

T1 Kazdy noworodek ma jednakowaq
funkcje przezycia S.

T2 Dlugosci Zycia rézinych noworodkéw
sq statystycznie niezaleine.

N1 Dla dowolnego momentu x,
prawdopodobienstwo urodzenia sie
dziecka w ,krétkim” odcinku czasu
(z,z + h] jest w przyblizeniu réwne Ah,
prawdopodobienstwo zas urodzenia sie
wiecej niz jednego dziecka jest tak male,
Ze mozemy je zaniedbal.

N2 Liczby noworodkéw pojawiajgacych sie
w rozlgcznych odcinkach czasu sq
statystycznie niezalezne.

TN Dlugosci zZycia wszystkich osobnikéw

sq niezalezne statystycznie od procesu
narodzin.

(z+1,1)

(z,0) v

Rys. 1. ,,Odcinek zycia” osobnika, ktory
urodzil si¢ w roku x i umarl w wieku ¢ lat.

(z,1)

T

Rys. 2. Obszar D ,zaczepiony” w punkcie

(z,t).

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski;
Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Mikolaja Kopernika, Torun

Wojciech NIEMIRO"

Czes¢ II: Dygresje i komentarze

Przed miesigcem szukaliémy prawdopodobienstwa tego, ze umierajacy cztowiek
bedzie starszy od wszystkich aktualnie zyjacych. Zadanie wykonali$my.
Obliczylidémy interesujace nas prawdopodobienstwo. Pozwélmy sobie teraz na
kilka komentarzy i dygresji. Przypomnijmy najwazniejszy wynik pomocniczy,
ktéry udowodniliémy przed miesiacem.

Stwierdzenie 1. Prawdopodobiernistwo tego, ze osobnik umierajocy w wieku t lat
jest starszy od wszystkich aktualnie Zyjacych, jest rowne

exp{—AR(t)}, gdzie R(t):/S(u) du.

Warto przyjrzeé sie blizej funkcji R. Wyobrazmy sobie, ze mamy ,bardzo liczna”’
prébke losowa osobnikéw o funkcji przezycia S. Spodziewamy sie, ze sposrod
wszystkich n osobnikéw liczba tych, ktérzy przezyja przynajmniej t lat, jest
bliska n.S(t). Tak jak w poprzednich rozwazaniach, podzielmy przedzial (¢, 00) na
krétkie odeinki (¢ + ih,t + (i + 1)h], gdzie ¢ = 0,1, . ... Oczekujemy, ze okoto
n(S(t+ih) —S(t + (i + 1)h)) osobnikéw w naszej prébce bedzie miato dtugosé
zycia w i-tym przedziale, czyli w przyblizeniu t + ih. Jesli teraz obliczymy
$rednia dlugos¢ zycia ponad t lat, to otrzymamy

o0 o0
% S ihn(S(t+ ih) — S(t+ (i + k) = S AS(t+ih) ~ R().

i=0 i=1
W rachunku prawdopodobienstwa nazywamy R(t) warto$cig oczekiwang lub
Srednig czasu zycia ponad t lat. Zauwazmy, ze mowimy tu o Sredniej posrod
wszystkich osobnikéw. Uznajemy, ze ci, ktorzy wieku ¢ nie dozyli, maja czas
trwania zycia ponad ¢ lat réwny 0. Jesli obliczymy Srednia posréd tylko tych
osobnikéw, ktérzy dozyli wieku t, to otrzymamy R(t)/S(t). Ponizszy wynik ma,
z oczywistych wzgledow, duze znaczenie dla ubezpieczen zyciowych.

Stwierdzenie 2. Oczekiwany dalszy czas zZycia osobnika, ktory dozyl t lat, jest

rowny R(t)/S(t).
W szezegblnosed, $rednia dlugosé zycia jest réwna m = R(0).

W realnych populacjach srednia dlugosé zycia jest skoniczona. Jednak

z matematycznego punktu widzenia nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwazac
takie funkcje przezycia S, ze pole pod wykresem S jest nieskoriczone, czyli

m = oo. Kazda taka nierosnaca funkcja S, ze S(0) =1 1 limy— o, S(t) = 0, jest
poprawng matematycznie funkcjg przezycial W swiecie, w ktérym obowiazuja
reguty T1, T2, N1, N2 i TN i jednoczesnie m jest nieskonczone, pewne zjawiska
moga si¢ wydaé paradoksalne.

Whiosek 1. Jesli srednia dlugosé zycia jest nieskorniczona, to w momencie
Smierci kazdego osobnika zyje nieskonczenie wielu innych osobnikow od niego
starszych.

Nikt nie jest nigdy najstarszy! Nieco doktadniej, teza Wniosku 1 jest zdarzeniem
losowym, ktére zachodzi z prawdopodobienstwem réwnym 1.

Dowod Wniosku 1. Zdarzenie losowe, o ktorym moéwi Stwierdzenie 1, zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w obszarze D na rysunku 2 nie ma ani jednego konca
yodcinka zycia” (por. rys. 1). Jesli m = oo, to R(t) = oo dla kazdego ¢. Stosujac
formalnie wzér, widzimy, ze w obszarze D nie ma ,,punktéw $mierci”

z prawdopodobienstwem exp(—AR(t)) = 0 (mozna to uzasadni¢ nieco
porzadniej, modyfikujac tylko nieznacznie podany poprzednio dowéd).

7 prawdopodobienstwem 1, w obszarze D lezy zatem przynajmniej jeden punkt.
Nazwijmy teraz D ,obszarem zaczepionym w punkcie (z,t)” i zauwazmy, ze

w nim jest zawarty kazdy obszar zaczepiony w (x,t+14), dlat=1,2,....
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Rys. 3. Wykres funkcji przezycia.
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W kazdym z tych ,mniejszych obszaréw” lezy przynajmniej jeden punkt,

a zatem w obszarze D lezy nieskonczenie wiele punktéw, czego mielismy
dowiesc.

7Z drugiej strony, w $wiecie, w ktérym obowiazuja reguty T1, T2, N1, N2 i TN
i jednoczesnie m < oo, tez dzieja si¢ rzeczy osobliwe.

Whiosek 2. Jesli srednia dlugosé Zycia jest skonczona, to w dowolnym,
ustalonym momencie z niezerowym prawdopodobienstwem liczba aktualnie
zyjacych osobnikow jest réwna zeru.

Co jakis czas Swiat catkowicie sie wyludnia. Na szczeScie, nasze aksjomaty
zapewniaja, ze dzieci beda rodzié¢ sie nieprzerwanie, z jednakowa
intensywnoscia.

Zagadka 1. Jaki jest wzor na ,niezerowe prawdopodobienstwo”, o ktorym mowi
Wniosek 27

Dla ulatwienia dodajmy, ze ten wzér wynika natychmiast z naszych poprzednich
rozwazan i zalezy tylko od A i m.

Zagadka 2. Jaka jest Srednia (oczekiwana) liczba osobnikéw Zyjgcych
w ustalonym momencie?

W tytule tego artykulu procesy Poissona wystepuja w liczbie mnogie;j.

Zalozenia N mowia, ze proces urodzen jest jednorodnym procesem Poissona.
Mozna wywnioskowaé, powolujac sie na Zalozenia T i TN, ze proces zgonéw jest
tez jednorodnym procesem Poissona z ta samg intensywnodcig . Zeby zobaczy¢
jeszcze jeden proces Poissona, zauwazmy nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 3. Zdarzenie polegajgce na tym, Ze w krotkim” odcinku czasu
(z,x + h] nastgpi Smieré¢ osobnika, ktéry narodzil sie w krdétkim” odcinku czasu
(x —t,x — t + k], ma prawdopodobienstwo w przyblizeniu réwne Ao (t)hk.
Prawdopodobieristwo smierci wiecej niz jednego osobnika jest tak male, ze
mozemy je zaniedbad.

Innymi stowy, mozemy rozpatrywane zdarzenie wyrazi¢ tak: w ,,matym
rownolegloboku” na plaszczyznie znajdzie sie jeden ,punkt $mierci”. Widaé tu
analogie z warunkiem N1. Maly réownoleglobok mozna zastapié¢, na przyktad,
ymalym prostokatem” (x,x + h] x (¢,t + k]. Mozna udowodni¢ wlasnosé
analogiczng do N2: liczby punktow w rozlgcznych obszarach s statystycznie
niezalezne. Losowy zbior ,,punktow $mierci” jest procesem Poissona na
pélplaszczyznie {(z,t) : t > 0}, z intensywnoscia Ao (t). Jest to proces
jednorodny wzgledem x, ale niejednorodny wzgledem t, bo jego intensywnosé
zalezy od t. Niestety, nie mozemy tu kontynuowaé opowiesci o procesach
Poissona. Czytelnik moze siggna¢ do pieknej ksiazki Kingmana Procesy Poissona,
PWN, Warszawa, 2002.

* * *

Na zakonczenie popatrzmy na badane przez nas zjawisko z perspektywy
statystycznej.

W tym celu udamy si¢ na wyprawe do Symulandii. Jest to maly, wyspiarski kraj,
ktérego mieszkancy rodzg sie i umieraja Scisle wedtug regut T, N i TN. Funkcja
przezycia jest dokladnie taka, jak na rysunku 3 (znanym juz z poprzedniej czesci
artykulu), w szczegdlnodci m = 50, intensywno$é procesu urodzin jest

réwna A = 0,2.

Co wiecej, Gléwny Symulandzki Urzad Statystyczny dysponuje pelnymi danymi
dotyczacymi os6b, ktére urodzily sie lub umarly w przedziale czasowym (0, 200]
(wedlug lokalnego kalendarza).

Dane dotyczg 82 os6b i skladaja sie z par (x;,t;), gdzie x; jest czasem urodzenia,
t; jest dlugodcia zycia j-tej osoby (j =1,...,82). Obliczyliémy na ich podstawie
kilka statystyk, ktére teraz przytoczymy. Sa to ,empiryczne odpowiedniki”
wielkosci, ktore analizowalis$my.
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e W ciggu 200 lat zaobserwowano 44 urodzenia i 46 zgondw.

- — Poréwnaj z liczba 200 - A = 40.

e Srednia dlugo$é zycia dla 82 0séb byla réwna 48,72.

e 21 0séb, czyli 25,61% sposréd 82 przezyto ponad 60 lat.
— Poréwnaj z wartoscia funkeji przezycia, S(60) = 25,51%.

e Srednia dlugo$¢ zycia ponad 60 lat, obliczona dla tych 21 oséb, byla
réwna 18,37 lat.

=R Poréwnaj z wielkoscia R(60)/5(60) = 18,17.

e W ciagu 200 lat ani razu liczba ludnosci Symulandii nie spadta do 0.
— Poréwnaj z Zagadka 1.

e Srednia liczba ludnosci Symulandii w przedziale 200 lat byla
réowna 10,31.
— Poréwnaj z Zagadka 2 i z rysunkiem 4 (10,31 jest to nic innego, jak
pole pod wykresem liczby ludnosci, podzielone przez 200).

e Na koniec statystyka dla nas najwazniejsza. Sposréd 46 zgondéw
12 razy zdarzyl si¢ rekord dlugowiecznosci w sensie przez nas
rozpatrywanym.
— Por6wnaj utamek 12/46 = 26,09% z liczba 25,09% obliczona
zgodnie z uzyskanym przed miesiacem wzorem

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ exp{—)\/S(u)du}.
0 50 100 150 200 /

czas

liczba

Rys. 4. Liczba ludnosci Symulandii.

Wyprawe do Symulandii umozliwil pakiet statystyczny R.

R Development Core Team (2011). R: A language and environment for statistical computing, R Foundation for Statistical Computing, Vienna,
Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/.

Kazdy, kto ma komputer i dost¢p do Internetu, moze sobie zainstalowa¢ za darmo to pote¢zne narzedzie obliczeniowe — i budowa¢ wlasne
Symulandie. Zachecam do takiej zabawy.

Obserwacje naziemne Wenus w bazie danych ESA

Wenus, siostrzana planeta naszej Ziemi, jest bardzo przez mito$nikéw astronomii (http://www.rssd.esa.int/vaa).
wdziecznym obiektem obserwacji astronomicznych, réwniez Powstalo ono w celu uzupetienia danych zbieranych przez
tych amatorskich. W czerwcu 2012 roku bylismy $wiadkami Venus Express (VEX), czyli pierwszego satelite zbudowanego
dos¢ rzadkiego zjawiska astronomicznego, tzw. ,przejscia”, przez Europejska Agencje Kosmiczng (ESA), ktéry bada

czyli tranzytu Wenus na tle tarczy Stonica. W takich atmosfere Wenus. Niestety, nie jest on w stanie nieustannie
niecodziennych momentach oczy wiekszosci mitosnikéw nieba  monitorowaé nieba nad péinocna poétkuly planety, poniewaz
zwracaja si¢ w strone naszej Porannej Gwiazdy. Okazuje sig¢ obiega ja po eliptycznej orbicie z apocentrum znajdujacym sie
jednak, ze takze na co dzien obserwacje Wenus moga by¢ nad biegunem potudniowym. Polozenie VEX na orbicie

nie tylko ciekawe, ale réwniez przydatne naukowcom. powoduje, ze czasami czesci planety sa widoczne z Ziemi, ale

nie sg widoczne z satelity. Dlatego wtaénie dodatkowe
obserwacje prowadzone z teleskopoéw naziemnych dostarczaja
brakujacych i niezbednych informacji na temat

atmosfery Wenus.

Przyktadem wykorzystania amatorskich obserwacji Wenus
przez profesjonalnych astronoméw jest Venus Active Archive
(VAA), czyli archiwum naziemnych zdjeé Wenus wykonanych

VAA wykorzystuje mozliwoéci amatoréw astronomii, ktérzy
uzyskuja obrazy wykonane w podczerwieni lub ultrafiolecie
za pomocy filtrow monochromatycznych oraz typowych kamer
CCD. Zdjecia te pozwalaja, na przyklad, na badanie jasnosci
chmur Wenus wzgledem calej jej powierzchni w zalezno$ci

od czasu i moga by¢ uzyte przez profesjonalnych astronoméw
w pracy naukowej. Przykladem moga by¢ obserwacje amatora
astronomii, Bernda Gaehrkena, pokazane obok. Jest to
zestawienie obrazéw wykonanych pomiedzy 13 a 16 kwietnia
2007 roku za pomoca 80-cm teleskopu wyposazonego

w kamere internetows, i filtr UV. Kazdy obraz powstal ze
zlozenia okoto 4500 zdje¢. Mamy nadzieje, ze pokazany
przyktad zacheci naszych Czytelnikéw do obserwacji
astronomicznych, ktére moga mie¢ réwniez wartos¢ naukowa.

April 13 April 14 April 15 April 16 Magdalena OTULAKOWSKA-HYPKA
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Rys. 2

Rys. 3

Maia aelld

Kto by sie spodziewal,

ze prawdziwe jest stwierdzenie:

jesli w szescianie mieszczq sie trzy jednakowe kulki, to zmiesci sie tez czwarta
tej samej wielkosci!

Aby to uzasadnié, stwérzmy najtrudniejsza sytuacje — umie$émy w szeScianie
trzy kulki najwigksze, jak to tylko jest mozliwe. Przyjmijmy, Ze szeScian ma
krawedz o dtugosci 1. Jaki wtedy jest promien takich najwiekszych kulek?

Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie, zbadajmy, gdzie lezy w szeScianie §rodek
zawartej w nim kulki o promieniu R. Odpowiedz jest na rysunku 1 — oczywiscie,
w odleglosci co najmniej R od $cian szescianu, czyli w mniejszym sze$cianiku

o krawedzi 1 — 2R. Oznaczmy te liczbe przez k.

Nasze zadanie sprowadza sie teraz do znalezienia takich trzech punktéw w tym
szescianiku, aby najmniejsza z odleglosci miedzy nimi (oznaczmy ja d) byla jak
najwieksza —w nich umie$cimy $rodki naszych kulek: ich promienie beda réwne d/2.

Pomyst, by zacza¢ od obrania dwdch najdalszych punktéw w szescianiku (czyli
odlegtych o kv/3), daje nam d = kv/5/2. Faktycznie (rys. 2) kolorowy punkt ma
taka odlegtos¢ od obranych punktéw czarnych, a jakiekolwiek jego poruszenie
w szescianiku zmniejsza jego odleglto$¢ od jednego z nich.

Okazuje sie, ze ten wynik mozna poprawié, zaczynajac ,stabiej”, czyli nie od
punktéw potozonych na koncach przekatnej szeScianiku, lecz na koncach przekatnej
jego $ciany. Takie punkty sa odlegle o kv/2. Jak tatwo spostrzec, kazdy wierzcholek
szescianiku nalezy do trzech Scian, wiec do wyboru na pozostale dwa ,stanowiska”
najbardziej odleglych punktéw mamy punktéw az trzy. Rysujac sfere o srodku

w wierzcholku sze§cianiku i promieniu kv/2 (rys. 3), bez trudu stwierdzamy,

ze poruszenie dowolnego z punktéw spowoduje zmniejszenie jego odlegtosci

od co najmniej dwéch sposréd pozostalych. Mozna wiec jako srodki trzech mozliwie
najwiekszych kulek w szescianie jednostkowym wybraé¢ dowolne trzy sposrdd tak
wyréznionych wierzchotkéw szecianiku, bo nietrudno stwierdzié, ze kv/5/2 < kv/2.

Mamy zreszta nie tylko polozenie srodkéw najwiekszych kulek, ale tez i ich
promienie, bo z k =1 — 2R i 2R = kv/2 wynika R =1 — v/2/2.

Patrzac na rysunek 3, widzimy tez, ze ,niechcacy”

dowiedliSmy zdanie rozpoczynajace ten tekst. Cztery kulki
zostaly sportretowane na rysunku 4. Oczywiscie, mniejsze
kulki tez zmieszcza sie w szeScianie.

Latwo zauwazy¢ tu pole do dalszych zadan. Mozna sprawdzic,

ze gdy w szeScianie miesci sie jedna kulka, to nie zawsze

da sie wlozy¢ tam jeszcze jedng taka sama, podobnie bedzie
dla dwéch — ale jak bedzie dla pieciu, szesciu itd.? Wydaje
mi sie, ze poczatkowe stwierdzenie bedzie tez prawdziwe
dla czworo$cianu foremnego — ale czy to prawda? A czy
daloby sie sformulowaé¢ podobne (i prawdziwe) stwierdzenia
dla innych wieloscian6w? No i mozna tez zadaé pytanie

o maksymalny rozmiar n jednakowych kulek mieszczacych
sie w jednostkowym szeScianie — dla n = 1 mamy 1/2,

dla n = 2 jest to v2/2, dla n = 3 (i n = 4) obliczylismy
przed chwila, dla n = 8 mamy 1/4, ale co dla innych n?

Malq Delte przygotowal Marek KORDOS
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Rozwigzanie zadania F 856.
Swiecenie neonéwki nastapi, gdy
przyltozone napiecie wystarczy
do rozpedzania (pomi¢dzy zderzeniami)
znajdujacych si¢ w niej elektronéow
do energii rownej energii jonizacji
atomow. Pomiedzy zderzeniami elektron
uzyskuje energie E:
eUl

d’
gdzie | oznacza droge swobodng elektronu
(patrz zadanie 855), e tadunek elektronu,
a eU/d jest réwne natezeniu pola
elektrycznego pomiegdzy elektrodami.
Oznacza to, ze droga swobodna elektronu
powinna wynosic:

Eod
elU ~
czyli okoto 650 um. Droga swobodna jest
odwrotnie proporcjonalna do ci$nienia
gazu, a wiec w neonéwce powinno
panowad ci$nienie
p = 0,59p0 /650 ~ 0,0009p¢ = 0,92 hPa.

W wyniku zderzen powstang takze jony
neonu — ich drogi swobodne sa jednak
kilka razy mniejsze niz elektronéw, a wiec
nie beda miedzy zderzeniami uzyskiwaty
energii wystarczajacych do zderzeniowego
jonizowania dalszych atoméw.

l

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jaki jest nastepny wyraz tego ciggu?
Pawel MATEJEK®

3,7,31,211,2311, ... — jaki jest nastepny wyraz tego ciagu? Jaki$ czas temu taka
zagadka pojawila sie na jednej z polskich rozrywkowych stron internetowych.
Niemal od razu w komentarzach pod nia rozpoczal si¢ spér o poprawne,
prawdziwe rozwiazanie. Czytelnik zapewne zechce podja¢ wyzwanie
samodzielnego odnalezienia nastepnego elementu ciagu i jego ogdlnej reguly.
Zatem zatrzymajmy sie tu i pozwdlmy sobie na chwile namystu; w dalszej czesci
tekstu pojawi sie rozwiazanie (autorowi niniejszego tekstu zajelo kilka dtuzszych
chwil znalezienie formuly).

Autor myslal tak: wszystkie te liczby sa nieparzyste, a nawet pierwsze;
poczatkowe dwie sg jednocyfrowe, nastepne maja jedynke jako cyfre jednosci.

Z braku lepszych pomystéw odejmijmy 1 od kazdej z tych liczb — otrzymamy
wtedy: 2,6, 30,210,2310. Latwo mozna zauwazy¢, ze 6 =2 -3, 30 =6 - 5,

210 = 30 - 7 i szybko sprawdzié¢, ze 2310 = 210 - 11. Czyli zaczynamy od 2,
mnozymy przez 3, potem wynik mnozymy przez 5, kolejny wynik mnozymy
przez 7, a ten z kolej przez. .. nie, nie przez 9. Przez 11. Czemu nie przez 97
Widaé nie chodzi o kolejne liczby nieparzyste. Wiec moze kolejne liczby pierwsze?
Jak dotad, iloczyny budowali$émy z kolejnych liczb pierwszych: 2,3,5,7, 11, wiec
pewnie to o to tu chodzi. Kolejng liczba pierwsza jest 13, zatem Czytelnik
Sprawny szybko obliczy w pamieci (a mniej sprawny za pomoca kalkulatora, jak
to 1 autor uczynit), ze 2310 - 13 = 30030. Teraz trzeba jeszcze tylko dodaé do tego
jedynke i mamy rozwiazanie zagadki: nastepna liczba jest 30031, zas n-ty wyraz
ciagu powstaje przez dodanie jedynki do iloczynu n kolejnych liczb pierwszych.

Po uzyskaniu powyzszego wyniku zadowolony z siebie autor (niechaj Czytelnik
Przezorny zawsze strzeze si¢ nadmiernego zadowolenia z siebie — niewiele jest
rzeczy réwnie pewnie wiodacych do zguby!) postanowil skonfrontowaé swoje
rozumowanie z tymi przedstawionymi w komentarzach. Byl wiecej niz zdziwiony,
gdy zobaczyt odpowiedz: 509 — i to bez slowa wyjasnienia. Céz wigc pozostato
uczynié, jak nie zwrocié sie po pomoc do madrzejszych od siebie? Wolfram Alpha
rzeczywiscie podaje 509 jako kolejny prawdopodobny wyraz podanego ciagu,

z wyjasnieniem odsylajac do The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
Tam mozemy przeczytac, ze n-ty element badanego ciagu to najwigkszy dzielnik
pierwszy iloczynu n kolejnych liczb pierwszych powiekszonego o jeden, a dalej, ze
pomyst tego ciagu wywodzi sie z dowodu Euklidesa, iz istnieje nieskoniczenie
wiele liczb pierwszych. Zamiast si¢ wyjasnié¢, sprawa stata sie jeszcze bardziej
zagmatwana. Co do rzeczy ma Euklides? Przypomnijmy moze twierdzenie

i dowdd (méwiac $cidlej, wspdlezesna interpretacje tego dowodu), ktére zamiedeit
w swoich Flementach.

Twierdzenie. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdéd (Euklidesa). Swéj dowdéd Euklides przeprowadzil metoda reductio

ad absurdum. Podazajac tropem jego my$li, zat6zmy, ze istnieje skonczenie
wiele liczb pierwszych. Oznaczmy je w kolejnosci rosnacej jako: p1,pa, ..., pn.
Zdefiniujmy liczbe A = p; - p2 - ... p, + 1. Nie dzieli si¢ ona przez zadng z liczb
pierwszych p1,pa, ..., pn, bo reszta z dzielenia zawsze wynosi 1, nie jest wiec
zlozona. Jest tez wieksza od kazdej z liczb p;, nie jest wiec takze pierwsza. Ale
przeciez kazda liczba naturalna (wigksza od 1) jest albo pierwsza, albo zlozona,
z definicji pierwszosci. Otrzymana sprzeczno$é¢ pokazuje, ze poczynione przez
nas zalozenie bylo falszywe, a wiec, ze jest nieskoniczenie wiele liczb pierwszych.

Czytajac powyzszy dowdd nie do$¢ uwaznie, mozna by w pierwszej chwili
pomysleé, ze skonstruowana w powyzszym dowodzie liczba A jest kolejng liczba
pierwsza, ktérag mozna réwnie dobrze oznaczyé jako p,y1. Otéz A nie musi byé
kolejna liczba pierwsza, moga istnie¢ inne liczby pierwsze wieksze niz kazda z p;,
ale mniejsze niz A. W istocie A nie musi by¢ w ogodle liczba pierwsza — moze
by¢ iloczynem kilku liczb pierwszych wigkszych niz liczby p;. Obrazuja to

dwa przyklady.
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Rozwigzanie zadania M 1421.
Udowodnimy indukcyjnie wzgledem n, ze
dla kazdego 1 < k < n jest prawdziwa
nieréwnosé z tezy zadania. Dla n =1

Zaktadajac prawdziwosé tezy dla n,
udowodnimy ja dla n + 1. Poniewaz

( ) + (J11> dla j > 1 oraz

) ) = (';) dla j = 0, otrzymujemy

Dla k =n + 1 ten wzér jest réwniez

. R . "
prawdziwy, jesli przyjmiemy (,”Jrl) =0.

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego,

g

<
oraz n® + knF 1! < (n

Przyktad 1. Zalézmy, ze jest tylko piec¢ liczb pierwszych: 2,3,5,7,11. Wtedy
konstruujemy liczbe A =2-3-5-7-11 4 1 = 2311. Liczba ta nie dzieli si¢ przez
zadng z wybranych liczb pierwszych. W istocie nie dzieli si¢ przez zadna liczbe
muniejsza od siebie (nie liczac jedynki), zatem jest to liczba pierwsza, jednak inna
niz te z poczynionego zalozenia — sprzecznos¢. Przy czym istnieja tez inne,
mniejsze liczby pierwsze, np. 13.

Przyktad 2. Zalézmy, ze jest tylko szeé¢ liczb pierwszych: 2,3,5,7,11,13.
Wtedy konstruujemy liczbe A =2-3-5-7-11-13 4+ 1 = 30031. Liczba ta
nie dzieli sie przez zadng z wybranych liczb pierwszych. Ale okazuje sie, ze
30031 = 59 - 509, przy czym tak 59, jak i 509 sa pierwsze, choé nie zostaty
wymienione w zalozeniu. Znéw sprzecznosé.

A wigc to o to w tym wszystkim chodzito — o ilustracje powyzszego dowodu,

w szczegblnoscei niuansu zilustrowanego przykladami. Teraz juz wiadomo, jak i
dlaczego badany ciag zostal okreélony. No dobrze, czy w takim razie 30031 jest
zla odpowiedzia? Nie, odpowiedz ta jest zgodna z treécig zadania — jest to ciag
o zadanych poczatkowych elementach i prostej regule tworzenia kolejnych
wyrazow. Tyle, ze to inny ciag niz oczekiwany przez twérce zadania. Zbieznosé
poczatkowych wyrazdéw obu ciagéw wynika z faktu, ze owe wyrazy sa liczbami
pierwszymi, a wiec ich najwiekszymi dzielnikami pierwszymi sg one same.
Dopiero nastepny iloczyn, 30031, czy tez jego najwiekszy dzielnik pierwszy, 509,
ujawniaja réznice. Gdyby w zagadce podano o jedng liczbe wiecej, byloby jasne,
o ktory ciag chodzi: ciag 3,7,31,211,2311,30031 bedzie kontynuowany przez
510528, za$ ciag 3,7,31,211,2311, 509 przez 277.

Wtasnie ta niejednoznaczno$¢ wywotata burzliwa dyskusje, zreszta zupelnie
niepotrzebna. Dla matematyka jest oczywiste, ze gdy w zadaniu nalezy znalezé
obiekt o pewnych wlasnosciach okreslonych w tresci zadania, to prébuje znalezé
wszystkie obiekty spelniajace zadane warunki. Na przyktad, kiedy szuka
rozwigzan réwnania r?> — z = 0, nie zadowala si¢ sama jedynka, czy tez samym
zerem — jako rozwiazania podaje obie te liczby. Problem lezy raczej po stronie
samych zagadek pt. jaka jest nastepna liczba?. Jezeli podamy kilka liczb,
mozemy dobraé¢ do nich nieprzeliczalnie wiele nieskonczonych ciagéw, ktoérych
poczatkowe wyrazy beda takie, jak te podane, np. 3,7,31,211,2311,0,0,0,...,
albo 3,7,31,211,2311, 314, 31415,3141592, . . ., zeby juz trzymac sie

naszego ciagu.

Oczywiscie, nie o to chodzi w zagadkach, ale o to, by na podstawie podanych
poczatkowych wyrazdéw znalezé metode otrzymywania kolejnych, by znalezé
og6lny schemat. Ale nawet przy takim ograniczeniu nadal mamy nieskonczenie
wiele réznych wzoréw. Do wezléw (1,3), (2,7), (3,31), (4,211), (5,2311) mozemy
(nawet nie musimy) dolozy¢ sobie dowolne kolejne, np. (6,66), (12,2013), znalezé
jakas funkcje okreélong na calej prostej i przechodzaca przez podane punkty
(najprosciej numerycznie, za pomoca komputera), by na koniec ograniczy¢
dziedzine do argumentéw naturalnych, otrzymujac w ten sposéb ciag spelniajacy
warunki zadania, wraz ze sposobem obliczania kolejnych jego wyrazéw. Mozemy
nawet z géry zadaé nastepny element, jak w przypadku wezla (6,66) — to wlasnie
on wygeneruje kolejny wyraz réwny 66.

I tu wlasnie lezy sedno: Scisle poprawna odpowiedZ musialaby zawiera¢ wszystkie
ciagi rozpoczynajace si¢ zadanymi liczbami, a zagadka, jako lamiglowka,
powinna mie¢ jedna, stosunkowo latwa do znalezienia odpowiedz. Rzecz jasna, jej
znalezienie wcale nie musi by¢ tatwe, ale rozwigzania nie powinny wymagac
zaawansowanych studiéw (w kazdym razie tak autor postrzega zagadki i chyba
nie jest w tym odosobniony). Stad niejawne zalozenie jednoznacznosci. Czy
nonsensowne? Raczej nie, cho¢ wymaga ostroznoéci przy takim konstruowaniu
zagadek, by oczekiwane rozwiazanie bylo naturalne i wyraznie latwiejsze

do znalezienia niz pozostale, nienaturalne i nieoczekiwane. Ta naturalnosé
wymaga pewnej intuicji i wyczucia przy tworzeniu zagadek. Czy w takim razie
opisana zagadka jest zta? Chyba nie, skoro sktonila do przemyélenn co najmniej
jedna osobe (autora), czego efektem jest niniejszy tekst.
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Dwa zadania (Delta 12/1990)

10

219

4796

105030

2300104

50371117

1103102046

24157378203

529034393290
11585586272312
253718493496142
5556306986017175
121680319386464850
2664737596978110299
58356408797678883616
1277975907130111287030
27987027523701766535844
612901781044839990619277
13422239746246942029463326
293940277834746405249823203
6437143767881726489806973190

140970200455734695276637468392
3087176259086334835548776106122
67607602343297851162601939391695
1480572377802050246594187936024890
32423788005073752816976163732130379
710064596881545822871428836670676836
15550056386553447472796412677073638630
340538388601466711930899827265490092384
7457618881148419333592105943068579865437

]

Rozwigzanie zadania M 1422.
Mozemy zalozy¢ (dla k > 1), ze k-ta
osoba w kolejce ma na bilecie numer k.
Niech B, oznacza zdarzenie

w doswiadczeniu z n osobami, w ktérym
n-ta osoba usiadla na swoim miejscu.
Oczywiscie, P(Bz) = 1/2. Udowodnimy
teraz indukcyjnie, ze P(B,,) = 1/2. Niech
n>3iP(By)=1/2dlak <n—1.
Rozpatrzmy doswiadczenie z n osobami
i niech Aj oznacza zdarzenie, ze pierwsza
osoba wylosowata miejsce k-te.
Oczywiscie, P(Ar) =1/ndlal <k < n.
Ze wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite mamy

n

P(B,) = E P(By|Ag) - P(Ag).
k=1
Zauwazmy, ze P(By|A,) =
P(B,,|A1) =1 oraz dla 2 <
zachodzi P(B,|Ay) = P(B,—k
Otrzymujemy wiec, ze

1 1 1
P(By) = — (1 +(n-2) 5 +o> =5

0,
k<n—
u):

_

/2.

Jarostaw WROBLEWSKI

Zadanie 1: Znalez¢ regule, wedlug ktérej skonstruowany
jest ciag o 30 poczatkowych wyrazach podanych obok.

Rozwigzanie 1:

A(1) =10, A(2) =219, A(n+2) = A(n+1)?/A(n)
zaokraglone do najblizszej liczby catkowitej. To znaczy:
zaczynamy od 10 i 219, za kazdym razem wybieramy
liczbe, ktora z najlepszym przyblizeniem tworzy ciag
geometryczny z poprzednimi dwiema.

Rozwigzanie 2:
Zaczynamy od 10, 219, 4796, 105030 i kontynuujemy
wedtug wzoru

A(n+4) = —=11A(n)+18A(n+1) —3A(n+2)+22A(n+3)

(rekursja liniowa 4. rzedu).

Zadanie 2: Skoro dany ciagg moze by¢ zdefiniowany na
dwa rézne sposoby, to jak wykazaé, ze te dwie definicje
sg réwnowazne?

Rozwigzanie:

No céz, mozna obliczy¢ pierwszych 1000 wyrazdw,
uzywajac obu definicji, i przekonaé sie, ze wszystko sie
zgadza. Wydrukowanie tysiaca poczatkowych wyrazow
zajeloby pokaznych rozmiaréw ksiazke. Czyz trzeba
bardziej przekonujacego argumentu? Tak, trzeba.
Tylko ze takiego argumentu po prostu nie ma. Obie,
badz co badz, bardzo proste definicje okreslaja dwa
rozne ciagi!!! Jedynie ,skromny” poczatek obu ciagéw,
sktadajacy sie z 1402 wyrazdw, jest taki sam. Ale wedtug
pierwszej definicji 1403. wyraz jest rowny

1943708471314943308059445452657010940487450311864066842732596790939279068

191168021439671095304800683519756645143142801766345115405789059172602192
426024357604507643919310528104572431148473422703387902120314696316682603
73526769211168562233924335624226005605933621791279905978607948 1997806631
913955493134941095358770263918313025848373581726054928149011342047774528
154248287433782463237576416857026309254788755903742777139477594456385042
020381315538604379941789590322666368814892780385046811477655985825537894
431894143994712043942268394043823543450207513886190799409707531632679517
052869104335940723488960240770470438470434329535343866330429132657179201
894810776495469936998716229270764904917198741365340242782600909003168195
6295538315897703654726877054837966614742389202717260703905051 79067208859
490817765494636249793643314197295308500154814706778732034270622318621910
522030142040283435992446877395852252468365235219657327211742475429216859
612898009146799397834207588995393930733511691021384920256724554594857336
855550714963221355049079118765001875374835520434138927516201876958496564
958805765202364476313555615826884516631224599151532590504446541236893625
713832620042439077419006777861484860386048975978762433100742439296700782
881889486380714070148887484098410694218233687263042755465493793927981497
199521026920386200848153568287674310343346371498689283968784694184354766
679111870702565268681491357079215569781219694309328629243757829281537544
222305623084962270299300645420182502879046175714261919397771509700298570
157891004711917373029290386303109701959096841328964650889891682871446978
568692922345060182670103628056600403977432916893829069098732545636174794
446362475483205590674696119315488543667867514676786440758126850754300452
964368265133082563202580908171650074203739290735941387946242005524276316
413356912394816492851593842390985938520048268384592849898513622096090183
58701821,

podczas gdy druga definicja daje 1403. wyraz o 1 wiekszy.
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O wigzaniach wodorowych
Krzysztof REJMER

Niektore pierwiastki, takie jak fluor czy tlen — czyli w jezyku chemii te
O najbardziej elektroujemne — maja zdolno$é tworzenia specyficznego rodzaju
P wiazania jonowego, nazywanego wiazaniem wodorowym. Wiazania wodorowe sa
;| wiazanie stabsze od wiazan kowalencyjnych i od zwyklych wiazan jonowych, a silniejsze
- [ wodorowe .. . . ;s . ,
o+ ™ niz oddzialywania van der Waalsa (cho¢ sila tych ostatnich na ogél wzrasta wraz
Ry ze wzrostem liczby elektronéw w czasteczce). Klasyczne wiazanie wodorowe
O Q‘ H tworzy sie, gdy atom wodoru jest kowalencyjnie zwigzany z atomem silnie
C elektroujemnym. W obecnosci innej takiej samej czasteczki atom wodoru jest
przez nig nieco odciagany od swego atomowego partnera, co oslabia wewnetrzne
O wiazanie w czasteczce, ale powoduje utworzenie stabego wigzania
elektrostatycznego dwéch czasteczek.

Schemat wigzan wodorowych miedzy

crasteczkami wody (weg Wikipedii). Zbadajmy dokladniej niektére wlasnosdci wigzan wodorowych w oparciu o dane

liczbowe latwe do znalezienia w réznego rodzaju tablicach fizycznych. Tabelka
na marginesie przedstawia wartosci ciepel sublimacji trzech par substancji

substancia sufjﬁﬁfjjcji izoelektronowych, tj. kazda z czasteczek danej pary ma tyle samo elektronéow

woda 00 1 (cho¢ liczba ta jest rézna dla réznych par). Wiedzac, ze we wszystkich
metan CH,4 8 przypadkach pomiedzy czasteczkami wystepuje oddzialywanie van der Waalsa,
selenowodér HsSe 22 a tylko czasteczki HoO tworza wigzania wodorowe, mozemy oszacowaé wartosé
czterowodorek  GeHa 17 ciepta sublimacji hipotetycznej postaci lodu, w ktérej czasteczki zwigzane sa

sermant jedynie sitami van der Waalsa, a nastepnie wyznaczyé energie wiazania
tellurowodér HsTe 28 . . . .. .. ..
caterowodorek  SNH, o1 wodorowego w lodzie. Stosunek ciepel sublimacji dla drugiej i trzeciej pary ma

cyny wartos$¢ okoto 1,3. Mozemy wigc przyja¢ w przyblizeniu, ze taki sam bylby on dla

Tabela ciepet sublimacji wybranych par pierwszej pary, gdyby dla HoO nie istnialy wigzania wodorowe. Wtedy ciepto
izoelektronowych zwiazkéw chemicznych.  sublimacji wody bytoby réwne nie 51 kJ/mol, lecz 1,3 - 8 kJ/mol = 10,4 kJ/mol.
Zwazywszy na fakt, ze czasteczka wody ma dwa protony, stwierdzamy, iz energia
pojedynczego wiazania wodorowego jest polowa réznicy rzeczywistej i obliczonej
wyzej wartosci ciepta sublimacji, zatem otrzymujemy energie wiazania
wodorowego w wodzie réwna okoto 20 kJ/mol.

Co sie dzieje z wigzaniami wodorowymi, kiedy 16d topnieje? Cieplo topnienia
lodu wynosi 6,02 kJ/mol. Cieplo topnienia metanu jest znacznie nizsze i wynosi
0,92 kJ/mol. Na podstawie tych liczb mozemy oszacowaé, jaka cze$é¢ wiazan
wodorowych w lodzie ulega rozerwaniu w wyniku topnienia. Energie potrzebna
do rozerwania wigzan wodorowych w lodzie podczas topnienia mozemy
wyznaczy¢ jako réznice miedzy cieptami topnienia lodu i metanu; wynosi ona
wigc okoto 5,1 kJ/mol. Obliczyliémy wczesniej, ze calkowita energia wigzan
wodorowych wynosi okoto 40 kJ/mol, a zatem rozpadowi ulega jedynie okoto 1/8
wszystkich wiazan wodorowych.

Okazuje sie, ze jest to oszacowanie mocno zawyzone. Z do$wiadczenia wynika, iz
zerwaniu ulega znacznie mniejsza liczba wigzan wodorowych, co oznacza, ze
nasze wyniki nalezy interpretowaé¢ jako miare zmiany energii wiazan wodorowych
zwiazang z ich deformacja. Uzywajac poje¢ mechanicznych, moglibySmy
wyobrazaé sobie, ze wigzania te sa rozciaggane i skrecane.

Wiazania wodorowe sa odpowiedzialne, miedzy innymi, za anomalng
rozszerzalno$¢ wody. Jak zobaczyliSmy, topnienie lodu niszczy je tylko

w niewielkim stopniu, dlatego objetos¢ wody nie rézni si¢ znaczaco od objetosci
lodu, z ktérego powstata. W odpowiednio niskich temperaturach (od 0°C

do 4°C) wystepowanie wiazan wodorowych znaczaco wplywa na odleglosci

i wzajemne ustawienie czasteczek wody. Dzigki temu w opisywanym zakresie
temperatur gesto$¢ wody rosnie ze wzrostem temperatury.

Warto tu przy okazji wspomnieé¢ o szarlatanerii nazywanej homeopatia. Srodki
(bo nie sa to zadne leki) homeopatyczne to wodne roztwory (czego — to bez
wigkszego znaczenia) o tak silnym stopniu rozcienczenia, ze prawdopodobiefistwo
napotkania czasteczki substancji rzekomo czynnej jest mniejsze od
prawdopodobienstwa trafienia széstki w lotto. Jak zatem cos takiego mogloby
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leczy¢? Niestawnej pamieci immunolog francuski, Jacques Benveniste, twierdzit,
ze udowodnit istnienie zjawiska pamieci wody. Otz substancja rozpuszczana
mialaby pozostawia¢ po sobie informacje zawarta w drganiach czasteczek lub
w ich strukturze. Teoria ta zostala wielokrotnie sfalsyfikowana doswiadczalnie.

Mimo to istnieja zerujace na ludzkiej naiwnosci firmy produkujace i sprzedajace
urzadzenia, ktore rzekomo zmieniaja strukture wody. ,,Zywa woda” — jak
nazywaja wynik dziatania tych maszynek — rézni sie od tej zlej, czyli ,martwej”,
tym, ze ma strukture heksagonalna. Z tego, co powiedzieliSmy powyzej, wiemy,
ze taka struktura jest w wodzie obecna zawsze, przynajmniej w niezbyt wysokich
temperaturach. Odwazny Czytelnik Delty, ryzykujac sadowy pozew, bez trudu
moze udowodnic¢ ,specjaliscie” od wody heksagonalnej jego oszustwo. Gdyby

w ,zte]” wodzie poddanej dzialaniu urzadzenia uzdatniajacego powstawala
heksagonalna struktura, powinna wzrosnaé¢ objetos¢ wody. A to jest akurat
bardzo tatwe do sprawdzenia.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1420. Dany jest odcinek AB i liczba dodatnia h. Wéréd tréjkatéw ABC

o podstawie AB i wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka C dlugosci h znalezé taki,
dla ktérego iloczyn dhugosci wszystkich trzech wysokosci jest maksymalny

(rys. obok).

Rozwiazanie na str. 18

M 1421. Udowodnié¢, ze dla dodatnich liczb catkowitych k& < n prawdziwa jest

nier6wnosc
k k
i=o M ¥
gdzie e to stala zdefiniowana np. jako e = sup,, >, (1 + %)m.

Rozwiazanie na str. 10

M 1422. W kolejce stoi n pasazerdéw, ktorzy chca wejsé na poklad samolotu,

n > 2. Wszyscy maja swoje bilety z numerem miejsca oprocz pierwszej osoby

w kolejce, ktéra go zgubita. W zwigzku z tym wybiera ona swoje miejsce losowo.
Kazda nastepna osoba, jesli nie moze usia$é na miejscu wskazanym przez swoj
bilet (bo jest ono juz zajete), takze wybiera swoje miejsce losowo (kazde dostepne
miejsce jest jednakowo prawdopodobne). Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
ostatni pasazer usiadzie na swoim miejscu, jesli n =2, n = 3, n = 1007

Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 855. Oszacowaé $rednia odleglos$é Iy (tzw. srednia droge swobodna)
przebywana przez elektron pomiedzy dwoma zderzeniami z atomami neonu
znajdujacego sie w warunkach normalnych (tj. w temperaturze Ty = 273,15 K

i pod ci$nieniem py = 1013,25 hPa). Promien atomu neonu wynosi
r=15-100"%m

Rozwigzanie na str. 19

F 856. Odleglosé elektrod w neonéwee (lampce wypelnionej neonem) wynosi

d = 3 mm. Jakie powinno by¢ ci$nienie zawartego w niej gazu, zeby jej zapton
(zaswiecenie) nastepowal po przylozeniu napiecia 100 V. Energia jonizacji neonu
wynosi Fy = 21,56 eV. Przyjmij, ze temperatura gazu w lampie wynosi

Ty = 273,15 K. W warunkach normalnych droga swobodna elektronu w neonie
wynosi Iy = 0,59 um. Wskazdwka: skorzysta¢ z wyniku zadania 855.

Rozwiazanie na str. 9
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Szczescie w zbiorach mierzalnych

Wyobrazmy sobie nastepujaca gre. Mamy plansze o polach
ponumerowanych od 0 do 100 i dwa pionki, stojace

na poczatku na polu o numerze 0. Gracze wykonuja ruchy
na przemian. Gracz rzuca moneta i jesli wypadnie reszka,
to przesuwa swéj pionek o 1 pole, a jesli orzel — o 5 pol.
Wygrywa ten, kto pierwszy dojdzie do pola o numerze 100.

Eryk KOPCZYNSKI*

Jesli wybierze bardziej ryzykowny wariant B,

to w przypadku wyrzucenia orta rusza sie do przodu

0 20 pol, ale w przypadku wyrzucenia reszki wraca na pole
zerowe. Zeby nasza gra zawsze si¢ konczyta, przyjmijmy,
ze jesli 10 razy danemu graczowi wypadnie reszka
podczas stosowania wariantu B, to ten gracz przegrywa.

Malo ciekawa gra, prawda? Zalezy tylko od szczedcia,

a nie od podejmowania shusznych decyzji. Dodajmy
wiec do niej jakis element decyzyjny. Powiedzmy,

ze przed wykonaniem ruchu gracz moze wybraé¢ spoérod
dwdéch wariantow: A 1 B. Jesli wybierze wariant A, to
rzuca moneta i wykonuje ruch tak, jak napisano wyzej.

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Ta gra jest troche ciekawsza (sa sytuacje,

w ktérych bardziej oplaca sie zastosowaé wariant A,

i sytuacje, w ktérych lepszy jest wariant B), ale wciaz
zalezy od szczescia. No ale co to jest szczescie? Moze
daloby sie jakos wlaczy¢ szczeScie do samej gry, tak, zeby
bylo deterministycznym elementem gry, a nie losowym?

Przyjmijmy, ze nasze szczescie jest liczba z przedziatu [0,1). (Szczescie zawsze
rozpatrujemy z punktu widzenia konkretnego gracza — jesli nasze szczedcie jest
réwne s, to szczescie przeciwnika wynosi 1 — s.) Szczescie réwne 1 oznaczaloby,
ze na monecie zawsze bedzie wypadalo to, co chcemy. Szczescie réwne 0 oznacza,
ze zawsze wypada to, czego chce przeciwnik. Posrednie wartosci oznaczaja, ze
obaj gracze maja co$ do powiedzenia. Przyktadowo, jesli szczescie jest wieksze
niz %, to powinniSmy mieé¢ mozliwo$é wybrania wyniku rzutu moneta, ale bedzie
si¢ to dzialo kosztem naszego szczeScia w dalszej czesci gry.

Dokladniej, szczescie dziata w nastepujacy sposéb. Powiedzmy, ze nasze szczescie
W pewnym momencie jest réwne s, a reguly gry z elementem losowym moéwia, ze
powinnidmy w tym momencie rzuci¢ moneta. Zamiast to robi¢, decydujemy, jak
podzieli¢ s miedzy oba mozliwe wyniki. Wybieramy dwie liczby, sg i so, obie

z przedziatu [0,1] i takie, ze ich érednia jest réwna s. Przeciwnik wybiera wynik
rzutu — jesli wybierze reszke, to nasze szczedcie zmienia sie¢ na sp, w przeciwnym
przypadku nasze szczeScie zmienia sie na sp. Nie wolno mu wybraé takiego
wyniku, ktéremu przypisaliémy warto$é¢ naszego szczedcia 1. Zauwazmy, ze dla
kazdego rzutu monetg to my wybieramy podziat s, a przeciwnik wybiera wynik
rzutu, niezaleznie od tego, do ktérego z graczy nalezal rzut moneta.

Przyktadowo, wyobrazmy sobie taka prosta gre: gracze rzucaja moneta

na przemian, zaczyna przeciwnik, a wygrywa ten, kto wyrzuci orta. Zacznijmy

ze szczesciem s = 0,7. Gramy w nastepujacy sposéb: w pierwszym ruchu
przyporzadkowujemy so = 1, sg = 0,4, dzieki czemu blokujemy przeciwnikowi
orta i ,wypada reszka’, ale nasze szczescie spada do 0,4. Teraz, oczywiscie,
przeciwnik nie wybierze orta (bo jest nasz ruch), takze mozemy mu przypisaé
dowolnie mala wartos¢ szczescia i przyporzadkowujemy sp = 0, sg = 0,8. Wypada
reszka, nasze szczescie wzrosto do 0,8. Po wymuszeniu reszki w ten sam sposob,
co ostatnio, szczescie spada do 0,6. Teraz mozemy przyporzadkowaé sp = 1,

so = 0,2, zatem wypada orzel i wygrywamy. Mozna pokazaé, ze wygrywamy

dla wartosci szczescia powyzej %7 dla wartosci ponizej % wygrywa przeciwnik
(dla s = % gra sie nie skonczy, a wladciwie skonczy sie wtedy, gdy ktory$ z graczy
sie znudzi i wykona ruch prowadzacy do zakoficzenia gry jego przegrana).

Co wlasciwie oznacza szczescie? Jedli gra jest skoficzona (na przyklad w powyzszej
grze uznajemy, ze jesli po 100 rzutach nie doszto do konkluzji, to nastepny

rzut decyduje), to mozna udowodnié, ze jesli w danym momencie szczescie jest
wieksze od prawdopodobienstwa wygrania gry losowej przez przeciwnika (przy
zalozeniu, ze obaj gracze stosuja optymalne strategie), to my mamy strategie
wygrywajaca. Jesli jest mniejsze, to strategie wygrywajaca ma przeciwnik.
Strategia polega na tym, by wszystkie sytuacje, w ktorych nie mamy szans
wygraé, blokowaé (korzystajac z wysokiej wartosci szczescia), a w pozostaltych
graé tak, by powyzszy warunek byl zachowany (szczescie ma by¢ zawsze wigksze
niz prawdopodobienstwo). Szczegdly dowodu zostawiamy Czytelnikowi. Polecamy
tez sig zastanowi¢, jak dostosowaé ten system do popularnych gier z uzyciem
kostki, od (dwuosobowego) chinczyka do backgammona. Albo do gier, w ktérych
wazny jest wynik (a nie tylko, kto wygral, a kto przegral), lub tez do gier,

w ktérych losowosé wynika stad, ze obaj gracze podejmuja decyzje jednoczesnie
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Jan Myecielski i Hugo Steinhaus w 1962
roku sformulowali aksjomat determinacji.
Wynika z niego falszywosé¢ aksjomatu
wyboru, za pomoca ktérego dowodzi sig
istnienia zbioréw niemierzalnych. W teorii
mnogosci z aksjomatem determinacji
kazdy zbiér liczb rzeczywistych jest
mierzalny w sensie Lebesgue’a.

Artykul zostal zainspirowany pracami
Donalda A. Martina.

(jak kamien-nozyce-papier). Zauwazmy réwniez, ze gra ma niesymetryczny
charakter, bo mamy dwéch graczy: gracz wybierajacy podzial (,dzielacy”) i gracz
wybierajacy wynik rzutu (,rzadzacy”). Te dwie role moga by¢ na stale przypisane
do graczy, mozna tez si¢ zastanowi¢ nad systemem, w ktorym role si¢ zmieniaja.
% % %
W powyzszej grze zarzadziliSmy, zeby rozgrywka zawsze byla skonczona. Jednak
mozna wymysli¢ gry, w ktorych rozgrywka czasami albo zawsze jest nieskoficzona.
W przypadku rozgrywek nieskoniczonych réwniez w jakis sposéb okreslamy
zwyciezce. Przyklad takiej gry nieskoniczonej? Mamy pewien podzbiér A C [0, 1]
i dwa pionki, z ktorych jeden stawiamy w punkcie 0, a drugi w punkcie 1. Gracze
na przemian wybieraja jeden z pionkéw i stawiaja go w punkcie dokladnie
posrodku pomiedzy poprzednimi pozycjami pionkéw. Tak wiec w pierwszym
ruchu my przestawiamy jeden z pionkéw do punktu %, powiedzmy ten, ktéry
wezesniej stal w 1, a w drugim ruchu przeciwnik wybiera, ktory z pionkdéw ma
przenies¢ do punktu i ($rednia 0 i %) Jesli wybral przestawienie pionka z 0, to
my przestawiamy jeden z pionkéw do %, i tak dalej. ,,Po nieskonczonym czasie”
oba pionki beda staly w tym samym punkcie granicznym. Jesli ten punkt
graniczny nalezy do zbioru A, to my wygrywamy, jesli nie, to wygrywa
przeciwnik. Mozna pokazaé¢ np. ze jesli zbiér A jest zbiorem liczb wymiernych, to
w takiej grze nieskonczonej przeciwnik ma strategie wygrywajaca (chociaz
w skonczonej grze pionki zawsze beda staly na liczbach wymiernych) — strategia
ta polega na tym, ze przeciwnik ustawia wszystkie liczby wymierne w ciag,
i w kolejnych swoich ruchach dba o to, zeby wyklucza¢ kolejne liczby z tego ciagu
jako mozliwe punkty graniczne.

W powyzszej grze wybory Swiadome” mozna zastapi¢ wyborami losowymi
(pionek przenoszony do srodka wybieramy losowo). Wtedy punkt graniczny jest
wybierany calkowicie losowo, zatem prawdopodobienstwo, ze my wygramy, jest
réwne prawdopodobienstwu, ze losowo wybrany punkt nalezy do zbioru A.

Czy podany wyzej sposdb na zamiane gry losowej na gre deterministyczna

»ze szczeSciem” mozna réwniez zastosowaé do powyzszej gry nieskonczonej

(i innych)? Zastandéwmy sie, co by to oznaczalo. Jedli szczescie jest wigksze niz
prawdopodobienstwo zwyciestwa, to my mamy strategie wygrywajaca, a jesli
mniejsze, to wygrywa przeciwnik. Zatem udatoby nam si¢ zdefiniowaé
prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany punkt nie nalezy do zbioru A, przy
uzyciu gier. Dla za malych wartosci szczescia strategie wygrywajaca ma
przeciwnik, a dla za duzych my. Zatem mozemy zdefiniowaé¢ prawdopodobienstwo
jako najmniejsza wartosé szczescia, przy ktérej my mamy strategie wygrywajaca
w danej grze (a dokladniej kres dolny zbioréw tych wartosci).

Skadinad wiadomo, ze w standardowej matematyce (uzywajacej aksjomatu
wyboru) istnieja zbiory niemierzalne, tzn. takie, dla ktérych wartosci
prawdopodobienstwa nie da sie okresli¢. (Jednym z przykladéw tego zjawiska
moze by¢ paradoks Banacha—Tarskiego: mozna udowodnié, ze kule w przestrzeni
tréjwymiarowej mozna podzieli¢ na czesci, z ktérych mozna nastepnie zlozyé
dwie rézne kule, kazda takiej samej wielkodci jak oryginalna. Gdyby wszystkie
zbiory byly mierzalne, takiego czego$ nie daloby sie zrobié.)

Czy to oznacza, ze konstrukcja gry ,ze szczeSciem” nie dziala dla gier
nieskonczonych? Okazuje sie, ze dziata — mozna udowodnié, ze jesli strategie
wygrywajaca mamy my, to miara zewnetrzna (ograniczenie gérne
prawdopodobiefistwa) dopelnienia A jest mniejsza niz s, a jesli przeciwnik, to
miara wewnetrzna (ograniczenie dolne) jest wigksza. Zauwazmy, ze gdyby dla
kazdej wartosci szczescia ktory$ z graczy mial strategie wygrywajaca, to zbiér A
bylby mierzalny (bo miara wewnetrzna jest wieksza lub réwna wartosci
granicznej, a zewnetrzna jest mniejsza lub réwna, wiec gdy miara zewnetrzna
jest mniejsza lub réwna od miary wewnetrznej, to obie musza by¢ réwne).
Problem w tym, zZe istnieja gry, dla ktorych zaden z graczy nie ma strategii
wygrywajacej — takie wlasnie gry pojawiaja sie dla niemierzalnych zbioréw A.
Mozna rozwazaé teorie, w ktérej zamiast aksjomatu wyboru przyjmujemy
aksjomat, ze w kazdej grze jeden z graczy ma strategie wygrywajaca. Wtedy
wszystkie zbiory sa mierzalne i rzeczy takie jak paradoks Banacha-Tarskiego
nie mogg mie¢ miejsca.
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Ze swiata USOS.
Czes¢ 8 — Leniwy programista, czyli
co moze za nas zrobi¢ komputer

Michat KURZYDEOWSKI®

Nikt nie lubi sprawdzania swojej pracy, prawda? Udalo nam sie rozwiazac
zadanie, bo wpadliSmy na pomyst i potrafiliSmy go zrealizowaé¢. Podobnie
programista czesto potrafi napisaé¢ caly kod potrzebny do wykonania zadania,
nim go choé¢ raz uruchomi, by sprawdzié, czy program robi to, co bylto
zamierzone. W taki ,wir pracy” kazdy z nas nieraz wpadl. W koncu wlaénie
w tym czujemy sie najlepiej — w rozwiazywaniu problemoéw.

Z przykroécia jednak zauwazamy, ze nazbyt czesto taki tryb pracy doprowadza nas
do ztych rozwigzan. Stawia nas przy tym w sytuacji, w ktérej ciezko jest znalezé
odpowiednig droge. Nie jest jasne, co z obecnego rozwiazania jest prawidtowe,

a co nie. Nie pozostawiliémy za soba bowiem zadnych wskazéwek ani innego
rodzaju kamieni milowych wyznaczajacych mate sukcesy na drodze do celu.

Chcialtbym w tym artykule podzieli¢ si¢ z Czytelnikiem doswiadczeniem, jakiego
nabyliémy my, programisci USOS, szukajac lepszego sposobu rozwigzywania
powierzonych nam zadan. Mam nadzieje pokazaé, ze warto by¢ leniwym

i odwleka¢ wykonanie pracy na poézniej.

Zdefiniuj problem testami. Najczesciej dziatamy pod wplywem impulsu. Jesli
ktos zada nam pytanie lub postawi przed nami problem, to wiekszo$¢ z nas
zapewne podsunie mu niemal natychmiast odpowiedz. Czesto bedzie to pierwszy
pomysl, jaki przyjdzie nam do glowy. Czasem bedzie to wynik glebszego
przemys$lenia, ale pewno przeoczymy jakie$ szczegoly. Wydaje sie nam, ze
rozwigzaliSmy zadanie, ale to wladnie te szczegdly, ktore w poépiechu
pomineliémy, powoduja, iz nasza odpowiedz jest bledna. Nie inaczej postepuje
nieuwazny programista, ktéry takze woli przejsé od razu do swojego ulubionego
zajecia — programowania.

Sprobujmy jednak zatrzymac sie na chwile i skupi¢ na dokladnym zdefiniowaniu
problemu. Podczas rozwiazywania zadania matematycznego uzyjemy w tym celu

kartki lub tablicy. Zapiszemy to, co wiemy, i oznaczymy to, czego szukamy.
e o Bedziemy przeksztatcali opis stowny problemu na zapis z uzyciem symboli
=3 matematycznych. Taka postaé jest dla nas wygodniejsza, bo jest pozbawiona
zbednego ,szumu”, a przy tym nie pomija zadnego istotnego szczegdhu.
Jesli, przyktadowo, dostaniemy zadanie, by znalezé¢ funkcje liniowa, ktéra
przechodzi przez dwa okreslone punkty, to mozemy sformulowaé je nastepujaco:
f(z1) =y,
f(l‘g) = Y2,
f(z) = ax +b.

Powyzej zapisaliSmy trzy ,ograniczenia”, jakim musi podlegaé szukana funkcja f.
Spoéjrzmy na nie jak na testy, ktére dla zadanej funkcji f dostarcza nam
informacje o tym, czy owa funkcja spelnia przyjete zatozenie. Sprowadzilismy
zatem nasze zadanie do poszukiwania funkcji, ktéora spelnia wszystkie te
warunki. Podobny formalizm mozemy zastosowaé¢ podczas programowania, ale
o tym za chwile.

Pracowity czy leniwy? Zalézmy, iz zostal nam nauczyciel, stanowia opis testu. Test jest naszym

zgloszony blad na stronie, ktéry uniemozliwia narzedziem, ktére pozwala nam wyznaczy¢é moment,

nauczycielowi edycje ocen studentéw z pewnego w ktorym kod zostal juz naprawiony.

przedmiotu. Pierwszym krokiem jest proba powtdérzenia

opisanego problemu. Warunki poczatkowe, takie jak Pracowity programista nie potrzebuje nic wiecej. Jest

oceny studentéw, informacje o tychze studentach, dane w stanie modyfikowaé kolejne fragmenty kodu,

o przedmiocie, wraz z lista dzialan, ktére podejmuje powtarzajac co pewien czas test, az do momentu, kiedy
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zostanie on spelniony. Szybko jednak odkrywa, ze
najnudniejszym i dajacym najmniej satysfakcji zajeciem
jest owo powtarzanie testu, gdyz sprowadza sig

do wykonywania po wielekro¢ tych samych czynnosci.
Rozwiazanie, ktére najczedciej znajduje w tym
przypadku, to odwlekanie testowania albo zawezanie jego
zakresu do absolutnego minimum. Pierwszy wybér
powoduje, ze bledy w kodzie odkrywamy dopiero

po czasie. Drugi doprowadza do kodu, ktéry tylko
pozornie wydaje sie poprawny, nie spelnia jednak
bardziej szczegotowych testéw.

Lenistwo w tym przypadku moze poptaca¢, bo komputer
okazuje si¢ doskonalym narzedziem do wykonywania
za nas wszelkich czynnoéci, ktére potrafimy opisaé czy,
ujmujac inaczej, zautomatyzowacé. Taka wtasnie
czynnos$cia jest testowanie. Przy odrobinie pracy test
zapisany na kartce mozna przeksztalci¢ w kod, ktéry
bedzie mdgl by¢ uruchamiany wedle potrzeby
programisty. Nie potrzeba tym samym kompromisu
miedzy testowaniem a programowaniem. Programista
moze zajac sie tym drugim, gdy komputer wyrecza go
w tym pierwszym.

Testowania rézne smaki. Wiemy juz, ze pierwsza
czynno$cia programisty bedzie powtdrzenie bledu.
Kolejna zas jego zapisanie w postaci testu, ktéry bedzie
potrafil wykonaé za niego komputer. Nie jest jednak
oczywiste, jak 6w test zapisa¢. Wr6¢émy do przykladu

z niezapisujacymi si¢ ocenami. OdtworzyliSmy problem,
uzywajac przegladarki. Wystarczyloby zatem zapamietac
stan bazy danych, konfiguracji aplikacji i nagraé¢
czynnosci, ktére wykonaliémy w przegladarce. To jednak
cala masa informacji, ktére musza by¢ zapisane

i odtworzone przed kazdym wykonaniem testu.

Oplaca si¢ wykonaé¢ wiecej analiz, nim przejdziemy do
zapisania testu. W koncu i tak bedziemy analizowaé
problem, by znalezé rozwiazanie. Po zastanowieniu
mozemy dojs¢ do wniosku, ze istotne sg tylko niektére
informacje zwiazane z przedmiotem i studentami.
Mozemy tez, przykladowo, zauwazy¢, ze blad wystepuje
jedynie dla ocen oznaczajacych niezaliczenie. Tego typu
spostrzezenia zmniejsza opis problemu i sprawia, ze
bedzie czytelniejszy.

)

Taki test jest jednak nadal ,ciezki”, choé¢ takze ,pewny”.
Ciezki ze wzgledu na ilos¢ danych i pracy, ktéra musi
zosta¢ wykonana przy kazdym uruchomieniu testu —
musimy bowiem zaladowa¢ dane do bazy, uruchomié¢
przegladarke i wykonaé¢ w niej zapisane akcje. Pewny,
gdyz jego spelnienie daje spore gwarancje rozwiazania
problemu. Trzeba sie jednak zawsze liczy¢ z tym, ze
nasze dane lub sposéb testowania nie zawieraja jakiego$
istotnego szczegdtu.

Istnieje jeszcze jeden procz czasochltonnosci mankament
tego rodzaju testu. Jego dziatanie czesto zalezy od
danych niepowiazanych bezposrednio z problemem, czy
od struktury stron internetowych i interakcji miedzy
nimi. Zle zapisany test méglby np. wymagaé tego, by
guzik do edycji ocen byl w okreslonym miejscu

na stronie. Trzeba mie¢ na uwadze, ze aplikacja bedzie
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musiala ulega¢ modyfikacjom i to nie tylko ze wzgledu
na zmieniajace si¢ wymogi, czy tez nowe funkcjonalnosci,
ale i trendy w internecie. Nie chcemy, by oznaczalo to
takze koniecznosé edycji testow niezwiazanych
bezposrednio z tymi zmianami.

Lzej znaczy lepiej? Na etapie pisania testu czesto
wiemy juz, co wymaga naprawy. Ta wiedza pomaga nam
doprowadzié¢ test do postaci, ktéra najczytelniej definiuje
problem. Mozemy jednak jeszcze bardziej ,,odchudzi¢”
nasze testy, zmieniajac technike testowania. Zapomnijmy
zatem o przegladarce i potraktujmy ja jako narzedzie
ttumaczace operacje uzytkownika na zadania realizowane
przez aplikacje.

Opis zadania i format odpowiedzi na nie stanowia pewnego
rodzaju API (Application Programming Interface),

ktore w dobrze zaprojektowanej aplikacji rzadko ulega
zmianie. Korzystajac z takiego API, mozemy zdefiniowaé
nasz problem, opisujac zadanie i spodziewana odpowiedz.
Taki test ma mniejszy opis i moze zostaé¢ szybciej
wykonany przez komputer, gdyz nie wymaga od niego
uzycia przegladarki lub tez symulacji jej dzialania.

Czy da sig zejs¢ jeszcze ,nizej”, tj. w glab naszej
aplikacji? API specyfikuje format danych wejéciowych,
wyjéciowych i zachowanie. Sposéb implementacji
takiego API jest w gestii programisty, ktory zazwyczaj
utatwia sobie prace i nadaje kodowi czytelng strukture,
uzywajac do tego zrebéw aplikacji (ang. framework).
Wspominam o nich, gdyz stanowia one szkielet,

ktory powoduje, ze tatwiej znalezé w kodzie pewng
powtarzajaca si¢ strukture, ktéra nie ulega zbyt czestym
zmianom. Takim schematem moze by¢ np. zapisywanie
logiki aplikacji w postaci metod przypisanych pewnym
obiektom. Brzmi abstrakcyjnie? Spéjrzmy na przyktad.

Ocena jest pewnym obiektem w aplikacji, dla ktérego
moze istnie¢ metoda pozwalajaca na jej edycje. Przy
takiej implementacji mozemy sprowadzi¢ nasz problem do
wywolania owej metody i oczekiwania, ze zakonczy sie ona
poprawnie. ZmniejszyliSmy tym samym poziom abstrakcji
definicji naszego problemu, redukujac tym samym opis
testu. UzalezniliSmy sie jednak réwnoczesnie od struktury
aplikacji. Podejmowanie decyzji o wyborze konkretnego
rodzaju testu wymaga zatem wziecia pod uwage

wielu czynnikéw. Trzeba zbadaé, ktore narzedzie

jest najbardziej odpowiednie do danego zadania.

Lenistwo poptaca? Widzimy zatem, ze analiza
problemu, dobér testu i jego implementacja pochlaniaja
duza czed¢ czasu programisty. Mogliby$my o takim
pracowniku powiedzie¢, ze jest leniwy. Jego powinnoscia
jest pisanie kodu, z ktérego bedzie sie skladaé

aplikacja, a on tymczasem odklada ten obowigzek

na poézniej. Owszem, pisze kod, ale buduje z niego

testy. One za$ nie dostarczaja bezposredniej wartosci.
Programista bedzie twierdzit, ze poprawia w ten sposob
jakosé aplikacji, ktéra pisze, ale czy bedzie w stanie
potwierdzi¢ swoje zapewnienia? Sami ocencie, czy
warto by¢ leniwym. Moze i wy, podejmujac sie kolejnego
zadania, sprobujecie odtozy¢ ,prace” na pozniej?



Kacik powstal na podstawie wpisu na
blogu autora:
http://fajnezadania.wordpress.com.
Blog zawiera opisy rozwigzan ciekawych
i czgsto nielatwych zadan ,z algorytmiki
i okolic”.

Przyktadowo 2,2,3,1 < 1,4,2,5,2, gdyz 3
(najmniejsza liczba wystepujaca rézng
liczbe razy w tych fragmentach)
wystepuje czeSciej w pierwszym z nich.

Z kolei fragmenty 1,3,3,2,112,3,1,3,1
sa dla nas takie same.

@

Rozwigzanie zadania M 1420.
Rozwazmy tréjkat ABC o wysokosci
opuszczonej z wierzchotka C' dlugosci h.
Oznaczmy dlugosci wysokosci
opuszczonych z wierzchotkéw B i C
odpowiednio przez hg i hc, a jego pole
przez S. Wiemy, ze

. 25 2S5
28 =AC - -BC -sinC = — - — -sinC,
hp ha
skad

hahp = 2SsinC.

Poniewaz pole tréjkata S = % -AB-h
jest ustalone, to iloczyn hahpgh jest
maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy
sin C' ma maksymalng wartos¢.
Oczywiscie, kat C' ma maksymalng
warto$é (oznaczmy ja przez Ymax), gdy C
jest wierzchotkiem tréjkata
réwnoramiennego o podstawie AB. Jesli
h > 4B t0 ymax < 90°, wiec
rozwigzaniem jest tréjkat réwnoramienny
o podstawie AB i wysokosci h.

Jesli natomiast h < A_TB, t0 Ymax = 90°,
wiec rozwigzaniem jest tréjkat
prostokatny o przeciwprostokatnej AB
(dla ktérego sin C' = 1).

Informatyczny kacik olimpijski (72): Multizbiory

W tym kaciku proponuje zadanie polecane przez mojego korespondenta

w Jekaterynburgu, miescie znanym réwniez z turnieju Ural Sport Programming
Championship, ktérego zesztoroczng atrakcja byl bezwzgledny pojedynek pieciu
najlepszych druzyn z Rosji z piecioma najlepszymi druzynami z Chin. Popatrzmy
na zadanie, ktérego nie udato sie rozwiazaé zadnej z nich!

Mamy dany ciag liczb S, S5, ..., S,. Rozwazamy jego wszystkie spéjne podciagi,
czyli fragmenty postaci S;, Siy1,...,95;, ktére sortujemy w doéé¢ dziwny sposéb.
Mianowicie, aby poréwna¢ dwa fragmenty X i Y, szukamy najmniejszej liczby a,
ktéra wystepuje rézna liczbe razy w X i Y. Fragment X jest mniejszy niz Y

(co zapisujemy jako X < Y) dokladnie wtedy, gdy owa liczba a wystepuje

wiecej razy w X niz w Y. Jesli takiej liczby nie ma, to fragmenty sa dla nas
takie same; innymi stowy poréownujemy multizbiory liczb wystepujace w obu
fragmentach. Naszym zadaniem jest wyznaczenie multizbioru, ktory jest
generowany przez k-ty fragment w tym dziwnym porzadku.

Pewnie warto przez chwile zwatpié, czy ten porzadek jest faktycznie porzadkiem,
czyliczy X <Y < Z implikuje, ze X < Z. W przeciwnym przypadku ciezko bytoby
bowiem méwié¢ o sortowaniu. Na szczeScie, okazuje sie, ze tak jest w istocie (< jest
w rzeczywistosci porzadkiem leksykograficznym na fragmentach potraktowanych
jako multizbiory). Ograniczenia podane w tresci to n < 150000 i k < @,
czyli wygenerowanie i posortowanie wszystkich fragmentow nie jest najlepszym

z mozliwych pomystéow. Ba, problematyczne bytoby juz nawet samo wygenerowanie
fragmentow, nie méwiac o tym, ze porownanie dwdch fragmentéw wydaje

sie wymagaé czasu proporcjonalnego do ich dtugosci. Zaczyna si¢ robi¢ ciekawie!

Co prawda, interesuje nas wyznaczenie k-tego fragmentu, ale moze wypadatoby
urealni¢ oczekiwania i zaczaé¢ od préby skonstruowania efektywnego sposobu
zliczania fragmentow, ktére sa Scisle mniejsze od danego? Jest to dosé
standardowe podejscie: zamiast rozwiazywaé problem ,znajdz najmniejsze dobre
rozwiazanie”, zajmujemy si¢ problemem ,sprawdz, czy dane rozwiazanie jest
dobre”. Potem zwykle wystarczy tylko zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne, cho¢
w naszym przypadku sytuacja okaze sie odrobine bardziej skomplikowana.

Majac dany fragment X, chcemy zliczy¢ fragmenty Y = S;, Sit1,..., 55,

dla ktorych Y < X. Do$¢ naturalne jest ustalenie i i przyjrzenie sie wszystkim j,
ktére spetniaja zadany warunek. Po chwili namystu mozna dostrzec, ze dodajac
kolejne elementy, mozemy tylko zmniejszy¢ a, ktére ma wiecej wystapien, zatem
Si, Sit1, -+, Si41 = 8i, Siv1, ..., 5. Wynika stad, ze j spelniajace warunek
tworza spéjny przedzial [f;,n|. Ale jak wyznaczy¢ to f;? Pewnie mogliby$my
zaczaé od f; =1 i zwigkszac je o jeden, dopoki X = S;, Siy1,...,Sy,. Brzmi

to calkiem rozsadnie, cho¢ pojawiaja sie co najmniej dwa problemy. Przede
wszystkim potrzebujemy efektywnej metody na sprawdzanie, czy aktualne f;
nalezy zwiekszy¢ o jeden. Jest to jednak dos¢ latwe: trzeba tylko skonstruowac
strukture danych, ktéra umozliwi nam przechowywanie dla kazdego a réznicy
miedzy liczba jego wystapien w X i liczba jego wystapien w aktualnym fragmencie
S, Six1,...,95f,, oraz znajdowanie najmniejszego a, dla ktérego ta réznica

nie jest zerem. Musi réwniez umozliwiaé dodawanie nowych elementéw S; (co
wiaze sie ze zmniejszaniem odpowiadajacych im r6znic). Taka struktura moze byé
zwykte drzewo licznikowe, ktére umozliwia wykonywanie zaréwno aktualizacji,
jak i pytan w czasie O(logn). Dysponujac takim narzedziem, bedziemy w stanie
wyznaczy¢ kazde f; w czasie O(nlogn). Niby fajnie, ale w tym momencie
pojawia sie drugi problem: przeciez mamy az n réoznych f;, ktére wypadaloby
znalezé! Na szczedcie mozna zauwazyé, ze fir1 > fi, czyli dla kolejnego i mozemy
zaczac od fiy1 = f;. Jest to o tyle wygodne, ze wspomniane przed chwila drzewo
licznikowe bez wiekszych probleméw pozwala takze na zwigkszenie i o jeden (czyli
na usuniecie S; z aktualnego fragmentu). Zatem dla kolejnych ¢ zwigkszamy f;

o jeden tak dlugo, jak aktualny fragment jest nie mniejszy niz X, a nastepnie
usuwamy S; ze struktury. Poniewaz f; < n, wykonamy nie wiecej niz 3n operacji
na drzewie licznikowym, co daje sumaryczny czas O(nlogn). Fantastycznie.
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Rozwigzanie zadania F 855.
Poniewaz masa elektronu jest okoto

40 tysiecy razy mniejsza od masy atomu
neonu, to w warunkach réwnowagi
termodynamicznej porusza si¢ on okoto
200 razy szybciej niz atomy neonu, ktore
wobec tego mozna w przyblizeniu uznaé
za nieruchome. Elektron ,trafi” w atom,
jesli ten znajdzie si¢ w odlegltosci

nie wigkszej niz r od toru ruchu
elektronu. Srednio nastapi to, gdy

w objetosci wr?l bedzie znajdowal sie
jeden atom. Oznacza to warunek

N
vfr'r lo=1,

gdzie N jest liczbg atoméw,
a V objetoscig naczynia. Dla gazu
w warunkach normalnych mamy

N Po

V kT’
gdzie k jest stala Boltzmanna.
Ostatecznie:

kTo

ll) - - 3
wrpo

czyli lp &~ 0,59 pm.

Umiemy wiec obliczy¢, ile fragmentéw jest mniejszych od danego X. Uzywajac
bardzo podobnej metody, mozna tez zliczy¢ fragmenty, ktére sa rowne X. O ile
wiec tylko kto$ podrzucitby nam fragment X, umieliby$my sprawdzié, czy
faktycznie jest on k-tym w naszym porzadku (jesli mamy ¢ fragmentéw, ktére sa
mniejsze od X, i e takich, ktore sa réwne X, wystarczy sprawdzi¢ czy

£ < k < £+ e). Niestety, nie mamy co liczy¢ na zadna zyczliwa podpowiedz.

Sprobujemy zastosowaé strategie przypominajaca wyszukiwanie binarne.

Na dobry poczatek mozemy stwierdzi¢, ze szukany fragment na pewno znajduje
sie (w zdefiniowanym wyzej porzadku) miedzy Si,Ss,...,5, a (dowolnym)
pustym fragmentem. Zalézmy wiec, ze wiemy juz, iz szukany X lezy miedzy
fragmentami A a B. Co dalej? Przydalby nam si¢ fragment M, ktéry lezy mniej
wiecej w potowie drogi miedzy A a B. Majac M, moglibySmy szybko zliczyé¢
fragmenty, ktore sa od niego mniejsze, poréwnac te liczbe z k i w zaleznosci

od wyniku zastapi¢ A lub B przez M (lub stwierdzié, ze wlasnie M jest szukanym
fragmentem). Dobranie si¢ do takiego M wydaje si¢ jednak do$¢ problematyczne,
gdyz zaklada, ze znamy caly porzadek na fragmentach, a przeciez tak nie jest.

Wyobrazmy sobie zbiér wszystkich fragmentéw, ktére leza (w naszym dziwnym
porzadku) miedzy A a B. Dla kazdego i prawe konce takich S;, Sit1, ..., 5,
tworza spojny przedziat j € [f£, fiA), co wiecej, uzywajac opisanej wyzej metody,
mozemy efektywnie wyznaczyé wszystkie f£ i f# (po prostu rozwazamy
wszystkie fragmenty mniejsze niz B i odrzucamy te, ktére sa réwniez mniejsze
niz A). Mozna wiec przedstawié interesujacy nas zbiér jako sume n mniejszych
zbioréw Z1,...,Z, (kazdy z nich jest tak naprawde posortowany, choé¢ nie bedzie
to dla nas istotne). Ale co z tego?

Skoro nie wiemy, co zrobié¢, moze warto wpas¢ w panike i zrobi¢ co$ losowego.
Sprébujmy wiec wybraé losowy sposrod fragmentéw, ktore lezg miedzy A a B.
Wystarczy tylko wylosowaé jeden ze zbioréw Zi, ..., Z, (jako ze ich rozmiary
|Zi]
Ile+-<-+|Zn|)’
a nastepnie element w zbiorze. Wylosowawszy fragment M, mozemy sprawdzic,

czy szukany fragment jest mniejszy czy wiekszy (a moze réwny) od M.
A dlaczego to dziata?

moga by¢ do$¢ rézne, to wybieramy Z; z prawdopodobienistwem

Wybierajac losowy element, mamy spora szanse, ze liczba elementéw miedzy

A a B istotnie sie zmniejszy. Najlatwiej wyobrazi¢ sobie sytuacje, korzystajac

z ponizszej ilustracji, na ktérej kolejne kropki reprezentuja elementy miedzy

A a B ulozone w kolejnosci zgodnej z naszym dziwnym porzadkiem. Powiedzmy,
ze jest ich N, a szukany element to kolorowa kropka na pozycji k. Skoro
wybieramy losowy element, to z prawdopodobienstwem % bedzie on

w $rodkowym okienku dlugosci &

5 - Tak naprawdg¢ sprawdzamy, czy wybrany
element jest na prawo czy na lewo od szukanego, i w zalezno$ci od wyniku
poréwnania pozbywamy sie elementéw na lewo lub na prawo od tego losowo
wybranego. A to jest bardzo wygodne: zawsze pozbedziemy si¢ przynajmniej
lewego lub prawego kawalka dlugosci %. Czyli mamy przynajmniej % Szansy
na to, ze liczba elementéw miedzy A a B spadnie przynajmniej o jedng czwarta.

k

N N N

4 2 4

n2
2 2

wigcej niz, powiedzmy, 4log %5 iteracji, wydaje si¢ niewielka. Darujemy sobie

szczegblowe rachunki, wymagaja one bowiem pewnej elementarnej wiedzy

z rachunku prawdopodobienstwa: uwierzcie mi, ze oczekiwana liczba rund

to O(logn). OtrzymaliSémy wiec rozwiazanie o oczekiwanym czasie dzialania

O(n log? n), ktére w dodatku nie jest bardzo skomplikowane implementacyjnie.

Skoro zaczynamy z % kandydatami, szansa na to, ze konieczne okaze si¢ duzo

Pawel GAWRYCHOWSKI

Instytut Informatyki, Uniwersytet Wroctawski
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Niezwykte ostrza. Niezwykli ludzie.

Nie jestem paleontologiem, interesuja mnie odkrycia starozytnych gendw.
O problem pochodzenia wspélczesnych rdzennych Amerykanéw (my, czytelnicy
ksiazek przygodowych, nazywamy ich po prostu ,Indianami”) sprzeczaja sie

badacze obu Ameryk do dzi$. A ostatnio zwolennicy hipotezy ,Pierwsi Clovis”
dostali do reki istotne dane pochodzace z badan genéw. Moze spory

mozna zakonczy¢?

Slady archeologiczne kultury Clovis Amerykanie datuja na 13,5 tysiecy lat temu,
epoke zlodowacenia. Po okolo 500 latach juz ich nie ma. Nie wiadomo, czy ci

epoki lodowcowej.

ludzie wszyscy wymarli. Czy przetrwaly geny?

Siedliska Clovis znaleziono na calym terytorium Ameryki Pélnocnej, centralnej

i Meksyku, w licznych lokalizacjach (ponad 1500), znajduje sie tylko bardzo
charakterystyczne i unikatowe w skali Swiata ostrza liSciowate diugosci okoto

15 cm. Oszczep zwieniczony grotem wytwarzanym przez przedstawicieli kultury
Clovis mégt z powodzeniem by¢ stosowany w polowaniu na mamuty, mastodonty,
bizony, takie ostrza znajdowano np. w szkieletach zwierzat. Kultura Clovis znana
jest wlasnie gléwnie z miejsc zabijania i éwiartowania wielkich zwierzat

Ostrza wykonane sg z niezwykla precyzja, co ostatnio pokazano na serii

obrazéw 3D w réznej skali powiekszen. W prébie wspdlczesnego ociosania takiego
grota podobnej precyzji nie udato si¢ osiagna¢. Musiala istnie¢ rzesza wytwércow
ostrzy, by¢ moze ta umiejetnosé przechodzita z ojca na syna. Ciosane byty

z mineraléw: obsydianu, chalcedonu, rogowca, jaspisu.

Interesuje nas problem pochodzenia wlasnych przodkéw i wiasnych grup
etnicznych. Dla rdzennych Amerykanéw pytanie o pochodzenie przodkow
zwigzane jest z wierzeniami i obrzedami i odpowiedZ na nie jest dla nich bardzo
istotna. Jedna z naukowych hipotez zaktada migracje ze wschodniej Azji r6znych
grup, byta nawet hipoteza wedréwki na kontynent amerykanski mieszkancow
Europy epoki lodowcowej. Karkolomny pomyst!

Ale byli tez wérdd paleontologdéw zwolennicy pochodzenia ludzi obu Ameryk
z jednej migracji, uosobionej przez grupe Clovis.

I tak by si¢ nadal sprzeczano, gdyby nie przeanalizowano
DNA pochodzacego z dawnego znaleziska — analiza stata
sie mozliwa dopiero teraz, w wyniku udoskonalenia metod
sekwencjonowania DNA z mikro pozostaloéci. W stanie
Montana w 1968 roku odkryto szczatki rocznego chlopca
z kultury Clovis, obecnie zbadano jego DNA i poréwnano
z DNA wspolczesnych rdzennych Indian obu Ameryk.
Jest to pierwszy i jedyny, jak dotad, znaleziony czlowiek
z kultury Clovis. Cialo dziecka z Montany pokryte bylo
ochra i otoczone duza liczba grotéw strzal, co sugeruje
ich znaczenie mistyczne. Przyczyny $mierci dziecka

nie poznano. Jest to najstarsze odkryte w Ameryce
miejsce pochéwku i jedyne z czaséw kultury Clovis.

Odpowiedz genetykéw na pytanie, czy wszyscy obecnie
zyjacy potomkowie rdzennej ludno$ci Ameryk pochodza
z jednego pnia, czy tez kilku, brzmi: z jednego, wszyscy
sg potomkami ludu kultury Clovis, nie wszyscy Clovis
wymarli!

Ta odpowiedz byta tak wazna, ze zastuzyla na szczegdlna
konferencje prasows czasopisma naukowego Nature.
Goscie przychodzacy na nia nie wiedzieli, jak jest
werdykt genetykéw, do ostatniej chwili zachowywano go
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w tajemnicy. Do prac tych wlaczono réwniez
konsultantéw lokalnych. Jednym z nich jest historyk,
Shane Doyle, pochodzacy z indianskiego plemienia
Apsaaloke. Powiedzial: W naszych plemionach zawsze
wiedzieliSmy, Ze bylismy tu od niepamietnych czaséw, i Ze
wszystkie te stare wykopaliska sq dzielem rgk naszych
przodkow. Zgodnie z wierzeniami Indian w Montanie
koniecznym stal sie powtérny uroczysty pochdéwek
dziecka z plejstocenu, aby przywréci¢é mu spokdj wieczny.
Badacze powolali tez innych wspolczesnych konsultantéw
z plemienia Apsaaloke, zeby uniknaé ewntualnych
konfliktéw o naruszanie catoéci miejsc pochowku.

Sa jednakze tez dowody, ze okoto 10 tysiecy lat wczesniej,
przed istnieniem kultury Clovis, przesmyk Beringa
przekroczyli po lodzie inni ludzie z Azji, ale kim byli —
nie wiadomo. Geny chlopca ,,Clovis” w 1/3 pokrewne sa
z genami innego chlopca znad jeziora Bajkal, zyjacego tam
24 tysiace lat temu. Sugeruje to, ze kontakty miedzy tymi
dwoma grupami ludzi nastapily przed migracja z Azji

do Ameryki, a migranci dali poczatek kulturze Clovis.

Spojrzcie na mape i odleglosci, pokonywane przez
pokolenia ludzi plejstocenu. . .

Magdalena FIKUS



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zawirowanie BICEP2 — 17.03.2014

Tegoroczny Dzien SwiQtego Patryka moze przejs¢ do historii
nauki. Jezeli tylko potwierdzi sie to, co oglosilt zespédt
badawczy eksperymentu BICEP2 [1], to odkrycie Higgsa

4 lipca 2012 roku (tez latwa do zapamietania data) moze sie
schowad. Jezeli sie potwierdzi. Bo wynik zostal uzyskany

w niezwykle zaawansowany sposéb — tatwe odkrycia juz
dawno zostaly zrobione. A w nawet najbardziej sumiennie
przeprowadzonej analizie co$§ moze umknaé

uwagi zwiadowcow.

Informacja przetoczylta si¢ przez swiatowe (wiec réwniez
polskie) media, ale gléwnie pod hastem odkrycia fal
grawitacyjnych. Po pierwsze, to nie do konca prawda,
po drugie, nie to jest najwazniejsze. Jednak proste
wyttumaczenie, o co naprawde chodzi, nie jest tatwe.

Mierzona byla polaryzacja docierajacego do nas ze wszystkich

stron reliktowego promieniowania tta. Po poprawieniu

na efekt Dopplera, wywolany ruchem Ziemi (chodzi gtéwnie
o ruch Uktadu Stonecznego wzgledem centrum Drogi
Mlecznej), otrzymuje si¢ najbardziej jednorodne spektrum
promieniowania ciata doskonale czarnego, jakie znamy

(o temperaturze okoto 2,7 K). Jest ono jednak, w znacznej
mierze, pochlaniane przez atmosfere (zwlaszcza przez pare
wodna). Do jego badania najlepiej nadaja sie instrumenty
wyniesione w przestrzen kosmiczng lub znajdujace sie tak
blisko niej, jak to tylko mozliwe.

Chodzi o badanie niejednorodnoéci tego promieniowania,
ktére sg na poziomie 1075 i mniejszym. Promieniowanie to
pochodzi z momentu, gdy rozszerzajacy sie stygnacy
wszech$wiat stal si¢ przezroczysty, czyli gdy nastapila
rekombinacja plazmy w neutralne atomy. Najpelniejsze
wyniki zostaly uzyskane za pomoca satelity Planck (ESA).
Zgadzaja sie one bardzo dobrze z modelem ACDM, wedlug
ktérego obserwowalny wszech$wiat rozszerza sie

od 13,7 miliarda lat. Prawie 70% jego gestosci energii
przypada na tzw. ciemng energie (o naturze ktérej mozemy
tylko spekulowad), jedna czwarta stanowi ciemna materia
(o ktérej wiemy niewiele wigcej), podczas gdy znane formy
materii wnosza zaledwie okolo 4% do bilansu. W sumie
energii jest dokladnie tyle, zeby obserwowalny wszechswiat
byt euklidesowy (wyglada na to, ze w dowolnie duzym
trojkacie suma katéw jest réwna katowi péipelnemu).
Informacje te zostaly zdobyte gléwnie za pomocg badania
anizotropii temperatury promieniowania reliktowego oraz,
dodatkowo, obserwacji tzw. modu E rozktadu polaryzacji,
ktory jest oczekiwany dla fal gestosci odcisnietych

w promieniowaniu reliktowym zgodnie z modelem ACDM.

Jeszcze subtelniejszym efektem jest tzw. mod B polaryzacji.
Jezeli kierunek liniowej polaryzacji promieniowania
reliktowego na mapie nieba (w komoérkach o okreslonym
rozmiarze katowym) przedstawimy za pomoca kresek
(podobnie jak przedstawia sie kierunek wiatru na mapach
meteorologicznych), to dla modu E otrzymamy obrazek
bezwirowy, natomiast dla modu B przeciwnie, kreski beda
uktadaé si¢ w wiry (patrz obok).

Poszukiwanie $§ladu modu B dla podziatu na komérki
o rozmiarze katowym okolo jednego stopnia jest zwiazane
z interpretacja ewentualnej obserwacji jako uchwycenia stanu
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propagujacych sie fal grawitacyjnych (w analogii do zdjecia
falujacego oceanu), wywotanych w trakcie kosmicznej inflacji,
czyli w chwili, ktéra uwazana jest za poczatek tego, co

w ogdble mozemy obserwowaé (wlasnie od ktérej uptyneto te
13,7 miliardéw lat). Fale grawitacyjne, w odréznieniu od
skalarnych fal gestosci (dzwiekowych), sa tensorowymi
zaburzeniami samej przestrzeni. Dlatego ich wplyw objawia
sie nie tylko poprzez mod E, ale rowniez poprzez mod B.
Sam wklad do polaryzacji, o ktéry chodzi, jest zwigzany

z tzw. ostatnim oddzialywaniem fotonéw z elektronami,
ktorych ruch byl wymuszony przez propagujace sie

przez plazme fale.

Instrument BICEP2 dziatal w latach 2010-2012 na biegunie
poludniowym. Jest to idealne miejsce ze wzgledu na
mozliwosé praktycznie ciagtej obserwacji wybranego
fragmentu nieba, duza wysoko$¢ n.p.m. oraz bardzo mala
wilgotnosé. Trudno o miejsce na Ziemi mniej przestoniete
przez atmosfere. BICEP2 byt w caloéci schtodzonym

do temperatury cieklego helu teleskopem zwierciadlanym

o $rednicy 26 cm, z niezwykle precyzyjnym odczytem, ktérego
czescia byl SQUID (nadprzewodzacy interferometr
kwantowy). Bezposrednim jego poprzednikiem byt BICEP1,
juz dzialajacym nastepcy jest Keck Array, a wersja BICEP3
ma zaczaé obserwacje w przyszltym roku. Oprécz tego cate
stado innych zespoléw przeprowadza lub planuje podobne
badania, na czele z Planckiem, ktérego analiza ma by¢
opublikowana jeszcze w tym roku.

Efekt, o ktérym raportuje BICEP2 [1], jest nadspodziewanie
duzy (odwrotnie proporcjonalny do wielkosci zespotu
badawczego). Na podstawie wezedniejszych posrednich
oszacowan (informacje zdobywane o promieniowaniu
reliktowym sg wzajemnie powigzane) spodziewano si¢ czegos
znacznie mniejszego. A wielkosé efektu jest bezposrednio
(choé jednak modelowo) zwiazana z wartoscig potencjatu
inflacyjnego. Jezeli potwierdzi si¢ pomiar BICEP2, to jest to
energia odpowiadajaca wielkiej unifikacji

(energia 2 - 101¢ GeV).

Po raz pierwszy zmierzone zostalo co$ o charakterystycznej
energii pomiedzy skalg elektrostabg a skala Plancka. Ciekawe,
do jakiej temperatury podgrzali si¢ zajmujacy si¢ ta
problematyka teoretycy.

Piotr ZALEWSKI

[1] BICEP2 Collaboration, BICEP2 I: Detection of B-mode
polarization at degree angular scales, http://bicepkeck.org,
17 marca 2014.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koifica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 578, 579
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

578. Cialo znajduje sie na desce nachylonej pod katem « do poziomu. Deska
wykonuje podtuzne oscylacje: jej predko$¢ zmienia sie z duza czestoscig w sposdb
przedstawiony na rysunku. Znalez¢é sredniag predkosé ciata, wiedzac, ze amplituda
zmian predkosci wynosi vy, a wspdlczynnik tarcia ciala o deske jest rowny pu.

579. Reakcja jadrowa N + *He — 170 + !p moze zachodzi¢, gdy energia
kinetyczna czastek a padajacych na nieruchome jadra azotu przewyzsza energie

v progowg E, = 14,5 MeV. O ile energia kinetyczna czastek o musi przewyzszaé
v /\ energie progowa, aby powstajace w wyniku reakcji protony mialy zerowa predkos¢?
Rozwigzania zadain z numeru 1/2014

\
t
\/ Przypominamy treéé¢ zadan:
-

570. Pret o dlugosci [, promieniu 7 i masie m porusza sie wewnatrz pionowej rury o promieniu
R < I, wypelnionej niescisliwg cieczg o gestosci p, wzdluz jej osi. Gestosé preta jest mniejsza
od gestosci cieczy. Znalezé przyspieszenie preta. Opory ruchu (lepko$é cieczy) mozna zaniedbad.

571. W pionowej, waskiej rurce o dlugosci 2! dolny koniec jest zamkniety, a gérny otwarty. W dolnej
potowie znajduje sie gaz doskonaly o temperaturze 77, gérna polowa jest wypelniona rtecig.
Ciénienie zewngtrzne jest rowne ci$nieniu slupka rteci o wysokoéci I. Do jakiej temperatury wystarczy
ogrzaé gaz w rurce, aby cala rte¢ zostala z niej wyparta?

570. Pret porusza sie do géry i w danej chwili ma predkosé v. gdzie h jest wysokoscia, na jaka podniést sie pret, gdy
Ciecz wypierana przez gérny koniec preta przemieszcza sie osiagnat predkosé

w dét i wypelnia miejsce zwolnione przez dolng czesé preta.

Pomijajac niewielkie obszary w poblizu koncéw preta, mozna o= [2gh(Vp —m)

przyjaé, ze predkos¢ cieczy vy miedzy pretem i $ciankami rury m+mq

jest wszedzie taka sama. Poniewaz ciecz jest niescidliwa,

mamy zwiazek: v = 7 ( R2 _ r2)v1. Energic kinetyczna Jest to predkosé konicowa w ruchu jednostajnie

R . . . . . . . (7rlp — m)g
poruszajacej sie cieczy o masie m. mozemy zapisa¢ w postaci: przyspieszonym z przyspieszeniem a = EEer— Pret
2 m 1
mcv_l = W(RQ _ r2)lpv—1 - mlv—, gdzie mq = Vp%, porusza sie, jakby jego masa zwieckszyta sie o my. Sila, z jaka
2 9, . L, _2 2 . R~ r poruszajaca sie ciecz dziala na pret, dana jest wzorem:
V = wr?l jest objetoscia preta. Zasada zachowania energii ma
postaé: " mg(Vp +mq)
2 - oo v r 7
Vpgh—mgh:(m—kml)?, F=m(a+g) mtmy

571. Rozwazmy stan réwnowagi, w ktérym stupek gazu w rurce ma wysoko$é x.
Temperature gazu T'(z) mozemy otrzymac z réwnania Clapeyrona: p(z)zS = nRT (),
gdzie S jest powierzchnig przekroju rurki, a warunek réwnowagi ci$nien ma postaé
p(z) = pg(3l — x), gdzie p jest gestodcia rteci. Temperatura jest kwadratows funkcja z:
S(—a? +31
() = P2 (=2 + 3lz)
nR
. . 3l i .
i ma maksimum dla x = 5 Temperatura Ty, do ktérej wystarczy ogrzaé gaz w rurce,
9pgSI? 2pgSI?
Zi—R. Uwzgledniajac, ze w stanie poczatkowym 77 = pf—R’

otrzymujemy ostatecznie:

wynosi wiec Ty =

9
TO - ng
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 VII 2014

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
667 (WT = 2,35) i 668 (WT = 1,60)
z numeru 10/2013

Rami Marcin Ayoush Szelkéw 45,50

Adam Dzedzej Gdansk 44,28
Marcin Matogrosz Warszawa 44,25
Janusz Fiett Warszawa 44,02
Jedrzej Garnek Poznan 40,03
Marek Spychata Warszawa 39,37
Andrzej Idzik Bolestawiec 38,63
Wojciech Maciak Warszawa 38,32

Pan Adam Dzedzej koriczy swoja druga
runde ,44”. Panowie Rami Ayoush,
Marcin Malogrosz, Janusz Fiett to
nowe twarze — witamy w Klubie 44.
Dawno nie mieliSmy tak gromadnego
jednoczesnego przekroczenia magicznej
bariery!

Zadania z matematyki nr 681, 682

681. Mamy dwa stosy bierek. Dwaj gracze wykonuja ruchy na przemian.

W jednym ruchu wolno: usunaé jedna bierke (z dowolnie wybranego stosu);
usunaé po jednej bierce z obu stoséw; przelozy¢ jedna bierke z jednego
(dowolnego) stosu na drugi. Gra konczy sie, gdy wszystkie bierki znikna.
Wygrywa gracz, ktory zdjat ostatnia bierke. W zaleznosci od licznosci stoséw
w stanie poczatkowym, ustali¢, czy i ktory z graczy (rozpoczynajacy czy jego
przeciwnik) ma strategie wygrywajaca.

682. Liczby dodatnie x4, ..., x, spelniaja warunek
1 1
=1
1+2 + + 1+,
Udowodnié, ze
Vet ...+ Vay, 1 1
i) x S + +

Zadanie 682 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.
Rozwigzania zadan z numeru 1/2014

Przypominamy tresé zadan:
673. Czy istniejg cztery kolejne liczby calkowite dodatnie, ktérych iloczyn, powigkszony o 210 jest
kwadratem liczby calkowitej? Podaé¢ wszystkie rozwiazania (jesli istnieja).
674. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, ktére spelniajg uklad réwnan funkcyjnych
fla+1)=f(x)+1, f@*)=f(x)? dlazeR.
673. Szukamy rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych x, y réwnania
2
z(z+1)(z 4+ 2)(x + 3) =y~ — 1024.

Przepisujemy lews, strone jako 2> — 1, gdzie z = 2> + 3z + 1 (skoro > 1, to z > 5)
i rozwiazujemy réwnanie

y? —2°=1023 =311 3L
Jego lewa strona to iloczyn (y + z)(y — z), w ktérym pierwszy czynnik jest dodatni,
wiec drugi tez. Musi to by¢ iloczyn jednej z czterech postaci: 1023 - 1, 341 - 3, 93 - 11,
33 - 31; dajg one odpowiednio wartosci z = 511, 169, 41, 1. Jedynie z = 41 jest
warto$cig tréjmianu x? 4 3z 4 1 dla naturalnego z, mianowicie z = 5. Otrzymujemy
jedyne rozwiazanie zadania: 5-6 -7 - 8 + 2'0 = 522,

674. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca podane réwnania. Wykazemy, ze jest to
funkcja nieparzysta. Z drugiego réwnania widaé, ze f(—x)* = f(x)?. Tak wigc
f(=z) = £ f(z). Praypusémy, ze dla pewnej liczby z¢ zachodzi réwnosé

f(=zo) = f(zo) =: yo. Wystarczy pokazaé, ze yo = 0. Ot6z

Yo+ 1= f(=mo) +1=f(1—mo) ==%f(wo—1) =%(yo—1)

(ostatnia réwnos$é wynika ze spostrzezenia, ze f(x — 1) = f(z) — 1 dla wszystkich z).
Stad |yo + 1] = |yo — 1], co jest prawda jedynie dla yo = 0. Zatem f jest funkcja
nieparzysta.

Dla z > 0 mamy f(z) = f(v/z)? > 0. Wobec nieparzystosci, f(z) < 0 dla = < 0. Dla
z < 1 dostajemy oszacowanie f(z) = f(xz — 1) + 1 < 1. To znaczy, ze funkcja f
odwzorowuje przedzial (0;1) w siebie. Z réwnania f(z + 1) = f(x) + 1 wynika teraz, ze
funkcja f odwzorowuje kazdy przedzial postaci (k; k+1) w siebie (k € Z). Zachodzi
wiec nieréwnosé

|f(z)—z| <1 dlaz€eR.
Wezmy dowolna liczbe v > 1 i oznacamy f(u) = v. Z réwnania f(z?) = f(z)?
dostajemy f(u?") =v?" dlan=1,2,3,.... Stad [v*" —u?"| < 1, czyli

2n 2n
u u

co w granicy (przy n — o) daje réwno$é v = u. Wykazaliémy w ten sposéb, ze
fl)y=xzdlaz>1.

Dzigki réwnosci f(z — 1) = f(z) — 1 wnosimy stad, ze
f(x) =2 dla wszystkich z € R.

Funkcja identycznosciowa speinia oba réwnania uktadu i jest jego jedynym
rozwigzaniem.
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Gliese Catalogue of Nearby Stars, spis
zatozony w 1957 r. przez Wilhelma Gliese
zawiera parametry obiektéw znajdujacych
si¢ nie dalej niz 20 parsekéw (65 lat
$wietlnych) od Storica, czyli inwentarz
naszego najblizszego sasiedztwa.

Prosto z nieba: Nieziemska pogoda

Oto kolejna porcja wiadomosci z odlegtych globéw: prognoza pogody dla
egzoplanety GJ 1214b. Praca synoptyka w ukladzie zawierajacym ten glob,
obiegajacy w 38 godzin wokdt czerwonego karta Gliese 1214, a odlegtego

od Uktadu Stonecznego o 40 lat $wietlnych, jest najprawdopodobniej bardzo
prosta, wyglada bowiem na to, ze atmosfera planety jest zawsze pelna gestych
chmur. GJ 1214b nazywa si¢ czasem super-Ziemia: jest ona nieco tylko mniejsza
od Neptuna, jej promien to 2,68 & 0,13 Rg, masa wynosi ok. 6,5 Mg,

a oszacowana temperatura waha sie pomiedzy 400 a 550 K. Istnienie planetarnej
atmosfery wydaje sie warunkiem koniecznym dla istnienia i podtrzymywania
zycia, dlatego od wielu lat poszukiwano takich pobliskich planet. Niedawno
udalo sie ostatecznie potwierdzi¢ istnienie wiecznie pochmurnej atmosfery
wlasnie podczas obserwacji GJ 1214b. W badaniach wykorzystano prawie

100 godzin pracy teleskopu Hubble’a; byta to najdtuzsza dotychczas kampania
obserwacyjna teleskopu kosmicznego poSwiecona jednej egzoplanecie. Planete
odkryl w 2009 projekt MEarth, poszukujacy tranzytow planetarnych w krzywych
blasku pobliskich czerwonych kartéw. Wstepne obserwacje sugerowaly
nastepujace mozliwosci: atmosfera jest albo przejrzysta i zdominowana przez
pare wodna (lub inne podobne molekuly), albo tez sklada sie gtéwnie z wodoru,
a powierzchnie planety zastaniaja potozone na duzej wysokosci chmury. Teleskop
Hubble’a obserwujac $wiatto planety w bliskiej podczerwieni, wykluczyl obecnosé
w widmie linii spektralnych wody, metanu, azotu, czadu i dwutlenku wegla.
Oznacza to, ze preferowane wyjasnienie przewiduje pogode pochmurna, w ktérej,
wedlug modeli atmosfer takich planet, obloki skladaja sie z (egzotycznych

w ziemskim powietrzu) chlorku potasu lub siarczku cynku. Przyszle obserwacje
teleskopu kosmicznego Jamesa Webba, majacego zastapic¢ teleskop Hubble’a,

rozwiejg resztki watpliwosci.
Michat BEJGER

Niebo w maju

W tym miesiacu bedziemy prawdopodobnie $§wiadkami najbardziej
spektakularnego wydarzenia astronomicznego tego roku. Malo znana kometa
okresowa 209P /LINEAR, przejdzie przez peryhelium swojej orbity 6 maja

w odlegtosci 0,969 jednostki astronomicznej od Stonca. Osiemnascie dni p6zniej,
w nocy z 23 na 24 maja, Ziemia przejdzie przez strumien czastek pylu
pozostawianego przez komete rozmieszczony wzdtuz jej orbity. Naukowcy
przewiduja, ze moze to spowodowac intensywny deszcz meteoréw, a moze nawet
yburze” — w warunkach idealnych przez godzine pojawi sie kilkaset, a moze
nawet ponad 1000 meteoréw. Oznacza to, ze owej nocy bedzie mozna
zaobserwowadé najwiecej ,spadajacych gwiazd” od ponad dekady.

Skad to wiadomo? Modele komputerowe pozwalaja naukowcom, ktoérzy zajmuja
sie mechanika nieba, na bardzo doktadne obliczanie trajektorii cial niebieskich,
w tym komet. Takie modele moga takze Sledzi¢ pyt pozostawiony przez komete
w poblizu peryhelium, ktéry tworzy struge czastek. Obliczenia pokazuja, ze taki
py! ma tendencje do pozostawania blisko jadra komety, a pasma czastek pytu
czesto zbiegaja sie w przestrzeni kosmicznej w poblizu peryhelium orbity.
Przewidywania te sa, co prawda, obarczone bledami, jednak az trzy rézne
modele przewiduja, ze ten spektakularny pokaz niebieski na pewno sie odbedzie.

W maju, a konkretnie od 19 kwietnia do 28 maja, mozna réwniez obserwowac
meteory z roju Eta Akwaryddéw, ktore zostaly utworzone przez komete Halleya.
Najwieksza ich aktywnosé, okolo 30/h, zobaczymy w nocy z 5 na 6 maja.
Radiant tego roju, czyli miejsce, z ktorego zdaja sie wybiegaé jego meteory,
znajduje si¢ w gwiazdozbiorze Wodnika, btyski moga by¢ jednak obserwowane
na calym niebie. 10 maja Saturn znajdzie sie w tzw. opozycji, czyli bedzie
najblizej Ziemi, a cala jego powierzchnia bedzie oswietlona $wiattem stonecznym.
Dzieki temu warunki do obserwacji Saturna, jego pierscieni i ksiezycéw beda tego
dnia doskonate.

Magdalena OTULAKOWSKA-HYPKA
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Zbiér nazywamy przeliczalnym, jesli jego
elementy mozna ustawi¢ w ciag.

Dla kazdego n zachodzi a, < g < by,.
Gdyby bowiem b,, < g dla pewnego n,
to dla kazdego k takze ar < b, < g,
wigc g nie byloby granica ciagu (an).
Podobnie nie istnieje takie n, ze a, > g.

L L
t t
q
Rys. 1. Otoczenie o promieniu r

punktu q.

q—r q+r
)
7

Zbiér liczb wymiernych jest gesty

w zbiorze liczb rzeczywistych, co oznacza,
ze pomiedzy dowolnymi dwiema liczbami
rzeczywistymi zawsze istnieje liczba
wymierna.

q—7Tg
L
y

q+ry
N

Il
T v T
q V2
Rys. 2. Otoczenie o promieniu rq
punktu q.

Punkty na prostej Joanna JASZUNSKA

W deltoidzie 7/2013 wykazalidmy, ze odcinek nie jest przeliczalny, postugujac sie
tzw. metoda przekatniowg Cantora. Tym razem udowodnimy ten sam fakt,
wykorzystujac pewna dwuosobowa gre, ktérej ,,plansza’ jest zbiér (0,1).

Gra. Ania i Bartek graja w nastepujaca gre. Najpierw ustalili wspélnie pewien
podzbiér W odcinka (0, 1). Nastepnie Ania wybiera dowolna liczbe aq € (0, 1),
po czym Bartek wybiera b; € (a1,1). W kolejnych ruchach, ktére wykonuja

na przemian, kazdy gracz musi wybraé liczbe pomiedzy dwiema ostatnio
wybranymi, czyli a,, € (an—1,bn—1) oraz b, € (an,b,—1) dlan > 1.

Ciag (ay,,) jest rosnacy i ograniczony z goéry, a wiec ma granice g € (0,1).
Jesli g € W, to wygrywa Ania, w przeciwnym przypadku — Bartek.

Strategia. Wykazemy, ze jesli zbior W jest co najwyzej przeliczalny, to Bartek
ma strategie wygrywajaca. Dla W = () na pewno g ¢ W, wiec Bartek wygra.
Dla W # () ustawmy elementy zbioru W w nieskoficzony ciag wy,ws, w3, . ..
(jesli W jest skoficzony, powtarzamy ostatni element). Niech Bartek dla

kazdego n wybiera b,, = w,, o ile jest to zgodne z zasadami gry, a w przeciwnym
przypadku niech wybiera dowolne dozwolone b,,.

W ten sposéb dla kazdego n albo w,, = b,, albo w, bylo dla Bartka niedostepne,
czyli w, < a, lub w, > b,—1 > b,. Wobec tego dla zadnego n liczba w,,

nie nalezy do przedziatu (a,, b, ). Stad zadna z liczb w,, nie jest réwna g,

czyli g ¢ W. Opisana strategia faktycznie jest wiec dla Bartka wygrywajaca.

Morat. Oczywiscie je$li W = (0, 1), gre wygrywa Ania niezaleznie od przebiegu
rozgrywki. Wobec powyzszego oznacza to, ze zbiér (0, 1) nie jest przeliczalny.

Dalsze wnioski z tej gry: http://people.math.gatech.edu/ mbaker/pdf/realgame.pdf.

W deltoidzie 7/2013 wykazalidmy tez, ze liczby wymierne tworza zbiér
przeliczalny. Zajmiemy sie teraz przykrywaniem ich kolorowymi odcinkami.

Zamalujemy calg prosta... Dana jest liczba r > 0. Dla kazdej liczby wymiernej
zamalujmy wszystkie punkty z osi liczb rzeczywistych odlegle od niej o mniej niz r
(rys. 1). Czy niezaleznie od wyboru r, pomalujemy w ten sposéb cala prosta?

Okazuje sie, ze tak. Aby upewnic¢ sie, ze liczba rzeczywista x zostanie
zamalowana, rozwazmy odcinek (z — r, z + r). Nalezy do niego pewna liczba
wymierna q. Odlegloéé = od ¢ jest mniejsza niz r, zatem x zostanie zamalowany,
gdy malowaé bedziemy otoczenie punktu ¢ o promieniu r.

. a moze niekoniecznie cala? Dla kazdej liczby wymiernej g zamalujmy
wszystkie punkty z osi liczb rzeczywistych odlegte od niej o mniej niz pewna zalezna
od q dodatnia wielko$¢ rq. Czy niezaleznie od wyboru r, pomalujemy cata prosta?

Okazuje sie, ze niekoniecznie! Dla kazdej liczby wymiernej g ustalmy 7, réwne
polowie odleglosci pomiedzy ¢ a liczba /2 (rys. 2). Wéwezas liczba V/2 nie zostanie
zamalowana, gdyz od kazdej liczby wymiernej g jest odlegta o wiecej niz ry.

Zamalujemy dowolnie mato! Nietrudno zmodyfikowaé powyzsze rozumowanie,
by zostawi¢ niezamalowane dwie liczby niewymierne, np. v/2 oraz /3.
Czy mozna tak dobrac r4, by zamalowaé istotnie mniejsza cze$¢ prostej?

Ustawmy liczby wymierne w ciag ¢i1, ¢z, ¢s3, . . . 1 niech 7o, = 1/2" dla kazdej
liczby wymiernej g,. Wtedy dla ¢; malujemy jej otoczenie o promieniu 1/2,
a wiec odcinek o dlugosci 1, dla go — otoczenie o promieniu 1/4, czyli odcinek
o dlugosei 1/2 ete. Laczna dlugo$é zamalowanej w ten sposdb czedci proste]

nie przekracza
(R S
2 22 23
Pomalowalismy wszystkie liczby wymierne, a jednoczesnie praktycznie cala
prosta pozostala niezamalowana! Co wigcej, zamalowana cze$é prostej moze mie¢

dowolnie matg dtugos¢ — wystarczy odpowiednio zmniejszy¢ wszystkie rq,. .

+...=2.
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