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*Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Kondensat Bosego—Einsteina:
o0 najzimniejszych atomach swiata

Krzysztof PAWELEOWSKI”

Legenda glosi, ze historia kondensacji Bosego—FEinsteina rozpoczela sie
przypadkiem, podczas wykiadu na Uniwersytecie w Dhace. Prowadzacy,
Satyendra Nath Bose, pokazywal, ze wspdlczesny mu statystyczny opis teorii
promieniowania ciata doskonale czarnego nie zgadza si¢ z obserwacjami.
Jednak podczas wyprowadzenia popelnit elementarny ,btad” — potraktowat
czastki jako obiekty nierozréznialne. Konsekwencja jego btedu byta catkowita
zgodno$¢ teorii i doswiadczenia. Pewne jest, ze w czerwcu 1924 roku Bose
napisal do Alberta Einsteina list z pro$ba o ocene swego artykulu na temat
nowego wyprowadzenia rozkladu Plancka. Artykul, uprzednio odrzucony przez
czasopisma naukowe, zostal przettumaczony przez Einsteina na jezyk
niemiecki i za jego rekomendacja opublikowany.

FEinsteina urzekta matematyczna elegancja wynikéw Bosego, ale podchodzit
sceptycznie do ich fizycznego znaczenia. Mimo to miesigc po otrzymaniu listu
przedstawil rozszerzenia i mozliwe konsekwencje tej teorii. Tak powstata
kwantowa teoria gazu doskonalego. Jednym z pierwszych wnioskow, jakie
Einstein z niej wyciagnal, byla wlaénie kondensacja Bosego—Einsteina.

W swoim wyprowadzeniu Einstein rozwazyt naczynie z gazem, do ktérego
dodawane sg kolejne atomy, ale tak, aby temperatura nie ulegata zmianie.
Teoria gazu doskonalego doprowadzita go do zaskakujacego wniosku. Powyzej
pewnej krytycznej gestosci kazdy nowo dodany atom musi by¢ nieruchomy.
Gdy dodamy bardzo duzo czastek, gaz bedzie si¢ sktadal z dwéch faz:

ze ,standardowej” fazy termicznej, ktérej czastki lataja chaotycznie w réznych
kierunkach ze $rednig predkoscia zalezna od temperatury, oraz wlasnie

z kondensatu Bosego—FEinsteina, utworzonego przez wiekszos$¢ czastek, ktore
lewituja praktycznie nieruchomo. Wyglada to tak, jakby w trakcie losowania
toto-lotka prawie wszystkie kule unosity sie nieruchomo w maszynie losujacej,
podczas gdy kilka z nich latatoby szybko po calym jej wnetrzu.

Nowa teoria wywotata ostra krytyke srodowiska fizykéw. Nawet autor mial
szereg watpliwosci, czego najlepszym swiadectwem jest list Ehrenfesta
do Joffego:

Mdj drogi przyjacielu! Zdecydowanie Einstein jest z nami! W pelni zgodzilismy
sie, ze odrazajgca praca Bosego jest bez Zadnego znaczenia.

Najwieksze zastrzezenia budzily zalozenia teorii, ale nawet ci, ktérzy ja

w calosci zaakceptowali, nie dawali szans kondensacji Bosego—Einsteina. Ot6z
obliczono, ze dla rzeczywistych atomow oraz dla rozsadnych gestosci
kondensacja ujawni sie dopiero przy ekstremalnie niskich temperaturach.
Temperatura pokojowa to okoto 300 K, azot skrapla sie w 100 K, temperatura
w kosmosie jest szacowana na 3 K. Tymczasem typowe temperatury
kondensacji oszacowano na setki nanokelwinéw. Oczekiwano, ze kazda
substancja w tej temperaturze powinna natychmiast zamarznaé¢, byé¢ ciatem
stalym, a nie gazem. Poza tym, w czym trzymaé¢ kondensat? Gaz, zderzajac
sie ze $ciankami naczynia, ogrzewalby sie do temperatury naczynia. Zatem
nalezaloby schlodzié¢ réwniez naczynie, bo w innym przypadku kondensat
natychmiast by wyparowat.

Dopiero duzo pézniejsze badania nad cieklym helem przekonalty spotecznosé
naukowcéw, ze kondensacja moze byé¢ czyms$ wiecej niz tylko matematycznym
konceptem. Badania nad sublimacja pokazaty, ze kondensat moze si¢ uformowac,
zanim caly gaz przejdzie w cialo stale, wystarczy jedynie zaczaé¢ od bardzo
rozrzedzonego gazu. Ominieto réwniez problem naczynia. Tutaj pomoglo
zrozumienie, jak materia oddziatuje ze $wiatltem, oraz powstanie laseréw.
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Temperatura klasycznego gazu
doskonalego jest z definicji
proporcjonalna do $redniej energii
kinetycznej czastek gazu. Natomiast
energia kinetyczna jest proporcjonalna
do kwadratu predkosci.

W 1995 roku dwie grupy badawcze
(pracujace niezaleznie) wytworzyty
kondensat w laboratorium. Zespét pod
kierownictwem Erica Cornella

i Carla Wiemana z JILA w Boulder
skondensowal gaz atoméw rubidu.
Natomiast grupa z MIT, kierowana przez
Wolfganga Ketterlego, zaobserwowalta
kondensacje gazu atoméw sodu.

Eric Cornell, Wolfgang Ketterle

i Carl Wieman zostali za te badania
uhonorowani Nagroda Nobla z fizyki
w 2001 roku, czyli zaledwie 6 lat

po odkryciu, co jak na standardy
Komitetu Noblowskiego jest czasem
bardzo krétkim.

Oté6z odpowiednio dobrany laser moze wsysa¢ atomy do srodka swojej wiazki.
Gaz zawiesza sie w prozni, Swiecac na niego laserami z réznych kierunkéw
i dodatkowo oddziatujac na niego polem magnetycznym.

Dtugo gléwnym problemem pozostawalo chlodzenie. Rozwiazania
wykorzystywane obecnie sa wynikiem prac kilku pokolen badaczy. Atomy
chtodzi sie w wielu etapach, ostatni z nich, zwany chtodzeniem przez
parowanie, jest stosunkowo prosty. W trakcie doswiadczenia ostabia si¢ wiazki
laserowe i pole magnetyczne trzymajace gaz. Pozwala to najszybszym atomom
uciec poza zasieg tej magnetooptycznej putapki. Zostaja tylko atomy
najwolniejsze, a zmniejszenie $redniej predkosci to po prostu ochlodzenie.
Efekt jest taki sam jak wtedy, gdy dmuchamy nad szklanka z goraca herbata.
Dmuchajac, usuwamy te atomy, ktére byly najstabiej zwiazane z ciecza, czyli
atomy najszybsze. Pozostaja powolne czastki, srednia predkosé tych, ktore
pozostaja, maleje, czyli herbata stygnie. Eksperyment jest wiec
przeprowadzony odwrotnie do idei Einsteina. Zamiast dodawaé czastki

w stalej temperaturze, usuwa sie¢ wiekszos¢ czastek — te najszybsze, aby
zmniejszy¢ temperature. Czy w ten sposéb osiagnie si¢ kondensat?

Problem rozstrzygnieto w 1995 roku, 70 lat po pracach Bosego i Einsteina.
W doswiadczeniu najpierw ochtodzono gaz, potem nagle wytaczono
magneto-optyczna pulapke trzymajaca gaz. Cze$¢ atoméw natychmiast
rozpierzchla sie na boki — te uznano za faze normalng. W centrum

zostal bohater tego artykulu — atomy o najnizszej energii, zatem z niemalze
zerowa, predkoscia, tworzace kondensat Bosego—Einsteina.

Zrozumienie kondensacji bardzo si¢ zmienilo od czaséw Einsteina. Okazalo
sie, ze kondensat jest dla materii tym, czym laser dla swiatta. Przypomnijmy
dhuga, rozpoczeta jeszcze w XVII wieku, debate na temat natury

Swiatta. Naukowcy podzielili si¢ na dwa obozy. Pierwsi sklaniali si¢ do teorii
falowej, stwierdzajacej, ze Swiatto jest dosé podobne do dZwieku. Drugi

oboz twierdzil, ze Swiatlo sktada sie z podobnych do matych kulek czgstek
Swiatta. Natura okazala sie sprawiedliwa dla obu stronnictw. Dzisiaj wiemy,
ze $wiatlo jest i fala, i zbiorem czastek (fotonéw) jednoczesnie. Podobnie
wyglada sprawa z atomami, jednak ich falowa natura ujawnia sie dopiero
przy ultraniskich temperaturach. Tutaj na scene znowu wychodzi kondensat
— jest on tak zimny, ze jego atomy traktuje sie jak fale. Co wiecej — fale te sa
na tyle ,dtugie”, ze fale réznych atoméw nakladaja sie. Wreszcie to, co czyni
kondensat tak szczegdlnym, to jego spdjnoéé¢ — w kondensacie fale roznych
atoméw wzmacniaja sie wzajemnie, tak jak dzwiek z kilku odpowiednio
rozmieszczonych glosnikéw. Wiasciwie kondensat bardziej przypomina jeden
superatom, bedacy suma setek tysiecy atoméw dodajacych sie do jednej fali
materii. Doktadnie tak, jak fotony w laserze dodaja sie do jednej spdjnej wiazki.

Pozostalo jeszcze pytanie, ktére moze nurtowaé Czytelnika — po co to
wszystko? Jedng z motywacji jest uzycie kondensatu do budowy nowego
rodzaju komputeréw — komputerow kwantowych. W klasycznym komputerze
podstawowsa jednostks informacji jest bit — uklad, ktéry moze przyjaé dwie
rozne wartosci umownie nazywane ,,0” i ,1”7. Komputer kwantowy bedzie
oparty na kwantowych bitach, zwanych kubitami, w ktérych ,,0” i ,1” moga
wystepowaé jednoczeénie. Okazuje sie, ze majac kubity, mozna wykonaé
niektore zadania, na przyktad roztozenie liczby na czynniki pierwsze, szybciej,
niz jest to mozliwe w przypadku komputeréw klasycznych. Jednym z wielu
pomystéw na tworzenie kubitéw miat by¢ kondensat Bosego—Einsteina
podzielony na dwie czedci, ale potozone tak blisko siebie, zeby atomy mogtly
przeskakiwaé¢ miedzy tymi dwoma kondensatami. Sterujac oddziatywaniami
miedzy atomami wewnatrz kondensatéw oraz zmieniajac odlegto$é miedzy
kondensatami, mozna by wykonywaé proste operacje logiczne. Na przyktad,
gdyby wszystkie atomy znalazly si¢ w jednym kondensacie, bytby to
odpowiednik ,,0”, gdy w drugim — ,1”. Tuz po podziale jednego kondensatu
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O sieciach optycznych pisaliSmy w Delcie
4/2011.

@

Rozwigzanie zadania F 865.

Dla pradu I plynacego wzdtuz krzywej [
sita elektrodynamiczna dziatajaca

na element pradu Idl jest dana iloczynem
wektorowym dF = I -dl X B. Ze wzgledu
na ksztalt rozwazanego obwodu
elektrycznego sumy sktadowych
elementéw pradu o zwrocie +y i —y
muszg mie¢ takg samag wartosé,

a w konsekwencji sktadowa = wypadkowej
sity elektrodynamicznej wyniesie zero.
Natomiast suma wszystkich sktadowych =
elementéw pradu musi by¢ skierowana

od A do B i musi byé¢ réwna catkowitemu
pradowi, przeplywajacemu przez plytke,
a dlugosé sktadowej x dowolnej drogi
przeplywu pradu musi by¢ réwna L. Stad
sita dziatajaca na ptytke to F =B -1 - L,
gdzie prad I = £/Rp. Masa ptytki wynosi
m=p-d-L> V/3/4. Z 11 zasady dynamiki
dostajemy a =4-B-£/v/3-p-d-Ro - L.

na dwie rowne czesci uktad bytby w stanie superpozycji ,,0+1”. Istnieja
teoretyczne propozycje, jak zrealizowaé¢ wszystkie bramki logiczne niezbedne
do dzialania komputera kwantowego. Obliczenia i pamie¢ komputera
opieralyby sie na zimnych atomach, natomiast informacje miedzy
kondensatami oraz elektronikg bylyby przesylane za pomoca swiatta. Z jednej
strony kondensat wydawatl si¢ bardzo dobrym kandydatem: jest to uktad,
ktory wyrdznia sig sposréd innych dlugim czasem spdjnosci — pozostaje
Skwantowy” przez sekundy, bedac rekordzistg w tej kategorii. Kolejna zaleta
jest jego dtugi zasieg spdjnosci — kondensatem manipuluje sie jak jednym
atomem, ale w wyniku uzyskuje si¢ duze wzmocnienie manipulacji. Mimo tych
zalet teraz wydaje sie, ze o ile badania nad kondensatem byly milowym
krokiem w kierunku kwantowych komputerow, sam kondensat, by¢ moze,

nie jest najlepszym budulcem. Operacje na kondensacie zachodza zbyt wolno,
pozostaje problem ze skalowaniem, gdyz ciagle laboratoria muszg poswiecaé
cale pomieszczenia na elementy optyczne i elektroniczne niezbedne

do wytworzenia kondensatu.

Natomiast ultrazimne atomy sa juz na tyle kontrolowane, ze zaczynaja stuzy¢
jako narzedzie do zrozumienia innych, bardziej skomplikowanych uktadéw.
Nauczono sig, jak zmieniac sit¢ oddzialywan migdzy atomami, dzieli¢ kondensaty
na czesci niemalze dowolnie rozmieszczone w przestrzeni, tworzy¢é chmury
gazoéw jedno-, dwu- i tréjwymiarowe. Stad pomysly, zeby uzy¢ zimnych gazéw
do zrozumienia innych uktadéw. Dla przyktadu, jednym z nierozwiazanych
problemoéw fizyki teoretycznej jest wyjasnienie nadprzewodnictwa
wysokotemperaturowego. Mechanizm musi by¢ zwiazany z ruchem elektronéw
wewnatrz sieci krystalicznej, jednak obecnie nie ma metod mierzenia tego ruchu.
Przewiduje sie¢ natomiast, ze ruch elektronéw jest z dobrym przyblizeniem
opisywany pewnym modelem, zwanym modelem Hubbarda. Korzystajac

z tego modelu, mozemy napisaé¢ réwnania ruchu elektronéw, jednak ich
rozwiazanie okazuje sie bardzo trudne. Nawet uzywajac komputeréw, umiemy
je rozwigzaé tylko dla maksymalnie kilkunastu czastek. Mozna natomiast
stworzy¢ podobny uktad w zimnych gazach — rozdziela sie je pomiedzy

tysiace maltych putapek, uzywajac tzw. sieci optycznych, tak aby atomy mogly
przeplywaé¢ miedzy réznymi putapkami. Scislej, buduje sie taki uktad, zeby
ruch atomoéw byl réwniez opisywany modelem Hubbarda. Tym razem jednak
mamy mozliwosé¢ swobodnej zmiany parametréw tego modelu, a jednoczesnie
mozemy $ledzié¢ ruch pojedynczych atoméw. Poprzez badanie ich zachowania
by¢ moze zostanie rozstrzygniety problem, czy model Hubbarda wystarcza

do wyjasnienia nadprzewodnictwa, a jesli tak — w jakich dokladnie warunkach
to nadprzewodnictwo zachodzi. Budujemy zatem dobrze kontrolowany

uktad, tak aby udawal uktad, ktorego jeszcze nie rozumiemy. Pomyst pochodzi
od Richarda Feynmana i znany jest pod nazwa kwantowych symulatoréw.

Inne, moze bardziej przyziemne, zastosowanie to metrologia. Okazuje sig, ze
niektore wielkoéci, np. sekunda albo stata grawitacyjna moga by¢ zmierzone
precyzyjniej, jesli pomiaréw dokona sie uzywajac atoméw skondensowanych,

a nie, jak to robiono wczesniej, atoméw w fazie normalnej gazu. Tutaj
pierwsze testy kondensat ma juz za soba, a kilka centréw miar i wag wdraza to
rozwiazanie. Szczegolnie interesujace sa pomysty przygotowania kondensatu

w takim stanie kwantowym, ktéry umozliwi pomiary doktadniejsze niz
jakikolwiek uklad klasyczny.

Dokad zmierza kondensat? Odpowiadajac przewrotnie — w kosmos.

Od 2010 roku miedzynarodowy zesp6t badaczy opracowuje mozliwosé
wysltania kondensatu w przestrzen kosmiczna. Interferometry oparte

na kondensacie majg postuzy¢ do doktadniejszych weryfikacji teorii grawitacji
oraz doktadnego wyznaczenia statej grawitacyjnej i pomiaru pola
grawitacyjnego Ziemi. By¢ moze za kilka lat na orbicie Ziemi kropla
kondensatu Bosego—Einsteina, spadajac w ziemskim polu grawitacyjnym,
ujawni nowe tajemnice natury.
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Rozwaza si¢ réwniez ogdblniejszg wersje
problemu: kafelkowanie prostokata.
Pierwszy przyktad takiego kafelkowania
(dla prostokata o wymiarach 32 x 33,

za pomocg dziewigciu kwadratéw) znalazt
Zbigniew Moron w 1925.

Wiasciwie zamiast o grafach powinni$my
moéwié o multigrafach: bedziemy pozwalaé
na istnienie wielokrotnych krawedzi
pomiedzy para wierzcholtkéw, a takze
petli, czyli krawedzi o tym samym
poczatku i koncu. Jednak w tym artykule
przyjmiemy, ze termin graf obejmuje
réwniez takie przypadki.

12
11 7 215

Rys. 1

W

O zwigzku kafelkowania z elektryczno$cia
warto tez przeczyta¢ w ksiazce

Jarostawa Gérnickiego Okruchy
matematyki.

Sciang grafu planarnego jest kazdy spéjny
obszar ograniczony krawedziami grafu
oraz nieograniczony obszar lezacy

na zewnatrz grafu. Te ostatnig Sciane
bedziemy nazywac $ciang zewnetrzng.

*University of Toronto, Kanada

Kafelkowanie prostokatow i grafy planarne
Marcin KOTOWSKI*, Michai KOTOWSKI"

Zajmijmy sie nastepujacym klasycznym zadaniem: nalezy pokry¢ kwadrat
jednostkowy kwadratowymi kafelkami o réznych bokach tak, aby zadne dwa kafelki
nie nachodzily na siebie. Czytelnik moze sprobowaé poszukaé takiego kafelkowania
metoda préb i bltedéw, ale na pierwszy rzut oka nie jest jasne, czy pokrycie

o zadanych wlasnosciach w ogole istnieje. A nawet jesli istnieje, to nie wiadomo,
jak wiele kafelkéw trzeba uzy¢. Okazuje sie, ze zadanie ma elegancka interpretacje
w jezykach teorii graféw planarnych i sieci elektrycznych, ktéra pomoze nam
odpowiedzie¢ na te pytania.

Zacznijmy od ogdlniejszej sytuacji: dany jest prostokat wykafelkowany
kwadratami, na razie niekoniecznie r6znymi — na przyktad tak jak na rysunku 1.
Kafelkowaniu przyporzadkowujemy jego graf incydencji, czyli kazdemu
maksymalnemu poziomemu odcinkowi (by¢ moze zlozonemu z bokéw kilku
kwadratéw) przypisujemy wierzcholek, a kazdemu kafelkowi krawedz, w taki
sposob, ze krawedz odpowiadajaca danemu kwadratowi taczy wierzchotki
odpowiadajace przeciwleglym poziomym bokom tego kwadratu. Latwo przekonaé
sie, ze powstaly graf jest planarny, to znaczy mozna go narysowaé na plaszczyznie
tak, ze nie ma przecinajacych sie krawedzi.

Okazuje sig, ze konstrukcje t¢ mozna odwréci¢, czyli przeksztalcaé grafy planarne
w kafelkowania. Zeby to zrobié¢, bedziemy traktowaé taki graf jak obwdd elektryczny.
Przypomnimy najpierw podstawowe prawa dotyczace przeptywu pradu w obwodzie.

Jedli do dwéch punktéw obwodu ztozonego z opornikéw podlaczymy baterie,
na kazdym oporniku wytworzy si¢ réznica napieé i przeptyw pradu zgodne
z prawem Ohma:
AV =1-R,
gdzie AV to réznica potencjaléw, I — natezenie pradu, a R — opOr.

Zatézmy, ze kazda krawedZ ma taki sam opér. Niech I, oznacza natezenie pradu
plynacego po krawedzi od wierzchotka u do v (a wiec I, = —I,,). Bezposrednio

z prawa Ohma wnioskujemy, ze dla dowolnego cyklu (uq, ..., un,, u;) w obwodzie

suma natezen pradéw na tym cyklu jest rowna zeru:

n
E Iuiui+1 =0.
i=1

Z kolei prawo Kirchhoffa méwi, ze w kazdym wierzchotku w suma natezen pradéw

jest zerowa:
Z Iuv = 07

vvu

gdzie sumujemy po wszystkich wierzchotkach v sasiadujacych z u.

Niech teraz G bedzie dowolnym grafem planarnym. Bedziemy mys$le¢ o G jako

o obwodzie elektrycznym, w ktorym kazda krawedz ma jednostkowy opér.
Wybierzmy w dowolny sposéb dwa rézne wierzcholki a,b € G potozone

na zewnetrznej Scianie grafu. Podlaczmy do nich baterie generujaca jednostkowa
roznice potencjaléw — mozemy bez straty ogdlnosci przyja¢ V, =1, V, = 0. W ten
sposob w kazdym wierzchotku u otrzymamy pewna warto$é¢ potencjatu
elektrycznego V,,, a na kazdej krawedzi (u,v) przepltyw pradu I, =V, — V,, (bo
opér na krawedzi jest jednostkowy).




- -

Moze zdarzy¢ sig, ze po przylozeniu
napiecia przez ktéra$ krawedz nie pltynie
prad (tj. taczy ona wierzchotki

o tym samym potencjale). Wtedy

w kafelkowaniu odpowiadalby jej
zdegenerowany kwadrat o zerowym boku.
Niestety, nie zawsze da si¢ tej sytuacji
uniknaé, o czym mozna przekonaé sie

na przykladzie kliki czteroelementowej.

Graf nazywamy 3-spéjnym, jesli usunigcie
dowolnych dwéch jego wierzchotkéw
nie rozspdjnia go.

Kafelkowanie prostokata odpowiadajace grafowi G konstruujemy w nastepujacy
sposéb. Niech (u,v) bedzie krawedzia, dla ktérej I,,, > 0. Przyporzadkowujemy
jej kwadrat, ktérego dolny i gérny brzeg znajduja sie odpowiednio na wysokosciach
Vo 1 Vi, (a wiec dlugosé jego boku jest réwna I,,). Aby otrzymaé kafelkowanie,
musimy jednak okresli¢ jeszcze, gdzie kazdy kwadrat jest umieszczony w poziomie.
Tu przychodzi nam z pomoca konstrukcja grafu dualnego. Dla grafu planarnego G
graf dualny G’ jest okre$lony nastepujaco: wierzchotki G’ odpowiadaja

$cianom G (lacznie z zewnetrzna, nieograniczona $ciana), przy czym dwa z nich
sa polaczone krawedziami (rys. 2), jesli odpowiadajace im $ciany sgsiaduja w G.
Czyli kazdej krawedzi e w G odpowiada dualna krawedz ¢’ w G’ a $ciany w G’
odpowiadaja wierzchotkom w G. Mozemy narysowaé G’ tak: w kazdej $cianie G
zaznaczamy punkt, a nastepnie dla kazdej krawedzi G rysujemy krawedz grafu
dualnego taczaca punkty odpowiadajace $cianom po obu jej stronach. Zwréémy
uwage na to, ze w ten sposob otrzymujemy nie tylko abstrakcyjna strukture

grafu dualnego, ale réwniez pewien jego rysunek na plaszczyznie. Na przyktad
wszystkie drzewa o N krawedziach beda miaty takie same abstrakcyjne

grafy dualne (jeden wierzcholek z N petlami), ale otrzymane reprezentacje

na plaszezyznie beda zalezaly od struktury (i wybranego rysunku!) drzewa.

Zauwazmy teraz, ze maksymalne pionowe odcinki w kafelkowaniu odpowiadaja
dokladnie $cianom w jego grafie incydencji. Ponadto z definicji maksymalne
poziome odcinki odpowiadaja wierzchotkom grafu incydencji. Poniewaz w grafie
dualnym wierzchotki przechodza na $ciany, Sciany na wierzchotki, a kazda krawedz
na krawedz, widzimy, ze graf dualny jest niemal grafem incydencji kafelkowania
obréconego o 90 stopni.

Nalezy jeszcze poradzié sobie z pewna niedogodnoscia: boki wyjéciowego prostokata
odpowiadaja Scianie zewnetrznej w grafie incydencji. Dodajmy wiec do grafu G
specjalng krawedz e miedzy biegunami a i b. W grafie dualnym G’ bieguny baterii
przyktadamy miedzy koficami krawedzi dualnej €/, a nastepnie usuwamy ja.

7 powyzszej obserwacji o obracaniu kafelkowania otrzymujemy przepis

na wspotrzedne poziome kafelkéw: sa one wyznaczone dokladnie przez natezenia
pradéw na krawedziach ,,poprawionego” grafu dualnego. Czytelnik Wnikliwy
zapyta z pewnoscia, dlaczego taki wybor daje dobry uklad kafelkéw, tzn. dlaczego
nie ma w nim ,dziur”. Sprawdz, Czytelniku, ze zapewnia to prawo Kirchhoffa!

Kazdemu grafowi planarnemu z wybranymi biegunami odpowiada zatem
kafelkowanie prostokata za pomoca kwadratéw. Mozemy przyjaé, ze pionowy bok
tego prostokata ma dlugosé 1. Jaka jest dlugosé poziomego boku? To suma
dhugosci bokow kafelkéw przylegajacych do niego, czyli suma natezen pradéw
wyplywajacych z bieguna baterii. Poniewaz V,, — V}, = 1, to z prawa Ohma wynika,
ze suma ta jest rowna odwrotnoéci oporu zastepczego miedzy a i b w grafie G.
Kafelkowanie kwadratu dostaniemy doktadnie wtedy, kiedy opér zastepczy

bedzie réwny 1.

Wobec tego podaliémy wtasnie metode znajdowania wszystkich mozliwych
kafelkowan kwadratu za pomoca parami réznych kafelkéw: nalezy znalezé wszystkie
grafy planarne o tej wlasnosci, ze po przylozeniu napiecia jednostkowego miedzy
pewnymi dwoma wierzchotkami opér zastepczy miedzy nimi bedzie réwny 1,

a natezenia pradéw na krawedziach beda niezerowe i parami rézne. Korzystajac

z tej charakteryzacji, znaleziono, oczywiscie uzywajac komputera, liczne nowe
przyktady kafelkowan kwadratéw i innych prostokatow. Ich galerie mozna znalezé
na stronie http://www.squaring.net.

Na zakoniczenie wspomnijmy o jeszcze jednym nieoczekiwanym zwiazku. Chcac
znalezé wszystkie kafelkowania ustalonego prostokata, wystarczy ograniczy¢ sie
do kafelkowan prostych, to znaczy takich, ktérych nie da sie podzieli¢ pionowym
odcinkiem na dwa roztaczne kafelkowania. Chwila zastanowienia pokazuje, ze
warunek ten jest rGwnowazny 3-sp6jnosci grafu incydencji. Pochodzace

z kombinatoryki wieloScianéw twierdzenie Steinitza moéwi, ze 3-spojne grafy
planarne to doktadnie szkielety wypuktlych tréjwymiarowych wieloScianow.
Czytelnik Wnikliwy moze sie wiec zastanowi¢, jakiemu kafelkowaniu odpowiada
jego ulubiony wieloscian.

5



Pokryé to znaczy utozyé prostokaty

na szachownicy tak, by nie zachodzity

na siebie i by cala powierzchnia
szachownicy byta zakryta. Przez caly
artykul patrzymy tylko na prostokaty
polozone w taki sposéb, ze zakrywaja

n kolejnych pdl (w rzedzie lub kolumnie).

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Ukladanie prostokatow
Joachim JELISIEJEW™

W tym artykule zastanawiamy sie nad pytaniem
kiedy szachownice N x M mozZna pokryé prostokgtami 1 x n?

Naturalna préba odpowiedzi to: szachownice mozna pokryé, gdy n dzieli diugosé
ktdregos z bokéw, czyli gdy m| N lub n| M. Jasne jest, ze w tym przypadku
faktycznie mozna pokryé¢ szachownice. Ale czy sg inne przypadki, w ktérych
istnieje pokrycie?

Jezeli n jest liczba pierwsza, to latwo zauwazy¢, ze nie: jezeli duzy prostokat jest
pokryty prostokatami 1 x n, to n dzieli jego pole, ktére jest rowne N M. Skoro n
jest pierwsza, to n| N lub n| M.

W przypadku, gdy n nie jest pierwsza, sprawa nie jest taka prosta. Istnieje sporo
klasycznych zadan z tej problematyki, dotyczacych szczegdlnych przypadkow
tego pytania (patrz np. deltoid 4/2010). Okazuje sig, ze tatwiej dojsé

do rozwiazania, gdy potraktuje sie problem ogélnie. Kluczem jest, jak we
wspomnianym deltoidze, metoda kolorowania.

Pokolorujmy kolejne przekatne szachownicy n kolorami (na rysunku 1 mamy
n=4, N =14, M = 10). Do dalszych rozwazan potrzeba nam nieco oznaczen
i obserwacji. W wiekszosci przypadkow znacznie latwiej przekonaé sie

o prawdziwosci podanych stwierdzen, np. patrzac na rysunek, niz porzadnie
opisa¢ dowdd, zatem uzupelnienie uzasadnien pozostawiamy Czytelnikowi.

1. Pola o tym samym kolorze lezace w tym samym rzedzie lub kolumnie sa
oddalone o dokladnie n. Wynika stad kluczowy wniosek:

kazdy prostokgt 1 x n zakrywa dokladnie jedno pole kazdego koloru.

[\

. Méwimy, ze rzad ma kolor a, jezeli zaczyna sie od pola koloru a.
3. Jezeli n nie dzieli N, to rzedéw niektorych koloréw jest o jeden wiecej,
niz rzedéw pozostalych koloréw. Te kolory nazywamy czestymi. Pozostale
kolory nazywamy nieczestymi. Na rysunku 1 magenta i jasnoszary sa czeste,
a pozostale nieczeste. Jezeli n dzieli N, to wszystkie kolory nazywamy czestymi.
4. Jezeli jest dokladnie k koloréw czestych, to N daje reszte k z dzielenia przez n.
5. Kolorowanie pozwala rozrézniaé rzedy. Jezeli n nie dzieli M, a rzad A i rzad B
maja rézne kolory, to istnieje taki kolor ¢, ze liczba pél pokolorowanych na c
jest rozna w A i B.
6. Przemalowywanie. Wybierzmy dwa kolory a i b i przemalujmy kazdy rzad
koloru b na rzad koloru a i odwrotnie. Na rysunku 2 rzedy magenta
przemalowano na ciemnoszare i odwrotnie. Nastepujaca obserwacja jest kluczowa:

po przemalowaniu kazdy prostokqt 1 X n zakrywa dokladnie jedno pole
kazdego koloru.

Oczywiscie, wszystkie powyzsze obserwacje przenosza sie na kolumny —
wystarczy zamieni¢ N z M w sformulowaniach powyzej.

Mozemy juz przej$¢ do rozwiazania naszego problemu.
Zadanie 1. Kiedy szachownice N x M mozna pokry¢ prostokatami 1 x n?

Rozwigzanie. Wiemy, ze jesli n | N lub n| M, to pokrycie istnieje. Wykazemy, ze
zachodzi réwniez implikacja odwrotna: jezeli istnieje pokrycie, to n| N lub n| M.
Zalézmy, ze szachownice N x M mozna pokry¢ prostokatami 1 x n oraz liczba n

nie dzieli ani N, ani M. Pokolorujmy szachownice n kolorami, podobnie
jak na rysunku 1. Z obserwacji 1 wynika, ze pdl kazdego koloru jest tyle samo.

Skoro n nie dzieli N, to istnieje przynajmniej jeden kolor nieczesty. Wybierzmy
dowolny kolor czesty a i dowolny kolor nieczesty b i przemalujmy rzedy a na b
i odwrotnie (jak w przykladzie na rysunku 2).

Na mocy obserwacji 6 po przemalowaniu kazdy prostokat zawiera n pdl o réznych
kolorach, wiec pdl kazdego koloru jest nadal tyle samo. Z drugiej strony, ubytl
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Rys. 4

jeden rzad a, przybyl za$ jeden rzad b. Z obserwacji 5 wynika, ze liczba pol
pokolorowanych na pewien kolor ¢ zmienila sie, zatem mamy sprzeczno$é. [

Mozna zastanawiaé sie tez, kiedy istnieje pokrycie szachownicy z wycietymi
polami: rogami, polem $rodkowym itp. Przyjrzyjmy sie najprostszej modyfikacji
zadania, czyli szachownicy z wycigtym jednym polem.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze szachownice N x M z wycietym polem
o wspdlrzednych (z,y), jak na rysunku 3, mozna pokry¢ prostokatami 1 x n
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkow:

1. n dzieli kazda z licsb N -1, M -1,z -1,y — 1,
2. n dzieli kazda z liczb N +1, M + 1, z, y.

Rozwigzanie. Jak zwykle Czytelnikowi pozostawiamy udowodnienie, ze gdy
ktory$ z warunkéw zachodzi, to pokrycie istnieje; prostokaty mozna wtedy utozy¢
w cztery duze ,bloki”, patrz rysunek 4 dla pokryciaz N =13, M =10, n =3
oraz (z,y) = (7,4).

Zalézmy zatem, ze pokrycie prostokata istnieje. Na poczatek chcemy rozwazy¢
rzedy i stwierdzié, ze
liczba n dzieli liczby N — 1 i 2 — 1 lub liczba n dzieli liczby N +11i .

Niech a bedzie kolorem rzedu zawierajacego wyciete pole. Zalézmy, ze a jest
czesty. Jezeli istnieje inny kolor czesty b, to przemalowujemy a na b i b na a, jak
w obserwacji 6. Pomijajac wyciete pole, przemalowanie to nie zmienia liczby pél
danego koloru na szachownicy, gdyz szachownica zawiera tyle samo rzedéw
koloru a i b. Skoro rzedy b i a sa réoznych koloréw, to pole w kolumnie y miato
w tych rzedach rézny kolor. Wobec tego po przemalowaniu liczba pél pewnego
koloru zmniejszy sie o jeden.

7 drugiej strony, prostokat pokryty byt prostokatami 1 x n, wiec pdl kazdego
koloru przed i po przemalowaniu jest tyle samo: (NM — 1)/n. Zatem
przemalowanie nie moze zmieniaé liczby pdl zadnego koloru.

Sprzecznosé pokazuje, ze tylko kolor a jest czesty. Z obserwacji 4 wynika, ze
n| N — 1. Zauwazmy ponadto, ze N-ty rzad ma kolor czesty, a wiec kolor a.
Wobec tego n| N — z, czylin|z — 1.

Podobnie rozumujemy, gdy a jest nieczestym kolorem: stwierdzamy, ze jest on
jedynym nieczestym kolorem, wiec czestych koloréw jest n — 1, stad n| N + 1.
Ponadto rzad n-ty ma kolor nieczesty, wiec n|n — x, czyli n|z.

Popatrzmy teraz na kolumny. Podobnie jak w przypadku rzedéw stwierdzamy, ze
liczba n dzieli M — 11y — 1 lub liczba n dzieli M + 11 y.

Mamy tacznie cztery mozliwosci: dwie na mocy rozumowania ,,0 rzedach” i dwie
,0 kolumnach”. Chcemy teraz wyeliminowa¢ mozliwosci n| N +1in|M —1
oraz n|N — 1in|M + 1. Zalézmy najpierw, ze n > 3. Skoro prostokaty o polu n
pokrywaja szachownice z wycietym polem, ktéra ma pole powierzchni NM — 1,
ton|NM —1. Gdyby n| N +1in|M —1,ton|NM + 1, wiec

n|(NM+1)— (NM — 1) = 2, co daje sprzecznos$é. Podobnie przypadek

n|N —11in|M + 1 prowadzi do sprzecznosci. To koficzy rozumowanie

w przypadku n > 3.

Na koniec rozwazmy przypadek n = 2 i zatézmy, ze n dzieli liczby N — 1, x — 1,
M + 1, y. Wobec tego liczby N i M sa nieparzyste. Nazwijmy kolor pola
naroznego biatym, zas drugi kolor czarnym. Na pelnej szachownicy

o nieparzystych dtugosciach bokéw pol biatych jest wiecej niz czarnych. Zatem,
jezeli istnieje pokrycie szachownicy z wycietym polem (x,y), to pole to ma kolor
bialy. To znaczy, ze 2|z — y, i otrzymujemy sprzecznos$é z podzielno$ciami

2|z — 1 oraz 2|y. To samo rozumowanie eliminuje przypadek, gdy 2 dzieli liczby
N+1,z, M—-1,y—1.0

Jak widaé, przedstawiona metoda jest ogblna, w tym znaczeniu, ze przy odrobinie
czasu i cierpliwosci mozna ja zastosowaé, na przyklad, do szachownicy z rozsadna
liczba wycietych pél. Na zachete pozostawiamy Czytelnikowi kilka probleméw.
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Rozwigzanie zadania M 1435.
Zauwazmy, ze kat zewnetrzny ABC ma
miare 260° — dwa razy wigksza od

kata ADC.

Zatem punkt D lezy na okregu o srodku B
i promieniu BA = BC = 4, skad BD = 4.

*doktorantka, Centrum Astronomiczne
im. M. Kopernika PAN w Warszawie

Zadanie 3. Uzasadni¢, ze jezeli N, M,n > 3, to szachownice N x M

z usunietymi dwoma przeciwleglymi rogami mozna pokry¢ prostokatami 1 x n
wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli kazda z liczb N — 1, M — 2 lub n dzieli kazda
z liczb N — 2, M — 1.

Zadanie 4. Dla ktorych caltkowitych n szachownice 2015 x 2015 z wycietym
srodkowym polem mozna pokryé prostokatami 1 x n?

Zadanie 5. Dla ktorych caltkowitych n szachownice 2015 x 2015 z wycietym
naroznym polem mozna pokryé¢ prostokatami 1 x n?
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Jak zwazy¢ czarng dziure?
Justyna MODZELEWSKA®

Masa jest miara ilosci materii, z ktérej sktada sie¢ obiekt fizyczny. To jedno

z podstawowych pojeé w fizyce, moze ono okresla¢ bezwladnosé (tzw. masa
bezwladna) lub oddzialywanie grawitacyjne (tzw. masa grawitacyjna).
Oszacowanie masy obiektow astronomicznych nie jest wcale prosta sprawa —
nie da sie ich przeciez polozy¢ na wadze. Czarne dziury sa uwazane przez wielu
naukowcow za niezwykle interesujace obiekty — by¢ moze dlatego, ze nie da sie
ich obserwowaé wprost, okrywa je bowiem horyzont zdarzen, spod ktérego

nie dociera do obserwatoréw zewnetrznych zadna informacja, nawet fotony
poruszajace sie z najwieksza dozwolona w fizyce predkoscia $wiatta. Do opisu
tego, co dzieje sie na zewnatrz stacjonarnej czarnej dziury potrzeba jedynie
dwdch parametréw, jej masy oraz miary tempa jej obracania sie (momentu
pedu). Astronomowie juz od dtuzszego czasu badaja czarne dziury: okazuje sig,
ze sg one zjawiskiem bardzo powszechnym. Ogromne czarne dziury znajduja sie
w centrum prawdopodobnie kazdej galaktyki. Duzo mniejsze czarne dziury
istnieja réwniez w uktadach podwdjnych.

Jednym z pierwszych badaczy, ktérzy rozwazali mozliwosé wysylania sygnatéw
z otoczenia bardzo masywnych obiektéw, byl John Mitchell (1724-1793).
Rozwazal on problem predkosci ucieczki z powierzchni gwiazdy o masie M oraz
promieniu R. Taka predko$é w prosty sposéb mozemy wyznaczy¢ z teorii
Newtona — nalezy okresli¢, dla jakiej predkosci energia catkowita czastki

o0 masie m jest réwna zeru:

1 5 GMm
E= 2mv = 0.
Otrzymujemy stad v = \/2GM/R, czyli dobrze znana drugg predko$é kosmiczng.
Przyréwnujac ja do predkosci $wiatla w prézni, wynoszacej ¢ = 299 792458 m/s,
otrzymujemy odpowiadajacy tej sytuacji promien réwny R, = 2GM/c?.
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|AF1| 4 |AF9|=2a ¥ mala pélos elipsy

wielka po6tos
elipsy

c

Rys. 1. Elipsa w ukladzie wspélrzednych:
Fy, F> sa ogniskami elipsy, ¢ jest
odlegtosciag miedzy $rodkiem elipsy

a jednym z jej ognisk.

Rys. 2. Graficzne przedstawienie drugiego
prawa Keplera.

Konsekwencjg I prawa Keplera jest fakt,
ze kazde z oddziatlujacych cial obiega
po elipsie §rodek masy uktadu.

Rys. 3. Artystyczna wizja ciasnego uktadu
podwdjnego.

Efekt Dopplera, dobrze znany
np. z charakterystycznej zmiany
wysokosci dZzwieku karetki pogotowia
jadacej na sygnale, polega na zmianie
dtugosci fali, np. elektromagnetycznej,
w zaleznosci od predkoéci zrédta. Dla
|v] € ¢ zmiana ta wyraza si¢ wzorem:
AN v
A c
gdzie v jest predkoécig zrédla wzgledem
obserwatora.

)

Predko$¢ ucieczki z ,,gwiazdy” o masie M i promieniu mniejszym od R, jest
wieksza od predkosci $wiatta! Taka ,gwiazda” jest niewidoczna, a jej istnienie
mozna stwierdzi¢ jedynie poprzez posrednie oddzialywania z innymi $wiecacymi
cialami. Okazuje sig, ze wyrazenie na R, uzyskane przez Mitchella pojawia si¢
takze w ogdlnej teorii wzgednosci, a dokladniej w rozwiazaniu Schwarzschilda
opisujacym geometrie czasoprzestrzeni na zewnatrz sferycznie symetrycznego
rozktadu mas. Wielkos¢ R, okresla tam tzw. horyzont zdarzen, nazywany tez
promieniem Schwarzschilda. Jako ze czarnych dziur nie widaé, do okreslenia ich
mas uzywa sie¢ wynikow obserwacji towarzyszacych im czasami w uktadach
podwéjnych $wiecacych obiektéw. Mozna tego dokonaé przy znajomosci trzech
praw sformutowanych przez Johannesa Keplera do opisu ruchu planet w Ukladzie
Stonecznym. Prawa te sa uniwersalne dla dowolnych dwdéch cial oddziatujacych
opisywanymi mechanikag newtonowska silami grawitacyjnymi.

e [ prawo Keplera: jedno z cial porusza sie wzgledem drugiego po orbicie bedacej
krzywa stozkowa, w ognisku ktérej znajduje sie drugie cialo,

o II prawo Keplera: predkosé polowa v, w ruchu wzglednym pierwszego ciata
wzgledem drugiego jest stata — jest to konsekwencja zasady zachowania
momentu pedu w polu grawitacyjnym; v, = dS/dt = const,

e III prawo Keplera: jesli ciato o masie m obiega cialo o masie M po orbicie
eliptycznej o pélosi wielkiej a, to

a®>  G(M +m)
T2 4r2 7
gdzie G to stala grawitacji, T — okres obiegu.

O ile tylko towarzysz czarnej dziury nie zbliza sie do niej zanadto, takze i on
bedzie postuszny tym prawom.

Przyktadem wykorzystania powyzszej wiedzy jest oszacowanie masy
supermasywnej czarnej dziury znajdujacej sie w centrum naszej Galaktyki.
Dokladne obserwacje okolic centrum pozwolily na znalezienie i okreslenie okresu
orbitalnego pewnej gwiazdy (nazwanej S2): T = 15,56 & 0,35 lat. Jej orbita jest
elipsa o pétosiach dtugosci 5,5 1 15,2 dni $wietlnych. Orbita gwiazdy S2 pokrywa
sie praktycznie z plaszczyzna Galaktyki, w innych przypadkach obserwacje
bylyby bardziej skomplikowane (obserwujac jeden rzut pod nieznanym katem,
nie da sie okresli¢ parametréw elipsy — potrzebny jest dodatkowy pomiar).
Korzystajac z trzeciego prawa Keplera, w ktérym mase gwiazdy m mozna
zaniedba¢ w poréwnaniu z masa czarnej dziury Mpy, otrzymujemy
4m%a’
TG
Podstawiajac do tego wzoru dane obserwacyjne, otrzymujemy

Mgy = 4,31 - 10°M,.
Niestety, nie zawsze jest tak tatwo. Galaktyczna czarna dziura znajduje sie
stosunkowo niedaleko nas, jesli jednak zapragniemy zmierzy¢ masy innych
supermasywnych czarnych dziur, zadanie si¢ komplikuje — nie dysponujemy
np. optycznymi danymi uktadu, z ktérych odczytamy wszystkie potrzebne
informacje. Nic jednak straconego! Aby nie komplikowaé¢ dalszej dyskus;ji,
przyjmijmy, ze sktadniki ukladu poruszaja sie po torach koltowych, w III prawie
Keplera nalezy zatem zamienié¢ wielka pétos elipsy na promien odpowiedniego
okregu. Poniewaz predkosé liniowa ciala w ruchu po okregu to v = 27 R/ T,
z III prawa Keplera uzyskujemy zwiazek
G(Mpn +m)

R

Obserwacje charakterystycznych linii widmowych obiektu, a w szczegdlnosci
zmiennos¢ ich dhugoéci fal w czasie pozwala na oszacowanie, przy wykorzystaniu
efektu Dopplera, predkosci, z jaka $wiecace cialo krazy wokoét czarnej dziury.
t.aczac wzory na predkosé liniowg ruchu po okregu i trzecie prawo Keplera,
dostajemy:

Mpy =M =

v3T

2MBH = %



Wyposazeni w te wiedze, rozwazmy poszczegdlne przypadki, z ktérych pierwszym
jest ciasny uklad podwdjny. W tej sytuacji masa czarnej dziury i jej towarzysza
sg podobne. Okres obiegu okresla sie przy sprzyjajacych okolicznodciach

za pomocg obserwacji przejscia jednego ciala niebieskiego przez tarcze drugiego,
czyli tranzytu, ktéry powoduje chwilowy spadek jasno$ci przykrywanego obiektu.

m Aby taka sytuacja miala miejsce, oba skladniki uktadu i obserwator musza

_ ! 2 3 4 > znajdowaé sie w przyblizeniu w jednej linii. W przypadku dostatecznie duzych
g [ N obiektéw znajdujacych si¢ blisko siebie zawsze dojdzie do choéby czesciowego
RIS zaémienia.
% 10 ',:7:: e .“ e Inna metode wazenia stosuje sie dla supermasywnych czarnych dziur w centrach
EQO 1 s 4l aktywny(.;h gz.xlaktyk. Dla galaktyk pobliskich korzystg sie z .pomiar(')x.)v dyspersji
20 —10 0.0 10 50  bredkosci gwiazd, w przypadku galaktyk odleglych uzywa si¢ natomiast modelu
czas [godziny] obszaru szerokich linii emisyjnych.

Rys. 4. Zmiana jasno$ci obiektu podczas
tranzytu.

Przypadek pierwszy sprowadza si¢ do obserwacji tzw. zgrubienia centralnego
(ang. galactic bulge), w ktérym znajduje sie wiekszo$é materii galaktyczne;j.

7 obserwacji zaleznosci rozkladu predkosci gwiazd od odlegtoéci od centrum dla
pobliskich galaktyk wyznacza si¢ przyblizona zaleznos¢ miedzy masa czarnej
dziury a masg zgrubienia:

MBH = 0,000meulge.

Predko$¢ ruchu gwiazd wyznaczamy, postugujac sie efektem Dopplera. W tym
przypadku nie mierzymy jednak predkosci pojedynczych gwiazd, poniewaz jest
ich zbyt duzo. Przyjmujemy, ze ptaszczyzny orbit gwiazd roztozone sg
przypadkowo. W momencie pomiaru niektére gwiazdy przyblizaja sie do nas,
inne oddalaja. To powoduje, ze wysylana przez nie linia emisyjna jest
przesunieta w strone niebieska i czerwona widma. W mierzonym widmie
zgrubienia centralnego obserwujemy zatem bardzo szeroka linie emisyjna, ktorej
szerokos¢ odpowiada typowej predkosci gwiazdy.

Przypadek drugi dotyczy odlegtych aktywnych galaktyk, ktérych centralna
czarna dziura ma dysk akrecyjny. Swieci on w zakresie promieniowania
optycznego, nadfioletowego oraz rentgenowskiego, jest tez zrédlem obszaru
zerokich linii emisyjnych. Obszar ten sklada sie z obtoczkéw materii wyrwanych
7 dysku akrecyjnego. Mozna je uznaé za obiekty okrazajace czarng dziure i uzy¢
ych samych argumentow co we wezedniejszych scenariuszach. Przyjmuje sie, ze
poréwnaniu z masg czarnej dziury masa obtoczkow jest zaniedbywalna.
romieniowanie obtokéw dochodzi do ziemskich teleskopéw z opdznieniem
zaleznym od ich odlegtosci od czarnej dziury. Z tej zaleznosci mozna otrzymac
promien orbity obloczka, bedacego zréodtem szerokich linii emisyjnych, zaktadajac
ct =R,
gdzie T to opdznienie sygnatu. W tym przypadku mamy do czynienia z liniami
emisyjnymi i wykreslajac zaleznoéé ilosci energii od dlugosci fali, dostajemy
nformacje o szerokoéci linii, a tym samym o predkosci obtokow. Ostatecznie,
ase otrzymujemy z trzeciego prawa Keplera:
v2R

o

Opisana powyzej metoda jest nazywana metoda echa Swietinego.

Mgy =

Czarne dziury to bardzo ciekawe obiekty, sa natchnieniem wielu obserwacji

i rozmyslan teoretycznych, a oszacowanie ich mas jest bardzo wazne. Prawdziwa
potega fizyki ujawnia swoje oblicze: wlasnie dzieki podstawowym prawom fizyki
i obserwacjom mozna zwazy¢ to, co niewidoczne dla oczu. Pozwalaja one zbadaé
czarne dziury o masach 100 mln razy wiekszych od Stonca oraz znajdujacych sie
o miliardy lat Swietlnych od nas. Podczas swoich studiéw doktoranckich analizuje
obserwacje odleglego kwazara CTS C30.10, prowadzone za pomoca teleskopu
SALT (ang. Southern African Large Telescope). Badajac zachowanie sie linii
emisyjnej MglII, migdzy innymi staram si¢ oszacowaé mase czarnej dziury w tej
aktywnej galaktyce.
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Jak leczy¢ choroby wirusowe?

W chwili gdy pisze ten tekst, ,widmo strachu” przed wirusem Ebola krazy

po Europie. W ksiazce J. Stangrooma (Co myslg naukowcy, PIW 2009),
napisanej w 2005 roku, wybitna badaczka wiruséw, Dorothy Crawford, o tym
wirusie powiada, ze chorzy na tyle szybko umieraja, iz nie zdaza zakazi¢ duzej
liczby zdrowych. Znaczenia komunikacji samolotowej uczona nie docenita. Ebola
nie jest zreszta jedynym wirusem sprawiajacym nam klopoty terapeutyczne.
Wirusy szybciej sie zmieniaja, niz my nadazamy z naszymi badaniami

i z autoryzacja nowych procedur terapeutycznych.

Szczegdlna natura wirusow, gdzies miedzy zywym i martwym, utrudnia postep
badawczy. Zaczaé trzeba byto od poznania budowy i funkcji materiatu
genetycznego, wszak namnazanie to jedna z funkcji zycia. Nie jedyna. . .

Na szczescie genomy wiruséw sa male (male, tzn. mniejsze i znacznie mniejsze
od genoméw bakteryjnych), a ich oznaczenie stanowiace krok pierwszy

do postawienia diagnozy, jest dzi§ stosunkowo rutynowe. Diagnoza nie oznacza
prostego przelozenia na proces leczniczy, poniewaz material genetyczny wiruséow
jest wysoce zmienny, a proces infekcji przebiega z uzyciem maszynerii
molekularnej zakazonej komorki. Podobno w tym samym pacjencie AIDS moze
wystepowaé kilka odmian wirusa HIV. Wiekszos¢é dotychczasowych postepowan
leczniczych skierowane byto na metabolizm komorki, co jest dziataniem

nie specyficznym, uszkadzajacym rowniez zdrowe komérki gospodarza.

Ta sytuacja ulega stopniowo zmianie. Nieoczekiwanie nowe wyniklo z badan
wiruséw atakujacych bakterie, tzw. bakteriofagéw. Bakteriofagi odegraly wazna
role w historii genetyki; poznanie przebiegu infekcji bakterii E. coli przez jeden
z bakteriofagdéw dostarczyto niezbitych dowodéw na nature chemiczng gendw
(DNA, lata 50. XX wieku). Bakterie zakazone bakteriofagiem sa chore, moga
zginaé, ale moga tez préobowaé sie broni¢, a mechanizm obronny zauwazono

i zaczeto bada¢ od niedawna. Odkryto zjawisko nazwane akronimem CRISP.
W réznych gatunkach bakterii znaleziono takie same fragmenty DNA,
oskrzydlajace fragmenty centralne, pochodzace z réznych wiruséw. By¢ moze
pochodzily z wezedniejszych infekcji, wezesniejszych pokolen danego gatunku
bakterii. W przypadku powtdérnej infekcji bakteriofagiem fragment ten staje sie
swoistym sygnatem aktywujacym bakteryjne biatko Cas9, chroniace przed
nowym zakazeniem. Jest to prosty mechanizm obronny, bardzo odlegty, ale
jednak prototyp ukladu immunologicznego wyzszych organizméw.

Za odkryciem CRISP poszly badania jego molekularnej struktury przy
zastosowaniu najbardziej wyszukanych metod analizy krystalograficznej,
prowadzone w kilku o$rodkach amerykanskich i brytyjskich. Ich z kolei
konsekwencja byl pomyst, aby skonstruowaé¢ podobny kompleks do zwalczania
inwazji wiruséw (nie bakteriofagéw) powodujacych u niektérych zakazanych ludzi
rozwo]j nowotworow. Naturalnym kandydatem do takich badan byl HPV, wirus
brodawczaka ludzkiego. Znanych jest ponad 100 jego odmian, prawdopodobnie
zakazonych jest ponad 75% ludzi. Wirusy te trwaja w komoérkach, a powielajac
sie wraz z ich podziatami, prowadza do powstawania réznorodnych brodawek;
niektore sa przyczyna raka szyjki macicy lub pracia. Badacze sadza, ze
wprowadzenie specyficznymi wektorami do komoérek nowotworowych konstrukeji
molekularnych przypominajacych bakteryjne CRISP mogloby wybiérczo niszczy¢
te komérki, w ktérych znajduje sie grozny HPV. Tego typu préby, na razie
prowadzone w hodowlach komérek odpowiednich nowotworéw, stwarzaja
nadzieje na przyszle zastosowania terapeutyczne. Wazna, bo beda wybidércze

i specyficzne. Uzyskanie pozytywnych wynikow klinicznych wymagaé bedzie
jeszcze wielu doswiadczen laboratoryjnych.

Kto by pomyslal kilkadziesiat lat temu, ze bakteriofagi przyczynia si¢
do poznania mechanizméw rozwoju i ewentualnego zwalczania nowotwordw. . .

Magdalena FIKUS
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Sprébuj zosta¢ Archimedesem

Jeden ze sposobow obliczenia pola odcinka paraboli,
czyli ograniczonej sposrdd czesei, na jakie dzieli
plaszczyzne parabola i jej cieciwa, zaproponowany
przez Archimedesa, jest nastepujacy: przez $rodek
cieciwy (nazwijmy ja AB) prowadzimy prosta
rownolegly do osi paraboli i uzyskujemy w przecieciu

z parabolg punkt C,

4
pole odcinka paraboli to 3 pola tréojkata ABC.

Dlaczego tak jest i jak on na to wpadt?

O paraboli mozna bez konca.

Jest to tor pocisku wyrzuconego uko$nie
w jednorodnym polu grawitacyjnym
(oczywiscie w prézni).

Albo przecigcie powierzchni stozka
plaszczyzng réwnolegla do jednej z jego
tworzacych.

A takze wykres funkcji kwadratowej
az® + bz + ¢

— mozna ten wykres przesunaé tak, ze
bedzie to funkcja az?, gdzie widaé, ze ma
on o$ symetrii, prosta z = 0 (jesli punkt
(z,y) nalezy do wykresu, to punkt (—z, y)
tez).

Przez obracanie paraboli dokota jej osi
otrzymamy lustro, ktére réwnolegte do osi
promienie skupi w jednym punkcie,
zwanym ogniskiem paraboli.

Jesli poprowadzimy prosta prostopadla
do osi tak, by $rodkiem odcinka
utworzonego przez jej punkt przecigcia

z osig i ogniska byl punkt przeciecia osi
parabola (wierzcholek paraboli), to kazdy
punkt paraboli bedzie w tej samej
odleglosci od tej prostej (zwanej
kierownica) i od ogniska.

A w biegunowym uktadzie wspdlrzednych,
ktérego $rodkiem bedzie ognisko, a katy
mierzy¢ bedziemy od odcinka
ognisko-wierzcholek, to parabole¢ opisze
réwnanie r = p/(1 + cos ¢), gdzie p to
odlegloéé ogniska od kierownicy.

I tak dalej. ..

Co wiedzial od poprzednikéw?
Od Eudoksosa (ktérego w wielu miejscach podziwia) pochodzi

Zasada wyczerpywania, ktora glosi

jesli z jakiegs figury plaskiej wyjmiesz wiecej niz polowe, z tego, co zostanie,
znow wyjmiesz wiecej niz potowe i bedziesz tak postepowal dalej, to suma
pol wyjetych czesci dowolnie doktadnie przyblizy pole tej figury.

Dowdd tego faktu jest indukcyjny. Oznaczmy wiec poszukiwane pole figury
przez S, a kolejno wyjmowane fragmenty (nie musza by¢ w jednym
kawalku) przez Uy, Us, Us, ... Wykazemy, ze

(%)
Dla n = 1 mamy tak z zalozenia. Jesli wiec dla pewnego k powyzsza
zaleznos¢ ma miejsce, mamy tez

U1+U2—|-...—|—Uk+1>

1
U1+ Ut + Up+ 5(S = (Ur+ U+ + Uy)) =

1 1 1 1 1

=_. > - et =4+.. +=]) =

5 (S+ (U1 +Us+...+Ux)) 5 <S+S <2+22+ +2k>)
1 1 1

co dowodzi nieréwnosci (x).

11 1
U+ Us+ ... AU 2SS (s4+ 5+ =)
1+ Us+. .+ <2+22+ +2n)

Jesli teraz zauwazymy, ze

1 1
S > (U1+U2+...)>S<§+2—2+...> =S
(nieréwnosé na poczatku wynika stad, ze wszystko wyjmowalismy z figury
o polu S; réwnosé na koricu to znany wzor na sume szeregu geometrycznego),
to tym samym zakonczymy dowdd zasady wyczerpywania.
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Co sam zauwazyl?
Pierwsze spostrzezenie polegato na tym, ze

styczna do paraboli poprowadzona w punkcie C,
w ktérym przecina jg prosta rownolegla do osi

i przechodzaca przez srodek pewnej cieciwy AB tej
paraboli, jest ro6wnolegta do tej cieciwy.

Drugie spostrzezenie zaczyna sie od tego, ze przeciez
zarowno AC, jak BC tez sa cigciwami paraboli i

jesli dla nich powtérzymy taks samg operacje jak dla
cieciwy AB, otrzymujac odpowiednio punkty D i F,
to trojkaty ACD i BCFE beda mialy jednakowe
pola, co wiecej, rowne jednej 6smej pola
tréjkata ABC.

I jesli Czytelnik Ambitny ma zamiar zostaé
matematykiem na miare Archimedesa, powinien sie
sprawdzi¢, dowodzac poprawnosci obu tych
spostrzezen.

A moze wolisz poscigaé si¢ z kims$ z XVII wieku?

Na przyktad z Christiaanem Huygensem? Jedli tak, to
sprawdz, ze gdy w dowolnym punkcie paraboli
poprowadzimy prostopadta do stycznej w tym punkcie

i prostopadla do osi, to odcinek utworzony przez punkty
przeciecia tych prostopadtlych z osig zawsze bedzie

tej samej dlugosci.

Huygensowi potrzebne to byto
do konstrukcji zegara
z obrotowym wahadlem.

A moze z kim§ z XIX wieku?

Na przyktad z Victorem Ponceletem? Jeéli tak, to narysuj cztery
proste, z ktérych zadne trzy nie przechodza przez ten sam punkt, ale
kazda przecina wszystkie trzy pozostate. Zobaczysz wtedy cztery
tréjkaty. Okregi na nich opisane przecinajg sie w jednym punkcie,
ktéry jest na dodatek ogniskiem paraboli stycznej do tych czterech
prostych. On to wiedzial, a Ty?

13

Bo dalej jest juz prosto!

Pierwsze spostrzezenie pozwala stwierdzié, ze
wyjmujac najpierw, jako Uy, tréjkat ABC, jako U,
oba (razem!) tréjkaty ACD i BCE, a potem cztery
trojkaty analogicznie zbudowane w pozostatych
czterech odcinkach paraboli, potem osiem itd.,

za kazdym razem wyjmujemy wiecej niz potowe
tego, co jeszcze zostalo do dyspozycji. Rysujac
bowiem réwnolegtobok, ktorego jednym bokiem jest
cieciwa, przylegte do niej boki sa réwnolegte do osi
paraboli, a ostatnim bokiem jest styczna w trzecim
wierzchotku, widzimy, ze wyjmowany tréjkat to
doktadnie potowa tego rownolegltoboku, a on zawiera
mierzony przez nas odcinek paraboli.

Drugie spostrzezenie méwi nam, ze za kazdym razem
wyjmujemy jedng czwartg tego, co wyjelidémy

w poprzednim kroku. Zatem, jesli przez [ABC]
oznaczymy pole trojkata ABC, to w sumie
otrzymamy

1 1 1
[ABC]-(1+—+—+

4
T E*) = S 14BC),

Jak widaé, wystarczy mieé¢ trafne spostrzezenia,
a do wielkiej kariery matematycznej w zupelosci
wystarczy wiedza zdobyta w gimnazjum.

A jak Archimedes na to wpadl, oczywiscie,
nie wiemy.

Maltqg Delte przygotowat Marek KORDOS



Czujniki swiatta (fotopowielacze)

w detektorze Super-Kamiokande.
Zdjecie zostalo wykonane podczas
dokonywanego z pokladu matej t6dki
przegladu aparatury w przerwie miedzy
doswiadczeniami.

Super-Kamiokande

Japonskie tajemnice neutrin
Pawel PRZEWELOCKI®

Wewnatrz jest catkowicie ciemno. Wydrazony w skale olbrzymi zbiornik,
zawierajacy 50 tysiecy ton ultraczystej wody, komunikuje sie z otoczeniem tylko
za pomocg impulséw elektrycznych wysylanych przez tysiace czujnikow swiatla,
zamontowanych na jego Scianach. Dostep do tego wyjatkowego urzadzenia
badawczego jest skomplikowany — wszystko znajduje sie kilometr pod ziemia,
wewnatrz gory Ike w kopalni na zachodzie Japonii. Naukowcy nadzorujacy prace
detektora czujnie obserwuja monitory w pokoju kontrolnym — wida¢ na nich
blyski swiatta, od czasu do czasu pojawiajace sie¢ w detektorze. Ich rejestracja
jest sygnalem, ze za pomoca naszego zbiornika zlapaliSmy jedna z najbardziej

nieuchwytnych czastek elementarnych — neutrino.
J-PARC

bliski detektor 280 m

I 1000 m

Rys. 1. Ogdlny schemat eksperymentu T2K.

Rys. 2. Zjawisko Czerenkowa. Linig
przerywang zaznaczono tor czastki
naladowanej o predkodci ve, wigkszej niz
predkosé vg, rozchodzenia sie §wiatta

w osrodku materialnym. Czastka ta
pobudza osrodek do $wiecenia. Okregi

(w trzech wymiarach — sfery) oznaczaja
mozliwe potozenia tych fotonéw,
wyemitowanych w chwili, gdy czastka
naladowana przechodzi przez $rodek
kazdego z okregéw. Obwiednia tych
okregéw, gdzie wystepuje szczegdlnie duza
koncentracja fotonéw, jest stozkiem

o kacie rozwarcia arcsin(vgw /ves). Fotony
Czerenkowa sg wigc emitowane pod katem
a = arccos(Vsw /Ve,) do kierunku ruchu
czastki naladowanej.

*Narodowe Centrum Badan Jadrowych

295 km

Trzysta kilometréw dalej na wschod, w nadmorskiej miejscowosci Tokai, inna
grupa badaczy $leczy nad aparatura kontrolujaca akcelerator protonow
(przypominajacy troche Wielki Zderzacz Hadronéw dzialajacy w CERN-ie).
Od ich efektywnej pracy zalezy dzialanie pobliskiej ,fabryki”, produkujacej
seryjnie wielkie ilosci neutrin. Ich wiazka jest wysytana pod ziemig w kierunku
detektora Super-Kamiokande, podziemnego zbiornika opisanego przed chwila.
Jedli chcielibySmy przejechaé te trase samochodem, potrzebowaliby$my kilku
godzin — neutrinom ich podziemna podréz zajmuje zaledwie okoto milisekundy.

Po co to wszystko? Co tak interesujacego dzieje sie pomiedzy Tokai

a Super-Kamiokande, ze kosztem miliardéw dolaréw zbudowali$my eksperyment,
w ktérym tworzymy neutrina — tylko po to, zeby je pdzniej tapaé¢? Okazuje sie, ze
w ten sposéb jesteSmy w stanie badacé niezwykle ciekawe zjawisko oscylacji.
Zanim jednak o nim, opowiedzmy wigcej o samych neutrinach, bo

ciekawe z nich bestie.

Neutrina sa wszedzie. W jednej sekundzie przez cialo czlowieka przelatuja ich
biliony, nie robia nam jednak krzywdy — jako nienatadowane i prawie bezmasowe
czastki oddzialuja z materia niezwykle stabo, jedynie bardzo niewielka ich czes$¢
rozproszy sie na jadrach atomowych pierwiastkéw, z ktérych zbudowany jest
otaczajacy nas swiat. To jednocze$nie powoduje, ze bardzo trudno je bada¢, bo
tylko przez obserwowalne produkty ich reakcji z materig mozemy co$ powiedzie¢
o ich wlasno$ciach. A sa one interesujace, choé¢by ze wzgledu na to, ze neutrina,
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Rys. 3. Zarejestrowany w detektorze
Super-Kamiokande obraz
czerenkowowskiego stozka $wiatta
emitowanego przez poruszajacy sie

w wodzie mion. Obraz elektronu wyglada
podobnie, ma tylko bardziej postrzepione
brzegi, gdyz jest efektem emisji Swiatta
przez wigksza liczbe elektronéw kaskady
elektromagnetycznej rozwijajacej sig

w wyniku oddzialywania neutrina.

Przepis na wigzke neutrin mionowych jest
prosty. Wez sporo protonéw oraz tarcze,
np. grafitowa. Protony rozpedz i uderz
nimi w tarcze¢. Powstale w wyniku
zderzenia piony o odpowiednim tadunku
uformuj polem magnetycznym

w podluzng wigzke (to samo pole
rozproszy piony o nieodpowiednim
ladunku) i wprowadz do rury rozpadowej.
Odczekaj, az piony rozpadna si¢

na (anty)miony, te na (anty)neutrina
mionowe oraz (anty)elektrony i neutrina
(antyneutrina) elektronowe. Inne niz
neutrina czgstki zatrzymaj w bloku
betonowym na koncu rury.

ktére do nas dolatuja, pochodza z wielu zrédel: Ziemi, Stonca, atmosfery
ziemskiej, reaktoréw jadrowych, gwiazd supernowych i innych dalekich obiektéw
kosmicznych. Badanie tych neutrin moze nam wiele powiedzie¢ o naturze
proceséw, w ktérych zostaly wyprodukowane.

Jak oddzialuja neutrina, jesli juz do reakcji dojdzie? Podlegaja tylko dwom

z czterech fundamentalnych typéw oddzialywan: oddziatywaniom stabym

i grawitacyjnym (pozostawiajac oddzialywania elektromagnetyczne i silne innym
czastkom). Przykladowa reakcja staba jest promieniotwérczy rozpad beta.

W jego wyniku powstaje m.in. neutrino elektronowe — neutrina bowiem
wystepuja w trzech rodzajach (zapachach): elektronowym, mionowym

i taonowym, i razem ze swoimi naladowanymi bra¢mi (elektronem, mionem

i taonem) tworza sektor leptonowy na licie czastek elementarnych. Natadowane
leptony rodza sie w oddzialywaniach odpowiadajacych im neutrin. Latwo je
zaobserwowaé i w ten sposoéb dowiedzie¢ sie czegos o bohaterach tego artykutu,
ktérych sladow w detektorach nie mozemy zobaczyé. Blyski swiatta

w Super-Kamiokande pochodzg gléownie wladnie od mionéw i elektronow.

Z neutrinami zwiazane bylo pytanie, ktére wisialo nad fizyka czastek
elementarnych przez druga poltowe XX wieku. W wielu eksperymentach,
poczynajac od lat sze$édziesigtych, obserwowano neutrina pochodzace ze Stonca,
jednak liczba zaobserwowanych oddzialywan z ich udzialem byta duzo mniejsza
od spodziewanej. Teoretycy mieli gotowe rozwiazanie wyjasniajace ten deficyt —
neutrina mialty podczas swojego lotu oscylowaé, czyli cyklicznie zmieniaé zapach.
Poniewaz eksperymenty, o ktérych byla mowa, rejestrowaty gltéwnie
oddzialywania jednego zapachu neutrin (elektronowego), czesé neutrin ,uciekata”
i nie byla w ogdle zauwazana. Przyjecie tego rozwiazania oznaczaloby jednak, iz
neutrina maja mase (tylko wtedy bowiem zjawisko oscylacji moze zachodzié),

a tego nie przewidywal Model Standardowy — obowiazujacy w dziedzinie czastek
elementarnych model teoretyczny. Pojawialy sie wiec réwniez inne hipotezy
wyjasniajace problemy z obserwacjami. Niektorzy sadzili, na przyklad, iz
zrozumienie proceséw jadrowych zachodzacych w Stoncu jest niewystarczajace
(w zwiazku z czym nasze przewidywania strumienia neutrin sa niewiarygodne).
Kilkanadcie lat temu okazalo sie jednak, ze pomiary eksperymentéw
Super-Kamiokande i SNO ostatecznie dowodza istnienia cyklicznych zmian
zapachu zaréwno dla neutrin pochodzacych z ziemskiej atmosfery, jak

i stlonecznych. Naukowcom pozostalo wiec pogodzié sie z niedoskonaloscig
dotychczasowej teorii i wyruszy¢ na ekscytujace badania niezbadanych obszaréw
Nowej Fizyki.

Teoria zaklada, ze oscylacje zachodza, gdy stany o okreslonych zapachach

— tj. te obserwowalne, jak neutrina mionowe czy elektronowe — nie sa tozsame

ze stanami o okre$lonych masach. Relacja miedzy jednym a drugim zestawem
stanéw okreslana jest przez wspotczynniki, ktére wygodnie zebraé¢ w tablice

3 x 3 — nazywa sie ja macierza mieszania Pontecorvo-Maki-Nakagawy—Sakaty.
Parametry tej macierzy (uczenie nazywane katami mieszania i faza

naruszajaca symetriec CP) oraz réznice kwadratéw mas stanéw o okreslonych
masach to stale natury, ktérych poszukujemy podczas studiowania oscylacji.

W ciagu ostatnich 15 lat badan poznaliémy wartosci wiekszosci tych parametrow
— a wiec dowiedzieliSmy si¢ wiele o szczegdlach dotyczacych oscylacji.

Wiemy, ze w przypadku neutrin atmosferycznych neutrina mionowe (o energiach
rzedu GeV) oscyluja glownie w neutrina taonowe; w przypadku neutrin
stonecznych produkowane w Sloficu neutrina elektronowe (ich energia jest

rzedu MeV) podlegaja przemianie w mionowe i taonowe. Podobna transformacja
zachodzi dla antyneutrin elektronowych produkowanych w reaktorach
jadrowych. Jednak do niedawna jeden parametr, nazywany katem 613, wymykatl
sie obserwacjom, gdyz oscylacje neutrin, pozwalajace na jego zbadanie, sa bardzo
mato prawdopodobne. Parametr ten pelni wazna role — jesli jest wiekszy od zera
(czyli zwiazane z nim oscylacje zachodza), mozliwe jest badanie za pomoca
eksperymentow oscylacyjnych réznic w oscylacjach neutrin i ich antyczastek —
antyneutrin. Odkrycie takiego zjawiska (méwimy tu o przysztych eksperymentach,
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O eksperymencie Daya Bay pisaliSmy
w Delcie 5/2013.

bo zaden istniejacy nie jest w tej chwili w stanie dokona¢ odpowiedniego
pomiaru) mialoby duze znaczenie dla wielu teorii kosmologicznych, m.in.
pomogloby wyjasnié¢ asymetrie miedzy materia i antymateria we Wszech$wiecie.

Aby wreszcie przyszpili¢ ten oporny fragment fizycznej rzeczywistosci, fizycy
potrzebuja dwdch rzeczy. Pierwsza jest sztuczna wiazka neutrin mionowych

o energiach troche ponizej 1 GeV. Przy kilkusetkilometrowym dystansie miedzy
zrodtem a detektorem energia taka zapewnia maksymalng liczbe wynikajacych

z naszego trudno mierzalnego parametru 6,3 oscylacji neutrin mionowych

w neutrina elektronowe. Druga rzecz to czuty i dobrze sprawdzony detektor
pozwalajacy wykry¢ te ostatnie, na przyklad. .. tak, wlasnie wspomniany

na poczatku tego artykulu Super-Kamiokande, przezywajacy wlasnie swa druga
naukowa mtlodosé. Caly schemat doswiadczalny nazywa si¢ mato poetycko T2K
(skrét od Tokai To Kamioka, co jest po prostu opisem drogi przebywanej przez
neutrina) i bierze w nim udzial kilkaset fizyczek i fizykéw z wielu krajéw, w tym
z Polski (réwniez autor tego tekstu). Jest to jeden z nielicznych eksperymentéw,
w ktorych mamy kontrole nad mierzonymi neutrinami w miejscu ich produkcji —
a wiec mozemy wytwarzaé neutrina o pozadanych wlasciwosciach, jak réwniez
mierzy¢ te wladciwosci, zanim jeszcze proces oscylacji bedzie mial miejsce. Pomiar
przed oscylacjami (przy zrodle wiazki, za pomoca tzw. detektora bliskiego)

i po ich zaj$ciu (za pomoca Super-Kamiokande, czyli detektora dalekiego)
pozwala na precyzyjne pomiary nawet niewielkich efektéw oscylacyjnych.

Eksperyment T2K zaczal dziala¢ w roku 2010, a juz pottora roku pdzniej oglosit
(pomimo przerwy w zbieraniu danych spowodowanej wielkim trzesieniem ziemi
w 2011 roku), ze istnieja powazne przestanki, iz zachodza oscylacje neutrin
mionowych w elektronowe, a wiec ze parametr 613 jest niezerowy. Po dwdch
kolejnych latach mozemy juz méwi¢ o pewnoéci tej obserwacji: zaobserwowaliSmy
dotad az 28 neutrin elektronowych w Super-Kamiokande, a gdyby oscylacje

nie zachodzily, powinnismy ich widzie¢ mniej niz 5! Efekt jest wiec wyrazny

i jednoznaczny. Jest to wielki sukces eksperymentu i jego miedzynarodowej ekipy.

W $wiecie nauki istnieje ostra konkurencja — tak bylo i tym razem. Gdy

w Japonii obserwowali$my kolejne blyski Swiatta pochodzace od oddziatywan
neutrin elektronowych, 3000 km dalej, w potudniowych Chinach, inna ambitna
ekipa naukowa przeprowadzala eksperyment, ktéry rowniez mial na celu pomiar
parametru 0,3, ale w zupelnie inny sposéb — poprzez pomiar oscylacyjnego
zanikania antyneutrin elektronowych z reaktoréw jadrowych elektrowni

Daya Bay. Ten pomiar réwniez zakonczy! sie sukcesem (pomiar o duzej pewnosci
pojawil si¢ nawet wezesniej niz w przypadku T2K).

Co dalej? O oscylacjach wiemy juz sporo, ale nie wszystko! Teraz czas

na do$wiadczalne badanie réznic miedzy oscylacjami neutrin i antyneutrin —
planowane sa nowe, wicksze eksperymenty, mogace mierzy¢ si¢ z tak trudnym
wyzwaniem. A to tylko cze$¢ mozliwosci, ktére daje nam fizyka neutrin.
Niedawno eksperyment IceCube, umieszczony w antarktycznej czapie lodowej
na biegunie poludniowym, poinformowal o pierwszej w historii obserwacji
wysokoenergetycznych neutrin pochodzacych z kosmosu, rozpoczynajac w ten
sposob ere neutrinowych obserwacji astrofizycznych. Przyszlosé rysuje sie wiec
wielce interesujaco.

Rozwigzanie zadania M 1436.
Nasze zalozenie jest rGwnowazne nieréwnosci

(1) (a—be)> < (1-b*)(1— ).
Zauwazmy, ze wobec |a| < 1 i nieréwno$ci Schwarza mamy
(2) (@7 Ha T (be) 4 A albe)" T 4 (b)) <
A fbel 4o b 2@+ P+ o+ BTN+ e + .+ 2.
Mnozac stronami (1) i (2), dostajemy
(a™ — (b(:)“)2 < (1-— 112”)(1 — (:2"),

co jest rownowazne tezie.
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Mamy cztery szkatulki i trzy zamkniete
klucze. Rodzaje kluczy i ktédek oznaczone
sg literami greckimi. Poczatkowo mamy
jeden klucz rodzaju «. Jedna z kolejnosci
otwarcia wszystkich szkatulek to

2, 1, 4, 3. Jesli zaczniemy od otwarcia
szkatutki 1, to nie bedziemy w stanie
otworzy¢ juz zadnej innej.

Informatyczny kacik olimpijski (76): Skarb

Zadanie Skarb pojawito si¢ w kwalifikacjach do konkursu Google Code Jam 2013.

W skarbcu znajduje sie n szkatutek, kazda z nich zamknieta na ktédke, ktéra moze byé
otwarta kluczem okreslonego rodzaju. W szkatutkach, oprécz kosztownosci, moga,
znajdowad sie klucze, ktére mozna wykorzystaé do otwarcia innych szkatutek (w sumie
jest m kluczy). Klucz, ktérym otworzyliSmy szkatutke, nie moze byé uzyty ponownie.
Wchodzac do skarbca, mamy juz kilka kluczy. Znajac zawartos¢ szkatulek, nalezy
stwierdzi¢, czy istnieje taka kolejnos¢ ich otwierania, ktéra pozwoli na otwarcie ich
wszystkich (patrz rysunek).

Zadanie jest calkiem trudne, sprébujmy wiec rozwiazaé jego prostszy wariant, w ktérym
zaczynamy z jednym kluczem rodzaju x;, a w kazdej szkatulce jest co najwyzej jeden
klucz. Zauwazmy, ze nastepujacy warunek jest konieczny, by rozwiazanie istniato:

(A) kluczy ustalonego rodzaju musi byé co najmniej tyle, ile jest klédek tego rodzaju.

W szczegdlnosci oznacza to, ze co najwyzej jedna szkatutka moze byé pusta. Otwarcie
szkatutki zamknietej na kiédke rodzaju x i zawierajacej klucz rodzaju y skutkuje
wymienieniem klucza x na klucz y. Sytuacje mozemy wiec przedstawié za pomoca
skierowanego multigrafu G, ktérego wierzchotkami bedg rodzaje kluczy, a skierowana
krawedz © — y bedzie istnie¢ dla kazdej szkatulki zamknietej na ktédke rodzaju «,
ktéra zawiera w sobie klucz rodzaju y. Kazda $ciezka w G, startujaca z wierzchotka xy
opisuje mozliwg do zrealizowania procedure otwierania szkatulek (otwieramy szkatutki
odpowiadajace kolejnym krawedziom $ciezki). Innymi slowy, rozwiazanie istnieje, jesli
w multigrafie G istnieje Sciezka Eulera z wierzcholka ;. Czytelnicy na pewno znaja
warunki, jakie musi spelniaé¢ skierowany multigraf, aby taka sciezka istniala: (a) kazdy
wierzchotek musi mieé¢ stopienn wyjsciowy réwny wejsciowemu (oprdcz co najwyzej
dwoch, w ktérych te liczby moga sie réznié¢ o 1) oraz (b) graf musi by¢ (stabo) spéjny.

Nietrudno sie przekonaé, ze warunek (a) wynika z warunku (A) i tego, ze w kazdej
szkatulce jest co najwyzej jeden klucz. Jedli zalozymy, ze warunek (a) jest spelniony,
to warunek (b) jest réwnowazny temu, ze

(B) dla kazdego rodzaju klucza da sie zdoby¢ co najmniej jeden klucz tego rodzaju.

Nieprzypadkowo wyrdznilismy warunki (A) i (B). Okazuje sie bowiem, ze sa one
konieczne i wystarczajace do tego, by istnialo rozwigzanie zadania w pelnej ogdlnosci.
(Tym razem w G mamy krawedz = — y dla kazdego klucza rodzaju y zamknietego

w szkatulce na ktédke rodzaju x.) Konieczno$é jest oczywista. Ponadto jesli
poczatkowa konfiguracja szkatulek spetnia warunek (A), to otwieranie szkatulek tego
warunku nie popsuje (otwarcie szkatutki ,zuzywa” nam jeden klucz i ktédke tego
samego rodzaju). Pozostaje zatem udowodnié, ze dla kazdej konfiguracji spelniajacej
oba warunki istnieje szkatutka, ktorej otworzenie doprowadzi do konfiguracji
spelniajacej warunek (B).

Zat6zmy, ze mamy klucz dowolnego rodzaju z, ktéry otwiera pewng szkatutke. Jesli
mamy wszystkie klucze tego rodzaju, to z warunku (A) mozemy otworzy¢é wszystkie
szkatulki zamkniete na klédki rodzaju z, i warunek (B) bedzie nadal spelniony.

W przeciwnym przypadku istnieje szkatutka zawierajaca klucz rodzaju z, a z warunku
(B) wynika, ze istnieje ciag rodzajéw kluczy zo — 21 — ... — Tx—1 — Tk = x, ktéry
pozwala na zdobycie klucza z, zakladajac posiadanie przez nas klucza xo. Zalézmy, ze
jest to najkrotszy taki cigg, zatem z; Zx dlal <i<k— 1.

Jesli zo # x, to mozemy uzy¢ klucza rodzaju x do otwarcia dowolnej szkatutki. Aby
pokazaé, ze nie popsuje to warunku (B), rozwazmy klucz dowolnego rodzaju y

(byé moze y = x) i ciag rodzajéw kluczy yo — y1 — ... — yi—1 — ye = y, ktéry
pozwalal go zdoby¢. Jedyna watpliwo$¢ pojawia si¢, gdy x wystepuje w tym ciagu,
zatem ciagi te maja jaki$ element wspolny. Niech j bedzie najwigkszym takim indeksem,
ze y; rowna si¢ pewnemu x;. Wtedy, po uzyciu klucza x mozemy nadal dostaé sie do
klucza y, wykonujac operacje z ciagu 0 — 1 — ... = Ti = Yj = Yj+1 — ... — Yo = Y.

Z kolei jesli xg = z, to otwieramy szkatultke zawierajaca klucz rodzaju x1 i, powtarzajac
powyzsze rozumowanie, réwniez dowodzimy, ze warunek (B) jest nadal spelniony.
Ostatecznie udowodnili$my, ze dla kazdej konfiguracji spelniajacej warunki (A) i (B)
istnieje szkatutka, ktéra mozemy otworzy¢, aby uzyskaé nowa konfiguracje réwniez
spetniajaca oba warunki. Wykonujac te operacje n razy, otworzymy wszystkie szkatutki.
Jedli chodzi o implementacje, to sprawdzenie warunku (A) jest trywialne, za$ warunek
(B) sprowadza si¢ do przeszukania multigrafu G. Mozna to zrobi¢ w czasie O(n + m).

Tomasz IDZIASZEK
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O obrotach... wektorow 1 satelitow
Aleksander SCHWARZENBERG-CZERNY "

Czas i obroty uktadu wspdélrzednych. Pierwszy polski satelita naukowy
BRITE-Lem wystartowat 21 listopada 2013 roku o godzinie tgr = 8"10™11° czasu
polskiego (CSE = UTC + 1h) z bazy Jasny w Rosji a na orbicie znalaz! sie
956 s pdzniej, w chwili, ktéra oznaczymy ty. Operator rakiety ,,Dniepr”,
rosyjsko-ukrainsko-kazachska korporacja Kosmotras, podata przewidywane
wspolrzedne satelity w chwili ¢, w nierotujgcym wzgledem gwiazd uktadzie
kartezjanskim ze $rodkiem w centrum Ziemi. OS$ z tego uktadu wspotrzednych
jest skierowana ku biegunowi pélnocnemu, natomiast osie x i y sa skierowane

w ten sposéb, ze w chwili startu (tgr) Greenwich lezalo w plaszczyZnie zz.

W takim uktadzie wspélrzednych pracuja urzadzenia nawigacyjne rakiety,
wlaczane w chwili startu tg;. Wspolrzedne satelity w chwili wejscia na orbite ¢
w tym ukltadzie to r = (4429984, 5371299, 460860) m i predkosé

v = (1097,441, —295,718, —7556,327) m/s. Sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie,
czy i w jakim kierunku satelita mégl by¢ widziany o godzinie ty = 9"50™ CSE
tego dnia ze zlokalizowanego w Warszawie punktu o wspétrzednych
kartezjanskich ry = (3654522, 1407838, 5017412) w ukladzie rotujgcym z Ziemia,
w ktorym Greenwich zawsze lezy w plaszczyznie xz.

Od razu zastrzege, ze by uprosci¢ wywody, zaniedbamy wplyw splaszczenia Ziemi
i oporu resztek atmosfery na ruch satelity i skorzystamy z réwnan opisujacych
ruch satelity po elipsie keplerowskiej wokél obiektu o sferycznie symetrycznym
rozkladzie masy (kt6ry moze byé réwnowaznie zastapiony masa punktowa).
Gléwna konsekwencja zaniedbanych efektéw to powolna (okolo stopien na dzien)
precesja orbity, o niewielkim wplywie na szukang odpowiedz.

7 okreslenia ukladéw wynika, ze w momencie tg; w uktadzie rakiety Warszawa
miala polozenie ry, ale potem w czasie At =ty — tqr obrécila sie wraz z Ziemia
o kat Aa = (366,2422/365,2422) (27 /24) At. Liczac kat obrotu, zamienilismy
jednostki czasu na radiany i uwzglednilismy, ze dni liczymy wzgledem
obracajacego sie kierunku Ziemia-Stonice, czyli w ciagu roku Ziemia wykonuje
o jeden obrot wiecej niz liczba dni. Przy tym obrocie wspoélrzedna zy pozostaje
bez zmiany, a wspélrzedne xyw + 1yw przeksztalcajg sie w nastepujacy sposob:
(ZL‘W + in)|t:tG1 = (IEW + iyw)|t:t0 . etAa
Zmalezlidmy zatem przedstawienia wszystkich wektoréw w nierotujacym
uktadzie GI. Astronomowie zwykle uzywaja nierotujacego uktadu, w ktérym
punkt Barana T, czyli przeciecie ekliptyki z réwnikiem, wyznacza oS x, ale to
temat na inna okazje.

Elementy keplerowskie orbity. W artykule o prawach Keplera (Delta 5/2011)
pokazalidmy, jak z nich wyprowadzi¢ drugie prawo dynamiki Newtona.
Przy okazji zdobylisémy wiedzg, ktéra pozwoli nam opisa¢ orbite satelity.

Cho¢ na razie nie znamy polozenia orbity, to zaczniemy przeksztalcenia

w ukladzie ze érodkiem w centrum Ziemi, w ktérym os§ x wskazuje perigeum,

a 0§ y tez lezy w plaszczyZnie orbity. Obliczymy analitycznie rozmaite iloczyny
wektorow r, v, by na podstawie wynikéw zrozumieé ich zwiazek z elementami
orbity. Na koncu wrécimy do znanego nam ukladu GI i wykonamy te same
obliczenia liczbowo, i korzystajac z tego, ze te iloczyny maja to samo znaczenie
w kazdym ukladzie, znajdziemy wartosci elementéw orbity. Jak to
wyprowadziliémy poprzednio, chwilowe potozenie i predkosé na orbicie mozna
wyrazi¢ poprzez kat zwany anomalig mimosrodowq E':

(1) r = (z,y,0) = a(cos E —e,vV1 —e2sin E,0) (I prawo Keplera),

1
(2) i'Ev:(vm,vy,O):HB7(—SinE,\/1—egcosE,O).

al—ecosFE

Aktualng warto$¢ F w chwili ¢ znajdujemy jako rozwiazanie rownania Keplera:
(3) N({t—7)=M=FE —esinE (II prawo Keplera),

18



w

Rozwigzanie zadania F 866.

Energia potencjalna kulki dla
maksymalnego wychylenia w lewo wynosi
Ur = 2mgl sinz(ﬁ/Q), a w prawo

Up = 2mglsin®(a/2). Dla matych

katéw o i B mamy: Ur, = mglB3?/2

iUp = 'm,glo{.z/2. Po pierwszym uderzeniu
w powierzchnie kulka bedzie miala energie
kinetyczng U; = Kmgl(3% — a?)/2

i wychyli si¢ o kat 31, odpowiadajacy
sumie tej energii kinetycznej i energii
potencjalnej odpowiadajacej wychyleniu
o kat «, czyli f7 = Kf5 + (1 — K)a?.
Powtarzajac to rozumowanie dla
kolejnych uderzen, dostajemy ogdélne
wyrazenie na wartos¢ kata po n-tym
K"ﬁg + (1= K™)a2.
Zauwazmy, ze 3, — « dla n — oo, chyba
ze K = 1 (zderzenie sprezyste), kiedy to
Brn = Bo dla dowolnego n.

uderzeniu: 3, =

Rozwigzanie zadania M 1437.
Odp. Nie!

Rozwazmy macierz 5 X 9 zawierajaca
44 jedynki i zero. Szukana podmacierz
musialaby zawieraé¢ 22 jedynki, a wiec
mie¢ 23 lub 22 wyrazy. W takim razie
musiataby mie¢ wymiary
1x231ub 23 x1,1x221lub22x1,
2 x 11 lub 11 X 2, co nie jest mozliwe.

gdzie T jest czasem przejscia przez perigeum, a

N =,/ % (ITI prawo Keplera)
a

zwane ruchem $rednim w istocie jest usredniona predkoscia katowa satelity,
natomiast a i e oznaczaja odpowiednio pélos wielkq orbity (polowe odleglosci
miedzy perigeum i apogeum) oraz mimosrdd (splaszczenie) orbity. Dla skrécenia
zapisu wprowadzilisSmy p = GMg = 398600,4418 - 10%m3 /s? zamiast iloczynu
stalej grawitacji i masy Ziemi.

Chociaz obliczenia prowadzimy w ukladzie plaszczyzny orbity, to bedziemy
korzysta¢ wylacznie z iloczynéw wektoréw, aby wynik przedstawié w postaci
niezaleznej od wyboru uktadu wspétrzednych. Kwadraty dlugosci wektoréw
mamy z twierdzenia Pitagorasa lub z iloczynu skalarnego wektora przez siebie, co
na jedno wychodzi:

(4) 2=t =r-r=a*1l-ccosE)? = ecosE=1——,
a
wl+ecosE r
5 QE 2: . :—7:—(2—7),
(5) v M vy al—ecosE 1 a

gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z podstawienia (4) do (5). Z ostatniego wzoru

wynika, Ze energia catkowita & = Jv? — £ = — L jest stala, jak nalezalo
oczekiwaé, oraz:

1 2 2

a r u

Majac pétos a orbity, splaszczenie orbity znajdziemy z pomoca iloczynu

skalarnego (1) przez (2):

(©) J= _ —(cosE —e)sinE + (1 —e?)sin Ecos E
= 7=

1—ecosE
Korzystajac z (4) oraz (6), mamy
2
62:<1—ﬁ> +d? tgE =
a

r-v .
—esinF.

d
-
Tak znalezione e i F po podstawieniu do (3) daja M oraz czas 7. Cwiartke,
do ktérej nalezy kat E (i podobnie dla innych katéw), okreslamy na podstawie
znakéw funkeji sin i cos, natomiast wartos¢ samego kata wyznaczymy za pomoca
funkcji arc tg.

Gdy a, e i T s3 znane, to pozostaje wyznaczy¢ trzy elementy okreslajace
orientacje orbity w przestrzeni. Dwa z nich to katy ¢ oraz {2 wskazujace kierunek
wektora momentu pedu h w uktadzie wspdlrzednych, w ktorym os z pokrywa sie
z osig obrotu Ziemi. Moment pedu jest proporcjonalny do iloczynu wektorowego
r i v, ktéry w ukltadzie wspélrzednych o osiach z, y lezacych w plaszczyznie
orbity ma postaé:

(7) h=rxv=(00,h.),

M [(cosE— e) cos E + sin? E] = \/Cm-

1—ecosE
Zasada zachowania pedu zapewnia, ze h w nieobracajacym sie ukladzie jest
stale. Znajdziemy teraz wspolrzedne wektora h w ukladzie wspdlrzednych,
ktérego o$ z pokrywa sie z osig obrotu Ziemi. W tym ukladzie wspélrzednych,
sktadowa tego wektora w plaszczyznie xy to hyy = (hq, hy,0). Nachylenie ¢
wektora h do osi z oraz nachylenie {2 — 7/2 wektora h,, do osi x wynikaja

ze stosunku ich sktadowych:
\/ha +hg

tgi:hi,
w(o-5) = =

By
Sam kat {2 to kat w plaszczyznie xy miedzy osig = a prostopadlym do hg,
wektorem

gdzie

h, =

= tgf) =

n=(0,0,1) x h = (—hy, hy,0)
wskazujacym linie wezlow, tj. linie przeciecia orbity z plaszczyzna xy.
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Powréémy do ukladu plaszcezyzny orbity. Zanim
wyznaczymy polozenie perigeum, znajdzmy pomocniczy
wektor, mnozac wektorowo (2) oraz (7):

vxh=/u(l—e2)(1—ecos B) ' (/1 —e2cos E,sin E,0).

Nastepnie odejmujac (1) podzielone przez (4),
otrzymujemy

vxh r

— - =(e,0,0).

1 r

Tak zdefiniowany wektor mimosrodowy ma dlugosc e

i wskazuje kierunek perigeum. Wektory h i e catkowicie

okredlaja orientacje orbity. Prostopadly do e wektor
f=hxe=(0,h.e0)

tez lezy w plaszczyznie orbity. Zatem iloczyny skalarne

n-f in-e sg proporcjonalne do sinusa i kosinusa kata w,

jaki kierunek perihelium tworzy z linia weztéw, skad:

n-fe

e =

t = .
sw n-ef

Katy nachylenie i, argument perigeum w i dlugosé linii
wezlow 2 w pelni okreslaja polozenie orbity. Poniewaz
wszystkie elementy okresliliémy za pomoca iloczynéw
wektoréw, to wzory pozostajag stuszne po dowolnym
obrocie orbity, zmienia si¢ tylko skladowe wektoréow, ale
nie ich dtugosci i katy miedzy nimi. Zatem do powyzszych
iloczynéw wektorowych mozna teraz podstawi¢ znane
wektory w ukltadzie GI, by otrzymaé elementy orbity

i wektory pomocnicze w tym wlasnie ukladzie.

m Zadania

Widocznosé w Warszawie. Teraz mozemy opisaé
sposéb znalezienia odpowiedzi na pytanie postawione
na samym poczatku. Dla nowego momentu czasu tyy
nalezy obliczyé M, nastepnie rozwiazaé (3) na E

i znalezé r w plaszczyZnie orbity z (1). Wtedy

w uktadzie GI polozenie bedzie réwne rgy = ¢ + y%,
gdzie wektory e i f okreslaja kierunki duzej i malej osi
orbity. Dalej, oznaczajac polozenie Warszawy przez ryy,
mozemy wyrazi¢ wektor wodzacy z Warszawy do satelity
jako R = rqgr — rw, a kosinus kata miedzy zenitem

a satelita, pomijajac splaszczenie Ziemi, wynosi:

R-
cosf = w

R rw '
Dokonczenie rachunkéw i znalezienie ostatecznej
odpowiedzi na postawione na poczatku artykulu pytanie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Zainteresowani Czytelnicy moga takze wykonaé
obliczenia dla swojego polozenia i w dowolnej chwili,
korzystajac z danych TLE BRITE-PL Lem
publikowanych przez NORAD. Sa one podane

w nierotujacym uktadzie wzgledem punktu T

w plaszczyznie xz (rektascencja i deklinacja). Pozycje T
okresla si¢ na podstawie zliczenia dni julianskich (JD)
dla danej daty i obrotu Ziemi wzgledem 7T, tj. czasu
gwiazdowego w Greenwich. Przy tym na podstawie czasu,
jaki uplynat od epoki TLE, warto uwzgledni¢ precesje {2,
biorac pod uwage jej szybkosé¢ podana w TLE jako £2.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1435. ABCD jest czworokatem wypuklym, w ktérym AB = BC =4,

XABC =100°, XxCDA = 130° (rys. 1). Znalez¢ dtugosé¢ odcinka BD.

D Rozwigzanie na str. 8

M 1436. Niech liczby a, b, ¢ z przedziatu [—1, 1] spelniaja

A ¢ a2+b2+c2<1+2abc.
) @ 4 Pokazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1,
p _ . a®" 4+ 07" 4 " <1+ 2(abe)”.
Rys. 1 Rozwigzanie na str. 16
M 1437. Czy dla kazdej macierzy m x n o wyrazach ze zbioru {0, 1} zawierajacej
y 2 80886 parzysta liczbe jedynek istnieje podmacierz (otrzymana z wyj$ciowej macierzy przez

Rozwigzanie na str. 19

Rys. 2

wykreslenie pewnej liczby wierszy i pewnej liczby kolumn, niekoniecznie kolejnych),
zawierajaca doktadnie potowe wszystkich jedynek?

Przygotowat Michat NAWROCKI

F 865. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B umieszczono cienka metalowa,
& plytke, majaca ksztalt trojkata réwnobocznego o boku L. Grubo$éé plytki wynosi d, jej
gestosé jest réwna p, a jej powierzchnia jest prostopadia do kierunku pola
magnetycznego. Do wierzchotkéw A i C tréjkata (rys. 2) dolaczono zrédto napigcia

o sile elektromotorycznej £ i opornosci wewnetrznej Ro. Znalezé przyspieszenie plytki.

Zaniedba¢ mase, oporno$¢ i sprezystosé taczacych przewoddéw oraz oporno$é plytki.

Rozwigzanie na str. 3

Rozwigzanie na str. 19
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Rys. 3

F 866. Na powierzchni nachylonej do pionu pod matym katem o zawieszono

na nierozciagliwej, niewazkiej nici o dtugoéci ! kulke o masie m. Kulke wychylono

w lewo o maly kat By wiekszy od « (rys. 3) i puszczono. Wlasciwosci sprezyste kulki

i powierzchni sg takie, ze stosunek energii kinetycznej kulki bezposrednio po zderzeniu
do jej energii kinetycznej bezposrednio przed zderzeniem wynosi K (0 < K < 1). Jaki
bedzie maksymalny kat dla kolejnych wychylen kulki w lewo?



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nowo dostrzezona kwantowa zasada niezaszufladkowywania

Zasada szufladkowa Dirichleta jest w anglojezycznym

$wiecie spopularyzowana jako pigeonhole principle:
po wlozeniu trzech gotebi do dwdch przegrodek

w ktorej$ z przegrodek beda co najmniej dwa gotebie.

Niedawno ukazala sie praca [1], w ktérej autorzy
dowodza, ze w Swiecie kwantowym powinno by¢
inaczej, o ile zadowalamy sie informacja dotyczaca
jedynie korelacji miedzy kwantowymi ,gotebiami”.

Rozpatrzmy trzy rozréznialne czastki. Na poczatku

kazda przygotowujemy w superpozycji dwoch stanow

(czastka w lewej ,przegrodce”: |L), w prawej: |R)):

1
ﬁ(lm + [R)).
Uwaga. W stosowanym tu zapisie Diraca, |¢)
(tzw. ket) oznacza funkcje falowa ¢. Funkcja falowa
sprzezona ¢* jest zapisywana jako (¢| (tzw. bra),
wiec modul funkeji falowej (prawdopodobienistwo) to
(9|@) (czyli bra ket). Uzytecznosé zapisu wynika
m.in. z tatwosci zapisu operatora rzutujacego 1y,
na stan |¢)) (operatora mierzacego, ile jest stanu
w badanym stanie) jako |¢)(¢)|. Np. pomiar, ile jest
stanu |L) w stanie |+), daje nastepujacy, tatwy do
przerachowania (i oczekiwany) wynik: |L)(L| - [4+) =

= JIULIL) + (LIR)) = J5IL)(1+0) = 5L

+) =

Wracajac do gtownego watku, poczatkowy stan
trzech czastek mozna zapisa¢ jako
) = [+)1l+)2]+)s.

Na koncu dokonujemy sprawdzenia, czy kazda
z czastek jest w stanie |+i) = (|L) + i|R))
(ortogonalnym do analogicznie zdefiniowanego
stanu |—i)).
Raz na osiem razy otrzymamy wynik

D) = |[+i)1[+i)2|+i)s.
W takim przypadku mozemy zastanowié sie, czy
jaka$ para czastek byla w tej samej przegrodce.
Wobec symetrii uktadu wynik bedzie taki sam dla
kazdej z trzech par. Taka para moze by¢ albo
w lewej, albo w prawej przegrodce, wiec stosowny
operator rzutujacy (dla pary k,n € {1,2,3}, k # n)
ma postaé [I;22e™ = ITEL 4+ [T gdzie
;7 = |A)k] B)n k(Aln(B].

Analogicznie mozna zapisa¢ operator sprawdzajacy,
czy czastki te byty osobno: H,gi‘;bno =1I kLﬁ +11 ,f’,f .
Bezposrednim rachunkiem tatwo wykazaé, ze:

(W |IT2 ) = (|11 ) = § oraz
(W[IToPme|w) = (D|IISP 0| d) = 3, czego mozna
byto si¢ spodziewa¢, podczas gdy: (V|15 |®) = 0
oraz (W|IIg5eP | @) = 1.
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»TooManyPigeons” [2]

Czyli miedzy poczatkowym ustawieniem |¥)

a koficowym pomiarem |®) kazda para czastek byta
osobno, cho¢ czastek byto trzy w dwoch
przegrodkach!?!

Jezeli wynik koncowego pomiaru wyszedtby inny

np. |+i)1|—i)a|+i)s, to pary {1,2} oraz {2,3} bylyby
miedzy pomiarami razem, ale para {1,3} osobno, co,
wedtug klasycznej logiki, réwniez jest nie do pojecia
(tego typu sytuacja zdarza sie 6, a poprzednio
oméwiona 2 razy na 8 mozliwosci).

Jest to wczesniej niezauwazony aspekt kwantowego
splatania. Tym razem chodzi bardziej o splatanie
czasowe niz przestrzenne. Wynik zalezy nie tylko

od tego, co przedtem, ale réwniez od tego, co potem.
Nalezy jednak od razu ostudzi¢ zapat entuzjastéw SF.
To nie jest droga do podrozy w czasie. Wszystko
dzieje sie w ramach nieoznaczonoéci Heisenberga.

Zauwazmy jednak, ze ta zaskakujaca wtasno$¢ teorii
kwantowej pojawia sie tylko dlatego, ze nie pytamy
o to, w ktorej przegrodce znajduje sie ktora czastka.
Pytamy wylgcznie o korelacje miedzy czastkami,
ktore w zaden inny sposéb skorelowane ze sobg nie sg.

W omawianej pracy [1] podane sa nawet propozycje
doswiadczalnej obserwacji zjawiska poprzez
oddziatywanie czastek wtedy, gdy sa razem. Czekamy.

Piotr ZALEWSKI

[1] Y. Aharonov, F. Colombo, S. Popescu, I. Sabadini, D.C. Struppa oraz
J. Tollaksen, The quantum pigeonhole principle and the nature of
quantum correlations; arXiv:1407.3194v1 [quant-ph] 11 lipca 2014.

[2] “TooManyPigeons” by en:User:BenFrantzDale;
this image by en:User:McKay; Licensed under Creative Commons
Attribution-Share Alike 3.0 via Wikimedia Commons —
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:TooManyPigeons. jpg.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

VE1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2014

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0séb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwoéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 687, 688

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
677 (WT =1,51) i 678 (WT = 2,13)
z numeru 3/2014

Pawel Duch Bielawa 40,84
Wojciech Maciak Warszawa 39,65
Stanistaw Bednarek §Lo6dz 39,50
Tomasz Wietecha Tarnéw 38,00
Michal Miodek Zawiercie 35,31
Jerzy Cisto Wroctaw 34,05
Wojciech Tobis Praszka 32,96
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75

Rozwigzania zadan z numeru 6/2014

Przypominamy tres¢ zadan:

683. Dane sg dwa przystajace okregi, przecinajace sie w punktach

A1 B. Punkt X lezy na jednym z tych okregéw, punkt ¥ na drugim,
przy czym prosta XY nie przechodzi ani przez A, ani przez B, ani
przez srodek odcinka AB. Punkt Z jest wierzchotkiem réwnolegtoboku
X BY Z. Dowie$é¢, ze okregi opisane na tréjkatach AXZ, AY Z sa
przystajace do dwéch danych okregdw.

684. Wykazad, ze dla zadnej pary réznych liczb pierwszych p, ¢ uklad
réwnan
2 2 2 2
a” +b" =p, (@—x)" +(b-y)" =p—d

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych a, b, z, y.

12+y2:q-,

683. To zadanie o réwnolegtobokach. Oznaczmy $rodek
okregu (ABY) przez O, $rodek okregu (ABX) przez Q,
i niech P bedzie punktem symetrycznym do @ wzgledem
prostej AX.

Czworokaty QAPX i QAOB sa rombami. Zatem

[PX| = |AQ| = |OB| PX || AQ | OB,
skad wniosek, ze czworokat X BOP jest
réwnoleglobokiem. Réwniez czworokat X BY Z jest
(z zalozenia) réwnoleglobokiem. Stad — jak przed chwila

— wnosimy, ze réwnoleglobokiem jest takze czworokat
POY Z. Wobec tego |PZ| = |0Y].

oraz
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687. Dowies¢, ze wérdéd dowolnie wybranych 39 kolejnych liczb naturalnych
znajdzie sie liczba, ktérej suma cyfr dzieli sie przez 11.

688. Tréjkat rownoboczny ABC' o boku dlugosci 1 jest podstawa ostroshupa
prawidlowego ABC'S. Na krawedziach SA, SB, SC leza takie punkty X, Y, Z,
ze suma kwadratéw pdl trojkatow SXY, SY Z, SZX jest rowna kwadratowi pola
trojkata XY Z. Obliczy¢ objetosé ostrostupa ABCS.

Zadanie 688 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Ta réwnos$é, wraz z poprzednia uwaga o rombie QAPX,
pokazuje, ze odlegtoéé¢ punktu P od kazdego z tréjki
punktéow Z, A, X jest rowna promieniowi dwéch danych
okregéw. Inaczej méwiac, P jest srodkiem okregu
przystajacego do nich i przechodzacego przez punkty

7, A, X; to jest plerwsza czesé tezy. Druga czes$é tezy,
dotyczaca okregu opisanego na tréjkacie AY Z, wynika
z pierwszej przez symetrie (logiczna).

684. Przypusémy, ze liczby p, q oraz a, b, x, y spelniaja
podane warunki. Mozna przyjaé, ze p > q. Odejmujac
pierwsze réwnanie od drugiego i uwzgledniajac réwnanie
trzecie, dostajemy zwiagzek ax + by = x2 + 92, czyli
(1) z(a—z)+yb—y)=0.
Skoro suma 2 + 32 = ¢ jest liczbg pierwsza, zatem
liczby x, y sa wzglednie pierwsze i zadna z nich nie jest
zerem. Z réwnania (1) wynika teraz, ze x jest dzielnikiem
réznicy b — y, za$ y jest dzielnikiem réznicy a — z. Tak
wiec b — y = kx, a — x = ly dla pewnych liczb
calkowitych k, I. Po podstawieniu do réwnania (1) mamy
xy(k+1) =0. Ale zy # 0, wiec I = —k, i dalej:

b=kx+y, a=x+ly=x-—ky
oraz

p=a’+b*=(z—ky)?+ (kz+y)? =

= (k2 +1)(2? + %) = (K* + 1)q.
Dla liczby pierwszej p taka réwnosé zachodzi¢ nie moze.
Sprzecznosé dowodzi, ze liczby o podanych wlasnosciach
nie istnieja.
(Rezultat tego zadania ma ciekawa interpretacje:
nie istnieje tréjkat prostokatny o wierzchotkach
w punktach kratowych plaszczyzny, w ktérym kwadraty
dtugosci dwbch bokéw — przeciwprostokatnej i jednej
przyprostokatnej — bylyby liczbami pierwszymi).
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Rys. 3
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Rys. 5

Zadania z fizyki nr 584, 585
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

584. Po gladkiej, poziomej plaszczyznie slizga si¢ z predkoscia v jednorodny
klocek o dtugosci I. Klocek wsuwa sie¢ na szorstki odcinek powierzchni
o wspélczynniku tarcia p. Po jakim czasie klocek zatrzyma sie?

585. Z cienkiej soczewki o ogniskowej f = 50 cm usunieto czes¢ srodkowa

o szerokosci a = 0,6 mm. Obie poléwki soczewki stykaja sie. Srednica soczewki
wynosi D = 6 cm. W odleglosci f od soczewki, na jej osi optycznej, ustawiono
punktowe zrédto §wiatta monochromatycznego o dtugosci fali A = 6 - 107 m.

7 drugiej strony soczewki umieszczony jest ekran. Jakie musi byé polozenie
ekranu, aby mozna bylo obserwowaé¢ na nim prazki interferencyjne? Zakladajac, ze
warunek ten jest spelniony, znalezé odleglosé migedzy sasiednimi jasnymi prazkami.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2014

Przypominamy tresé¢ zadan:

580. Do powierzchni niewazkiej sfery przymocowany jest maly koralik, ktéry mozemy traktowaé jak
punkt materialny. Sfera lezy na poziomej podstawce, w chwili poczatkowej koralik znajduje sie

w najwyzszym polozeniu. Zakladamy, ze sfera nie §lizga si¢ po podstawce, dopdki wywiera na nig site
nacisku. Na jakiej wysokosci nad podstawka znajdzie sie koralik po wytraceniu z potozenia
réownowagi, gdy sfera zacznie Slizgac si¢ po podstawce?

581. Przez plaski kondensator, wypelniony dielektrykiem o stalej dielektrycznej € i oporze
wlasciwym p, plynie prad I(t) = Ip sin wt. Znalezé amplitude napiecia na kondensatorze.
Powierzchnia oktadek kondensatora wynosi S, odlegto$¢ miedzy okladkami jest réwna d.

580. Rozwazmy uklad w potozeniu przedstawionym na rysunku 3 zakladajac, ze sfera
toczy sie jeszcze bez poslizgu. Na koralik w punkcie P dziata sila ciezko$ci mg oraz sita
reakcji sfery, ktérej sktadowe wzdtuz promienia sfery i prostopadla do promienia
oznaczyliémy przez Fi i F>. Rysunek 4 przedstawia sily dzialajace na sfere. Poniewaz
sfera jest niewazka, wypadkowa dziatajacych na nig sit oraz wypadkowy moment sit
wzgledem dowolnego punktu wynosi zero. Zatem z drugiego warunku 7' = F». Gdy
koralik przestaje naciskaé¢ na sfere znika sita tarcia T' i z pierwszego warunku znikaja
wszystkie sity dzialajace na sfere. Dopdki sfera toczy sie bez poslizgu, ruch koralika
mozemy traktowaé jako czysty obrét wokot chwilowego §rodka w punkcie O stycznosci
sfery z podstawka. Wypadkowa sil dzialajacych na koralik jest sita dosrodkowsa

i w chwili, gdy rozpoczyna sie poslizg réwna jest sktadowej sity ciezkosci wzdtuz

odcinka OP: mv

r
Jedyna sila zewnetrzna dziatajaca na uklad, ktéra wykonuje prace, jest silta cigzkodci

= mgcos %, gdzie r = |OP| = 2R COS% (R jest promieniem sfery).

dzialajaca na koralik, z zasady zachowania energii mamy wigc: =mgR(1 — cos ).

2
2
W chwili, gdy sfera przestaje naciska¢ na podstawke cos? % =3 Koralik znajduje sie

. 4R . - . . . . .
wtedy na wysokosci h = —. Od tej chwili koralik porusza si¢ tylko pod dziataniem sity
ciezkosci, czyli po paraboli, do momentu uderzenia w podstawke. Sfera slizga sie
po podstawce obracajac sie jednocze$nie wokét wlasnej osi.

d
581. Uktad mozemy traktowac jako potaczenie réwnolegte opornika o oporze R = %,
przez ktéry ptynie prad o natezeniu I i kondensatora o pojemnosci ¢ = 60; ,

przez ktéry plynie prad o natezeniu I», przy czym I = I; 4+ I>. Napiecia na oporniku
i kondensatorze sa jednakowe: Ur = U, = Uy sin(wt — ¢), gdzie ¢ jest przesunieciem
fazowym miedzy napieciem i natezeniem pradu catkowitego I a Uy szukana amplituda
napiecia. Ladunek na kondensatorze wynosi Q = cUyp sin(wt — ¢), stad

I, = % = cwlUy cos(wt — ) = cwlp sin (wt -+ g) Natezenie pradu plynacego
przez opornik W

120 = cwly, ktére tworza ze sobg kat T obracaja sie wokdél wspdblnego punktu

. U
. Wprowadzmy wektory o dlugosciach I1o = fo oraz

zaczepienia z predkoscia katowa w tak, ze ich rzuty na wyrdzniona o§ wynosza

U2
I, oraz I. Wtedy wektor bedacy ich suma wektorowa ma diugosé Ip = R—g + w?Ug
Io

: .
ﬂﬁ—kc%ﬂ

(rys. 5). Szukane napiecie na kondensatorze wynosi Uy =
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Prosto z nieba: Las i BOSS

»Zawsze za mala” iloé¢ informacji dochodzaca do ziemskich detektoréw

z otchtani Kosmosu sktania astronoméw do stosowania réznych, czasami nawet
bardzo wyrafinowanych metod. Jedna z takich metod jest obserwowanie
odleglych obiektéw i uzywanie $wiatta przez nie emitowanego do analizy tego, co
znajduje sie pomiedzy nimi a Ziemia. Klasa obiektéw $wietnie nadajaca sie

do tego celu sa kwazary, energetyczne jadra aktywnych, potozonych bardzo
daleko galaktyk — duze przesuniecia ku czerwieni kwazaréw swiadcza o ich
kosmologicznych odlegtosciach. Kwazary odkryto w pasmie radiowym we
wezesnych latach sze$édziesigtych XX wieku; byly poczatkowo uwazane

za gwiazdy, jednak szybko okazalo sie, ze ich widma sg zupelnie inne niz znanych
obiektow galaktycznych. Fotony wyemitowane przez kwazar oddzialuja na swej
drodze z atomami materii miedzygalaktycznej (gléwnie neutralnym wodorem), co
pozostawia w ich widmie charakterystyczne linie absorpcyjne. Liczba i glebokosé
linii zalezy, oczywisScie, od gestosci i polozenia absorbujacego materiatu; profil
widmowy w tym przedziale czestosci nazywa sie lasem Ly« (ang. Lyman-alpha
forest, od nazwiska Theodore’a Lymana, ktéry jako pierwszy obserwowal
przejécia pomiedzy pierwszym i drugim poziomem energetycznym atomu
wodoru), poniewaz linie absorpcyjne sa upakowane w tym rejonie bardzo gesto.

Wyglad lasu Lya jest uzywany przez projekt BOSS (ang. Baryon Oscillation
Spectroscopic Survey, czesé przegladu SDSS, ang. Sloan Digital Sky Survey)

Sleni ralnego wodoru we Wszech$wiecie; srednie

azaréw w obserwowanej probce wyniosto z = 2,34.

a fluktuacje gestosci materii za pomoca akustycznych
iémy o nich ostatnio w Delcie 1/2014 w kontekscie
eniowania tla satelity WMAP), skorelowanych

(tj. dawno temu) we Wszechéwiecie. Efektem takich
dokladny pomiar parametru ekspansji

ubble’a, dla z = 2,34: H =222 £ 7 km/s/Mpc.

Michat BEJGER

Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik jest miesigcem dwoch zacémien, obu
niestety niewidocznych z terenu Polski. Pierwsze z nich,

za¢mienie Ksiezyca (pelnia, 8 X), bedzie widoczne w obu
Amerykach, wschodniej czesci Azji i w Australii. Po dwoch

tygodniach (néw, 23 X) obserwatorzy z péinocnej
i srodkowej Ameryki beda mogli zarejestrowaé czesciowe

za¢mienie Stonca. Oprécz tego, dos¢ pechowo w tym roku
pelnia Ksiezyca zdarza sie dokladnie w trakcie maksimum

roju Drakonidéw (8-9 X). Drakonidy to niewielki

r6j (okolo 10 zjawisk/h) pochodzacy z pozostalosci
komety 21P Giacobiniego—Zinnera, odkrytej w 1900 r.;
pozostaje mie¢ nadzieje, ze blask Ksiezyca nie przyémi
najjasniejszych meteoréw. Maksimum drugiego
pazdziernikowego roju, czyli Orionidéw, pochodzacych
z resztek pozostawionych przez stynng komete

Halleya, wypada na cate szczes$cie w okolicach nowiu
(21-22 X). Mozemy spodziewaé sie okolo 20 zjawisk/h,
najlepszym czasem do obserwacji jest druga cze$¢ nocy.

24

Przy uzyciu lornetki mozna takze sprobowaé znalezé

na niebie komete C/2013 A1l (Siding Spring), ktéra 19 X
znajdzie sie ekstremalnie blisko Marsa — z analizy jej
elementéw orbitalnych wynika, ze odlegtoéé do planety
moze wyniesé¢ okoto 100 tys. km (dla poréwnania,

jeden z naturalnych ksiezycéw Marsa, Deimos, znajduje
sie w odlegtosci 24 tys. km). Spotkanie z kometa moze
skonczy¢ sie dla Marsa deszczem meteoréw, ktére by¢
moze zostana zarejestrowane przez znajdujace si¢ tam
sondy. Mars (0,9™) bedzie widoczny przed zachodem
Stonica w konstelacjach Wezownika oraz — w drugiej
polowie miesiaca — Strzelca. Doéé jasny Jowisz (—1,8")
przekroczy natomiast granice pomiedzy Rakiem i Lwem
— pojawi si¢ ponad wschodnim horyzontem po péinocy.
Inna planeta zewnetrzna, Uran (5,7, gwiazdozbiér Ryb),
znajdzie sie w pazdzierniku w opozycji — jest to najlepszy
moment do teleskopowych obserwacji jej catkowicie
o$wietlonej przez Stonce, niebiesko-zielonej tarczy.
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Rys. 4. Jak widaé, istnieje czworoscian,
ktérego kazda Sciana jest prostokatna.

Rys. 5. Wielo$cian Schénhardta.
Zewnetrzne katy dwuécienne przy
kolorowych krawedziach s mniejsze
od 180° (M. Aigner, G.M. Ziegler,
Dowody z ksiegi, Wyd. Nauk. PWN,
2002).
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Zadanie 9 pochodzi z III Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw.

A jednak istnieje! Joanna JASZUNSKA

Niektére wielosciany sg do$é dziwne. Intuicja podpowiada, ze nie powinny istnieé,
a jednak istnieja. Czasem bledne przeczucia wynikaja z nazbyt pochopnych
uogblnien geometrii ptaskiej na przestrzenna, czasem za$ z faktu, ze Swiat
wieloScianéw jest bogatszy, niz sie na pierwszy rzut oka wydaje. Do budowania
dziwnych wieloécianéw czesto przydaja sie pomocnicze szeScienne ,szkielety”.

1. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ze dwie jego $ciany boczne nie majace
wspolnej krawedzi sa prostopadle do podstawy?

2. Wszystkie §ciany boczne pewnego ostrostupa o podstawie kwadratowej sa
tréjkatami réwnoramiennymi. Czy ostrostup ten musi byé¢ prawidtowy?

3. Czy istnieje czworoscian, ktorego kazda $ciana jest tréjkatem rozwartokatnym?
4. Czy wysokoéci czworos$cianu musza przecinaé si¢ w jednym punkcie?

5. Czy istnieje wieloScian wypuktly, w ktérym mozna tak wybraé¢ ponad polowe
jego $cian, aby zadne dwie z wybranych $cian nie miaty wspélnej krawedzi?

6. Czy kazdy wieloScian mozna striangulowaé, czyli podzieli¢ na czworosciany
o wierzchotkach w wierzchotkach wyj$ciowego wielo$cianu?

7. Czy istnieje taki czworoécian, w ktérym spodek zadnej wysokoéci nie nalezy
do odpowiadajacej jej podstawy?

Rys. 2

Rys. 3

Rozwigzania
R1. Sciany ABS i CDS ostrostupa z rysunku 1 sg prostopadle do podstawy. O

R2. Nie, ostrostup z rysunku 2 ma wszystkie kolorowe krawedzie réwnej
dtugosci, wiec spetnia warunki zadania, a nie jest prawidtowy. [J

R3. Rysunek 3 to widok z géry takiego czworos$cianu, wysokosé opuszczona
z kolorowego wierzchotka jest bardzo niewielka. [

R4. W czworoscianie z rysunku 4 wysokos¢ A’A (na $ciane ABC) nie ma
wspOlnych punktéw z wysokoscia CB (na $ciane ABA’), tym bardziej nie mozna
wiec oczekiwaé wspélnego punktu dla wszystkich czterech wysokosci. O

R5. Taki jedenastoscian mozna uzyskaé, obcinajac wszystkie wierzchotki
graniastostupa tréjkatnego tak, by otrzymac zamiast nich 6 tréjkatnych, parami
roztacznych $cian (pozostalych 5 $cian powstaje ze $cian wyjsciowego
graniastostupa). O

R6. Dowolny czworoécian, ktéry miatby zawieraé¢ dolna podstawe wielodcianu
z rysunku 5, musialby takze zawiera¢ ktorys z jego goérnych wierzchotkéw.
Jednak taki czworo$cian nie bylby w catosci zawarty w tym wieloscianie. O

R7. W czworoscianie z rysunku 6 spodek wysokoéci z wierzchotka D’ to
punkt D. Wysoko$¢ z wierzchotka A zawarta jest w prostej AB’, prostopadte]
do plaszczyzny BCD'A’, wigc spodek tej wysokosci to §rodek przedniej Sciany
szeScianu. Analogicznie spodkiem wysokosci z wierzchotka C' jest srodek
kwadratu BCC’B’. Przekatna B’'D szeScianu jest prostopadia do $ciany ACD’
czworo$cianu, zatem wysoko$é z wierzchotka B jest réwnoleglta do B’D, a co
za tym idzie jej spodek rowniez trafia poza odpowiednia podstawe. [J

Zadania domowe
8. Rozwiaz zadanie 1 dla ostrostupa o podstawie czworokata wklestego.

9. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny oraz taka plaszczyzna przecinajaca
wszystkie jego krawedzie boczne, ze pole uzyskanego przekroju jest wieksze
od pola podstawy ostrostupa?
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