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Jest to skrét artykutu opublikowanego
w Przeglgdzie Filozoficznym 22 (2013),
nr 2, 167-184.

Termin ,sztuczna inteligencja” jest
dwuznaczny, bo uzywa si¢ go zaréwno

do okredlania dziedziny badawczej, jak

i jej potencjalnego produktu. Aby tej
dwuznaczno$ci uniknaé, bedziemy uzywac
tego terminu tylko w pierwszym
znaczeniu, rezerwujac dla drugiego
pojecia okreslenie ,maszyna myslaca”.

Zwycigstwo Deep Blue nad szachista
Kasparowem w 1997 roku bylo mozliwe
miedzy innymi dlatego, ze uniknigto tam
prostego przeszukiwania przestrzeni
mozliwych ruchéw.

*York University, Toronto, Kanada

Gdzie jestes, HAL? Jarek GRYZ®

Umyst to komputer. Teza ta, ktéra nawet w tak niedoprecyzowanej formie jest
dla wielu z nas nie do przyjecia, legta u podstaw sztucznej inteligencji, jednej

z najbardziej fascynujacych i kontrowersyjnych dziedzin nauki zapoczatkowanych
w ubieglym stuleciu. Byta to dziedzina, ktora bodaj jako pierwsza wyodrebnita
sie z informatyki jako osobna poddziedzina, ale miata ambicje daleko poza
informatyke wykraczajace. Przyciagnela ona najtezsze umysty matematyki,
ekonomii, psychologii i filozofii, ale skonsumowala tez ogromne (prawdopodobnie
najwieksze w informatyce) fundusze badawcze. Jej zadufanie i bombastyczne
obietnice z pierwszych lat istnienia z czasem ustapily przesadnej wrecz
skromnosci i checi zdegradowania dziedziny przez nazywanie jej racjonalnoécia
obliczeniowa zamiast sztuczng inteligencja.

Poczatki. Pierwszy amerykanski komputer, ENITAC, zostal uruchomiony

w 1945 roku. Jego zastosowania byty czysto wojskowe i dotyczyly symulacji
wybuchu i potencjalnych zniszczen spowodowanych przez projektowana wowczas
bombe wodorowa. W powszechnym mniemaniu komputer to byto po prostu
szybkie liczydlo. Warto o tym pamietaé, bo trzeba bylo nie lada geniuszu, by
wyobrazi¢ sobie inne zastosowania dla owego ,liczydta”. Geniuszem tym
wykazal sie Herbert Simon, ktéry pracowal woéwczas nad komputerowa symulacja
obrony powietrznej. Tak oto narodzit sie paradygmat komputera jako maszyny
do przetwarzania informacji: komputer operuje na symbolach odnoszacych sie
do obiektow istniejacych realnie. Stad byt juz tylko krok do funkcjonalnego
zidentyfikowania komputera i ludzkiego umystu.

Niemal od pierwszej chwili, kiedy odkryto, ze komputer moze przetwarzaé¢ dowolne
symbole (a nie tylko liczby), usilowano stworzy¢ program, ktéry pokazalby
mozliwoéci maszyny w tej dziedzinie. Oczywistym zastosowaniem byly szachy:
gra, ktérej reguly tatwo jest opisa¢ w jezyku symbolicznym, a w ktérej — jak sie
poczatkowo wydawalo — szybko$¢ przetwarzania symboli (pozycji na szachownicy
iich ,wartodci”) miala kluczowe znaczenie dla pokazania przewagi maszyny nad
czlowiekiem. Wnet jednak okazalo sie, ze ,,bezmyslne” przeszukiwanie wszystkich
sekwencji ruchéw na szachownicy dla znalezienia takiej, ktéra prowadzitaby
nieodzownie do wygranej, jest nierealne. Claude Shannon oszacowal liczbe
mozliwych posunieé¢ na 10'2°, co znaczy, ze przy weryfikacji jednej sekwencji

w ciggu jednej milionowej sekundy pierwszy ruch na szachownicy wykonany bylby
po 10° latach. Herbert Simon i wspoélpracujacy z nim wéwczas Allen Newell

nie zamierzali oczywiscie tak dlugo czekaé. Zmienili wiec dziedzing i postanowili
napisaé program, ktéry dowodzilby twierdzen logiki. Cho¢ zlozonos¢ obliczeniowa
takiego programu jest duzo mniejsza niz gry w szachy, to i w tym przypadku
konieczne byto sformutowanie regut i metod efektywnego poszukiwania dowodu,
a nie proste weryfikowanie, czy dowolnie wygenerowany ciag znakéw spelnia
wymogi dowodu w sensie logicznym. Program, ktéry w ten sposéb powstat,
Logic Theorist, byl wiec w pewnym sensie ,kreatywny”, bo generowal dowody,
ktérych jego autorzy sie nie spodziewali. Innymi stowy, choé¢ program spelnial
wymagania postawione przez jego autoréw, jego zachowania nie mozna byto
(przynajmniej w atwy sposob) przewidzieé. Sukces programu byt spektakularny:
dowiddt on 38 z 52 twierdzen drugiego rozdzialu Principia Mathematica
Russella i Whiteheada. Co wiecej, dowdd twierdzenia 2.85 sformutowany

przez Logic Theorist okazal sie bardziej elegancki niz ten z Principidw.

Russell byl pod wielkim wrazeniem owego sukcesu, ale juz ,,The Journal

of Symbolic Logic” odméwil publikacji dowodu, ktérego autorem byta maszyna.

Te wczesne, niewatpliwe sukcesy sztucznej inteligencji sktonity wielu éwezesnych
naukowcow zaréwno do przeceniania wlasnych osiagnie¢, jak i do stawiania
hurraoptymistycznych prognoz na przysztosé.

Oczywiscie, badacze sztucznej inteligencji zdawali sobie sprawe, ze z faktu, iz
pewne elementy ludzkiego myélenia moga by¢ imitowane czy realizowane przez
komputer, nie wynika, ze dotyczy to wszystkich elementéw. Potrzebny byl wiec
argument pokazujacy, co dla myslenia jest istotne, a co jest tylko przypadkowe.
Przypadkowe byloby wiec, na przyktad, fizyczne umiejscowienie proceséw
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Rozwigzanie zadania M 1439.

Niech f(z) = az?® + bz + c. Mamy

5] f(0) = c. Naste¢pnie

| f(1) — f(—1) = 2b, wiec 5|b. Ponadto,

5
5| f(1) = a + b+ ¢, zatem réwniez 5 | a.

Projekt SHRDLU

Celem SHRDLU bytlo zbudowanie robota,
ktéry potrafitby porozumiewaé sie¢

z czlowiekiem, rozumowac

i przeprowadza¢ proste dzialania. I tak
SHRDLU dysponowal chwytakiem,

za pomocg ktérego moégt manipulowac
rozrzuconymi na stole klockami o réznych
kolorach i ksztattach. Komunikacja
miedzy takim ,robotem” a czlowiekiem
odbywala sie za pomocg klawiatury oraz
monitora, na ktérym pokazany byl stét

z klockami i odpowiedzi robota. Kiedy
wydawano robotowi polecenie utozenia
klockéw w jakiej$ konfiguracji, SHRDLU
wymy$lal plan dziatania i wirtualnie go
wykonywat. SHRDLU potrafil zrozumieé
jezyk potoczny i do pewnego stopnia
rozumial swoje motywy. Oto przyktad
interakcji miedzy SHRDLU a czlowiekiem:
— Podnies$ czerwony klocek.

— OK. [SHRDLU podnosi klocek]

— Znajdz klocek wyzszy niz ten, ktéry
trzymasz, i wtéz go do pudelka.

— Zakladam, zZe przez ,go” rozumiesz
klocek, ktéry trzymam. [SHRDLU wklada
wlasciwy klocek do pudetka]

— Co jest w pudetku?

— Niebieska piramida i niebieski klocek.
— Czy stél moze podnosié klocki?

— Nie.

— Czy mozna postawi¢ piramide

na piramidzie?

— Nie wiem.

— Postaw piramide na piramidzie.

— Nie moge. [SHRDLU prébuje, ale mu
si¢ nie udaje]

— Niebieska piramida jest moja.

— Rozumiem.

— Czy jest w pudetku co$, co jest moje?
— Tak, niebieska piramida.

Na pierwszy rzut oka dialog ten sprawia
wrazenie, jakby rzeczywiscie rozmawiato
si¢ z maszyna mys$laca, ktéra rozumie, co
si¢ do niej méwi. Czytelnik Elokwentny
wymy$li jednak zapewne bez trudu
sekwencje¢ pytan prowadzagca do udzielenia
przez maszyng odpowiedzi absurdalnie
bezsensownych.

mys$lowych w mézgu; zastapienie jednego czy wrecz wszystkich neuronéw przez
elementy mechaniczne (takie jak obwody elektryczne) o tej samej funkcji
nie powinno mie¢ wptywu na procesy myslowe.

Co zatem stanowi o istocie myslenia i co pozwala nam ignorowaé¢ konkretna
realizacje proceséw myslowych? Newell i Simon sformulowali to w postaci stynnej
hipotezy systemu symboli jako warunku koniecznego i wystarczajacego dla
inteligentnego dzialania. Manipulacja czy tez obliczanie przy uzyciu tych symboli
to wlasnie myélenie.

Warto zauwazy¢, ze w powyzszej wersji hipotezy (tzw. wersji silnej) ludzki umyst
musi by¢ takim systemem symboli (w przeciwnym razie nalezaloby mu bowiem
odméwié mozliwodei myslenia). W takiej wersji zbudowanie maszyny myslacej
przy uzyciu komputera jest, oczywiscie, teoretycznie wykonalne, z tej prostej
przyczyny, ze ludzki umyst to po prostu komputer. Wersja silna hipotezy ma
jeszcze jedng istotng konsekwencje, a mianowicie, ze badajac dziatania
komputera (czy, $cisle rzecz biorac, zainstalowanego w nim programu), mozemy
dowiedziec¢ sie czego$ nowego na temat dziatania mézgu. Na zalozeniu tym
ufundowana zostalta kognitywistyka. Zauwazmy na koniec, ze dla uzasadnienia
celéw sztucznej inteligencji wystarczy staba wersja hipotezy, mianowicie, ze
manipulacja symbolami jest wystarczajaca, ale niekonieczna dla myslenia.

Rozwdj. Lata szescdziesiate i siedemdziesiate XX wieku to zloty wiek sztucznej
inteligencji. Gwaltownie wzrosta ilo$¢ badaczy zajmujacych sie ta dziedzina,

a takze funduszy przeznaczonych na badania. Wiekszo$¢ rozwigzan
algorytmicznych i systemowych, ktore weszly do kanonu dziedziny, pochodzi
wlasnie z tamtych czaséw. Co wiecej, sukcesy sztucznej inteligencji przestaly juz
by¢ tylko wewnetrzng sprawg naukowcéw. Media zapowiadaly cywilizacyjna
rewolucje, ktéra lada dzien dokonaé sie miala za sprawa budowanych wlaénie
maszyn my$lacych. Ale za ta efektowna fasada pojawily sie tez pierwsze
pekniecia. Zdawano sobie juz wczesniej sprawe z ulomnosci i ograniczen
budowanych systeméw, ale dopiero teraz zaczeto wyraZnie rozpoznawaé
problemy. Jak sie p6zniej okazalo, wielu z nich nie dawalo si¢ rozwiazac

za pomocg usprawnien technologicznych, bo wynikaly one z dokonanych
wezesniej zalozen metodologicznych czy tez filozoficznych, na ktérych opierala
sie sztuczna inteligencja.

Na czym polegal problem? Oté6z wszystkie programy stworzone do tej pory

w sztucznej inteligencji stosowaly sie do tzw. mikroswiatéw, a wiec $cidle
zdefiniowanych i dokladnie opisanych wycinkow rzeczywistosci. Tak wiec Logic
Theorist dowodzil tylko twierdzen logiki, a SHRDLU (patrz obok) manipulowal
tylko klockami na stole. Wszelkie proby rozciagniecia zastosowan tych
programéw na szersze dziedziny, zdefiniowane nie tak Scisle jak logika czy gra
w warcaby, konczyly si¢ fiaskiem. Bariery byly dwojakiego rodzaju: pierwsza
dotyczyla zlozonosci obliczeniowej, druga — wiedzy potocznej. Warto od razu
podkresli¢, ze zadnej z tych barier nie udaje si¢ pokonaé¢ za pomoca
doskonalszych algorytméw, bardziej skomplikowanych programéw czy szybszych
komputeréw. Zmiany wymaga — jak sie wydaje — sam paradygmat sztucznej
inteligencji. Przyjrzyjmy sie zatem blizej kazdej z wymienionych barier.

Problemy. Zadania, jakie wykona¢ ma program komputerowy, sa
zaimplementowane w postaci algorytmoéow. Efektywnosé programu zalezy zaréwno
od fizycznych wlasnosdci komputera (wielkosci pamieci, szybkosci CPU itd.),
jak i ilosci operacji, jakie wykonaé¢ musi algorytm. Ten drugi czynnik zalezy

z kolei od ilodci danych na wejsciu (latwiej znalezé maksimum z 10 liczb niz

7z 1000 liczb) oraz od skomplikowania samego algorytmu (latwiej znalezé
maksimum z 10 liczb, niz je posortowac). Zlozono$é obliczeniowa to wlagnie
miara tego skomplikowania, a definiuje si¢ ja po prostu jako funkcje f(n), gdzie
n jest iloscia danych na wejsciu. Algorytmy o ztozonosci wykladniczej sa

w praktyce nieobliczalne; moga one by¢ wykorzystywane wytacznie

do rozwiazywania probleméw o malej skali (tzn. dla niewielkiego n).

Takie wlaénie problemy rozwiazywano w mikroswiatach: na przyktad

SHRDLU manipulowatl tylko kilkoma klockami. Wykorzystanie tych samych
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Rozwigzanie zadania F 868.

Przed umieszczeniem na kuli tadunku
przyciaga si¢ ona z czastka w wyniku
wyindukowania ladunku na jej
powierzchni. Niech sita ta wynosi Finp.
Jezeli tadujemy kule kolejno tadunkiem
q,2q, 3q, to pojawia sie dodatkowa silta
odpychania odpowiednio F,2F, 3F'.
Znajdujac wypadkows sile dzialajaca
pomiedzy kulg i czastka, w kazdym z tych
przypadkéw, dostajemy Fy; = Finp — F),
Fy = Finp — 2F i F3 = Finp — 3F. Stad
ostatecznie F3 = 2F5 — F. Zauwazmy, ze
sita ta moze by¢ sila przyciggania albo
odpychania.

@

Rozwigzanie zadania M 1440.
Odp. Jest 20~ =1) takich macierzy.

Zauwazmy, ze podmacierz zlozona

z pierwszych m — 1 wierszy (o parzystej
liczbie jedynek) wyznacza jednoznacznie
ostatni wiersz macierzy (macierz nalezy
uzupelnié, wstawiajac 1 do kolumn

z nieparzysta liczbg 1 w pierwszych

m — 1 wierszach i 0 w pozostalych
kolumnach). Zauwazmy, ze tak dodany
wiersz zawiera parzysta liczbe jedynek
w przeciwnym przypadku laczna liczba
jedynek w pierwszych m — 1 wierszach
bylaby nieparzysta.

Pojedynczy wiersz o parzystej liczbie
jedynek mozna wybraé na 2" ! sposobéw
— jest to liczba podzbioréw zbioru
n-elementowego o parzystej liczbie
elementéw. Zatem m — 1 wierszy mozna
wybraé na (27~ 1)m=1 = o(n—=1)(m—1)
sposobo6w, co jest réwne liczbie
interesujacych nas macierzy.

programéw, czy tez, Scislej méwiac, tych samych algorytméw, do rozwiazywania
realistycznych probleméw jest po prostu niemozliwe. Wydawaé by sie mogto, ze
tego dylematu mozna jednak uniknaé: skoro bariera sa algorytmy o zlozonosci
wykladniczej, dlaczego nie zastosowaé innych, szybszych algorytméw dla
rozwigzywania tych samych probleméw? Ot6z, jednym z najwiekszych osiagnieé
teorii informatyki ostatniego wieku byla obserwacja, ze szybszych algorytméw
dla wiekszosci probleméw sztucznej inteligencji najprawdopodobniej nie ma!l
Udalo sie do dzi$ zidentyfikowaé kilkaset problemoéw, ktore okresla sie mianem
NP-zupelnych, a ktére maja dwie wspdlne im wtasnosci. Po pierwsze, dla
zadnego z tych probleméw nie udato sie do tej pory znalezé rozwiazania

o mniejszej niz wyktadnicza ztozonosci. Po drugie, znalezienie szybkiego, a wiec
wielomianowego rozwiazania dla jednego z nich rozwiazuje w ten sam sposéb je
wszystkie. Dla sztucznej inteligencji byt to wynik szczegdlnie dotkliwy, bo
wiekszo$¢ problemoéw, ktére usitowano w sztucznej inteligencji rozwiazac, nalezy
wtasdnie do klasy NP-zupelnych lub jeszcze trudniejszych. Dla wielu krytykéw
byl to argument za tym, ze sztuczna inteligencja oparta na rozwiazaniach
algorytmicznych, czyli obliczeniowych, jest niemozliwa.

Drugi powazny problem, ktéry napotkano w sztucznej inteligencji, dotyczyt opisu
wiedzy potocznej. Jedli maszyna myslaca ma wchodzi¢ w interakcje z ludZzmi

i funkcjonowaé w ich srodowisku, musi — choéby czesciowo — podzielaé ich obraz
Swiata. Wiedza potoczna, ktéra ten obraz Swiata opisuje, musi byé¢ zatem w jakis
sposéb reprezentowana w jezyku maszyny.

Prawdopodobnie nikt nie zdawal sobie sprawy, jak trudny to moze by¢ problem,
az do czasu publikacji artykutu, w ktérym McCarthy i Hayes zdefiniowali

tzw. problem ramy. Autoréw interesowalo sformalizowanie my$lenia
zdroworozsadkowego na uzytek planowania dziatan przez robota. Skonstruowany
w tym celu tzw. rachunek sytuacji pozwalal opisywaé rezultaty dziatan

i przeprowadzaé stosowne wnioskowania. Rozwazmy nastepujacy problem. Jesli
w sytuacji S obiekt x jest na obiekcie y i = jest pusty (tzn. nic na nim nie ma),
to w rezultacie zdjecia obiektu = z obiektu y w sytuacji .S obiekt y réwniez
bedzie pusty. A co z kolorem obiektu y? Czy zmieni sie on w wyniku zdjecia

z niego obiektu x? Dla nas odpowiedzZ jest jasna: nie. Ale odpowiedz ta nie jest
wcale oczywista z punktu widzenia opisywanej teorii. Sytuacja, ktéra powstata
w wyniku zdjecia obiektu x z obiektu y, jest inna sytuacja niz sytuacja S.
Dop6ty, dopdki nie stwierdzimy explicite, ze kolor obiektéw nie zmienia sie

w wyniku ich przenoszenia, nie wiemy, czy obiekt zachowal swéj kolor. Problem
wydaje sie trywialny, ale bynajmniej nie ma trywialnego rozwiazania na gruncie
formalizmu logicznego. Dodanie tzw. aksjomatéw ramy, a wiec twierdzen typu
,obiekt nie zmienia swego koloru w wyniku jego przenoszenia” jest

nie do przyjecia z trzech powodéw. Po pierwsze, w warunkach realnego $wiata
takich aksjomatéw byloby nieprzewidywalnie wiele, a mianowicie tyle, ile jest
roznych par dziatanie-wlasnosé. Dodawanie nowych wlasnoéci i nowych dziatan
do opisu $wiata wymagaloby nieustannego dodawania takich aksjomatow.

Po drugie, prawdziwos¢ takich aksjomatow zalezy od kontekstu. Jesli jeden robot
przenosi klocki, a drugi je maluje, to powyzszy aksjomat jest falszywy. Wreszcie,
jesli aksjomaty ramy mialyby opisywaé sposob myslenia czlowieka w sytuacjach
takich, jak opisana powyzej, to na pewno opisuja ja falszywie.

Kolejny problem jest do$é¢ oczywisty i dotyczy trudnoéci, a wladciwie niemozliwosci
wyliczenia wszystkich skutkéw naszych dziatan. Problem ten nazywamy
problemem rozgalezionych efektéw. Okazuje sie jednak, ze nie tylko skutkéw,

ale réwniez warunkéw naszych dzialan nie jestesmy w stanie wyliczy¢. Klasyczny
przyklad to préba uruchomienia samochodu. Spodziewamy sie, ze wystarczy

do tego przekrecié¢ kluczyk w stacyjce. Okazuje sig, ze to nieprawda: akumulator
musi by¢ natadowany, w baku musi by¢ benzyna, rura wydechowa nie moze by¢
zatkana kartoflem, nikt w nocy nie ukradl nam silnika itp. Trudno oczekiwaé, ze
bylibySmy w stanie poda¢ wszystkie warunki niezbedne do podjecia jakiegokolwiek
dzialania. Ktére z nich powinnismy zatem wyspecyfikowaé¢ dla zdefiniowania
dzialan dostepnych dla robota? To tzw. problem uszczegdlowienia warunkéw.
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Wydaje sie, ze trudno bytoby dzis
znalez¢ badaczy, ktérzy zgadzaliby sie

z zalozeniem biologicznym. Natomiast
bez zaloZenia ontologicznego opis Swiata
za pomocy jezyka bytby chyba
niemozliwy.

w

Rozwigzanie zadania M 1438.
Niech Z bedzie srodkiem boku BC.

B 4 D C

Poniewaz tréjkaty AXY i1 ZY X sa
przystajace, to

IXZY = < XAY = < XDY. W takim
razie punkty X,Y, D, Z leza na jednym
okregu. Stad trapez XY ZD jest
réwnoramienny, w szczegdlnosci

XD =2Y = %AB = XB = XA. Punkty
A, B, D leza wiec na okregu o $rodku X
i promieniu %ABA Innymi stowy, punkt X
jest érodkiem okregu opisanego

na tréjkacie ABD i jednoczednie jest
$rodkiem boku AB tego tréjkata.

Ten tréjkat musi zatem mieé kat prosty
przy wierzchotku D.

Rozpad. Najsurowsza krytyka sztucznej inteligencji nadeszla ze strony
filozofii, gléwnie za sprawag Johna Searle’a i Huberta Lederera Dreyfusa.
Stynny argument ,chinskiego pokoju” Searle’a zdawal si¢ pokazywacé,

ze niemozliwe jest, aby program komputerowy cokolwiek ,rozumial” czy tez
mial ,$wiadomo$¢”. Tym samym program budowy maszyny myslgcej przy uzyciu
programéw komputerowych jest skazany na niepowodzenie. Tymczasem krytyka
Dreyfusa skierowana jest wprost przeciwko sztucznej inteligencji i podwaza

jej pozostale, by¢ moze nawet istotniejsze, zalozenia. Tezy, przeciwko ktérym
wystepuje Dreyfus, to, po pierwsze, zaloZenie biologiczne: mbzg to mechanizm
manipulujacy symbolami, podobnie jak komputer, po drugie, zaloZenie
psychologiczne: umyst to mechanizm manipulujacy symbolami, podobnie

jak komputer, po trzecie, zalozZenie epistemologiczne: inteligentne zachowanie
mozna sformalizowaé i tym samym skopiowaé przy uzyciu maszyny, i wreszcie
zaloZenie ontologiczne: Swiat sklada si¢ z niezaleznych, nieciagtych faktow.

Komercyjne systemy eksperckie budowane w latach osiemdziesiatych

XX wieku nie okazaly sie wielkimi sukcesami. Zdobycie, sformalizowanie,

a nastepnie wlasciwe wykorzystanie specjalistycznej wiedzy w jakiejs

dziedzinie bylo problemem nie tylko technicznym, ale dotykato znowu problemu
wiedzy potocznej. Po raz kolejny obietnice dokonywane w sztucznej inteligencji,
tym razem w wydaniu komercyjnym, nie sprawdzily sie. Dla wigkszosci badaczy
stato sie oczywiste, ze postep, jaki dokonal sie w ciagu 40 lat przy projekcie
zbudowania maszyny myslacej, a wiec takiej, ktora przesztaby test Turinga,

byt znikomy. Ogrom pracy, funduszy i ludzkich talentéw zaangazowanych

w te dziedzine byl niewspdimierny do osiagnietych efektéw. Co wiecej,

wielu badaczy mialo poczucie, ze droga, ktéra obrano, prowadzi donikad.

7 drugiej strony, nawet najzagorzalsi krytycy programu sztucznej inteligencji
musieli przyznaé, ze w niemal kazdej z jej poddziedzin dokonania byty
znaczace. Nic zatem dziwnego, ze to wlasnie w tych poddziedzinach koncentruje
sie dzi§ wysilek badaczy. Poczawszy od lat dziewieé¢dziesiatych, ze sztucznej
inteligencji wyodrebnila si¢ robotyka, przetwarzanie jezyka naturalnego,

teoria decyzji i wiele innych. Kazda z tych dziedzin organizuje swoje wtasne
konferencje i wydaje pisma naukowe, w niewielkim tylko stopniu wchodzac

w interakcje z innymi dziedzinami. Tak oto, dla wiekszos$ci badaczy, podniosty
cel zbudowania maszyny myslacej stal sie celem ulotnym czy wrecz nieistotnym.

Czy jest zatem co$, co spaja dziedzine nazywang wciaz jeszcze sztuczng
inteligencja? Jaki cel przyswieca tym wszystkim, ktérzy usituja zbudowad
systemy percepcji, podejmowania decyzji, wnioskowania czy uczenia sie? Wydaje
sie, ze wyrézni¢ mozna co najmniej trzy stanowiska w tej sprawie. Pierwsza —
stanowiaca, dzi$ mniejszos¢ — postawe reprezentuja ci, ktérzy nadal uwazaja, ze
celem sztucznej inteligencji jest zbudowanie maszyny imitujacej zachowanie

(a wiec i myslenie) czlowieka. Druga postawa apeluje o odrzucenie ludzkiego
zachowania i myslenia jako wzorca dla sztucznej inteligencji i uwazaja, ze
najwazniejsze jest budowanie maszyn, ktére przewyzszaja ludzkie zdolnosci
umystowe w jakis uzyteczny sposob. Dla uzasadnienia skutecznosci tej metody
badacze przywotuja przyktad aeronautyki, ktéra odniosta sukces dopiero
woéwcezas, gdy przestata w konstrukeji samolotéw imitowaé ptaki. Trzecia wreszcie
postawa, najbardziej, jak sie wydaje, powszechna, to catkowite porzucenie idei
budowy maszyny myslacej. Zamiast tego proponuje skoncentrowanie na budowie
urzadzen i systeméw, ktére maksymalizuja zadana miare wydajnosci.

Druga z opisanych wyzej postaw jest najblizsza programowi kognitywistyki.
Badamy procesy poznawcze — ludzkie, zwierzece czy maszynowe — nie po to, by
zbudowa¢é imitacje czlowieka, ale po to, by go zrozumieé¢. Wykorzystujemy w tym
celu dane z kazdej nauki, ktéra nam na ten temat co$§ moze powiedzieé¢: psychologii,
neurofizjologii, lingwistyki czy wlasnie sztucznej inteligencji w ostatnim
rozumieniu. Projektowanie robotéw nie musi by¢ juz celem samym w sobie, ale
srodkiem do zrozumienia zachowan i proceséw myslowych ludzi i zwierzat. Wielu
badaczy obarcza test Turinga odpowiedzialnoscia za wyznaczenie nieosiagalnego,
niepotrzebnego i niewiele znaczacego wzorca dla sztucznej inteligencji.

Wydaje si¢ wiec, ze HAL 9000 na dlugo pozostanie tylko filmowa fantazja.

4



w

Rozwigzanie zadania F 867.

W warunkach zadania masa wody dm
parujaca w bardzo krétkim czasie dt jest
proporcjonalna do pola powierzchni
wody S, czyli dm = o - Sdt, gdzie « jest
wspoélezynnikiem proporcjonalnosci.
Zmiana poziomu wody w akwarium dh
wigze sie ze zmiang jej masy zaleznosciag
dm = p - Sdh, gdzie p — gestosé wody.
Stad dh = (a/p) - dt. Tak wigc w stalych
warunkach parowania zmiana poziomu
wody jest proporcjonalna do czasu. Jezeli
wiec przez dwie doby poziom wody
obnizyl si¢ o 1 centymetr, to cata woda,
przy glebokosci akwarium réwnej 15 cm,
wyparuje po 30 dobach.

Informatyczny kacik olimpijski (77): Wybrakowany ciag

W tym miesiacu oméwimy zadanie Sequence, ktore pojawilo sie na tegorocznej
edycji Baltyckiej Olimpiady Informatycznej. Na tablicy napisano n kolejnych
liczb catkowitych p,p+1,...,p + n — 1. Nastepnie z kazdej liczby usunieto
wszystkie cyfry oprécz jednej. Znajac ciag n cyfr dg,dy,...,d,—1, ktére
pozostaly na tablicy, nalezy wyznaczy¢é minimalng warto$é¢ p, od ktorej mégt
zaczynag si¢ pierwotny ciag.

Przyktadowo, ciag cyfr 2,8,4, 3,1 mbgt powstac z pieciu kolejnych liczb
naturalnych w nastepujacy sposob: 427,428, 429,430, 431.

Zacznijmy od prostej obserwacji, ze dla kazdego ciggu cyfr szukana liczba p
istnieje. Wystarczy zauwazyé, ze dla p = 1234567890 - 1019810 1 wszystkie liczby
z ciagu p,p+1,...,p+n — 1 zaczynaja sie od prefiksu zawierajacego wszystkie
mozliwe cyfry.

Zadanie jest nietatwe i tylko jeden z uczestnikéw olimpiady zdobyl za nie
maksymalng liczbe punktéw. Kluczowe dla rozwiazania jest przyjrzenie sie cyfrze
jednosci liczby p; oznaczmy ja przez x. Wyznacza ona jednoznacznie cyfry
jednoéci pozostalych liczb pierwotnego ciggu — beda to kolejno

o=z, 1= (x+1)mod10, ..., x,-1=(r+n—1)mod]l0.
Jedli z; = d;, to pozostale cyfry i-tej liczby moga by¢ dowolne. W przeciwnym
przypadku cyfra d; musi sie pojawi¢ na dalszej pozycji w i-tej liczbie. Podzielmy
teraz poszukiwany cigg na bloki zaczynajace si¢ na takich pozycjach, ze i = 0 lub
x; = 0. Kazdy blok (oprécz pierwszego i ostatniego, ktére moga by¢ krétsze)
zawiera 10 liczb, ktére w pierwotnym ciggu beda sie r6zni¢ jedynie na cyfrze
jednosci. Zatem ich wspélny prefiks bedzie musial zawieraé wszystkie cyfry
ze zbioru {d; | i < j < i+ 10, x; # d;}, gdzie i jest poczatkowa pozycja bloku.
Mozemy wiec rozwazy¢ 10 razy krétszy ciag — jego elementy beda zbiorami cyfr,
ktore musza wystapi¢ w kolejnych blokach, i powtorzyé powyzsze rozumowanie.

Zatem zadanie rozwiazujemy rekurencyjnie: dla danego n-elementowego ciagu
Dy, ..., D,_1, zawierajacego zbiory cyfr, ktére maja wystapi¢ w kolejnych
liczbach, nalezy wyznaczy¢ minimalne p. Jedli n = 1, to odpowiedzig jest liczba
zawierajaca wszystkie cyfry ze zbioru Dy (w kolejnosci rosnacej). Dla n = 2
mamy dwa przypadki: albo = # 9 i wtedy liczby maja ten sam prefiks, wiec
rekurencyjnie znajdujemy rozwiazanie dla zbioru cyfr

(Do — {z}) U (D1 — {z + 1}), albo = 9 i rekurencyjnie rozpatrujemy ciag

Dy — {9}, D1 — {0}, wiedzac, ze nie oplaca nam si¢ wigcej rozpatrywaé drugiego
przypadku. Zatem rozwigzanie dla ciagéw dtugosci n < 2 znajdujemy

w czasie stalym.

W konicu dla n > 3 przegladamy wszystkich 10 kandydatéw a na cyfre jednosci p.
Dla kazdego z nich budujemy ciag o dtugosci n’ < L%J + 2 < n, zawierajacy
sumy zbioréw dla kolejnych blokéw, i rekurencyjnie wyznaczamy dla niego
warto$é p’(x). Szukane p to minimum ze zbioru {10 - p'(z) + z | 0 < z < 9}.

Ztozono$é czasowa algorytmu wyraza sie¢ wzorem rekurencyjnym
T(1)=T(2)=0(1), T(n)=10-(T(|%]+2)+0(n)),
ktérego rozwiazaniem jest T'(n) = O(nlogn).

Niestety, powyzszy algorytm ma dos¢ istotny feler — dziata przy zatozeniu, ze
liczby w pierwotnym ciagu moga mieé¢ zera wiodace (np. dla n =1 i zbioru
Dy ={0,1,3,7} konstruujemy p = 0137 zamiast poprawnego p = 1037).
I, jak to zwykle bywa w zadaniach tego typu, naprawienie tej usterki wymaga
do$¢ zmudnego przyjrzenia sie poszczegélnym przypadkom, w ktérym takie zero
moze sie pojawi¢. W szczegoélnosci, gdy cyfra jednosci jednej z liczb nalezacej
do bloku jest ,istotnym” zerem (czyli ; = 0 oraz 0 € D), wygodnie jest
dorzuci¢ do zbioru D odpowiadajacego temu blokowi dodatkowy element
sygnalizujacy, ze w p musi wystapi¢ jakas niezerowa cyfra. Szczegdly techniczne
pozostawimy do dopracowania Czytelnikom.

Tomasz IDZIASZEK
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Wartosé nieoczekiwana
Piotr CHRZASTOWSKI-WA CHTEL"

W artykule ,,Gra, w ktéra mozna naprawde duzo wygra¢” z Delty 9/2014
zajeliSmy sie tzw. paradoksem petersburskim, w ktérym warto$¢ oczekiwana
zmiennej losowej jest nieskonczona. Paradoks ten mozna wyjasnié¢, odwolujac sie
do intuicji z teorii gier. Przy grze dwuosobowej, w ktorej gramy na pieniadze,
mozna czesto okredli¢ oczekiwanag wartos¢ rozgrywki. Jest to suma mozliwych
wynikéw wazona prawdopodobienstwami ich uzyskania. Zal6ézmy, ze obliczenia
wykonamy z punktu widzenia jednego z zawodnikéw. Jesli po odjeciu stawki,
ktoéra zaptacit, otrzymamy warto$¢ dodatnia, to gracz ten bedzie mniej wiecej
tyle $rednio wygrywal, jesli ujemna, to tyle bedzie srednio przegrywal. Jesli
dodatkowo tak obliczona warto$¢ oczekiwana okaze sie skonczona, to
wyznaczajac warto$¢ oczekiwang wyplaty otrzymamy stawke graniczna: powyzej
tej stawki nie optaca si¢ placi¢ za udzial w grze, ponizej warto w taka gre
wchodzié. Gdyby za$ wartosé oczekiwana takiej gry okazala sie nieskonczona, to
wtlasnie mielibySmy do czynienia z paradoksem petersburskim.

W oryginalnym zadaniu, rozwazanym jeszcze w XVIII w. przez
Daniela Bernoulliego, z prawdopodobienstwem 2% wygrywalismy 2™ zl. Latwo

sprawdzi¢, ze warto$¢ oczekiwana takiego rozkladu zmiennej losowej wynosi

(oo} 1 oo
Z—ka = Zl = 0.
k:12 k=1

Na pierwszy rzut oka wyglada to niewiarygodnie: w kazdej grze wygrywamy
przeciez skonczong, ilosé pieniedzy. Jak wiec mozna wygra¢ Srednio nieskonczenie
wiele? Ot6z nie mozna! Wyobrazanie sobie wartosci oczekiwanej jako éredniego
wyniku byto bledem. Jedyne, co nam pozostaje, to odwotaé sie do obliczone;j
wartosci granicznej i przyjaé, ze gdy jest ona nieskonczona, to optaca sie w takiej
grze postawié¢ kazda sume, aby tylko uzyska¢ mozliwos¢ zagrania. Gdy przyjrzano
sie temu fenomenowi blizej, okazalo sie, ze ludzie w to nie wierza i nie sg sklonni
do az takiego hazardu. W badaniu ankietowym, opisanym na poczatku
lat 80. XX wieku, deklarowana srednia wartos$¢, ktéra ankietowani byli sktonni
postawi¢ w grze Bernoulliego wynosita 25 zt. To zastanawiajace: czyzby$my
az tak nie wierzyli w matematyke? Czyzby nasze intuicje byly zbyt dalekie
od rzeczywistoéci? Moze po prostu klania sie zwykla, a jakze powszechna
ignorancja matematyczna? Niewykluczone tez, ze w konicu istnieje jeszcze
jaki$ inny powod.
Przyjrzyjmy sie blizej mozliwym przyczynom takiej nieufnosci. Pamietajmy, ze
warunkiem uzyskania nieskonczonej wartosci oczekiwanej jest pelna
wyplacalnosé naszego przeciwnika. Jesli jego zasoby pieniezne sa ograniczone, to
deklaruje on, ze gra nie moze trwaé¢ diuzej niz jakas z géry ustalona liczba
rzutow. Oznacza to, ze jesli na przyklad ustalimy, ze rzutéw nie moze by¢ wiecej
niz 10, to partner wyplaci nam co najwyzej 1024 z. W tym przypadku najdalej
po 9 rzutach juz bedziemy znali wynik gry. Jesli wypadnie kolejno 9 reszek, to
juz mozemy nie wykonywa¢é ostatniego rzutu moneta, gdyz wtedy i tak
dostaniemy t¢ maksymalna stawke wynikajaca z przyjetego ograniczenia. Caty
paradoks jednak wtedy znika. Niezaleznie od wysokosci deklarowanego limitu
rzutow, warto$é¢ oczekiwana wyplaty staje sie skoniczona. Bez trudu wiec mozemy
wyznaczy¢ graniczna warto$é, do wysokosci ktérej optaca sie wejsé do gry.
Zalézmy wiec ogélnie, ze gramy w gre Bernoulliego za pomoca monety: rzucamy
tak dlugo, az wypadnie orzel. Liczymy liczbe k reszek, ktore wezeéniej wypadly,
a nasz przeciwnik wyptaca nam tyle zlotych, ile wynosi dwa podniesione
do liczby wykonanych rzutéw, czyli 25+!. Gdy maksymalna liczba reszek zostanie
ustalona na r, wéwczas warto$é¢ oczekiwana naszej wygranej wynosi
T

22%2’“+2—1TQ’“:7~+1.

k=1
Pierwsze r skltadnikéw tej sumy odpowiada wypadnieciom kolejno zera reszek,
jednej reszki, dwéch reszek, ..., r — 1 reszek. Ostatni sktadnik zbiera reszte
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przypadkéw. Zatézmy tez, dla uproszczenia rachunkow, ze nasz przeciwnik
dysponuje kwotg 2"t i tyle wlagnie oferuje nam jako maksymalna wyplate.
Wtedy, zgodnie z przeprowadzonymi rachunkami, graniczna wartoscia, ktéra
ustala stan rownowagi gry jest r + 1. Kazda kwote mniejsza oplaca sie postawié,
wiekszej sie nie oplaca, a postawienie dokladnie tej kwoty jest neutralne: $rednio
nic nie zyskamy ani nie stracimy.

No c6z — widaé, ze grajac z partnerem dysponujacym kwota bedaca potega
dwdjki, warto wnie$¢ do gry co najwyzej tyle pieniedzy, ile wynosi wyktadnik

tej potegi, czyli logarytm dwdjkowy z deklarowanej przez niego wartosci.

Widaé tez, ze dla wartosci niebedacych potegami dwdjki to tez bedzie zaleznosé
logarytmiczna — w konicu malta réznica w obliczeniach dotyczy tylko ostatniego
wyrazu. Wynik ten oznacza jednak, ze wcale tak duzo nie powinnismy by¢ sktonni
wydawacé. Funkcja logarytmiczna, choé¢ dazy do nieskoiczonodci, to rosnie przeciez
bardzo wolno. Widzimy na przyklad, ze przeciwko partnerowi oferujacemu

co najwyzej 1024 zt nie powinni$my stawia¢ wiecej niz 10 zt. To jest jeszcze dosé
intuicyjne. Ale nawet jeli stanie naprzeciw nas Bill Gates ze swoim majatkiem
szacowanym na okoto 70 miliardéw dolaréow i powie, ze gra z nami, gwarantujac
nasza wygrana wszystkim, co posiada (no moze niech to bedzie 68719476736, czyli
236 dolaréw dla tatwego rachunku — niech juz Bill tak bardzo nie ryzykuje i coé
sobie jednak zostawi w razie koniecznodci wyplaty wszystkiego, co zadeklarowal),
to nam oplacaloby sie postawi¢ w takiej grze zaledwie 36 dolaréw! Idzmy dalej.
Gdyby postawi¢ wszystkie pieniadze znajdujace sie w obiegu na Swiecie, a ich ilos¢
szacuje si¢ na mniej wiecej 3 biliardy dolaréw (3 - 101°), wéwczas nadal kwota
rownowagi nie bylaby imponujaca — plasowataby sie w okolicy 50 dolaréw. Swoja
droga Smiesznie byloby wygraé cata pule w takiej grze i staé sie wtascicielem
wszystkich pieniedzy w obiegu Swiatowym! Céz — prawdopodobienstwo, ze caly
Swiat bylby zainteresowany zagraniem w taka gre jest chyba jeszcze mniejsze

niz szansa wygranej, nawet jak dorzucimy jeszcze z 5 dolaréw na zachete.

Wida¢ wiec, ze ludzie ankietowani we wspomnianym badaniu wcale nie byli tacy
ghupi. Nawet byliby sktonni nieco przeptacié: kwota 25 dolaréw odpowiada limitowi
ponad 33 milionéw. Szansa tak duzej wygranej to jeden do ponad 16 milionéw.
Mniej niz trafienie szostki w totolotka, wiec naprawde trzeba by diugo graé, zeby
trafi¢ taks sume. Po prostu badani mieli zdrowe wyczucie nieskonczonoéci, ktora,
choé duza, to w realnym $wiecie przeciez nie istnieje. Ciekawe, ze matematyka,
ktéra Hermann Weyl nazwal (a wielu matematykéw podziela ten poglad) nauka
o nieskonczonoéci, jest badaniem rzeczy tak bardzo niewystepujacych w przyrodzie,
a nasze intuicje sa czesto dalekie od tego, co mysla o tym matematycy.

Czy potrafisz?

Srodek cigzkosci wierzchotkéw czworokata to srodek réwnolegloboku, ktéry tworzg
srodki jego bokéw. Rzeczywiscie, jesli wierzcholki czworokata ABCD obciazymy
jednakowo ciezarami m, to srodkiem ciezkosci punktéw A i B bedzie srodek P

odcinka AB obciazony przez 2m. Podobnie, srodkiem ciezkosci C' i D bedzie srodek R
odcinka C'D obciazony przez 2m. Zatem srodkiem ciezkosci wszystkich wierzchotkow
bedzie §rodek PR. Powtarzajac to rozumowanie dla odcinkéw AD i BC, stwierdzamy,
ze $rodkiem ciezkosci wszystkich wierzchotkéw jest srodek @QS. Odcinki te maja wiec
wspélny srodek, wobec tego czworokat PQRS jest réwnolegtobokiem, a jego $rodek jest
srodkiem ciezkosci wierzchotkéw czworokata ABCD.

Na rysunku jest jeszcze jeden réwnolegtobok K LM N. Powstal on z prostych
przechodzacych przez punkty dzielace boki czworokata ABCD na trzy réwne czesci.
Czy potrafisz udowodnié, ze jego boki sg réwnolegte do bokéw réwnolegtoboku PQRS?
— to nie powinno by¢ trudne. Czy potrafisz wykazaé, ze srodki réwnolegtobokéw PQRS
i KLM N pokrywaja sie tylko wtedy, gdy ABCD tez jest réwnoleglobokiem? — to juz
trudniejsze. A czy potrafisz udowodnié, ze srodek K LM N jest $rodkiem cigzkosci
jednorodnej ,deseczki” ABCD? — to jest juz naprawde trudne!

M.K.



Zadania z indywidualnosciag
Wiktor BARTOL

Matematyka, zwlaszcza tzw. szkolna, wypracowata przez lata procedury
rozwigzywania okre$lonego typu zadan. Gdy rozpoznajemy problem jako
rownanie kwadratowe, w glowie pojawia sie hasto ,bekwadratminusczteryace”

i juz wszystko wiadomo, niezaleznie od tego, jak w rzeczywistosci nazwaliSmy
wspotczynniki funkeji kwadratowej. Kiedy widzimy warto$é¢ bezwzgledng
wyrazenia, w pierwszym odruchu rozbijamy zadanie na przypadki: gdy wyrazenie
jest dodatnie i gdy jest ujemne. Pierwiastek kwadratowy w réwnaniu sklania

do podniesienia obu stron do kwadratu, by jak najszybciej sie owego pierwiastka
pozbyé. A przeciez wiele zadan ma specyficzna konstrukcje, wlasna
indywidualno$éé, ktora czesto pozwala stosowaé prostsze lub bardziej eleganckie
metody rozwigzania. Czyz do rozwigzania réwnania x? — 4 = 0 trzeba sie
odwolywaé do wyrdznika funkcji kwadratowej?

Nie zawsze warto poddawac si¢ pierwszym odruchom. Rozwiazanie omijajace
ogblng procedure, wykorzystujace szczegoélne cechy konkretnej sytuacji
matematycznej, daje satysfakcje nie tylko autorowi, ale takze czytelnikom tego
rozwigzania, otwiera umysly i zacheca do poszukiwania wlasnych drég. Nawet
jesli nietypowe rozwiazanie nie jest krétsze od rozwiazania wynikajacego

z procedur, warto je pokazywacé. Ponizej pare przykladéw rozwiazan
standardowych (przez co bedziemy rozumieli rozwiazania ,,pierwszego odruchu”)
i niestandardowych (wynikajacych z niepoddania si¢ odruchom). Klasyfikacja
rozwigzan do jednej lub drugiej kategorii jest, rzecz jasna, subiektywna — rézni
ludzie miewaja rézne odruchy — ale ulatwia ujawnienie tego, co okresliliémy jako
indywidualno$é¢ zadania. Niemal wszystkie przyktady, zaréwno standardowe, jak
i niestandardowe, pochodzg z rzeczywistych prac uczniow licealnych.

Zadanie 1. Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej f danej wzorem
f(x) = 2% — 22 + 10.

Rozwigzanie standardowe: Proste, mamy przeciez wzér na najmniejsza wartos$é
funkeji kwadratowej (gdy takowa warto$¢ istnieje): to ,minus delta przez
cztery a”, wiec obliczamy ,delte”, dopisujemy minus, dzielimy przez 4

i otrzymujemy najmniejsza wartosé¢ rowna 9.

Rozwigzanie niestandardowe: x* — 2x 4+ 10 = (z — 1)? + 9, zatem najmniejsza
warto$é funkcja f osiaga wtedy, gdy (x — 1)? = 0 i jest ona réwna 9.

Komentarz: Indywidualnosé tego zadania, jak widaé, polega na tym, ze — wbrew
pozorom — nie wymaga ono teorii funkcji kwadratowej; wystarcza wzory
skroconego mnozenia (mozna nawet nie wiedzie¢ o postaci kanonicznej

takiej funkcji).

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie 2% — 2z + |z — 1| — 1 = 0.

Rozwigzanie standardowe: Nie ma sie nad czym zastanawia¢: rozpatrujemy dwa
przypadki: < 1 oraz x > 1. W pierwszym otrzymujemy réwnanie 22 — 3z = 0,
ktére ma tylko jedno rozwiazanie wsrod liczb mniejszych od 1, mianowicie 0,

w drugim — réwnanie 22 — z — 2 = 0, ktére rozwigzujemy jak kazde porzadne
réwnanie kwadratowe, wybieramy rozwiazanie nie mniejsze od 1, czyli 2.

Rozwigzanie niestandardowe: Moze jednak chwile si¢ zastanéwmy. Rozszerzmy
nieco rownanie:

-2tz —1-1=@ 20+ ) +|z—-1-2=|z—1*+]z—1] -2
Niech t = |z — 1|. Rozwigzujemy réwnanie 2 +t — 2 = 0 i otrzymujemy t = —2
lub ¢ = 1. Pierwsze rozwiazanie odpada (¢ > 0), zatem ¢t = |z — 1| = 1, a stad
r=01Iubz=2.

Komentarz: Mila okolicznoéé — wspédlczynniki pozwalajg zastosowaé wzor
skréconego mnozenia tak, ze wszystko ladnie si¢ zwija.
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Zadanie 3. Dane sq takie liczby rzeczywiste z,y, ze ;7 = \/75 Oblicz .

Rozwigzanie standardowe: Idac za odruchem przeksztalcania, sprowadzamy
réwnanie do postaci 2z = v/2(z + ¥), skad otrzymujemy y = (v/2 — 1)z
i podstawiamy: - = (2le (V2 - 1)\/7§ =1- ‘/75

Tty
Rozwigzanie niestandardowe: Oczywiscie x%_y + xL-i-y =1, zatem
Yy 1z 1 V2
z+y z+y 2 "

Komentarz: Wniosek — nie nalezy przystepowaé do obliczen z zamknietymi
oczami. Warto dobrze przyjrzeé sie zadaniu, by dostrzec jego niezbyt gleboko
ukryta strukture.

Zadanie 4. Niech f bedzie wielomianem o wspolczynnikach catkowitych
o stopniu co najmniej 1. Wykaz, ze jesli ¢ i d sa réznymi liczbami catkowitymi,
to ¢ — d dzieli f(c) — f(d).

Rozwigzanie standardowe: Musimy przeciez wiedzie¢, jak wielomian wyglada,
wiec niech f(z) = a,2™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag. Wowczas

fle) = f(d) = ap(c® —d") + an_1(c" ' —d" 1) +... 4 ai(c — d). Ze wzoréw
skréconego mnozenia wynika, ze kazdy sktadnik sumy jest podzielny przez ¢ — d,
zatem suma f(c) — f(d) jest takze podzielna przez ¢ — d.

Rozwigzanie niestandardowe: Z twierdzenia o dzieleniu wielomianéw z reszta
oraz z twierdzenia Bézout wynika, ze mamy f(z) = q(z)(z — d) + f(d) dla
pewnego wielomianu g (ktérego wspélczynniki takze sa catkowite). Stad
f(e) =q(e)(c —d) + f(d), czyli f(c) — f(d) = q(c)(c — d), gdzie g(c) jest
liczba calkowita.

Komentarz: Trudno uznaé rozwiazanie standardowe za szczegodlnie
skomplikowane, ale o ilez ladniejsze jest to drugie rozwiazanie, odwolujace sie
do twierdzen o podzielno$ci wielomianéw. A przy tym wymaga mniej znaczkow.

Zadanie 5. Zbadaj, czy istnieje taki wielomian f stopnia 3 o wspdlczynnikach
catkowitych, ze f(0) =1, f(1) =2, f(2) =3 oraz f(3) =0.

Rozwigzanie standardowe: Niech f(x) = az® + ba? + cx + d bedzie wielomianem
przyjmujacym zadane wartosci. Podstawiamy je i widzimy, ze d = 1, a pozostale
wspolczynniki sa zwigzane uktadem réownan:

at+b+c+1 =2,
8a+4b+2c+1 = 3,
27a4+9b+3c+1=0.

Rozwiazujemy uklad (dowolna poprawna metoda) i okazuje sie, ze wartosci
wspolczynnikow nie sa catkowite. Tak wiec taki wielomian f o wspélczynnikach
calkowitych nie istnieje.

Rozwigzanie niestandardowe 1: 7 warunkéw zadania wynika, ze jesli f jest takim
wielomianem, to f(3) — f(0) = 27a 4+ 9b + 3¢ = —1. Obie strony drugiej réwnosci
sg liczbami catkowitymi, jednak lewa strona jest podzielna przez 3, prawa nie.
Sprzecznosé.

Rozwigzanie niestandardowe 2: 7 warunkow zadania wynika, ze wyraz wolny
domniemanego wielomianu f ma by¢ rowny 1, a 3 ma by¢ pierwiastkiem
(calkowitym) tego wielomianu o wspétezynnikach catkowitych. Stad liczba 3
powinna by¢ dzielnikiem wyrazu wolnego — a nie jest.

Komentarz: Rzucajac sie do obliczen, przegapiamy fakt, ze niektére informacje
w zadaniu sa zbedne. Po co wiedzieé, ze f(1) =21 f(2) = 37 Rozwiazania
niestandardowe nie zajmuja si¢ ukladem réwnan; kluczem do dowodu jest
podzielnosé.
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Zadanie 6. Niech f(x) = 22 — x + 1. Znajdz wszystkie wartoéci z, dla ktérych
f(f (@) = f().

Rozwigzanie standardowe: Po podstawieniu otrzymujemy rownanie
(22 —24+1)2 - (22 —2+1) +1 =22 -2+ 1, co po przeksztalceniach prowadzi
do réwnania z — 223 + 22 = 22(22 — 22 +1) =0, co daje x =0 lub = = 1.

Rozwigzanie niestandardowe 1: Dla jakich wartosci a zachodzi réwnosé f(a) = a?
Sprawdzamy: a® — a + 1 = a, gdy a = 1. Pozostaje sprawdzié, dla jakich
wartosci ¥ mamy f(x) =1: 2?2 —x+1=1, gdy 22 —2 =0, a wigc gdy = =0

lub x = 1.

Rozwigzanie niestandardowe 2: Jedli funkcja kwadratowa przyjmuje te samag
warto$¢ w punktach a i b, to punkty te musza by¢ polozone na osi z
symetrycznie wzgledem osi symetrii wykresu funkcji. Dla funkcji f osig symetrii
jest prosta z = 3, zatem z warunku f(f(z)) = f(z) wynika, ze z = § — ¢
if(x)= % + ¢ dla pewnego c. Stad dochodzimy do réwnania

f(f(z)) = (;—kc)z— <;+c>+1:;+c:f(x),

z ktérego otrzymujemy c = % W konsekwencji z = 1, a z symetrii sytuacji mamy
drugie rozwiazanie: ¢ = —% oraz x = 0.

Komentarz: Rozwiazanie standardowe jest dos¢ proste, ale pierwsze rozwiazanie
niestandardowe, cho¢ ideowo do$¢ podobne, wydaje si¢ bardziej przejrzyste,
prostsze sa rownania, jakie trzeba rozwiaza¢. Drugie rozwiazanie niestandardowe
utracito co prawda zalete prostoty, ale opiera sie na innej wtasnosci
funkcji kwadratowej.

x % %

Na koniec przyktad niestandardowego dowodu, ktéry nie pochodzi z prac
uczniowskich (mozna go odnalezé w sieci), ale ma pewna ceche, z powodu ktérej
warto go przytoczy¢. To dowdd faktu, ze

dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba /2 jest liczbg niewymierng.

Przypu$émy, ze n > 2 i istnieja liczby caltkowite a i b wzglednie pierwsze takie, ze
V2 = 7. Wtedy 20" = a”, czyli b" +b" = a™. A to stoi w jawnej sprzecznosci

z Wielkim Twierdzeniem Fermata: dla n > 2 réwnanie ™ + y™ = 2" nie ma
rozwiazan w liczbach calkowitych!

Jakaz to cecha powoduje, ze warto zobaczy¢ ten dow6éd? Trudno go okresli¢ jako
prostszy od dowodu standardowego, opierajacego sie na wtasnosciach
podzielnosci, gdyz zawiera potezne narzedzie, zbudowane przez

Pierre’a de Fermata i Andrew Wilesa, daleko wykraczajace poza to, co
moglibyémy nazwaé¢ prawem dowodu do obrony wtlasnej. Z tego samego powodu
trudno tez uznaé¢ go za elegancki. Otdz jest on po prostu. .. zabawny!

W matematyce zdanie staje si¢ twierdzeniem, gdy zostaje wsparte dowodem.
Nierzadkie sa jednak przypadki, gdy po udowodnieniu twierdzenia zaczynaja
pojawiaé sie publikacje proponujace inny jego dowdd. Dlaczego dowodzi sie
czego$, co juz zostalo udowodnione? Po pierwsze dlatego, ze nieustannie trwa
poszukiwanie dowoddéw prostych i tadnych. Po drugie za$ dlatego, ze nowy dowdd
czesto odwoluje sie do zupelnie innych wlasnosci matematycznych niz
poprzednie, co pozwala zobaczy¢ samo twierdzenie pod innym katem i lepiej
zrozumieé jego miejsce wsrod innych. Co wida¢ na podanych wyzej

prostych przyktadach.
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*Wydzial Matematyki
i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska

O modelowaniu przydzialu czestotliwosci
za pomoca kolorowania graféow

Krzysztof WESEK™

Teoria graféw to galaz matematyki, do ktérej powstania impuls dalo liczace sobie
juz ¢wier¢ tysiaclecia stynne zagadnienie mostéw krélewieckich, rozwiazane przez
Leonharda Eulera. Osobiscie lubie patrze¢ na matematyke nie tylko jako na zbiér
probleméw ciekawych samych w sobie, ale réwniez jak na model rzeczywistosci,
narzedzie pozwalajace efektywniej radzi¢ sobie z rzeczywistymi zmartwieniami.
Obecnie teoria graféw staje sie jednym z najpopularniejszych takich narzedzi,
uzywanym chetnie przez matematykéw (na rzecz innych galezi tej nauki),
informatykéw, fizykow, chemikéw, a nawet socjologéw. Niniejszy artykul ma

na celu przedstawienie tego, jak zagadnienie kolorowania graféw stuzyé¢ moze

za narzedzie przydatne w przydzielaniu czestotliwoéci nadajnikom w jednym

z modeli sieci radiowej.

Problem nadajnikéw

Nasze rozwazania zaczniemy od rzeczywistego zagadnienia. Wyobrazmy sobie, ze
mamy sie¢ nadajnikéw /odbiornikéw radiowych (telefonii komérkowej) — kazdy
nadajnik ma ograniczony zasieg bezposredniej komunikacji z innymi
nadajnikami. Urzadzenia nadajace na tej samej czestotliwosci maja to do siebie,
ze moga sie wzajemnie zagluszaé, interferowaé¢ — tzn. jesli pewien nadajnik
wStyszy” jednoczesnie sygnaly z dwoch innych, to tak naprawde nic ,nie styszy”.
Zakladamy, ze stacje znajdujace si¢ w swoim zasiggu (czyli mogace ,rozmawiaé”
bezposrednio miedzy soba) szybko uzgodnia nadawanie i nie beda jednoczesnie
wysytaé¢ wiadomosci do wspdlnego sasiada. Problem pozostaje z takimi stacjami,
ktére nie moga sie komunikowaé bezposrednio (sa poza swoim zasiegiem), ale
maja inna stacje w swoim wspélnym zasiegu — a zatem mogg sie

czasem zagluszac.

Jak mozna zapobiec zagluszaniu w takich przypadkach? Mozemy przydzieli¢
kazdej stacji pewien odcinek czasu (tzw. szczeline czasowa) w taki sposéb, aby
nadajniki potencjalnie konfliktowe otrzymaly roztaczne odcinki czasu. Ale jak to
zrobi¢? Z pomoca przyjdzie nam teoria graféw!

Klasyczne i utamkowe kolorowanie graféow

Przypomnijmy, ze grafem nazywamy pare (V, E), gdzie V to zbiér wierzchotkéw,
a F to pewien zbiér par wierzchotkéw z V nazywanych krawedziami.

W naturalny sposéb przedstawimy konflikty w naszej sieci w postaci grafu:
wierzchotki beda odpowiadaé¢ nadajnikom, a krawedziami potaczymy te
nadajniki, ktore moga sie zagluszaé, tzn. te, ktore sa poza swoim zasiegiem, ale
maja inny nadajnik w swoim wspélnym zasiegu. Obok mamy przyktad tworzenia
grafu konfliktéw pewnej sieci — kolorowe linie oznaczajg konflikt, czyli

krawedz w grafie.

Przyjmijmy w tworzonym modelu, ze wszystkie nadajniki sa rownie wazne,

tzn. w ramach cyklu pracy kazda stacja ma otrzymaé pewna jednostke czasu
dostepnego do nadawania. Nasze pierwsze podejsécie bedzie nastepujace: jeden
cykl nadawania bedzie sktadatl si¢ z k ponumerowanych liczbami 1,...,k
odcinkéw czasu jednostkowej dlugosci i bedziemy starali sie tak przydzieli¢
wierzchotkom liczby, aby wierzcholtki polaczone krawedzia (sasiedzi w grafie)
otrzymaly rézne odcinki czasu. Im mniejsze k, dla ktérego uda sie to zrealizowaé,
tym lepiej — cykl nadawania bedzie krotszy przy tej samej skutecznosci. To, co
wlasnie opisaliSmy, to tak naprawde klasyczne zagadnienie kolorowania grafu:

k-kolorowaniem grafu G nazywamy takie przyporzgdkowanie wierzcholkom
kolorow sposrod k kolorow, ze kazde wierzchotki polgczone krawedzig majq
rézne kolory.

Liczbe chromatyczng x(G) definiujemy jako minimalne k, dla ktdrego istnieje
k-kolorowanie grafu G.
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Przyktad schematu nadawania dlugosci 3.
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Przyktad schematu nadawania
dtugosci 2,5 — wyrazna oszczednoscé.

Ten graf wymaga czterech koloréw.

Siedem koloréw wystarczy
(przekatne szesciokatéw maja dlugosé 1).

Zatem w naszym podejsciu najlepszy przydzial szczelin czasowych odpowiada
kolorowaniu grafu G sieci na x(G) koloréw.

A gdyby$my podzielili odcinki czasu przydzielane nadajnikom na mniejsze
kawalki, powiedzmy dlugosci 1/d? Nadal wymagamy, aby w jednym cyklu pracy
kazdy nadajnik otrzymal sumarycznie jedna jednostke czasu, ale tym razem
podzielmy caly cykl pracy (ponownie k odcinkéw) na odcinki dtugosci 1/d.

Z tego wynika, ze kazdy nadajnik powinien otrzymac¢ d odcinkéw, czyli d réznych
liczb — sprowadza si¢ to do tzw. utamkowego kolorowania graféw:

(k, d)-kolorowaniem grafu G nazywamy takie przyporzedkowanie wierzcholkom
d-elementowych zbioréw koloréw sposréd k koloréw, zZe kazde wierzcholki
polgczone krawedzig otrzymugjg rozlgczne zbiory

Ulamkowg liczbe chromatyczng x5(G) grafu G definiujemy jako kres dolny
liczb k/d, dla ktérych istnieje (k,d)-kolorowanie grafu G.

Warto zwrocié uwage na fakt, ze utamkowa liczba chromatyczna danego grafu
jest zawsze nie wieksza niz liczba chromatyczna — wynika to z faktu, ze

(k, 1)-kolorowanie jest tym samym co k-kolorowanie. Oznacza to, ze podejscie

utamkowe moze daé tylko oszczednosé w stosunku do klasycznego kolorowanial

Podkres$lmy, ze utamek k/d odpowiada dlugosci jednego cyklu pracy, przy caly
czas ustalonej skutecznosci jednego cyklu. A zatem dazymy do cyklu pracy
dtugosci xf(G).

Jak znalezé przydzial czaséw?

Jak wiec mozemy znalez¢é konkretny schemat nadawania? Niestety, sprawa
nie jest tatwa.

Wydaje sie, ze moga by¢ dwa podejscia:

I. Obliczeniowe: stosowanie algorytméw kolorowania do konkretnych
sieci/graféw;
IT1. Uniwersalne: uzycie narzedzi teoretycznych do uzyskania uniwersalnych
rozwiazain.

W przypadku I problem polega na tym, ze nie znamy szybkich algorytméw
kolorowania graféw — zaréwno w przypadku klasycznego kolorowania,

jak 1 w ulamkowej wersji. Oznacza to, ze dla matych graféw znajdziemy
optymalne rozwiazanie, ale w przypadku wiekszych graféw optymalne
rozwiazanie (x(G) badz xf(G)) jest poza zasiegiem mozliwosci obliczeniowych
dzisiejszych komputeréow. Mozna wtedy stosowac¢ tzw. algorytmy przyblizone:
takie, ktére dzialaja w rozsadnym czasie, ale najpewniej nie podadzg nam
najlepszego kolorowania, a jedynie jakies ,niezle” (zazwyczaj uzywajace o wiele
wiegkszej liczby koloréw niz teoretycznie niezbedna).

Okazuje sie, ze w przypadku II mozna zaproponowaé tak naprawde uniwersalna
makiete wykorzystujaca taka skonczona liczbe koloréw, ktéra zadziata dla kazdej,
dowolnie skomplikowanej sieci nadajnikéw. Nie jest to oczywiste, bowiem ogdlnie
dla kazdego k istnieje graf, ktéry wymaga wiecej niz k koloréw (i podobnie dla
ulamkowej wersji kolorowania). Jednak geometryczne wlasnosci ukladu
nadajnikow upraszczaja sytuacje.

Kolorowanie ptaszczyzny

Przed przedstawieniem wspomnianej makiety przyda sie wstep historyczny. Otoz
w latach 60. XX wieku Edward Nelson zadal nastepujace pytanie:

ile koloréw potrzeba, aby pokolorowad (nieskoniczony) graf Gy, ktdrego
wierzcholkami sq wszystkie punkty plaszczyzny euklidesowej R?, a dwa
punkty/wierzcholki sq polaczone krawedziq, jesli znajdujq sie w odleglosci
dokladnie 17

By¢ moze w pierwszej chwili to zaskakuje, ale taki graf mozna pokolorowaé
na 7 koloréw. Mimo sporego zainteresowania tym problemem nie udato sie
poprawi¢ znanego od kilkudziesigciu lat oszacowania 4 < x(G1) < 7.
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Najoszczedniejsze znane kolorowanie
klasyczne (Srednica szesciokatéw to 1).

Dalszy tok dzialania bedzie taki, ze punkty na plaszczyznie beda oznaczaly
wszelkie mozliwe miejsca, gdzie moze znalezé sie nadajnik. Postawmy pytanie:

w jakiej odleglosci moga sie znajdowaé nadajniki konfliktowe, gdy zasieg kazdego
nadajnika jest réwny 1?7 Potencjalnie konfliktowa jest kazda para nadajnikow

w odleglodci z przedziatu (1,2) — tylko wtedy nadajniki nie moga sie kontaktowaé
bezposrednio, ale moga (choé nie musza) mieé¢ inny nadajnik we wspélnym
zasiggu. Zastapmy wiec graf G grafem G:

e zbiér wierzchotkéw to R?;
e krawedzia laczymy punkty lezace w odleglosci z przedziatu (1, 2).

Kolorowanie tego grafu bedzie stanowilo uniwersalna makiete: wystarczy potozyé
konkretna sie¢ na plaszczyznie makiety, odczytaé kolory poprawnego kolorowania
tej sieci, a co za tym idzie, poprawny schemat nadawania.

Najpierw wiec pokolorujmy Gs w klasyczny sposob. Oto najlepszy znany wynik.
Twierdzenie 1 ([1)). Istnieje 12-kolorowanie grafu G.
Takie kolorowanie daje uniwersalny cykl nadawania dlugosci 12.

Teraz obejrzymy przyktad oszczednosci za pomoca
utamkowej wersji kolorowania.

Twierdzenie 2 ([2]). Istnieje (100,9)-kolorowanie grafu Gs.

Takie kolorowanie daje uniwersalny cykl nadawania dtugosci

@ = 111.
9 9

Rysunek wymaga objaénienia, bo powinien by¢
tréjwymiarowy: Wyrdznione pary szedciokatéw z liczbami
od i do viii to fragmenty kolejnych warstw ulozonych
z tych samych stu, ale oczywiscie odpowiednio przesunietych
koloréw (te szesciokaty odpowiadaja kolorom 1 i 2,
a pozostale sa usytuowane wzgledem nich tak, jak na dolnej
warstwie) — warstw jest 9, co oznacza, ze kazdy punkt
ma 9 koloréw.

Rozwijajac te metode, mozna znalezé¢ kolejne kolorowania, dazace do wartosci
~ 10,679 (np. dla k = 7225 i d = 676 otrzymujemy jakos¢ lepsza niz 10,69).

Im wigksze d, tym drobniejszy podzial cyklu nadawania na kawatki — ale zbyt
mocny podzial moze z technicznych powodéw byé¢ niemozliwy do zastosowania.

Dla bardziej skomplikowanych figur i naprawde bardzo duzych d mozna jednak
zej$¢ nawet ponizej 10.

Twierdzenie 3 ([2]). Istnieje cigg (ki,d;)-kolorowan Go taki, ze

M 9800,

; 1—00

Na koniec warto zwrdci¢ uwage na fakt, iz zastosowanie uniwersalnej makiety
nie tylko nie wymaga obliczen dla kazdej nowej sieci, ale nawet dziata

w przypadku nadajnikéw ruchomych — nie trzeba niczego wylicza¢ na nowo,
wystarczy uwzglednia¢ przesuwanie sie nadajnikéw zgodnie z makieta. Czasem
teoria ma naprawde wielka, site!

Literatura

[1] L.L. Ivanov, On the chromatic numbers of R? and R3 with intervals of forbidden distances,
Electronic Notes in Discrete Mathematics 29 (2007), 159-162.
[2] K. Junosza-Szaniawski, J. Sokél, K. Wesek, Fractional coloring of the plane, preprint.
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O wyjatkowych zaémieniach
gwiazd kataklizmicznych

*doktorantka, Centrum Astronomiczne KG/I“O l’&na BA KO WSKA*

im. Mikotaja Kopernika, Warszawa

Wielokrotnie przystuchujac sie astronomom, dowiadujemy sie, iz obserwacje
gwiazd podwdjnych zaémieniowych sa szczegdlnie cenne, gdyz umozliwiaja
wyznaczenie wielu parametréw fizycznych, takich jak masa, rozmiar, ksztalt,
temperatura powierzchniowa sktadnikéw. Posrdéd wielu typéw gwiazd zmiennych
za¢mieniowych sa wyjatkowe obiekty — za¢mieniowe gwiazdy kataklizmiczne —

i to o nich opowiem ponizej.

Przez wiele stuleci gwiazdy pelnily jedynie role punktéw odniesienia na sferze
niebieskiej. To wladnie wzgledem nich badano polozenia planet Uktadu
Stonecznego. Zakladano, ze gwiazdy nie zmieniajg ani swojego polozenia, ani
jasnoéci. Sytuacja ulegta zmianie pod koniec XVI wieku. W latach 1572 i 1604
zaobserwowano dwa zupelnie nowe obiekty na niebie nazwane ,,Gwiazda
Tychona” i ,Gwiazda Keplera”. Obiekty te byly tak jasne, ze mozna bylo
obserwowaé je nawet w ciggu dnia. Obecnie wiemy, ze byly to wybuchy
supernowych, w ktérych ogromne pojasnienie wynika z gwaltownych reakcji
termojadrowych zachodzacych w koncowym stadium ewolucji gwiazdy.

Inne odkrycie nietypowej gwiazdy nastapito w 1596 roku, gdy

David Fabricius stwierdzil, ze odkryl nowa gwiazde w gwiazdozbiorze
Wieloryba (lac. Cetus). Odkrycie potwierdzil Johannes Phocylides Holward

w 1638 roku i wtedy gwiazda. .. znikla. Nazwano ja mira stella (cudowna
gwiazda), gdyz pojawiala si¢ na niebie bardzo kaprysnie. Dzi$ te¢ gwiazde
nazywamy Mira Ceti, zmienia ona swoja jasno$¢ na skutek pulsacji, czyli
cyklicznej zmiany rozmiaru zachodzacej w ciagu kilkuset dni, i stanowi
prototyp gwiazd zmiennych nazywanych mirydami. Kolejnymi odkrytymi
obiektami, ktore zmienialy jasnosé, byly gwiazdy zaémieniowe. W 1783 roku
John Goodrick zauwazyl zmienno$é gwiazdy § Persei, nazywanej takze Algolem.
Obiekt ten jest uktadem podwdjnym zaémieniowym, czyli sktada sie z dwdch
gwiazd, ktore ustawione sa w takim polozeniu wzgledem obserwatora

z Ziemi, ze jedna z gwiazd co pewien czas zaslania druga, powodujac jej
zac¢mienie, co z kolei wplywa na zmniejszenie obserwowanej przez nas

jasnoéci tych gwiazd. 0 Persei stala sie prototypem gwiazd zmiennych
nazywanych gwiazdami typu Algola. Gdy zaczeto prowadzié¢ intensywne
obserwacje astronomiczne, okazalo sie, ze uklady podwdjne i wielokrotne
wystepuja czesciej, niz poczatkowo sadzono. Na 100 gwiazd polozonych najblizej
Stonca jest ich az 66. Termin okreslajacy uktady podwdjne jako pierwszy
wprowadzit Herschel w roku 1802, a obecnie uktadami takimi nazywamy dwie
gwiazdy krazace wokol wspolnego srodka masy.

Uklady za¢mieniowe to takie uklady podwdjne, ktérych
orbita ma niewielkie nachylenie w stosunku do

. Q obserwatora. Podczas zac¢mienia jednego sktadnika przez

drugi rejestrujemy spadki jasnoéci w stosunku do
otrzymanej krzywej zmian blasku. Przyktadowo, gdy
mniejsza i ja$niejsza gwiazda (oznaczona na rysunku 1
czarng kropka) przechodzi na tle wickszej i slabszej

. gwiazdy (lewa czesé rysunku), to rejestrujemy zaémienie
! wtorne (zazwyczaj plytsze). W odwrotnej sytuacji

! obserwujemy zaémienie gléwne (prawa czesé rysunku).
Przez t1, to, t3 oraz t4 oznaczono czasy czterech

ty to t3 t4  cgas  t] th th ty kontaktow miedzy gwiazdami.

minimum
gléwne

minimum
wtorne

jasno$é

Zupelie inne typy zaémien prezentujg gwiazdy kataklizmiczne. O obserwacjach
tych gwiazd szerzej pisala Magdalena Otulakowska-Hypka w Delcie 12/2013.
Obiekty te to nie tylko gwiazdy wdzieczne do obserwacji, ale takze wyjatkowe
laboratoria badawcze.
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Rys. 2. Wizja artystyczna uktadu
kataklizmicznego. Z lewej strony skladnik
wtérny, z ktérego materia sptywa na dysk
akrecyjny wokot sktadnika pierwotnego.
Rys. A.A. Czarnecka, www.optyczne.pl.

Gwiazdy kataklizmiczne to uklady podwdjne zawierajace bialego karta
(nazywanego skladnikiem pierwotnym) i gwiazde ciagu gléwnego (okreslana jako
skladnik wtérny), w ktérych materia splywa ze sktadnika wtérnego w kierunku
sktadnika pierwotnego, tworzac dysk akrecyjny. Miejsce uderzenia strugi materii
w dysk astronomowie nazywaja goraca plama.

Zaémienia gwiazd kataklizmicznych okazaly sie dla astronoméw na tyle
intrygujace, iz dostarczyly materialu do badan na wiele kolejnych dziesiecioleci.
Odkrycie oraz prawidlowe rozwiazanie zagadki nietypowych za¢mien gwiazd
kataklizmicznych to zastuga polskich astronomdw, Jézefa Smaka

i Wojciecha Krzeminskiego (wiecej na ten temat mozna przeczyta¢ w Uranii
01/2014, ,Warszawska Nowa U Gem”). Przyjrzyjmy sie zatem krzywej zmian
blasku takiego ukladu, przedstawionej na rysunku 3. Widaé, ze zaé¢mienie ma
skomplikowana budowe i przebiega w kilku etapach.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze za¢miewany jest rowniez

N
ot

ot
ot

magnitudo
ot
T

m‘"‘\& - p1
iy -;;-a;-,xj:w.‘ .i

bialy karzel (momenty jego zaémienia oznaczono
odpowiednio p;—p4). Ponadto zaémiewana przez skladnik
wtérny jest takze goraca plama, wnoszaca znaczaca
wartos¢ do jasnosci calego ukladu, a jej momenty za¢mien
oznaczone zostaly hi—hy. Widaé zatem, iz najpierw
za¢miewany jest bialy karzel, nastepnie chowa si¢ plama.
Wyjécie z za¢mienia przebiega przeciwnie — najpierw
wylania sie karzel, potem plama. Sprawe komplikuje
fakt, Zze nie zawsze bialy karzel w ogdle jest za¢miewany.
Czasem astronomowie obserwuja zacmienie uktadu
kataklizmicznego, ktére jest wynikiem przestaniania
dysku i goracej plamy przez sktadnik wtérny, natomiast
skladnik gléwny ukladu nie jest za¢miewany w ogdle!

0,34 0,345

|
0,35 0,355

dane [HJD-2456455,0] Wiemy juz, ze obserwowane krzywe zmian blasku
Rys. 3. Krzywa zmian blasku gwiazdy kataklizmicznej zaémieniowe;j. Zaémieniowych ukladdéw katak]izmicznych s

Dane pochodza z teleskopu SALT (o $rednicy zwierciadla ponad
10 metréw) znajdujacego si¢ w Republice Poludniowej Afryki,

skomplikowane. Najwazniejsze wydaje sig, ze sa one

do ktérego majg dostep polscy astronomowie. Projekt obserwacji tej  ztozeniem krzywej blasku pochodzgcej od dysku akrecyjnego

gwiazdy zostal zrealizowany przez Arkadiusza Olecha.

HT Cas.

oraz krzywej zwiazanej z jasnoscia goracej plamy.

Metoda dekompozycji krzywych zmian blasku zaproponowana przez Smaka
pozwala rozdzieli¢ te krzywe. Dzigki takiej analizie astronomowie moga osobno
analizowaé zestawy danych dotyczace goracej plamy oraz te dotyczace dysku.

Zalozenia, na ktorych opiera si¢ metoda dekompozycji, to, po pierwsze,

symetria krzywej blasku dysku w okolicach punktu ¢ = 0, czyli w $rodku
zaCmienia; po drugie fakt, ze zacmienie goracej plamy jest catkowite. Kolejne
kroki to odejmowanie stron za¢mienia od siebie nawzajem wzgledem ustalonego
wczesniej srodka zac¢mienia. Wladnie z takiej procedury odejmowania udaje nam
sie¢ wyltoni¢ krzywa zmian blasku goracej plamy. A jak to wyglada w praktyce?
WeZzmy ,zywe” dane obserwacyjne i dla nich zrealizujmy
dekompozycje. Gwiazda, ktora idealnie nadaje sie

do tego celu, jest HT Cassiopeiae (w skrécie HT Cas)

— za¢mieniowa gwiazda kataklizmiczna z grupy nowych
kartowatych. Obiekt ten odkryty zostal przez Hoffmeistera
ponad 70 lat temu i przez ponad trzy dekady nikt sie nim
nie interesowal. Przetom nastapil w 1978 roku, kiedy
odkryto zaémienia, a pierwsze obserwacje daly tak owocne
rezultaty, iz o HT Cas od tamtej pory astronomowie
mowia, iz jest ,kamieniem z Rosetty posréd nowych
kartowatych”. Rysunek 4 pozwala odnalezé polozenie

HT Cas na niebie, jednak poniewaz gwiazda ta w ciszy
ma jasnosé¢ okolo 18 magnitudo, wigc do jej obserwacji

Rys. 4. Gwiazdozbiér Kasjopei z zaznaczonym koéteczkiem obiektem potrzebny jest te]eskop'

Niemniej jednak, HT Cas zaskoczyla astronomoéw superwybuchem w listopadzie
2010 roku. Jej jasnosé¢ osiagneta wtedy poziom doskonaly do obserwacji matymi
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teleskopami rzedu 15 centymetréw. Prawa strona rysunku 5 przedstawia HT Cas
w trakcie ciszy, lewa — w trakcie superwybuchu.

Rys. 5. Obserwacje wykonano zdalnie (przez Internet) z wykorzystaniem teleskopu ze zwierciadtem o $rednicy 25 cm (Nowy Meksyk, USA).

Mamy zatem zgromadzone dane obserwacyjne i po ich standardowej redukcji
i fotometrii, dzieki ktérej mamy wzgledne jasnosci naszego obiektu przedstawione
w postaci krzywych zmian blasku, mozemy przystapi¢ do dekompozycji.

o1 o2 03 P4

o

;,&8’. g0

12—

Rys. 6

Przyjrzyjmy sie¢ zatem za¢mieniu przedstawionemu na rysunku 6, gdzie

na gornym rysunku widzimy przedstawione otwartymi koteczkami dane
obserwacyjne jednego z za¢mienn HT' Cas. Do tych danych dopasowano, mozliwie
jak najdokladniej, krzywa syntetyczna (przedstawiona jako ciagla czarna linia),
gdyz na takich danych latwiej wykonuje sie potem kolejne kroki dekompozycji.
Na dole przedstawiona jest juz wynikowa krzywa jasnosci goracej plamy,

gdzie widaé¢ zaréwno poczatek zaémienia (fazy ¢ 1 ¢2), jak 1 wyjécie z za¢mienia
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(fazy ¢3 oraz ¢4). Natomiast jesli od krzywej obserwacyjnej odejmiemy

krzywa z plama, to otrzymujemy za¢mienie pozostalej czeéci dysku akrecyjnego,
co przedstawiono na gornej czesci rysunku za pomoca czarnych kwadracikéw.
Analizujac rysunek 7, widzimy po lewej

dwa rézne za¢mienia HT Cas, a po prawej stronie
odpowiadajace im zrekonstruowane krzywe goracej
plamy. Od razu widaé¢ znaczace wahania jasnosci
plamy. Czasem jej manifestacja jest bardzo
wyrazna, czasem plamy praktycznie nie ma. Czemu
ten fakt okazal sie tak wazny dla astronomow?
Ot6z model TTI (thermal-tidal instability

model) wyjasniajacy obserwowane w krzywych
zmian blasku cykliczne zmiany jasnosci, nazywane

0,15F 7 . .
przez astronoméw wybuchami i superwybuchami,
0,1F ] zaktadal staly przeptyw materii ze sktadnika
wtornego na powierzchnie dysku, zatem
0,05 S E goraca plama powinna mieé stala jasnosé. Analiza

z wykorzystaniem metody dekompozycji krzywych
: pokazuje, iz tak nie jest. Jest to bardzo wazny dla
L L L C 1 L Lot astronomoéw wynik, zmuszajacy ich do wytezonej

—02 -0, 0 0,1 02 -02 -0, 0 01 02 I .
faza faza pracy nad modelami gwiazd kataklizmicznych.

Jedli ponadto weZzmiemy pod uwage, iz zgromadzone dla HT Cas tak wazne
i cenne dane pochodzity z matych, amatorskich teleskopéw o érednicach
15-25 centymetréw, to widzimy, jak wielka role w wyjasnianiu zagadek
dotyczacych gwiazd maja wszelkie, nawet najbardziej amatorskie obserwacje
wykonane bardzo matymi instrumentami!

Zadania  Redaguje Tomasz TKOCZ
- M 1438. W tréjkacie ABC zachodzi AB # AC. Punkty X i Y sa odpowiednio
A

srodkami bokow AB i AC. Na boku BC' dany jest taki punkt D rézny od srodka
boku, ze ¥ XDY = < XAY. Wykazac, ze AD i BC' sa prostopadte.
Rozwiazanie na str. 4

X Y M 1439. Niech f bedzie wielomianem stopnia 2 o calkowitych wspétczynnikach.
Wiadomo, ze f(k) jest podzielne przez 5 dla kazdej liczby catkowitej k. Udowodnié,
ze wowczas kazdy wspotczynnik f jest podzielny przez 5.

Rozwiazanie na str. 2

M 1440. Ile jest takich macierzy m x n o wyrazach 0, 1, ze w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie jest parzysta liczba jedynek?
Rozwiazanie na str. 3

Przygotowat Michal NAWROCKI

F 867. Otwarte akwarium w ksztalcie pélsfery o srednicy 30 cm wypelniono
catkowicie wodg i umieszczono w pokoju, w ktérym nie ma pradéw powietrza. Przez
dwie doby poziom wody w akwarium obnizyt sie o 1 centymetr. Przyjmujac, ze
temperatura i wilgotno$¢ powietrza w pokoju sa stale, a proces parowania jest na tyle
powolny, ze temperatura wody nie ulega zmianie, znalez¢ czas, po ktéorym woda
catkowicie wyparuje z akwarium.

Rozwiazanie na str. 5

F 868. W stalej odleglosci od nienaladowanej metalowe]j kuli umieszczono dodatnio
naladowang czastke. Gdy naladowano kule dodatnim tadunkiem ¢, okazalo sie, ze
czastka i kula przyciagaja sie z sila F1, gdy naladowano kule tadunkiem 2q — czastka
i kula przyciagaja si¢ z sita Fy. Jak duza bedzie sila dzialajaca pomiedzy czastka

i kula, gdy ta ostatnia zostanie naladowana tadunkiem 3¢7

Rozwiazanie na str. 3
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Zycle na
ZY \~® 50

W krainie snow

Jezeli sen nie ma pierwszorzednego znaczenia
dla funkcji organizmu, to jest to najwiekszy blgd
kiedykolwiek popelniony przez ewolucje.

A. Rechtschaffen

Myséleli i pisali o $nie najwieksi mysliciele, pisarze i filozofowie. Juz

w Mezopotamii. Potem w Egipcie. Potem wielcy medrcy greccy. Arystoteles
napisal trzy traktaty: O snie i czuwaniu, O bezsennosci i O wrézbach we $nie.
Pisal i rozwazal naukowo Zygmunt Freud, opisywat literacko Pedro Calderone
de la Barca. A jednak... A jednak sens tych okreséw zycia, kiedy $pimy, nadal
jest niewyjasniony.

Definicja: snem nazywamy taki stan, w ktorym bez uczestnictwa czynnikéw
zewnetrznych czlowiek (osobnik, $nig wszystkie cieplokrwiste) traci przytomnosé
1 staje sie bezbronny. Juz pozbawienie snu na jedna noc obniza funkcje
poznawcze, regulacje emocji, procesy podejmowania decyzji. Brak snu wplywa na
funkcje immunologiczne. Tak samo przebiega charakterystyka snu niezaleznie

od plci, pochodzenia etnicznego, wieku czlowieka. Zmienia sie jednak

w padaczce, narkolepsji, endogennej depresji.

Do potowy XX wieku uwazano, ze w czasie snu organizm, a w szczegdlnosci moézg
odpoczywa i nie wykazuje aktywnosci wlasciwej okresom czuwania. Dopiero
opracowanie bezinwazyjnej metody pomiaréw czynnosci bioelektrycznej mézgu
pozwolilo na stwierdzenie, iz poglad taki jest zasadniczo bledny. Dzi$ prawie
kazdy wie, ze w trakcie snu czlowiek przechodzi przez kolejne, péttoragodzinne
fazy REM (szybkich ruchéw galek ocznych) i Nie-REM (obserwuje sie obie te
fazy takze u niemowlat, widocznie maja sny). Sny, obrazy i przezycia zachodza
w fazie REM. Co bardzo ciekawe — zaréwno u zwierzat, jak i ludzi w fazie REM
zanika aktywno$¢ miesniowa, cho¢ niektorzy obrazowo méwia, ze w tym samym
czasie mézg az tetni aktywnoscia, niejednokrotnie wigksza niz w okresie
czuwania. I nawet tylko podczas snu pojawia si¢ w ludzkim modzgu, kiedy indziej
nieobecna, korowa oscylacja czynnoéci bioelektryczne;j.

Ostatnie badania sugeruja, ze funkcja snu jest odtwarzanie dobrostanu systeméw
endokrynnych, komérkowych, a nawet zdolnoéci do adaptacji ekologiczne;j.

Na temat potrzeby snu sformulowano kilka teorii i zadna nie tlumaczy
wszystkich cech charakterystycznych tego stanu. Moze trzeba go rozpatrywac
tacznie jako: stan przywracania homeostazy synapséw, profilaktyki zachowania
dobrego stanu komorek, synchronizacje aktywnosci neuronalnej, reorganizacje

i uporzadkowanie dynamiki zmian w korze moézgowej. Wszystko to raczej odbywa
sie w fazie NREM, kiedy moézg wytwarza fale o niskiej czestotliwosci i wysokiej
amplitudzie. Podobnie nieostro formuluje sie hipotezy o roli fazy REM.

Ze wspomaga ona dojrzewanie mézgu, formowanie sie pamieci, kontroluje wyniki
fazy NREM. Same ,by¢ moze” i po prostu: ,nie wiemy”.

Wreszcie waznym pytaniem zwiazanym ze snem jest pytanie o przyczyny
bezsennosci. Uznajac ja za schorzenie, mozemy sugerowaé wiele réznych
przyczyn, jak uzywki, stres czy depresja, cho¢ dla okoto 20% pacjentéw zadna

z nich nie pasuje. Z taka bezsennoscia nie nalezy myli¢ skutkéw zaburzen rytmu
zycia, powodujacych zaburzenia snu. W tym przypadku role wiodaca gra hormon
wytwarzany w szyszynkach zwierzat — melatonina. Jej tez przypisuje sie
przyczyny dokuczliwego dla rodzicéow okresu zycia noworodka: jego organizm

do 3 miesiecy zycia prawie wcale nie wytwarza melatoniny i dziecko nie weszto
jeszcze w rytm dobowego snu i czuwania. Niestety, wytwarzanie melatoniny
spada réowniez okolo 80. roku zycia i staruszkowie czesto skarza si¢ na problemy
ze snem. W IV w.p.n.e. chinski filozof Chuang Tzu napisal:

Kiedy $nimy, nie wiemy, zZe snimy. Podczas snu Zyjemy w naszych snach. Dopiero
po przebudzeniu wiemy, zZe snilismy. Kiedys nastqpi wielkie przebudzenie

1 dowiemy sie, Ze zZycie jest wielkim snem.

Magdalena FIKUS
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*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Podobny problem byt rozwazany

w artykule J. Gérnickiego Lew i czlowiek
w Delcie 2/2013. Wtedy mysliwy byt

w troche lepszej sytuacji, poniewaz gonit
go tylko jeden lew.

Rys. 1

Rys. 3

Lemat 1 jest prawdziwy dla dowolnego
wielokata wypuklego.

Na towy!
Jarostaw GORNICKI*

Epizod 1

Stado lwic Lq, Lo, ..., L,, gdzie n > 3, oraz mysliwy M (rozwazani jako punkty
plaszczyzny euklidesowej) poruszaja sie z réwnymi maksymalnymi predkos$ciami.
Kiedy mysliwy ma skuteczng strategie ucieczki przed grupa lwic? Kiedy lwice
maja skuteczng strategie pochwycenia mysliwego w skonczonym czasie?

Oznaczmy przez L;(t), M(t) polozenia ,uczestnikéw” polowania w czasie t > 0
i niech conv{L;(0), L2(0), ..., L,(0)} oznacza najmniejszy zbiér wypukly
zawierajacy wszystkie punkty L;(0), 7 =1,2,...,n.

Twierdzenie 1. Jezeli M = M(0) nie jest punktem wewnetrznym zbioru
C =conv{L1(0), L2(0),...,L,(0)} i M # L; dla kazdego j € {1,2,...,n}, to
istnieje strategia pozwalajgca mysliwemu na ucieczke przed kazdg lwicg L.

Dowod. W opisanej sytuacji istnieje taka prosta k przechodzaca przez punkt M,
ze zbiér C lezy w jednej polplaszezyznie (domknietej) ograniczonej prosta k.
Niech p bedzie pélprosta o poczatku w punkcie M prostopadia do prostej k,
lezaca w pélplaszczyZnie niezawierajacej zbioru C (rys. 1). Wowczas Czytelnik
Whikliwy tatwo sprawdzi, ze my$liwy moze uciec przed wszystkimi lwicami,
poruszajac sie z maksymalna predkoscia wzdtuz poélprostej p. O

Ale moze si¢ zdarzyé, ze mysliwy wpadnie w putapke zastawiong przez lwice. . .

Twierdzenie 2. Jezeli M = M(0) jest punktem wewnetrznym tréjkqta
L1(0)L2(0)L3(0), to istnieje strategia gwarantujgca tym trzem lwicom
pochwycenie mysliwego w skoriczonym czasie.

Dowdad. Opracowujac strategie polowania dla lwic, bedziemy zadali, by:

(a) lwice natychmiast reagowaly na zmiany kierunku ucieczki mysliwego,

(b) w kazdej chwili ¢ my$liwy nalezal do wnetrza obszaru wyznaczonego przez
aktualne pozycje lwic,

(c) odleglo$é mysliwego od kazdej lwicy nie powiekszala sie,

(d) lwice nie potrzebowaly zewnetrznego koordynatora ani nie tracily czasu
na wymiane informacji z otoczeniem.

Uwzgledniajac te wymagania, wskazemy kierunek pogoni kazdej Iwicy L;
w zaleznosci od kierunku ucieczki mysliwego.

Zalézmy, ze mysliwy M ucieka z predkoscia wskazana przez wektor u, a kazda
lwica L; $ciga go z predkoScig wskazana przez wektor ¥}, taka, ze |U;| = |4
(gdzie |u| oznacza dlugosé wektora @), poniewaz wszyscy poruszaja sie z réwnymi
maksymalnymi predkosciami (rys. 2). Wyznaczymy teraz wektor predkosci v;.
Niech ﬂ'} bedzie rzutem prostopadlym wektora @ na prosta L; M, a ﬁ? bedzie
rzutem prostopadlym wektora @ na prosta prostopadla do prostej L;M
wystawiong w punkcie M. Nastepnie w punkcie L; zaczepiamy wektory sktadowe:
2 ol T}

17]2-, taki, ze U5 = ﬁ? i wektor 17]1 o zwrocie w kierunku punktu M, taki, ze |vJ | = |uj

Wowczas wektor U; = 17]1 + 17]2 wskazuje predkos¢ poruszania si¢ Iwicy L;.

Po uptywie czasu ¢ > 0 polozenia uczestnikéw polowania ilustruje rysunek 3.
Z przedstawionej konstrukeji wynika, ze L; M || L;(t)M (t) dla j = 1,2, 3, wiec
punkt M (¢) jest punktem wewnetrznym zbioru conv{Lq(t), L2(t), Ls(t)}.
Ponadto odlegtos¢ miedzy punktami M(t) a L;(t) nie wzrosta.

Ostatnia obserwacje mozna istotnie wzmocnié, korzystajac z nastepujacego
lematu.

Lemat 1. Jezeli M jest punktem wewnetrznym tréjkgta Ly Lo Ls, to istnieje taki
—
kat ostry vy, ze dla pewnego jo, |X(4,d;,)| < v, gdzie & = ML;, j =1,2,3.
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Dowdéd lematu. Pétproste o poczatku w punkcie M zgodne z wektorami a;
rozcinaja plaszczyzne na trzy katy o mierze mniejszej niz 7. Jezeli najwiekszy
z nich ma miare (3, to v = g spelnia warunki lematu. O

Co stad wynika? Zauwazmy, ze w kazdym momencie trwania poscigu uktad
wektoréw @; = M (t)L;(t) pozostaje wzgledem siebie niezmieniony. Gwarantuje
to, ze w kazdym momencie podcigu istnieje taki wektor d@;, ze |X (4, d;)| < 7,
gdzie 7 jest katem z lematu 1. Poniewaz

|| = |i3] < |i] - sinny,

9] = /15512 — 1822 > /[l — ([l -sim7)? = || - cos .

Skoro wektor ¥} jest skierowany w strong punktu M, a wektor @} jest skierowany
do punktu L;, wiec odlegto$¢ miedzy punktami M i L; maleje z predkoscig
nie mniejsza niz |4 - cosy. Oznacza to, ze suma odleglosci |M Lq| + |M La| + | M Ls|
maleje z predkoscia nie mniejsza niz |i| - cosy. Stad wynika,
Przedstawiong strategic polowania lwic ze lwice ztapiag mysliwego w skonczonym czasie, co konczy dowod twierdzenia. O
moze wykorzystaé grupa n > 3 okretéow
g‘; gzzzg;:ypc‘j;;hﬁ(;fzEg;%gsi%pi Uwaga. Sytuacja komplikuje si¢, gdy grupa polujacych lwic zostaje zmniejszona.
szybciej, gdy predkosé okretow ~ Moze si¢ zdarzy¢ tak, ze wyeliminowanie okreélonej lwicy daje mysliwemu szanse
gﬁf;ioygggia?ggjg‘i'ngksza niz predkost a skuteczng ucieczke. Jedli M ¢ conv{{Ly, Lo, ..., Ly} \ {Lx}}, to na mocy
twierdzenia 1 my$liwy moze uciec po wyeliminowaniu lwicy L. Sytuacja ta
wymaga jednak od mysliwego wiedzy na temat wszystkich goniacych go lwic
w kazdej chwili ¢, a takze zastanowienia — spelnienie tego warunku moze
by¢ trudne. . .

wiec

Epizod 2

Stado ptakéw Py, Ps, ..., P,, gdzie n > 4 oraz mucha M (rozwazane jako punkty
przestrzeni euklidesowej) poruszaja sie z réwnymi maksymalnymi predkosciami.
Kiedy mucha ma skuteczng strategie ucieczki przed stadem ptakow? Kiedy ptaki
moga pochwyci¢ muche w skoniczonym czasie?

Nastepujaca obserwacje mozemy uzasadnié, opierajac si¢ na tym samym
pomysle, co w dowodzie twierdzenia 1.

Twierdzenie 3. Jezeli M = M(0) nie jest punktem wewnetrznym zbioru
C =conv{P,P,,...,P,} i M # P; dla kazdego j € {1,2,...,n}, to mucha M
ma skuteczng strategie ucieczki przed kazdym ptakiem Pj.

Dowdd kolejnego twierdzenia bedzie wymagal wigcej pracy.
Twierdzenie 4. Jezeli M = M(0) jest punktem wewnetrznym czworo$ciany

P;, P, P;, P;,, gdzie ji, ja,J3,54 € {1,2,...,n}, to istnieje strategia gwarantujgca
ptakom pochwycenie muchy w skoriczonym czasie.

P,

Dowdd. Rozwazmy czworoscian Py P, P3 Py. Zatézmy, ze mucha M porusza

si¢ z predkoécia wskazang przez wektor «. Wéwczas ptak P; powinien

przemieszczac si¢ z predkoscia wskazang przez wektor ¥, ktory teraz

wyznaczymy. Niech 12']1 bedzie rzutem prostopadlym wektora o

na prostg M P;, a ﬁ? bedzie rzutem prostopadlym wektora i
na plaszczyzne przechodzaca przez punkt M i prostopadia

p, do prostej M P;. Nastepnie w punkcie P; zaczepiamy taki
wektor 17}2-, ze 17]2- = 12'3 (lezy on w plaszczyZnie prostopadiej

do prostej P;M przechodzacej przez punkt P;) oraz

wektor ¥} o zwrocie w kierunku punktu M, taki, ze |17J1| = |1_[J1|

Woéwczas wektor v = 17; + 17? wskazuje predkosé poruszania
sie ptaka P; (rys. 4). Konstrukcja ta (nawet dla liczniejszego

' stada ptakéw) nie powigksza zadnej odleglosci miedzy mucha M

N

—
Rys. 4 a ptakiem P; oraz nie zmienia wzajemnego polozenia wektoréw a; = MP;.
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Skutecznoscé tej strategii wynika z nastepujacego lematu.

Lemat 2 jest prawdziwy dla dowolnego Lemat 2. Jezeli M jest punktem wewnetrznym czworoscianu Py Po P3Py, to
wielo$cianu wypuklego.

istnieje taki kqt ostry (3, Ze dla pewnego jo, |X(4,d,,)| < B, gdzie &; = MP;,
j=1,2,3,4.

Dowdd lematu. Polproste o poczatku w punkcie M zawierajace wektory

a; = J\ﬁ)j, j =1,2,3,4, dziela przestrzen na cztery katy wieloscienne (kazdy taki
kat wieloécienny jest wyznaczony przez trzy katy plaskie o wspdlnym
wierzcholku M generowane przez trzy rézne pélproste). W kazdym wieloscianie
MP;P; Py, gdzie i, 5,k € {1,2,3,4} 1 liczby ¢, j, k sa parami rézne, rzutujemy
prostopadle punkt M na plaszczyzne tréjkata P;P;Py. Rzut ten oznaczamy
przez Ry, gdzie h € ({1,2,3,4}\ {4, 4, k}). Wowezas kazdy z katéw plaskich

Ry, MP;, gdzie j # hij,h € {1,2,3,4}, jest ostry (bo M jest punktem

P, wewnetrznym czworo$cianu Py P, P3Py). Niech
T
1 RyMP;| =8 < —.
@ j,he{lfzn%ﬁ},j#hlq nMB| =0 <5

Wektor @ (predkosci muchy M) zawiera sie w pewnym kacie tréjsciennym

M P; P;Ry,. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze jest to kat tréjécienny M P Py Ry
Py (rys. 5), w ktérym zgodnie z opisem prosta M Ry jest prostopadta do plaszczyzny

wyznaczonej przez punkty Py, Py, Ro. Niech prosta zawierajaca wektor 4 przebija
P «E\
i powierzchnie tréjkata P) PyRs w punkcie D. Wowczas
(2) |P1D‘ + |DP4| < |P1R2| + |R2P4|.
P,
! Rzeczywiscie, gdy przedluzenie odcinka PyD przecina bok P; Ry w punkcie E
Rys. 5 (rys. 6), to korzystajac z nieréwnosci tréjkata, mamy
R |P\D| < |PLE|+|ED| i |PyD|+ |DE| < |ERz|+ |R2Pyl.
Dodajemy te nieréwnoéci stronami, a nastepnie od obu stron nieréwnosci
E odejmujemy wielko$¢ |ED| i otrzymujemy (2).
. _— . e q
(3) | (i@, MPy)| + [ (@, MPy)| < |[<RoMPy| + [XRo M Py|.
P P
! ! Gdy na plaszczyznie IT wykreslimy trojkaty RoM Py, RoM P, tak, ze punkty
Rys. 6 Py i P, leza po réznych stronach prostej M R, rys. 7, to punkty P, Rs, Py leza
na prostej (bo odcinek Ry M jest prostopadly do plaszczyzny tréjkata Py RoPy).
M Nastepnie na plaszczyznie II w kacie Py M P, wykreslamy tréjkat Py M F
—
podobny do tréjkata PyM D, gdzie |« PLMF| = | (4, MP1)| i |P\F| = |P,D|
i |[MF|=|MD| > |MRs|, oraz tréjkat P,MG podobny do tréjkata P4M D,
—
gdzie |[ X PyMG| = | (4, MPy)| 1 |P4G| = |P4D| i |MG| = |MD| > |MRy|, rys. 7.
Ry Wéwezas na podstawie nieréwnosci (2) prawdziwa jest nieréwnosé (3).
A—va ] _—h o
F K Z nieréwnosci (3) oraz z warunku (1) wynika, ze
N — N _—
Rys. 7 |(d@, MP1)| + [ (@, MPy)| <26,

czyli jeden z katéw (@, M Py) lub (4@, M P,) ma miare nie wigksza niz (.
Oznacza to, ze w kazdym momencie poscigu istnieje j € {1,2,3,4}, takie, ze
(@, dj)| < B.

To konczy dowdd lematu; dalej dowdd twierdzenia 5 przebiega analogicznie
do dowodu twierdzenia 2. O

Dla obiektéw poruszajacych sie z identycznymi predkosciami maksymalnymi
istnieja na plaszczyznie i w przestrzeni modele pulapek i strategie polowarn

o stuprocentowej skutecznoéci, przynajmniej teoretycznie. Dodatkowo, dzieje sie
to przy zalozeniu braku wymiany informacji miedzy gonigcymi i nie wymaga
koordynatora! Ten ostatni element stwarza jednak pewne ryzyko w praktycznych
zastosowaniach tej teorii: uruchomionym poécigiem nie mozna sterowaé¢. Wydaje
sie, ze tego typu strategie moga by¢ stosowane w programowaniu, grach
ekonomicznych i wojennych, a moze takze na poziomie molekularnym,

np. do zwalczania groznych komorek — to jednak temat na inny artykut.
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Wyniki XXXI Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Szczyrk, 5-8 VI 2014

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematow
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego oraz
— w przypadku zakwalifikowania si¢

do finatu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2014/2015 zaproponowane
przez Jury tematy to:

o Pierwsze modele populacyjne;

o Wtasnosci elipsy, hiperboli i paraboli;
e Relacje na zbiorach;

e Problem 3n + 1;

o Matematyka wedyjska;

e George Boole — 200 rocznica urodzin;
e Matematyka kontra fizyka;

e AbstrAkcjA;

e 7 matematyka na wakacje;

o Lancuchy Markowa;

e Zbiory geste;

o Matematyka kostki Rubika.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspélpracy z Uniwersytetem Slqskim;
WWW.spinor.edu.pl

Jury w skladzie:

prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Tomasz Bielaczyc,
dr Anna Bien, dr Pawel Blaszczyk, dr Adrian Briickner, dr Damian Briickner,
dr Anna Brzeska, dr hab. Wlodzimierz Fechner, dr Piotr Kalemba,

dr Rafal Kucharski, dr hab. Janusz Morawiec, dr Jolanta Sobera,
postanowito:

I miejsce otrzymuje: Malgorzata Dutka z I LO w Bydgoszczy za prace
Krétka opowiesé o symedianie;

IT miejsce otrzymuje: Wojciech Siwek z I LO we Wloszczowie za prace
Zasada szufladkowa Dirichleta;

IIT miejsce otrzymuja:

Kamil Cichosz z II LO w Jeleniej Gérze za prace

Okrqg 1 kolo w rézZnych metrykach,

oraz

Jakub Sieron z Patacu Mlodziezy w Katowicach za prace

Wokét réwnania Cauchy’ego.

W glosowaniu publiczno$ci na najlepsza prezentacje
nauczyciele nagrodzili Malgorzate Dutke,

a uczniowie réwniez Malgorzate Dutke

oraz

Jana Tabackiego z V LO w Dabrowie Gérniczej za prace
Teoria muzyki w liczbach.

Protokél posiedzenia Jury XXXVI Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:

Antoni Leon Dawidowicz — Przewodniczacy Jury, Wiktor Bartol,

Andrzej Dabrowski, Marek Kordos, Zdzistaw Pogoda, Jan Szajkowski,

na posiedzeniu 20 wrzeénia 2014 roku w Zielonej Gérze, po wystuchaniu
prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobor tematu, tresé
prac i sposéb ich przedstawienia, postanowilo, co nastepuje:

e zlote medale i nagrody w wysokosci 1400 zt otrzymuja ex aequo

Pawel Piwek z LO im. Swietej Jadwigi Krélowej w Kielcach za prace
Krzywe przequbowe

oraz

Artur Zubilewicz z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie za prace
Krzywe stozkowe;

e srebrne medale i nagrody w wysokosci 900 zl otrzymuja ex aequo
Michal Baran z I1I LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie za prace
Przeprawa przez podzielno$ci sum kwadratow

oraz

Kamil Klimkowski z IT LO w Zdunskiej Woli za prace

O pewnym réwnaniu funkcyjnym.

Opiekunowie prac: Renata Dlugosz, Jacek Dymel, Andrzej Lenarcik
i Marcin Radwanski otrzymuja dyplomy honorowe.

Finalisci i opiekunowie prac otrzymuja rowniez nagrody ksiazkowe ufundowane
przez Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Wydawnictwo Aksjomat,
Wydawnictwo Demart oraz Wydawnictwo Szkolne Omega.

(—) podpisy Czlonkéw Jury

Prace nadsylane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu. Szczegétowy regulamin Konkursu znajduje sie na stronie
deltami.edu.pl. Termin nadsytania prac w kolejnej edycji Konkursu to 1 kwietnia 2015 roku.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

® Zadania z matematyki nr 689, 690
Redaguje Marcin E. KUCZMA
- 689. Znalez¢ wszystkie pary zbioréw A, B, zawartych w zbiorze liczb
P calkowitych, o nastepujacych wlasnosciach:

e kazda liczba catkowita nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A, B;
e nie kazda liczba catkowita nalezy jednoczesnie do obu tych zbioréw;
Termin nadsylania rozwigzan: 31 12015 e jesli liczba z jest w zbiorze A, to liczba x — 1 jest w zbiorze B;

o jesli liczby x, y sa w zbiorze B, to liczba = + y jest w zbiorze A.
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan : : : . . .. _
670 (WT = 1.80) 5 680 (W'T = 1.85) 690. Ciag liczb calkowitych dodatnich (a,) spelnia warunki: ag = 1, a1 > 1,

ag ... @
z numeru 4/2014 I 1+ 1 n dlan>1.
Pawel Duch Bielawa 44,49 atn/QJ
Stanistaw Bednarek ©Lédz 43,15 .
Tomasz Wietecha Tarnéw 39,85 Niech 1
Wojciech Maciak Warszawa 39,65 bn e —
Michal Miodek Zawiercie 37,11 a
Jerzy Cislo Wroctaw 35,67 n+10[n/2)
Wojciech Tobié Praszka 32,96  Udowodnié, ze szereg by + by + b3 + ... jest zbiezny, a jego suma jest liczba
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75 Wymiern@.
Klub 44 M liczy juz 123 cztonkéw.
Nowa postaé: Pawel Duch z Bielawy. Zadanie 690 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Zadania z fizyki nr 586, 587
Redagugje Elzbieta ZAWISTOWSKA

586. K i K’ to inercjalne uktady odniesienia o zgodnych osiach, K’ porusza sie
z predkoscia V' wzgledem K wzdtuz osi x. Wzdluz tej osi w uktadzie K’
rozmieszczony jest ciag jednakowych, rowno odlegltych i zsynchronizowanych
zegaréw. Obserwator w K notuje rownoczesne dla niego wskazania tych zegardw
Termin nadsylania rozwiazas: 31 12015 W dwoch chwilach: £, = 01it3 > 0 (rys. 1). Na podstawie tych pomiaréw
wyznaczy¢ V oraz odlegloéé I’ miedzy sasiednimi zegarami mierzong w K'.

Czoloéwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan o
570 (WT = 3,90), 571 (WT = 2,40), Y Y
572 (WT = 3,22) i 573 (WT = 2,80) ta>0

z numeréw 1/2014 i 2/2014
Michat Kozlik  Gliwice 44,02 5 s T (02) z
Tomasz Rudny Warszawa 37,68 U v U )
Tomasz Wietecha Tarnéw 28,21 1 I I X
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Andrzej Idzik Bolestawiec 27,88 y' My
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51 =0
Liczbe 44 punktéw przekroczyt F

pan Michat Kozlik. Gratulujemy!

8

9 ME@W

I it it ‘ -

®
(s
(¢

Rys. 1 Rys. 2

587. W ukladzie przedstawionym na rysunku 2 bloki maja zaniedbywalnie male
masy, ni¢ jest niewazka i nierozciagliwa, fragmenty nici, ktére nie leza

na blokach, sa poziome. Masy klockéw lezacych na poziomej powierzchni sa
takie same i rowne M. Do konca nici przylozono poziomy site F'. Z jakim
przyspieszeniem porusza sie ten koniec nici? Zal6z brak tarcia i przyjmij, ze
klocki poruszaja si¢ ruchem postepowym.
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Prosto z nieba: Poswiata po btysku

Btyski v sg wciaz doéé tajemniczymi zjawiskami kosmicznymi mimo prawie 50 lat
od ich odkrycia przez wojskowe satelity szpiegowskie Vega (w latach 60. emisji
energetycznego twardego promieniowania spodziewano sie nie z Kosmosu, ale

z Ziemi, poszukujac dowodéw na testy broni nuklearnej). Blysk v, czyli wyjatkowo
potezny wybuch o szacowanej energii 10** J (zgodnie ze wzorem E = mc?

mniej wiecej tyle energii powstaloby z zamienienia planety wielkosci Jowisza

na fotony) zdarza sie w przecietnej galaktyce raz na okoto 10° lat; detektory
satelitarne wykrywaja $rednio jeden btysk dziennie; rozklad btyskéw na niebie
jest izotropowy. Energia blysku jest poréwnywalna z energia grawitacyjna
supernowej, co sugeruje zwiazek przyczynowo-skutkowy: istotnie, istnieje coraz
wiecej dowoddw obserwacyjnych na to, ze tzw. dlugie — trwajace nawet 1000 s

— blyski sa zwiazane z zapadnigciem si¢ masywnej gwiazdy (budzet energetyczny
sugeruje takze, ze emisja btysku jest skupiona w dos¢ waskim stozku — dzecie;
izotropowa emisja wymagaltaby nieosiagalnie wielkich ilosci energii i wiekszych
niz obserwowane czesto$ci wystepowania). Pozostaloscig po zapadnieciu

sie i wybuchu w takim modelu kolapsara jest czarna dziura. W ciagu

nastepnych tygodni w miejscu katastrofy pojawia sie poswiata (ang. afterglow),
czyli mniej energetyczne promieniowanie optyczne, podczerwone i radiowe.

Pionierem badan btyskéw byl polski
astrofizyk Bohdan Paczynski, ktéry jako
jeden z pierwszych zrozumiat, ze maja one
kosmologiczne pochodzenie; zaproponowat
takze metody badania poswiat.

Niedawne obserwacje poswiaty pewnego blysku (GRB 120308A) przeprowadzone
za pomoca automatycznego Teleskopu Liverpoolskiego umieszczonego

na Kanarach i uzywajacego polarymetru RINGO2 dostarczaja dowodu

na obecnosé polaryzacji kotowej w $wietle widzialnym poéwiaty; dodatkowo,
stopien polaryzacji jest istotnie wiekszy od tego, co zakladano w modelach
teoretycznych. Najprawdopodobniej oznacza to, ze obserwowane $wiatto zostato
wyemitowane przez elektrony przyspieszane w fali uderzeniowej w obecnosci
wielkoskalowego, dostatecznie silnego pola magnetycznego, znajdujacego sie blisko
centralnego obiektu (czarnej dziury). To bardzo dobra wiadomos$é — obserwacje
polaryzacji otwieraja nowe pole do popisu dla astrofizykdéw zajmujacych

sie teorig. Jako ze informacje zawarte w promieniowaniu po$wiaty sa w oczywisty
sposob zwiazane z poprzedzajacym ja wybuchem, prowadzenie takich obserwacji
przybliza nas do zrozumienia szczegdtéw mechanizmu tych kosmicznych katastrof.

Niebo w listopadzie

Listopadowe noce maja swoje minusy i plusy. Z jednej
strony sa juz caltkiem chlodne, ale jednoczesnie staja si¢
coraz dtuzsze, co powinno ucieszy¢ prawdziwych
mitoénikéw astronomii. Warto bedzie przygotowaé cieple
ubranie i, w miare mozliwosci, sprzet optyczny, aby

nie przegapi¢ listopadowych nocnych atrakeji.

Podstawowy sprzet optyczny, czyli nasze oko, pozwoli
nam zaobserwowa¢ na przyktad Ksiezyc, ktory 15 XI
znajdzie si¢ w apogeum swojej orbity, czyli w punkcie
najbardziej odleglym od Ziemi. Ksiezyc obiega nasza
planete po eliptycznej orbicie i dlatego odleglosé
pomiedzy tymi dwoma cialami niebieskimi zmienia sie

w czasie o okoto 10%, tzn. od 363000 km do 405000 km,
a tym samym zmienia si¢ nieznacznie jego wielkos¢
katowa. Tego dnia érednica katowa Ksiezyca bedzie miala
29,54 minut tuku (dla poréwnania Srednia jej warto$é
wynosi 31,07 minut).

Przez caly miesiac bedzie mozna réwniez nieuzbrojonym
okiem zaobserwowaé meteory z roju Taurydéw. Jest to
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r60j bardzo rozmyty i dos¢ dtugo aktywny. Jego
maksimum wypadnie w okolicach 12 XI. Mozemy si¢
wtedy spodziewaé okolo 10 obiektéw na godzine, ktore
beda wybiegaé¢ z radiantu potozonego w konstelacji Byka.

Kolejnym ciekawym obiektem do obserwacji ,,gotym
okiem” jest M45, czyli stynne Plejady. W drugiej polowie
miesigca ta otwarta gromada gwiazd bedzie w bardzo
korzystnym potozeniu na niebie okoto péinocy.
Oczywiscie jest to obiekt ciekawy rowniez dla posiadaczy
lornetek. Z kolei wlasciciele teleskopéw powinni
zainteresowac sie planetoida 6 Hebe, ktéra 17 XI
znajdzie si¢ w opozycji. Oznacza to idealne warunki

do jej obserwacji. Trudnoscia moze okazaé sie fakt, ze
widoczna ona bedzie na tle gwiazdozbioru Erydanu,
ktéry z Polski widoczny jest tylko czedciowo i tylko zima,
czyli znajduje sie bardzo nisko nad horyzontem. Jezeli
mozna jednak udaé si¢ na obserwacje w miejsce, gdzie
potudniowy horyzont nie jest niczym przystoniety, warto
bedzie to zrobi¢. Miejmy tylko nadzieje, ze listopadowa
pogoda bedzie sprzyjajacal

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA



Droga, predkosé, czas
Joanna JASZUNSKA

Oto kilka krétkich zagadek do szybkiego rozwigzania w wolnym czasie.

1. Pewnego poranka o godzinie 80 turysta wyruszyt z domu u podnéza goéry
i 0 20° dotar! do schroniska na szczycie. O 80 nastepnego dnia wyruszyt

ze szczytu ta samg trasa i o 20°° wrécit do domu. Udowodnij, ze istnieje taki
punkt, w ktorym turysta byl w oba dni doktadnie o tej samej godzinie.

2. Na potce stoi dwutomowa encyklopedia. Kazdy tom
ma 5 cm grubosci plus oktadki grubosci po 0,5 cm kazda.
Mol ksiazkowy przegryza sie przez te encyklopedie

od pierwszej strony pierwszego tomu, najkrétsza droga,
do ostatniej strony drugiego tomu. Jaka droge pokona?

3. Pod domem pana Y zatrzymuja si¢ dwa tramwaje —
nr 1 i 2, kazdy z nich kursuje co 10 minut. Pan Y
codziennie o przypadkowej godzinie wychodzi

na przystanek i wsiada w pierwszy tramwaj, ktory
nadjedzie. Tramwajem nr 1 dojezdza do narzeczonej, zas
tramwajem nr 2 — do matki. Czy nalezy oczekiwad, ze
pan Y réwnie czesto trafia do kazdej z nich?

4. Miasta A i B sa odlegle o 300 km. Z miasta A

w kierunku B wyrusza pociag z predkoscia 90 km/h.
W tym samym momencie z miasta B w kierunku A
wyrusza pociag z predkoscia 60 kmm/h. Jednoczesnie

z miasta A startuje Stru$ Pedziwiatr, ktéry gna

w kierunku B z predkoscia 250 km/h. Kiedy napotka
pociag jadacy z B do A, zawraca w kierunku A. Kiedy
z kolei napotka pocigg jadacy z A do B, zné6w zawraca
itd. — biega pomiedzy pociagami az do momentu ich
spotkania. Ile kilometréw pokona?

5. Mamy do dyspozycji dwa sznurki i zapatki. Wiadomo,
ze kazdy ze sznurkéw, podpalony na koncu, spali sie

w godzine. Sznurki moga jednak pali¢ sie nieréwnomiernie
i kazdy inaczej. Jak odmierzy¢ kwadrans?

6. Jak wyzej, ale mamy tylko jeden sznurek.

7. Cztery osoby chca przejsé przez dziurawy most

po ciemku. Maja do dyspozycji jedna latarke, nikt

nie moze i8¢ bez niej, z powrotem zawsze ktos musi ja
przenosi¢. Wspdlnie przez most moga i8¢ najwyzej dwie
osoby i ida wtedy w tempie wolniejszej z nich. Pierwszej
osobie pokonanie mostu zajmie 10 minut, drugiej 5,
trzeciej 2, a czwartej 1 minute. Czy wszystkie te osoby sa
w stanie przedostaé sie przez most w mniej niz 19 minut?

8. Samochéd przejechal z miejscowoéci A do B
z predkoscia 40 km/h i z powrotem, ta sama droga,
z predkoscia 60 km/h. Oblicz $rednia predkosé podrdzy.

9. Samochéd przejechal z miejscowosci A do B

z predkoscia 40 km/h. Z jaka predkoscia powinien jechaé
z powrotem tg sama droga, aby Srednia predkosé calej
podrézy byla réwna 80 km/h? Przepisy drogowe,
ograniczenia techniczne pojazdu itp. zaniedbujemy.

Rozwigzania

R1. Niech drugiego dnia inny turysta pokonuje trase
w goére doktadnie tak samo, jak nasz turysta dzien
wczesniej. W pewnym momencie obaj musza, sie minaé! [

R2. Tylko okladki — przednia I tomu i tylna II tomu,
tacznie 1 cm. O

R3. Jesli tramwaj 1 jezdzi o godzinach xx:x0,

a tramwaj 2 minute po nim (xx:x1), to pan Y ma
9 razy wieksza szanse na odwiedziny u narzeczonej
niz u matki. [J

RA4. Pociagi zblizaja sie do siebie z predkoscig 150 km /h.
Ich spotkanie nastapi wiec po 2 godzinach; Strus
przebiegnie w tym czasie 500 km. [J

R5. Podpalamy jednoczesnie pierwszy sznurek na obu
koncach i drugi sznurek na jednym. Pierwszy sznurek
spali sie caly w pél godziny, w tym momencie zaczynamy
mierzy¢ czas i podpalamy drugi koniec drugiego sznurka.
Poniewaz zostalo mu jeszcze pdt godziny, to palac sie

na obu koncach sptonie w kwadrans. [

R6. Podpalamy sznurek jednoczesnie na obu koncach
i w dowolnym innym punkcie, uzyskujac dwa fragmenty
plonace kazdy na obu koncach. Ilekro¢ ktéras czesc sie
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cala spali, natychmiast podpalamy dowolny punkt
drugiej czesci; by¢é moze powtarzamy te procedure
nieskonczenie wiele razy. W ten sposéb zawsze mamy
4 plomyki, wiec caly sznurek spali si¢ w kwadrans. [

R7. Tak. Idg dwie najszybsze osoby, jedna z nich wraca
z latarka, potem ida dwie najwolniejsze, druga

z najszybszych wraca z latarka i znéw ida razem dwie
najszybsze. To zajmuje 17 minut i mozna sprawdzi¢, ze
szybciej sie nie da. [

R8. Samochdd dtuzej jechal z predkoscia 40 km/h, wiec
$rednia predkosé jest ponizej 50 km/h. Dokladne
rachunki pokazuja, ze jest ona $rednia harmoniczng liczb
v1 =401 vy = 60:
t1 = AB/40 — czas podrézy z A do B,
ts = AB/60 — czas podrézy z B do A,
AB+BA  2AB 2

— = =48.
AB | AB 1 1
ti+t2 10 T %0 0 T 50

Vérednia =

R9. Nie ma takiej predkoéci. Z poprzedniego zadania
2 2’[)11)2

VUgrednia = 7 T = = &1 -
o T, U1t U1 + V2

< 2U1. O



