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Rownanie Naviera—Stokesa
Witold SADOWSKI*

Rozwazmy przeplyw nieéciéliwego ptynu w pewnym obszarze 2 C R3.
Zaltézmy, ze wiemy, jaka jest predkosé ptynu w kazdym punkcie obszaru,

to znaczy ze znamy pole predkosci, oznaczone ug, w chwili poczatkowej t =0
(rys. 1). Jak bedzie wygladalo pole predkosci ptynu u(t) w dowolnym
momencie t > 07

Odpowiedzi na to pytanie szuka sie w oparciu o rownanie Naviera—Stokesa.
Jest ono zapisang formalnie reguta, ktéra méwi, jak zmienia sie w czasie
predkosé ptynu. Oczywiscie, wektor predkosci u zalezy od zmiennej
przestrzennej x € {2 oraz od czasu t > 0. Rozwiazanie réwnania
Naviera—Stokesa z warunkiem poczatkowym wug to funkcja u, ktéra spelnia
to réwnanie dla czaséw dodatnich i w sposéb ciagly osigga warunek
oczatkowy dla t = 0.
Rys. 1. Schematyczny obraz pola p a Y
predkoéci w chwili ¢ = 0. Na podstawie
znajomoéci predkosci w chwili poczatkowej
powinni$§my — z wykorzystaniem réwnania
Naviera—Stokesa — przewidywadé, jaki
bedzie wektor predkosci w kazdym
punkcie obszaru {2 dla wszystkich czaséw
dodatnich.

Klopot w tym, ze do dzi§ nie wiemy, czy réwnanie Naviera—Stokesa mozna
jednoznacznie rozwiazaé¢ dla kazdego sensownego (to znaczy takiego, ktéry
ma skoniczong energie) warunku poczatkowego ug. Pomimo niemal stu lat
intensywnych badan tego zagadnienia nadal nie wiemy, czy rzeczywiscie
potrafimy przewidywaé przeplyw cieczy. Nie wiemy bowiem, czy poczatkowo
ograniczone i gladkie pole predkosci moze w pewnej chwili wybuchnaé, czyli
osiagnaé¢ w pewnym punkcie x obszaru {2 nieskoficzong wartos$é, jednoczesnie
caly czas ewoluujac do tego momentu zgodnie z réwnaniem Naviera—Stokesa.

Gradient ci$nienia to wektor wskazujacy,
w ktérym kierunku ci$nienie wzrasta
najszybciej i ktérego dlugosé jest
proporcjonalna do tempa zmiany
ci$nienia.

Dla Czytelnikéw, ktérzy pochodne
czastkowe znaja: uy oznacza pochodnag
wzgledem czasu, przez Au oznaczamy
wektor (Auy, Aus, Aug), gdzie

2 52 52

LN

x] Oox3 ox3
Ponadto przez (u - V)u oznaczamy
wektor, ktérego i-ta wspélrzedna jest
réwna sumie

ou;

Ou; n 2 Ou,
b 8:81 “2 6ac2 “s 8363 ’

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Jest to sytuacja krepujaca: ciezko bowiem sie przyznaé, ze nie potrafimy
rozstrzygnaé, czy podstawowy model w hydrodynamice ma sens. . .

Sktadniki rownania. Réwnanie Naviera—Stokesa to w zasadzie II zasada
dynamiki Newtona (F' = ma) zastosowana do ptynu. Méwi ono, ze wplyw
na tempo T, w jakim w danym punkcie zmienia si¢ predkosé ptynu, maja
cztery sktadniki:

A — ,dyfuzja” predkosci, czyli swego rodzaju usrednianie predkosci (proces
podobny do tego, gdy barwnik dyfunduje w wodzie i ostatecznie
jednorodnie zabarwia szklanke);

B — ,unoszenie” predkosci ptynu, czyli konwekcja (tzw. sktadnik nieliniowy);

C — sily zwiazane z ci$nieniem (tzw. gradient ci$nienia);

D — sily zewnetrzne (np. grawitacja).

W dalszym ciagu pominiemy sity zewnetrzne, przyjmujac D = 0. Réwnanie
Naviera—Stokesa mozna wiec wtedy zapisa¢ w nieco naiwny sposob jako

T+A+B+C=0,
lub bardziej konkretnie, z uzyciem odpowiednich symboli:
(1) up — vAu+ (u-V)u+ Vp = 0.

W powyzszym wzorze liczba v mierzy lepkosé ptynu (tzn. to, czy jest on
bardziej podobny do miodu czy do wody), a pozostale symbole zwiazane sa
z rézniczkowaniem. W zwiazku z tym konieczna jest pewna uwaga.

Do zrozumienia tego tekstu nie jest konieczne rozumienie powyzszych
symboli. Czytelnicy, ktérzy z pochodnymi czastkowymi nie mieli dotad

do czynienia, moga spokojnie ignorowaé zapis formalny i czytaé¢ sam tekst,
spogladajac na symbole jak na graficzne identyfikatory pojeé, ktérych sens
zostanie wyjadniony ponizej bez technicznych zawitosci.

Réwnanie (1) uzupelniane jest pewnymi dodatkowymi zalozeniami:

—w chwili ¢ = 0 pole predkosci jest réwne ug(x),
— predko$¢ u jest réwna zeru na brzegu obszaru {2,
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Formalnie niescisliwo$é oznacza, ze
dywergencja predkosci u jest réwna zeru:
Ouq Ousg Ous 0

oxq Oxo oxs

v
AN

Rys. 2. Schematyczny obraz dzialania
laplasjanu: wygladzanie rozwigzan
z uplywem czasu.

divu =

r=1t/2+1/2

x=-5/4

Rys. 3. Rozwiazujemy réwnanie Burgersa.

— Startujemy z punktu (0, —5/4). Mamy
uo(—5/4) = 0, wiec rysujemy z punktu
(0, —5/4) prosta o wspélczynniku
kierunkowym zero. Na tej prostej
warto$é u jest réwna zeru.

— Startujemy z punktu (0,1/2). Mamy
uo(1/2) = 1/2, wigc rysujemy z punktu
(0,1/2) prosta o wspdtczynniku
kierunkowym 1/2. Na tej prostej
warto$¢ u jest réwna 1/2.

— Startujemy z punktu (0, 3/2). Mamy
u0(3/2) = 1, wiec rysujemy prosta
z punktu (0, 3/2) o wspdlczynniku
kierunkowym réwnym 1. Na tej prostej
warto$é u jest réwna 1.

— plyn jest nieécidliwy; oznacza to, ze do dowolnej kulki w (2 tyle samo plynu
wplywa, co wyptywa. Pole predkosci zwane jest wtedy bezzrédlowym
(bezdywergentnym).

Trzech bohateréw. Naréownanie Naviera—Stokesa mozna patrze¢ jak na bitwe,
w ktérej chodzi o to, czy pierwszy sktadnik réwnania (pochodna czasowa uy),
a wraz z nig sama predkos¢ u, ucieknie czy tez nie ucieknie do nieskonczonosci.
Walka ta rozgrywa sie miedzy trzema pozostalymi ,osobami”:

— bohaterem pozytywnym (czyli laplasjanem: —Au),
— nieliniowym zloczynca: (u - V)u oraz
— ,niewidzialnym rozgrywajacym” (gradientem ci$nienia: Vp).

Zeby zatem glebiej zrozumieé, co sie dzieje w tym réwnaniu, dlaczego jest ono
tak klopotliwe i dlaczego kolejne sktadniki zostaly tak a nie inaczej nazwane,
sprobujmy lepiej zrozumieé¢ charaktery gtéwnych postaci.

Bohater pozytywny. Aby wyjasnié¢, dlaczego wigkszo$¢ matematykow sadzi,
ze laplasjan poprawia regularno$é¢ rozwigzan réwnania Naviera—Stokesa,
przyjrzyjmy sie rownaniu, w ktérym wystepuje tylko pochodna wzgledem
czasu i sam laplasjan (przyjmujemy v = 1):

u— Au=20
z warunkiem poczatkowym u(0, z) = ug(z). Jest to tzw. réwnanie przeplywu
ciepla (tym razem u oznacza zwykla funkcje o wartosciach rzeczywistych,
a nie pole wektorowe), ktére opisuje, jak zmienia si¢ w czasie temperatura
w obszarze, w ktorym poczatkowy rozklad temperatury jest dany
przez funkcje ug. Okazuje sie, ze nawet gdy funkcja ug nie jest zbyt gtadka,
to funkcje u(t), opisujace rozklad temperatury w czasie ¢ > 0, natychmiast
stajg sie niezwykle regularne i gltadkie. Ma to zwigzek z efektem usredniania
(charakterystycznym dla dyfuzji), ktéry ostatecznie prowadzi do tego, ze
rozwiazania u(t) z uptywem czasu coraz bardziej upodobniajg sie do funkeji
harmonicznej, to znaczy takiej, ktéra jest ciagla (tak naprawde gtadka)
i ma wtasno$é wartosci Sredniej: jej srednia wartos¢ w dowolnej kulce jest
rowna jej wartosci w érodku kulki. Blizsza analiza pokazuje tez, ze laplasjan
wypompowuje energie z uktadu tym szybciej, im wieksze sg réznice temperatury
(w przypadku réwnania Naviera—Stokesa: réznice predkosci) i co wiecej, duzo
szybciej pozbywa si¢ energii ze skal mikroskopijnych niz z tych duzo wigkszych.
To przeciwdziata dzikim oscylacjom w matych skalach i wygtadza rozwiazanie.

Nieliniowy ztoczynca. W przeciwienstwie do laplasjanu sktadnik nieliniowy
(u - V)u podejrzewany jest przynajmniej o préby (byé moze nieskuteczne)
doprowadzenia predkoéci do wartosci nieskonczonej. Jak sie to dzieje?
Spoéjrzmy na réwnanie, jakie otrzymujemy z réwnania Naviera—Stokesa
po wyrzuceniu laplasjanu
u + (u-V)u+ Vp =0,

przyjmujac warunek poczatkowy u(0,z) = ug(z). Poniewaz nadal wymagamy,
by u opisywalo przeplyw niedcisliwy (divu = 0), to powyzsze réwnanie
(zwane réwnaniem Eulera) jest, z grubsza biorac, tak samo stabo poznane jak
rownanie Naviera—Stokesa. Dokonajmy jednak kolejnego uproszczenia:
zapomnijmy o warunku przeplywu bezzrédtowego, a ponadto dla pelnego
uproszczenia rozpatrzmy przypadek jednowymiarowy (dla zmiennej
przestrzennej). Wowcezas (v - V)u to po prostu uu, i dostajemy:

ug +uu, =0,  u(z,0) = ug(x).
Takie réwnanie (zwane réwnaniem Burgersa) ma do$é niepokojace
wlasnosci. Jakiego rodzaju sa to ktopoty, mozna zrozumieé nawet
bez znajomosci pochodnych czastkowych. Istnieje bowiem prosty algorytm
rozwigzywania réwnania Burgersa, gdy tylko ma ono gladkie, regularne
rozwiazanie. Robi si¢ to tak. Bierzemy jakikolwiek punkt (0,b) na osi t = 0.
Patrzymy teraz, jaka jest warto$¢ funkcji ug dla = b. Jesli jest ona réwna a,
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Rys. 4. Dla innego warunku poczatkowego
dochodzimy do sprzeczno$ci: na liniach
uko$nych warto$é funkcji musi byé

réwna 1, a na poziomych — zero. Niestety,
linie si¢ zderzajg i nawet wygltadzenie
warunku poczgtkowego nic na to poméc
nie moze. .. Jak zatem okreslac
rozwiazanie w spornych punktach? Gdzie
ma przebiegaé linia skoku (fala
uderzeniowa)? I czy takie nieciagle
rozwigzania maja w ogéle sens?

=N
i

Na przyktad sinus i kosinus sg do siebie
prostopadle na odcinku (0, 7), bowiem ich
iloczyn jest réwny sin cosz = % sin(2z),
a $rednia sin 2z na (0, 7) jest réwna zeru.

Rys. 5. Zwezanie wiru.

to kreslimy prosta wychodzaca z punktu (0, b), ktéra ma wspdlczynnik
kierunkowy a, czyli rownanie x = at + b. Na wykreslonej prostej definiujemy
wartos$¢ funkcji u jako liczbe a. Jedli teraz pokryjemy takimi prostymi cala
pélplaszezyzne t > 0, to problem jest rozwiazany, bo kazdy punkt (z,t) dla

t > 0 ma okres$lona wartos¢ funkcji u. Jak to dziata na konkretnym przykladzie,
mozna zobaczy¢ na marginesie (rys. 3). Okazuje si¢ jednak, ze dla bardzo
wielu warunkéw poczatkowych (nawet zupelnie gladkich) nie da sie znalezé
rozwiazania ciggtego u okreslonego dla wszystkich czaséw ¢t > 0. Tworzg

sie bowiem tzw. fale uderzeniowe jak na rysunku 4. W ten sposéb widzimy, ze
spokrewnione z rownaniem Naviera—Stokesa réwnanie, ktore zawiera podobny
sktadnik nieliniowy, dla niektérych warunkow poczatkowych zachowuje sie
dobrze, a dla innych warunkéow poczatkowych na pewno nie daje globalnych
w czasie i gladkich rozwiazan (bez wzgledu na to, czy u dla t = 0 jest gladkie).

Sa tez inne przyczyny, dla ktorych sktadnik nieliniowy ma zlg stawe:
odwrotnie niz laplasjan pompuje energie ze skal wigkszych do mniejszych,

a ponadto z fizycznego punktu widzenia jest on zwiazany z efektem zwezania
wiru. Efekt ten polega na tym, ze jesli walec wodny wiruje wokét osi i jego
promien ulega zmniejszeniu, to predko$¢ wirowania silnie wzrasta, tak jak

w przypadku tyzwiarki robigcej piruet z otwartymi ramionami, ktéra nagle
ramiona zbliza do siebie (rys. 5). Czy podobnie moze doj$é do wybuchu
predkosci w przeplywie ptynu?

Niewidzialny rozgrywajacy. Wielu osobom wydaje si¢, ze caty ktopot

z rOwnaniem Naviera—Stokesa polega wlasnie na starciu sktadnika
nieliniowego z laplasjanem. Czeé¢ fizykow podejrzewa, ze zmniejszajac
lepkos$é v, czyli ostabiajac laplasjan wzgledem sktadnika nieliniowego, mozna
doprowadzi¢ do wybuchéow rozwigzan. Czy jednak tylko o starcie laplasjanu
ze sktadnikiem nieliniowym tu chodzi?

Problem w tym, ze réwnanie z pominietym gradientem ci$nienia:

ug —vAu+ (u-V)u = f,
i w konsekwencji z jednoczesnie pominietym warunkiem bezdywergencyjnoéci
pola u, ma zupelnie dobre wlasnosci: rozwiazania sa ograniczone, o ile tylko f
jest ograniczona! Wykazali to Andriej Kisieliow oraz Olga fadyzenska
w 1957 r. W przypadku réwnania Naviera—Stokesa gradient ci$nienia pelni
niejako role funkcji f z réwnania badanego przez Kisieliowa i Ladyzenska.
Gdybyémy zatem wiedzieli, ze gradient cinienia nie wybucha, to moglibySmy
wnioskowaé, ze u tez nie. .. Niestety, nic takiego o ciSnieniu nie wiemy. Widaé
zatem, ze o sktadniku Vp mozna moéwié jak o kluczowej postaci réwnania
Naviera—Stokesa. It is all about pressure. .. — jak mawia wielu matematykéw
zajmujacych si¢ tym tematem.

Dlaczego jednak ci$nienie nazwaliSmy postacia niewidzialna? Otéz gradient
ci$nienia i predkosé u naleza do wzajemnie prostopadtych przestrzeni
funkcyjnych. Dla czesci Czytelnikéw moze to brzmieé dziwnie, ze dwie funkcje
sg do siebie prostopadle, ale jest to zupelnie sensowne uogdélnienie pojecia
zwyklej prostopadtosci wektordéw: dwa wektory sa prostopadte, gdy ich iloczyn
skalarny jest rowny zeru, dwie funkcje sg prostopadte, gdy érednia ich iloczynu
w przestrzeni jest rowna zeru. To wlasnie z powodu owej ortogonalnosci
(prostopadlosci) gradientu i funkcji z zerowa dywergencja (tzn. pola
bezzrédlowego) w wigkszosci sformulowan réwnania Naviera—Stokesa
spotykanych w fachowych artykutach ci$nienie po prostu znika, bo réwnanie
rzutuje sie od razu tylko na te podprzestrzen, w ktérej ,zyje” rozwiazanie u.

Stabe rozwigzania. W badaniach nad réwnaniem Naviera—Stokesa
przelomowe znaczenie miala praca francuskiego matematyka Jeana Leraya

z 1934 r. Leray pokazal, ze dla kazdego sensownego warunku poczatkowego ug
mozna skonstruowac tzw. ,stabe” rozwigzania u dla wszystkich czaséw ¢t > 0.
Co to znaczy, ze rozwigzanie jest ,w stabym sensie” ? Méwigc swobodnie, znaczy
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z r=t/2

Rys. 6. Rozwazmy réwnanie Burgersa

z warunkiem poczatkowym wug réwnym 1
dla z ujemnych i 0 dla  dodatnich. Linie,
na ktérych okreslamy wartos§é funkeji
(zero lub jeden), przecinaja si¢. Ale mozna
zdefiniowad stabe rozwigzanie — takze

za pomoca funkcji testowych. Okazuje sig,
ze u zdefiniowane jak na gérnym rysunku
(obszar zacieniowany to warto$é¢ u

réwna 1) wszystkie testy przechodzi, a to
na rysunku dolnym — nie. Gérne jest
zatem stabym rozwiagzaniem, a dolne

nie jest. Widzimy tez, ze definicja stabego
rozwigzania wyznacza w tym przypadku,
jak porusza si¢ fala uderzeniowa.

Zeby uniknaé méwienia o catkach,
opowiadamy w tym artykule o $rednich
warto$ciach. Dlatego o obszarze (2
zakladamy tu, ze jest ograniczony i ma
objetosé 1.

\‘ PRRIRY
‘ ! \l ' I !Uu‘ \\‘“
\F(v%‘//’w/\“\\{{“«‘ \’ ’}’?

dn/ ]
e I

to, ze spelnia ono pewna nieskoniczong serie testow, ktore kazde ,prawdziwe”,
regularne rozwiazanie by spelnialo. Moze si¢ jednak zdarzyé¢, ze pewna
funkcja wszystkie te testy przechodzi, a jednak nie spelnia rownania w sensie
zwyklym. Jest to sytuacja troche podobna do zdawania matury: kazdy w pelni
dojrzaly matematyk zaliczy serie wymaganych przez nig testéw, ale nie jest
prawda, ze kazdy, kto mature zaliczy, jest od razu dojrzalym matematykiem.

Sprébujmy dokladniej wyttumaczyé, jakie testy przechodzi stabe rozwiazanie
okreslone na odcinku czasu [0, T]. Standardowy test wyglada nastepujaco.
Bierzemy dowolna, ale bardzo gladka funkcje wektorowa ¢ = (@1, 2, ¢3), ktéra
znika przy brzegu (2 oraz znika dla czaséw bliskich ¢t =01t =T, a takze ma
zerowa dywergencje. Nastepnie mnozymy przez nig réwnanie (1), otrzymujac:

u o —Au-o+(u-V)u-o+Vp-p=0.

Dla kazdego z czterech skladnikow liczymy teraz jego $rednig po calej
czasoprzestrzeni. Suma tych czterech $rednich tez, oczywiscie, musi

byé¢ réwna zeru. Kiedy jednak liczymy Srednie, to pewne prawa rachunku
catkowego (catkowanie przez czesci) pozwalaja nam przerzuci¢ pochodne

na gladka funkcje testujaca. To znaczy: gdyby v bylo prawdziwym gladkim
rozwigzaniem, to obliczenie np. Sredniej iloczynu u; - ¢ byloby tym samym,
co obliczenie $redniej iloczynu —¢p; - u. Ta ostatnia srednia istnie¢ moze nawet
wtedy, gdy samej funkcji u rézniczkowaé sie nie da. I na tym wlaénie polega
pomyst nieskonczonej serii testow: pochodne zostaja przerzucone na funkcje
probna, ktoéra jest na tyle gtadka, ze takie rézniczkowania zniesie bez problemu,
nawet gdyby nasze ,stabe rozwiazanie” udzwignaé¢ ich nijak nie mogto.
Nastepnie sprawdzamy, czy suma $rednich (obliczonych po odpowiednim
przerzuceniu pochodnych na @) nadal jest réwna zeru. Jesli tak, to test

jest zaliczony. Slabe rozwiazanie u spelnia kazdy taki test. Czy jednak mozna
na nie z powrotem przerzucaé¢ pochodne? Gdyby tak bylo, to w konsekwencji
u musialoby by¢ tez rozwiazaniem klasycznym. Ale czy tak jest, nie wie nikt.

Trzy klasyczne wyniki. Skoro zapoznaliSmy sie z grubsza z pojeciem
stabego rozwigzania, to mozemy teraz podaé trzy najbardziej fundamentalne
wyniki dotyczace réwnania Naviera—Stokesa. Obecnie wiemy, ze:

— rozwigzania stabe istnieja globalnie w czasie, tzn. sa okreslone dla wszystkich
t > 0; mozna je tez tak skonstruowaé, ze ich energia (czyli, z grubsza biorac,
$rednia %|u|2) maleje w czasie, a warunek poczatkowy jest przyjmowany
w tym sensie, ze energia pola u(t) — ug dazy do zera, gdy t — 07;
nie jest jednak obecnie wykluczone, ze r6zne metody konstrukeji stabych
rozwigzan prowadza do réznych stabych rozwigzan dla tego samego ug .. .;

— rozwiazania klasyczne (czyli takie, ktére po prostu w zwykly sposéb
spelniaja réwnanie) istnieja lokalnie w czasie: jesli tylko warunek poczatkowy
nie jest zbyt ,dziki” (tzn. gdy érednia |Vu|? jest skoficzona), to przynajmniej
na pewnym odcinku czasu [0,7") mozna skonstruowaé gladkie rozwiazanie;

— jesli warunek poczatkowy jest bardzo maly (np. w tym sensie, ze Srednia
|Vu|? jest odpowiednio mala), to rozwiazania klasyczne istnieja globalnie
w czasie (czyli dla kazdego t > 0).

Wiemy tez, ze rozwiazania klasyczne sa zawsze jednoznaczne (nie mozna mieé
dwéch réznych rozwiazan klasycznych dla tego samego uy).

Stonn Edrissa Titiego. Edriss Titi, jeden z bardziej znanych badaczy
rownania Naviera—Stokesa, zwykl mawiaé, ze rownanie to jest jak ston czy tez
mamut, ktérego ludzie chca pokonaé, ale wciaz nie potrafia. Zamiast wiec
mamuta w pelni zwyciezy¢, dokonuja réznych sztuczek: a to ztapia go

za ucho, a to pobujaja sie na ogonie, to znoéw ugodza go w noge.

Metafore Titiego nalezy, oczywiscie, traktowaé z pewnym dystansem, ale
faktem jednak jest, ze w ciagu wielu lat badan udato si¢ dokonaé wielu
matematycznych ,sztuczek”. Wykazano na przyktad, ze:
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Sformulowanie problemu milenijnego
zostalo podane przez Charlesa Feffermana
dla przypadku przeplywu w obszarze 2
bez brzegu, to jest w calej przestrzeni lub
na kostce z periodycznymi warunkami
brzegowymi. Oczywiscie problem dotyczyt
przeplywu w obszarze tréjwymiarowym,
bo problem przeplywu w obszarze
dwuwymiarowym zostal dawno juz
rozwigzany (nie ma wybuchéw

w wymiarze 2) przez Olge Ladyzenska.

— jesli dochodzi do wybuchu, to i tak zbidér czasow, w jakim stabe rozwigzanie
wybucha, jest maly: dla dowolnego € > 0 mozna go przykry¢ serig odcinkéw
o dlugodciach €1,e9,¢€3, ... 0 tej wlasnosci, ze Y o) 51-1/2 < e (czyli
tzw. wymiar Hausdorffa zbioru czaséw osobliwych nie jest wigkszy od 1/2);
wiedzial to juz w pewnej formie Leray w 1934 r.;

— zbidr punktéw w czasoprzestrzeni, w ktérych byé moze dochodzi do wybuchu,
tez jest maly (jego wymiar Hausdorffa nie jest wiekszy niz 1 — to wynik
Caffarelliego, Kohna i Nirenberga z 1982 r. w oparciu o wcze$niejsze
pomysty Scheffera z lat 70.);

— danemu stabemu rozwiazaniu odpowiada sensowny zespét trajektorii czastek
(trajektorii Lagrange’a); to wynika z pracy Foiasa, Guillope i Temamaz 1985r.

Faktow podobnej wagi mozna podaé jeszcze co najmniej kilkanadcie.
A jednak problem gléwny pozostaje otwarty i nie bardzo wiadomo, jak te
czesciowe wyniki nas do jego pokonania zblizaja. . .

Milion dolaréw. Réwnanie Naviera—Stokesa opisujace przeplyw w obszarze
tréjwymiarowym stalto sie w ostatnich latach dodatkowo stawne, bowiem
zawarto je na liscie tzw. siedmiu probleméw milenijnych (wytypowanych

jako najwazniejsze problemy otwarte w matematyce). Zeby przeméwic

do wyobrazni oséb spoza branzy, ufundowano konkretng i tatwg do zrozumienia
nagrode w wysokosci miliona dolaréw za rozwiazanie ktéregokolwiek

z tych siedmiu probleméw. W ten sposéb réwnanie Naviera—Stokesa stalo

sie¢ obecne w tzw. kulturze masowej, co prowadzi czasami do nieoczekiwanych
efektéw. Na przyklad niedawno ,eksperci” rozmaitych portali poinformowali
opinie publiczng o ,geniuszu z Kazachstanu”, ktory ,rozwiazal zagadke

za milion dolaréw”. Niestety, w dowodzie Mukhatarbaja Otelbajeva

po kilku tygodniach znaleziono btad. Bylo jednak dos¢ emocjonujaco:

w poszukiwaniu pomytki brato udzial wielu matematykéw, ostatecznie
kontrprzyklad (ulepszony potem przez Terrence’a Tao) zostal podany

przez uzytkownika o nicku ,sup” na jednym z rosyjskojezycznych

portali matematycznych. Wydaje sie obecnie, ze dowodu Otelbajeva

nie da sie uratowaé. Tego rodzaju zdarzenia trafiaja sie od czasu do czasu,
np. w roku 2006 Penny Smith oglosita, ze ma dowdd i nieostroznie udzielita
na ten temat wywiadu dziennikarce Nature. Potem okazalo sie, ze choé

sama praca poswiecona rownaniu Naviera—Stokesa nie zawierala bezposérednio
bledu, to jednak opierata si¢ na poprzedniej blednej pracy autorki.

Pomimo zatem tysiecy prac na ten temat, pomimo wysitkéw setek
matematykow problem regularnosci rozwiazan Naviera—Stokesa wciaz czeka
na ostateczne rozstrzygniecie. A przeciez od momentu podania tych réwnan
przez francuskiego inzyniera Claude-Louisa Naviera w 1822 roku i ich
bardziej $cistego wyprowadzenia przez George’a Gabriela Stokesa w 1845
roku mineto juz catkiem duzo czasu. ..

Rozwigzanie zadania M 1442.
Udowodnimy indukcyjnie, ze dlan > 3

1 n 1 T 1 - 1 1
33 43 77 n3 T 12 2n(n+ 1)’
Dla n = 3 nasza nieréwnos¢ przyjmuje postac % < ﬁ - i = i Zalézmy, ze nieréwnosé jest

prawdziwa dla n — 1, gdzie n > 4. Wéwczas
< 1 n 1 n n 1 > n 1 - < 1 1 ) n 1
343 T (n—1)3 n3 12 2(n—1)n n3

e 1 1 1 1 B
N (E B 2n(n + 1)) * nd <2n(n— 1) B 2n(n + 1)) N
(1 1 1 1
N <E B 2n(n + l)) N n3 n(n—1)(n+1) <

1 1
12 2n(n+1)’
co dowodzi prawdziwosci nieréwnosci dla n. W takim razie nieréwnos¢ jest spelniona dla kazdej
liczby naturalnej n > 3.

<
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ATHENA

— nowy teleskop
rentgenowski
Europejskiej
Agencji
Kosmicznej

Agata ROZANSKA*

*Centrum Astronomiczne
im. M. Kopernika PAN w Warszawie

ATHENA — wizja artystyczna (Javier Garcia Nombela-art-eres.net/Volker Springel (MPA)/IRAP)

Obserwacje Kosmosu w dziedzinie rentgenowskiej to najbardziej kosztowna
dziatka wspolczesnej astrofizyki. Fotony w zakresie widma od 0,1 do 100 keV sa
calkowicie pochlaniane przez atmosfere, wigc aby spojrze¢ na niebo

w promieniach Roentgena, musimy zbudowac teleskop satelitarny i wystrzeli¢ go
w przestrzen kosmiczna. Z tego wlasnie powodu astronomia rentgenowska miala
szanse rozwinaé sie dopiero w drugiej potowie XX wieku, kiedy nauczyliSmy sie
wynosi¢ detektory promieni wysokich energii ponad przeszkadzajace nauce
warstwy atmosfery. W praktyce budowa teleskopu rentgenowskiego od momentu
zaproponowania koncepcji naukowej do startu rakiety trwa okolo 15 lat.

Najpierw naukowcy zastanawiaja sie, co chca zbadaé, potem dlugo dyskutuja

z agencjami kosmicznymi, w jaki sposéb zbudowaé¢ urzadzenie, ktére wykona
pomiary najdokladniej (za jak najmniejsze pieniadze). Nie dosé, ze
wysokoenergetyczne promieniowanie ciezko skupié, to chcemy je obserwowaé

z coraz wiekszg dokladnoscia, dlatego nieustannie ulepsza sie technologie detekcji
promieni rentgenowskich, aby zrozumie¢, jak powstaja i jak oddzialuja one

z kosmiczna materia.

Przy obecnym rozwoju technologii najlepiej radzimy sobie z promieniowaniem
z bardzo waskiego przedzialu od 0,1 do 10 keV — dla fotonéw z tego przedziatu
z najwieksza doktadnoscig potrafimy okresli¢ kierunek, z jakiego do nas
dochodza i moment nadejécia (obecne detektory pozwalaja rozdzieli¢ obiekty
oddalone o 1 sekunde tuku na niebie, a sygnal potrafimy rejestrowaé co 10 us).

W listopadzie 2013 roku projekt nowego teleskopu rentgenowskiego ATHENA

(z ang. the Advanced Telescope for High ENergy Astrophysics) uzyskal poparcie
Europejskiej Agencji Kosmicznej z planowang datg wyniesienia w 2028 roku.

W projektowaniu i budowie teleskopu biorg udzial polscy naukowcy i instytuty
badawcze. ATHENA wygrala z kosmicznym interferometrem — detektorem fal
grawitacyjnych eLISA, ktory miatby mie¢ konstrukcje stabo jeszcze przetestowanej
formacji latajacej. Technologie zaproponowane do skonstruowania ATHENY sa
bardzo nowoczesne, ale mniej ryzykowne niz zgranie trzech oddalonych o milion
kilometréw satelitow eLISY. Teleskop ATHENA bedzie wyposazony

w najnowoczesniejsze lustra rentgenowskie nachylone w taki sposéb, by fotony
rentgenowskie ,$lizgaly sie” (odbijaly pod malym katem) po ich powierzchni.
Dodatkowo, jak nigdy wczeéniej, lustra te beda wyposazone w mikroskopijne
kanaliki, ktére podziataja jak kolimatory (technologia SPO — z ang. Silicon Pore
Optic). Po dwukrotnym precyzyjnym odbiciu pod malym katem fotony skupia sie
i za pomoca odpowiednio przystosowanych kamer rejestruje si¢ ich energie,
kierunek i czas nadejscia.

ATHENA bedzie miala dwa detektory, ktére w zaleznosci od potrzeb
obserwacyjnych bedg umieszczane w ognisku teleskopu. Kazdy z nich to

w zasadzie odpowiednik matrycy CCD znanej z aparatéw fotograficznych,
ztozony z wielu miniaturowych pikseli, przy czym w przypadku promieniowania
rentgenowskiego idealna detekcja nastepuje wtedy, gdy poszczegdlne piksele
rejestrujg pojedyncze fotony. Wieksza liczba fotonéw jednoczesnie

w pojedynczym pikselu uniemozliwia zmierzenie ich energii i taki pomiar jest
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Rozwigzanie zadania M 1443.

Niech a;; oznacza liczbe w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie naszej tablicy,

ajj =n(i—1)+j.
Wybrane liczby mozna zapisaé jako
A1g(1)s -~ s Qpo(n), gdzie o to pewna
permutacja zbioru {1,...,n}. Suma
wybranych liczb wynosi w takim razie

n

E Qio (i)

i=1

n

Z(n(i — 1) +o(i) =

i=1

n E (e —1)+ E i =
i=1 i=1

n(n —1)

n(n+1)

2
n(n? 4+ 1)
5 .

2

automatycznie odrzucany. X-IFU (z ang. X-ray Integral Field Unit) to bardzo
nowatorski detektor, w ktérym pojedynczy piksel dziata jak mikrokalorymetr.

Prosto rzecz ujmujac, kazdy piksel matrycy mierzy niestychanie mala, rzedu
milikelwinéw, réznice temperatur wywotana wysokoenergetycznym fotonem
rentgenowskim, ktéry do niego wpada. Takie urzadzenie nigdy jeszcze nie zostato
uzyte przy budowie satelitéw rentgenowskich. Detektor musi byé¢ utrzymywany
w niskiej temperaturze, co wymaga umieszczenia go w specjalnym kriogenicznym
termosie. Mikrokalorymetry zapewnia ATHENIE znakomita rozdzielczo$é
energetyczna — pozwola na mierzenie energii fotonéw z doktadnoscia do 2,5 eV!
Niemniej co$ za co$ — detektor bedzie mial niewielkie pole widzenia:

5 x b minut tuku.

Szescdziesiat razy wigksze pole widzenia zapewni ATHENIE drugi detektor,
WFI (z ang. Wide Field Imager) zbudowany z konwencjonalnych krzemowych
pikseli, ale za to z nowoczesna elektronika zapewniajaca btyskawiczny odczyt.
Dzigki technice zwanej APS (z ang. Active Pizel Sensor) czas nadejscia fotonu
bedzie mierzony z dokladnoscia do 7 ps. Taka czasowa rozdzielczo$¢ pozwoli
zbadaé jasne i szybko zmienne obiekty rentgenowskie, ktorych jest bardzo duzo
w naszej Galaktyce. Wszystkie pulsary, uklady podwéjne z czarnymi dziurami
lub gwiazdami neutronowymi wykazuja zmiennosé w skali milisekund i taka
wladnie zmiennos¢ bedziemy mogli pomierzy¢ z duza precyzja.

Opisana powyzej kombinacja instrumentéw pozwala na sformulowanie zadan
badawczych, ktére wedlug ekspertéw Europejskiej Agencji Kosmicznej sa
istotniejsze od detekcji fal grawitacyjnych. Prawie polowa obserwowanej przez
nas materii kosmicznej jest w formie rozgrzanego, rzadkiego gazu zwanego

w zargonie ,faza goraca” (z ang. hot phase). Ow goracy gaz ma temperature
rzedu 109107 K i promieniuje wylacznie niewidzialne gotym okiem fotony X.
Nadal nie wiemy, w jaki sposéb tak duza ilo$¢ gazu nagromadzilta tyle energii.
Goracy gaz znajduje si¢ w centrach aktywnych galaktyk, zwiazany jest wirialnie
w gromadach galaktyk, oraz jest nieustannie wywiewany z odlegtych kwazaréw.
I wlasnie ten ,Goracy Niewidzialny Wszechswiat” stal sie gléwnym

tematem naukowym ATHENY.

Drzieki obserwacjom rentgenowskim uczeni potrafia oceni¢ temperature, gesto$é
oraz mase goracego gazu w danym obszarze nieba. Czasami udaje si¢ wyznaczy¢
predkosé, z jaka sie on porusza oraz jego odlegloéé od obserwatora. Te parametry
fizyczne powiazane z czasem obserwacji dostarczaja podstawowych informacji

o morfologii i ewolucji obserwowanych obiektow, a co za tym idzie, zwiazanej

z nimi chtodniejszej, widzialnej czesci gazu.

Jowisz, po lewej w promieniach rentgenowskich zaobserwowany przez satelite Chandra, po prawej
stronie w $wietle optycznym.
X-ray Image: R. Gladstone (SwRI), et al., Optical Image: Cassini Imaging Team, NASA.
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m Zadania
C

Dzieki przysztym obserwacjom ATHENY dowiemy si¢ wiecej o dynamice

i rozktadzie materii we Wszechswiecie, zrozumiemy, jak rosng supermasywne
czarne dziury i jak goracy gaz stabilizuje gromady galaktyk. ATHENA pozwoli
nam zajrzeé glebiej w przestrzen kosmiczna, az do przesunieé¢ ku czerwieni nawet
z = 3 dla najjasniejszych obiektow. Promieniowanie rentgenowskie o energiach
0,1-9 keV w oddziatywaniu z materia produkuje linie emisyjne lub absorpcyjne
pochodzace z jonizacji pierwiastkéw ciezkich. Dzigki temu mozemy precyzyjnie
zbadaé¢ zawartos¢ pierwiastkéw cigzkich oraz ich chemiczng ewolucje w obiektach
astrofizycznych. ATHENA bedzie obserwowaé linie wielokrotnie zjonizowanego
tlenu, wegla, magnezu i innych ,metali” az do zelaza z najwieksza jak dotad
precyzja. Zbadamy réwniez dokladniej, bardzo istotny z astrofizycznego punktu
widzenia, proces opadania materii na supermasywne czarne dziury,

a w szczegblnosei jego zwiazek z procesem wyplywu goracego gazu z aktywnych
jader galaktyk (z ang. galazy feedback).

Oprécz mozliwosci obserwacji dalekiego Wszechswiata ATHENA znakomicie
bedzie sie nadawa¢ do badan obiektéw blizszych. Planuje sie¢ zatem ,zdjecia
rentgenowskie” centrum naszej Galaktyki, pozostalosci po wybuchach
supernowych, rentgenowskich uktadéw podwdéjnych oraz zjonizowanych wiatréw
w koronach goracych gwiazd. Nawet obiekty chlodne, takie jak planety i komety
w naszym Ukladzie Stonecznym, nie pozostaja obojetne na energetyczne
promieniowanie. Juz od 60 lat wiemy, ze korona Stonca jest silnym Zrédtem
promieniowania X. Te krétkie fale w duzych ilo$ciach przemierzaja nasz uktad
planetarny i znakomicie wnikaja w chtodng materi¢ atmosfer planet. Wzbudzone
elektrony atmosferycznych gazdéw, wracajac do stanu rownowagi, wyswiecaja
wtérne promieniowanie rentgenowskie. Powyzsze zjawisko, zwane fluorescencja,
jest obserwowane w kosmosie zawsze, gdy mamy do czynienia z silnym zrédlem
wysokoenergetycznych fotonéw. Planety dzialaja jak lustra dla promieni X

i je réwniez bedzie obserwowaé przyszly teleskop rentgenowski ATHENA.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1441. Punkty A, B, C sa trzema kolejnymi wierzchotkami pieciokata foremnego
wpisanego w okrag o promieniu 1. Obliczyé (AB - AC)?.
Rozwigzanie na str. 12

M 1442. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 1 < 1
33 43 T g3 12°
Rozwigzanie na str. 5

M 1443. W kolejne wiersze tablicy n X n wpisano po kolei liczby 1,2,...,n°.

Nastepnie wybrano z niej n liczb tak, ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
znajduje sie dokladnie jedna z wybranych liczb. Wyznaczyé wszystkie mozliwe wartosci
sumy wybranych liczb.

Rozwigzanie na str. 7

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 869. Jedna z ,atrakcji” wesotego miasteczka jest duza, pozioma tarcza o promieniu R
wirujaca z predkoscia katowa w. Pracownik wesolego miasteczka zalozyt sie z kolegami,
ze startujac ze srodka tarczy i idac ze stala predkoscia wzdluz wymalowanego na tarczy
promienia dotrze do brzegu tarczy w chwili, gdy wykona ona potowe obrotu. Czy wygra
zaklad, jesli wspotczynnik tarcia miedzy powierzchnia tarczy i podeszwami butéw
pracownika wynosi f7

Wskazéwka: Sita odsrodkowa nie jest jedyng sitg bezwladnosci wystepujaca
w obracajacym sie uktadzie.
Rozwiazanie na str. 15

F 870. Oszacuj wartos¢ energii potencjalnej uwalnianej w Polsce przez spadajace
jesienia liscie. Powierzchnia Polski to okoto 310000 km?, z czego okoto 30% to lasy, ale
tylko 20% z nich to lasy lisciaste. Najwyzszy wiaz w Polsce ma 36 m wysokosci
(Komor6w k. Gubina), najwyzsza lipa 35 m (Cielgtniki k. Czgstochowy).

Rozwigzanie na str. 19
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Zamrozone arki przetrwania

To dziwny i niezwykty bank, bank nasion roslin spozywczych, uprawianych

na calym $wiecie. Stanowi gwarancje dla zycia, ponad katastrofami

i nieprzewidzianymi kataklizmami. Jest tez podwéjnym zabezpieczeniem dla
ponad 1400 tego typu placéowek na calym Swiecie. Zbudowano go w zboczu gory
z piaskowca, 130 m ponad poziomem morza, na archipelagu Svalbard,

w miejscowosci Longyearbyen, kilometr od lotniska, ponad 1000 km od

bieguna pélnocnego, lotniska otwartego na loty regularne tylko w czasie
polarnego lata. Wciaz wydobywany lokalnie wegiel to zrédlo energii do zasilania
chlodzacych agregatéw.

Archipelag uznano za idealng lokalizacje: brak tu aktywnosci
sejsmicznej, znajduje sie w strefie wiecznej zmarzliny. Bank (kamien
wegielny w 2006, pierwsze depozyty w 2008), powstal w wyniku
tréjporozumienia miedzy rzadem norweskim, centrum zasobow
genetycznych (NordGen) i Fundacja Globalnej Réznorodnosci Nasion
"= (GCDT). Budowa kosztowata podatnikéw norweskich 9 mln dolaréw,
depozyty sa bezplatne. Koszty operacyjne pokrywane sg z GCDT oraz
licznych wplat rzadéw i fundacji (np. Billa i Melindy Gates). Badacze,
pragnacy uzyska¢ okre$lone nasiona, musza to robi¢ przez pierwotne
banki genéw — instalacja na Spitsbergenie stanowi zabezpieczenie,
a nie zrédlo probek. Bank jest wlasnoscig rzadu norweskiego, depozyty
— depozytariuszy i tylko oni majg dostep do prébek.

Nasiona spoczywaja w stalej temperaturze —18°, przy ograniczonym dostepie
tlenu i wilgoci. Nasiona sa wlasnoScia tych, ktérzy je tu przywiezli i ktorzy
przystapili do miedzynarodowej umowy. Wewnatrz gory panuje stata
temperatura okoto 4°. Doprowadza sie ja do wymaganych —18°, co zapewnia
kilkanascie tygodni bezpieczenstwa termicznego nawet po wylaczeniu zasilania.
Do glowy przychodzi mi jakie$ straszliwe ocieplenie klimatu — wyliczono jednak,
ze nawet stopienie calej arktycznej czapy nie podniesie poziomu wody do granicy
obecnych 130 m nad poziomem morza. Obliczono, ze nasiona w tych warunkach
przetrwaja setki, a najwazniejszych zb6z — nawet tysiace lat. Aha, Svalbard jest
zdemilitaryzowany. . .

Samochdd z lotniska moze dowiezé tylko do metalowych wrot. Do srodka

nie wchodza ani turyéci, ani dziennikarze. Czasem wpuszczaja wielkich
celebrytéw: Jimmy Cartera, Teda Turnera. Glowy koronowane czasem przywoza
depozyty ze swoich krajow. Wzdtuz dachu i nad wejéciem znajduje si¢ $wietlna
artystyczna instalacja symbolizujaca polarne swiatto w trakcie polarnych dni

i nocy. Powstala, gdyz prawo norweskie nakazuje (!) wzbogacanie kosztownych
budowli finansowanych przez rzad w dziela artystyczne. Za wejéciem zaczyna sig
stumetrowy tunel, ma Sciany wykute w skale. Tunelem dochodzi sie do hali,

z ktorej sa wejscia do trzech innych sal, kazda pomiesci¢ moze milion prébek,
caly bank w przyszloéci bedzie mégl chronié¢ 4,5 mln prébek. Dzis sadzi sie, ze
na Ziemi istnieje okoto 1,5 mln réznych prébek nasion roslin o znaczeniu
rolniczym. W 2012 roku jeden z syryjskich bankéw nasion znalazl si¢

w bezpos$rednim sasiedztwie strefy walk. Nasiona przestano do Svalbardu i dzis
stanowia tu najwiekszy depozyt.

W San Diego (USA) realizowany jest takze od 1976 roku projekt ,,Zamrozonego
Z0OO0O”. Obecnie chronia tam 8400 prébek z ponad 800 gatunkéw i podgatunkdw
zwierzat: komérek rozrodczych i zarodkéw. Takich instytucji jest na $wiecie
zaledwie okolo tuzina, w niektérych przechowuje sie jedynie probki gatunkdw
zagrozonych wymarciem.

Magdalena FIKUS

Bankiem nasion zainteresowatam sie przy lekturze ksigzki-reportazu

Ilony Wisniewskiej Biale (wyd. Czarne, 2014). Reporterka napisata: Nie pozostaje
nic innego, jak mie¢ nadzieje, ze do nasion dolgczono instrukcje obstugi

i w obliczu (totalnej) zaglady ocaleje ktos, kto bedzie je umial na nowo zasiad.
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Ten artykul dedykujemy

Johnowi Napierowi (1550-1617) z okazji
400-lecia odkrycia logarytmu ogloszonego
w ksiazce Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio

*Uniwersytet Mikolaja Kopernika
w Toruniu

Mys$l logarytmicznie!
Maciej M. SYSLO®, Anna Beata KWIATKOWSKA®

W tym artykule ilustrujemy potege logarytméw w projektowaniu efektywnych
algorytméw i obliczen. Myélenie, w tle ktérego stoi logarytm, ukryty lub widoczny,
nazwaliSmy mysleniem logarytmicznym. Stanowi ono jedna z podstawowych
kompetencji niezbednych przy efektywnym rozwiazywaniu rzeczywistych problemoéw
informatycznych. Pokazujemy réwniez — co moze by¢ ciekawe dla nauczycieli
matematyki — jak wprowadzi¢ pojecie logarytmu, nie odwotujac si¢ do matematycznego
formalizmu, a postugujac sie koncepcyjnym modelem redukcji rozmiaru problemu

w kazdym (lub w co drugim) kroku co najmniej o potowe. Moze Cig zdziwié, ze ta idea
prowadzaca do logarytmu wystepuje w algorytmie Euklidesa, ktéry zostal opisany
niemal 2000 lat przed wynalezieniem logarytmu przez Napiera.

Krétko po wynalezieniu logarytmu Edmund Gunter w 1620 roku utworzyl skale
logarytmiczna, a z potaczenia dwéch takich skal William Oughtred w 1622 roku
zbudowal suwak logarytmiczny. Oryginalnie, suwaki stuzyly do wykonywania mnozenia
(patrz rys. 1) i dzielenia, inne skale na suwakach stuza do podnoszenia do kwadratu

1(7Iog(3)—)|»

1

1 2
LS log(2)—>+ Iog(6)—)l

Rys. 1. Sposéb obliczania iloczynu 2 - 3 = 6 za pomoca suwaka logarytmicznego.

i do wyciagania pierwiastkéw kwadratowych, do obliczania trzecich poteg

i pierwiastkéw trzeciego stopnia, do obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych

i do wielu innych obliczen. Jeden z najbogatszych suwakéw, Faber Castell 2/83N,
zawiera az 21 skal. Budowano suwaki podtuzne, okragtle i ze skalami nawinigtymi

na cylindry, by méc wydtuzy¢ ich dtugosci dla osiggniecia doktadniejszych wynikéow —
skala na cylindrycznym suwaku Fullera ma dtugos¢ 12 metrow.

Dodajmy tutaj, ze Napier wynalazt réwniez tak zwane paleczki Napiera, ktére stuza

do mnozenia liczb, nie maja one jednak nic wspélnego z logarytmami. Postuzyty
natomiast Wilhelmowi Schickardowi do zbudowania w 1624 roku pierwszego kalkulatora
mechanicznego.

Rok 1972 to poczatek agonii suwakéw — zaczely je wypieraé stworzone z ich pomoca
kalkulatory elektroniczne. Ponad 40 milionéw wcze$niej wyprodukowanych suwakéw
stato sie nagle bezuzytecznych i obecnie stanowi gtéwnie eksponaty kolekcjonerskie.
Dzisiaj jednak nie mozna wyobrazi¢ sobie zajmowania si¢ informatyka,

bez przynajmniej ,otarcia” sie o logarytmy, co ilustrujemy w tym artykule.

* * *

Funkcje nie sa obiektami matematycznymi lubianymi przez uczniéw, zwlaszcza gdy sa
wprowadzane w sposéb formalny jako przeksztalcenia (odwzorowania). Wéréd nich
yhajgorsza stawg” cieszy sie logarytm, bo nie do$é, ze jest to funkcja, to na dodatek jest
to funkcja odwrotna. Jednakze do zrozumienia tego, o czym tutaj piszemy, nie bedzie
potrzebna znajomos¢ pojecia logarytmu.

W przesztosci uzasadnieniem dla postugiwania sie logarytmami, byly wtasciwosci,

ktére legly u podstaw jego wprowadzenia do obliczen. Logarytm utatwia wykonywanie
ztozonych obliczen dzigki zastapieniu dziatan multiplikatywnych (takich jak mnozenie

i dzielenie) przez dziatania addytywne (dodawanie i odejmowanie). Nie tak dawno jeszcze,
w szkotach postugiwano sie tablicami logarytmicznymi, a na uczelniach i w zaktadach
pracy przyszli i zawodowi inzynierowie korzystali z suwakéw logarytmicznych. Obecnie
logarytm pelni role tzw. mental tool — narzedzia myslowego, sposobu rozumowania.

Rozwazmy pie¢ nastepujacych pytan:

e lle nalezy przejrzeé¢ kartek w stowniku, aby znalezé poszukiwane hasto?

e Ile miejsca w komputerze (a dokladniej ile bitéw) zajmuje liczba naturalna?

e Jak szybko mozna wykonywaé potegowanie dla duzych wyktadnikoéw poteg?

e lle trwa obliczanie najwiekszego wspdélnego dzielnika dwdch liczb za pomoca
algorytmu Euklidesa?

e Ile krokéw wykonuje algorytm typu dziel i zwyciezaj uruchomiony na danych
o n elementach?
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Wspdlng cecha odpowiedzi na te pytania jest to, ze nie mozna ich udzielié,

nie dotykajac logarytmu, posrednio lub bezposrednio, a ponadto wyjasnienie tych
odpowiedzi stuzy lepszemu zrozumieniu pojecia logarytmu i jego roli w projektowaniu
efektywnych algorytmoéw.

Znajdz szybko haslo w stowniku, odgadnij ukryta liczbe. Papierowa ksigzka
telefoniczna ma 1000 stron. Jak znaleZé numer telefonu do pana Skarbka, aby
przegladnaé¢ mozliwie najmniejsza liczbe stron w tej ksiazce? Zapewne szybko
wpadniesz na pomyst, ze najlepsza metoda jest podzial pliku stron, na ktérych moze
by¢ numer telefonu pana Skarbka, na polowe i odrzucenie tej potowy, w ktérej

na pewno nie ma informacji o panu Skarbku. Ten podzial jest kontynuowany, az
pozostanie tylko jedna strona, na ktorej moze sie znalezé numer telefonu pana Skarbka.
Jest to tak zwane poszukiwanie binarne lub przez polowienie.

W dwuosobowej grze w odgadywanie liczby z podanego przedziatu, pomys$lanej przez
jedna z 0s6b, w ktérej druga osoba moze zadawaé pytania ,czy pomyslana liczba jest
wieksza czy mniejsza niz x” réwniez mozemy zastosowaé podobna strategie. Jesli kazde
pytanie bedzie dotyczyto wartosci x lezacej w potowie aktualnego przedziatu, w ktérym
znajduje sie poszukiwana liczba, to liczba pytan niezbedna do odgadniecia pomyslanej
liczby bedzie rowna liczbie polowien oryginalnego przedziatu.

Przy okazji warto zwrocié¢ uwage na nastepujace kwestie:

e Bardzo wazny jest alfabetyczny porzadek nazwisk w ksiazce telefonicznej i liczb
w przedziale. Jak ci sie wydaje, ile stron nalezatoby przejrze¢ w 1000-stronicowej
ksiazce telefonicznej, by znalezé nazwisko wlasciciela telefonu o numerze 12345677

e W przypadku stownika, w ktérym chcemy znalezé hasto zaczynajace sie poczatkowa
litera alfabetu, na ogdt prébujemy znalezé poszukiwane hasto na poczatkowych
stronach stownika. Taka metoda nazywa sie interpolacyjnym poszukiwaniem — na ogot
dziala szybciej, niz binarne poszukiwanie (wiecej na ten temat znajdziesz w ksiazce
M.M. Systo, Algorytmy, WSiP 1997; Helion 2014).

Binarna reprezentacja liczb i rozmiar liczby w komputerze. Zapewne wiesz, jak
otrzymac binarng reprezentacje liczby naturalnej n. Taka reprezentacja jest generowana
w trakcie podziatu liczby n i otrzymywanych ilorazéw przez 2. Rozpoczynamy

od podzielenia n przez 2 i reszte z tego dzielenia r (0 lub 1) przyjmujemy za najmniej

n__4q r znaczacy bit w reprezentacji. Nastepnie powtarzamy te procedure dla ilorazu g tak
23 11 1 dtugo, jak dtugo iloraz q jest wiekszy od 0. Na przyklad, dla n = 23 otrzymujemy
1 5 1 ok beli 2

5 9 1 101115 jak w tabeli 2.

2 10 C . . A . .o -

1 0 1 Czy zastanawiales sig, z ilu bitéw sklada si¢ binarna reprezentacja dziesigtnej liczby

naturalnej n, lub inaczej, jak duza pamie¢ w komputerze zajmuje liczba n?

By odpowiedzie¢ na to pytanie, zatézmy, ze n zajmuje k bitéw i okreslmy, jaka jest
najmniejsza i najwieksza liczba zajmujaca dokladnie k bitéw. Najwigksza taka liczba
sktada si¢ z k bitéw rownych 1, czyli

Tabela 2: Tworzenie reprezentacji
binarnej

(111... 1) =21 42" 24 422 4ol 490 =—9F 1,

Z drugiej strony, najmniejsza liczba reprezentowana dokladnie na k bitach ma tylko
jedna jedynke na najbardziej znaczacej pozycji. Stad otrzymujemy nastepujace
nieréwnosci:

2P _1<ng2"-1.

Dodajmy 1 do wszystkich stron tych nieréwnosci i wezmy logarytm log,. Otrzymamy:
k—1<logy(n+1) < k.
Poniewaz liczba bitéw k jest liczba naturalng (catkowita dodatnia), mamy:
k = [logy(n + 1)1,

gdzie [z] jest sufitem liczby x, czyli r6wna sie najmniejszej liczbie naturalnej wigkszej
lub réwnej z. Z tej czesci rozwazan mozemy wyciagnaé wniosek, ze naturalna liczba n
zajmuje w pamieci komputera okoto log, n bitéw — ta liczba jest czesto przyjmowana
za komputerowy rozmiar liczby n. Zauwazmy, ze poszukiwanie binarne w przedziale
zawierajacym n liczb odpowiada tworzeniu binarnej reprezentacji liczby n, liczba
krokéw w takim poszukiwaniu wynosi okoto log, n.

Mozemy teraz algorytmicznie zdefiniowaé log, n jako:
Logarytm log, n jest réwny liczbie krokéw, jakie potrzebujemy by zmniejszyé n do 1,

dzielgce sukcesywnie przez 2.
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n [logy n]
128 7
1024 10

65536 16
1048576 20
1010 34
10°° 167
10100 333
10200 665
10300 997
10°90 1661

Tabela 3: Liniowy i logarytmiczny wzrost
wartosci

L. .3

Rozwigzanie zadania M 1441.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku

(K,L,M, N to $rodki odcinkéw).
C

E M A

Niech a oznacza dlugo$é boku pieciokata
oraz d — dlugo$¢ przekatnej.

Z podobienstwa tréjkatéw ABC i BXC
mamy a/d = (d — a)/a, skad

ad = d*> — a®. Z podobienstwa trojkatéw
ANO i ALX otrzymujemy

/1 —(d/2)? ~_(d—a)/2

1 a
skad a®(4 — d?) = (d — a)® =
=d?> +a? —2ad = d*® + a® — 2(d2 — (12)4
W takim razie (ad)? = a? 4 d*®. Wreszcie
z podobienstwa tréjkatéow AMO i XKC
i (%) mamy

1 1—

=0 /1 ()22,
/1= (aj2)2  @/2

skad 1 = 16 - 4a? — /1(!2‘4» a?d? =

=16 — 3a°d?, wiec (ad)? = 5.

O znaczeniu i ,potedze” logarytmdw i funkcji logarytmicznej w informatyce, a ogdlniej
— w obliczeniach decyduje szybko$¢ wzrostu jej wartosci, nieporéwnywalnie mata
wzgledem szybkosci wzrostu jej argumentu, co ilustrujemy w tabeli 3. A zatem dla
liczb, ktére maja okoto stu cyfr, wartosé logarytmu wynosi tylko okoto 333.

Szybkie podnoszenie do potegi. Podnoszenie do potegi jest bardzo prostym,
szkolnym zadaniem. Na przyktad, aby obliczyé 3!, wykonujemy trzy mnozenia
3-3:3-3. A zatem w ogdlnosci, aby w ten sposéb obliczy¢ wartosé potegi ™, nalezy
wykonaé¢ n — 1 mnozen: o jedno mniej niz wynosi wyktadnik potegi. Czy ten ,szkolny”
algorytm jest na tyle szybki, by obliczy¢ na przyktad wartosé potegi:

:1:12345678912345678912345678912345
’

ktéra moze pojawié sig przy szyfrowaniu metoda RSA informacji przesytanych
w Internecie?

Oszacujmy, ile czasu bedzie trwalo obliczanie tej potegi, jesli zastosujemy szkolny
algorytm, czyli ile czasu zabierze wykonanie 12345678912 345678 912345678 912 344
mnozen. Przypusémy, ze dysponujemy superkomputerem, ktéry dziata z szybkoscig
jednego petaflopa, zatem wykonuje okoto 10'® operacji na sekunde. Obliczenie
powyzszej potegi bedzie trwalo

12345678912 345678912 345678 912 344/1015 s A~ 391478910 lat ~ 4 - 10° lat.

Jesli taki algorytm byltby stosowany do szyfrowania naszej poczty w Internecie, to nigdy
nie otrzymalibysmy zadnego listu. Dodajmy, ze w praktycznych sytuacjach konieczne
jest obliczanie poteg o wyktadnikach, ktére maja kilkaset cyfr.

Postaramy sie teraz tak wykonywaé potegowanie, aby w kazdym kroku wyktadnik
zmniejszyl si¢ okoto o potowe. W tym celu zauwazmy, ze jezeli n jest liczba parzysta,
czyli na przyklad n = 2k, to 2%* = (ack)Q7 a gdy n jest liczba nieparzysta, czyli

n =2k + 1, to 225! = (22*) . z. Na przyktad, by obliczyé¢ wartosé 23, postepujemy
nastepujaco:

Zatem warto$é potegi 2 moze byé obliczona przy uzyciu 7 mnozen (podnoszenie
do kwadratu to jedno mnozenie).

Oszacujmy, ile mnozen jest wykonywanych w takim algorytmie dla dowolnego n.

W tym celu poréwnajmy binarng reprezentacje liczby n = 23 = 101115 z kolejnodcia
wykonywania mnozen w tym algorytmie, patrzac od prawej do lewej. Nietrudno sie
przekonaé, ze z wyjatkiem najbardziej znaczacej pozycji w reprezentacji binarnej
wyktadnika n, kazdemu bitowi o wartosci 1 odpowiada mnozenie przez x, a kazdej
pozycji odpowiada podniesienie do kwadratu. A zatem, liczba mnozen potrzebnych
do obliczenia wartosci " za pomoca powyzszego algorytmu jest réwna liczbie pozycji
w binarnej reprezentacji liczby n minus 1 plus liczba bitéw réwnych 1 w tej
reprezentacji takze minus 1. Poniewaz, jak wiemy, dlugosé reprezentacji binarnej
liczby n wynosi okoto log, n, liczba mnozen potrzebnych do obliczenia wartosci ™
wynosi okoto 2log, n.

Sprawdzmy, jaki to da efekt, gdy n = 12345678 912345678912 345678 912345. W tym
przypadku 2log, n < 207. Zatem zamiast czekaé 4 - 108 lat, wynik mozemy otrzymaé
wykonujac nie wiecej niz 207 mnozen! To szokujace osiagniecie naszego algorytmu!

Na podstawie tabeli 3 widaé, ze obliczenie wartosci ™ dla n z setkami cyfr wymaga
wykonania kilka tysiecy mnozen, co na zwyklym komputerze trwa utamek sekundy.

Przedstawiony algorytm mozna zapisa¢ w postaé rekurencyjnej:
1 dlan =0,
" = ( xn/2)2

(ﬂvn*l) -x dla nieparzystego n.

dla parzystego n,

Algorytmy potegowania sa dobitna ilustracja stéw Ralpha Gomory’ego, naukowego
szefa firmy IBM: Najlepszym sposobem przyspieszania pracy komputeréw jest obarczanie
ich mniejszq liczba dzialari. Czyli prawdziwe przyspieszanie obliczen osiggamy dzigki
efektywnym algorytmom, a nie szybszym komputerom, a w tym konkretnym przypadku,
dzigki zastapieniu algorytmu liniowego przez algorytm o ztozonosci logarytmiczne;j.
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n m T
34 21 13
21 13 8
13 8 5
8 5 3
5 3 2
3 2 1
2 1 0
Tabela 4. Obliczanie wartosci
NWD(34, 21)
n
(@)

(b) 72

Rys. 5. Geometryczne uzasadnienie faktu,
ze reszta z dzielenia n przez m jest
nie wigksza niz n/2.

Algorytm Euklidesa a metoda potowienia. Okazuje sig, ze Euklides byl bliski
wynalezienia logarytmu, niemal 2000 lat przed tym, jak zrobit to John Napier.
Algorytm Euklidesa jest jednym z najstarszych znanych algorytméw. Stuzy

do znajdowania najwigkszego wspolnego dzielnika (w skrécie NWD) dwdch liczb.

W tabeli 4 sg zamieszczone wyniki obliczen tego algorytmu w trakcie znajdowania
NWD(34,21). W ogdlnosci, algorytm Euklidesa generuje nastepujacy ciag reszt (trzecia
kolumna w tabeli 4):

r.i=mn, ro=m, 7Ti, T2, ..., Tp=020,
Te reszty sa generowane zgodnie z nastepujacym ciagiem réwnosci:

r—1 =4qiTo + 71, gdzie 0 < 1 < 1o,
To = q2T1 + T2, gdzie 0 < r2 < 71,

Th—2 = QrTk—1 + Tk, gdzie 0 < rp < re_1,

i ostatecznie NWD(n, m) = rp—1. Pierwsza réwno$¢ odpowiada pierwszemu wierszowi
w tabeli 4, a ostatnia — ostatniemu wierszowi. Ilorazy ¢; i reszty r; w tych rownosciach
spelniajg réwnosci:

qi = Ti—2 div Ti—1, Ti = Ti—2 mod Ti—1-

Powstaje teraz pytanie, ile krokow wykonuje algorytm Euklidesa, by obliczyé wartosé
NWD(n,m). Pewna sugestia moze wyniknaé z poréwnania liczb w pierwszej i trzeciej
kolumnie w tabeli 4. Mozna zauwazy¢, ze w kazdym wierszu liczba w trzeciej kolumnie
jest co najmniej dwa razy mniejsza niz liczba w pierwszej kolumnie, a zatem reszta r;
w rownaniu r; = r;_2 mod 7;_1, jest co najmniej dwa razy mniejsza niz r;_s.

Uzasadnienie tego faktu jest bardzo proste, jesli postuzymy sie rozumowaniem
geometrycznym (rys. 5). A zatem, chcemy pokazaé, ze reszta r z dzielenia n przez m
nie jest wigksza niz n/2. Rozwazmy dwa przypadki:

(a) m < n/2 — poniewaz reszta nie jest wieksza niz m, wiec wynosi co najwyzej n/2;
(b) m > n/2 — reszta wynosi n —m, a n — m nie jest wigksze niz n/2.

A zatem, w ciggu reszt generowanym w algorytmie Euklidesa kazda reszta jest

co najmniej dwa razy mniejsza niz reszta, ktéra wystepuje w tym ciggu o dwie pozycje
wczesniej. Przypomina to ciag liczb generowany przez algorytm poszukiwania
binarnego, z wyjatkiem tego, ze generowany ciagg moze by¢é w najgorszym przypadku
dwa razy dtuzszy. Waznym wnioskiem jest wiec stwierdzenie, ze:

Algorytm Euklidesa oblicza NWD(n,m) dla n > m w co najwyzej 2log, n krokach.

Pewnym wyzwaniem jest pytanie dla jakich liczb n i m algorytm Euklidesa wykonuje
najwieksza mozliwa liczbe krokéw (dwie takie liczby zostaly uzyte w naszym
przyktadzie). OdpowiedZ moze byé zaskakujaca.

Liczby Fibonacciego. Tendencja do zastepowania algorytmoéw o ztozonosci liniowej
przez algorytmy o ztozonosci logarytmicznej, zilustrowana algorytmem szybkiego
potegowaniem, wystepuje w wielu innych problemach algorytmicznych, np. przy
wyznaczaniu wartosci liczb Fibonacciego. Klasyczna zalezno$é rekurencyjna, definiujaca
liczby Fibonacciego, moze byé wykorzystana do podania algorytmu liniowego, ktéry
dodatkowo unika wielokrotnych, takich samych odwotan rekurencyjnych.

Aby otrzymaé¢ w tym przypadku algorytm o zlozonosci logarytmicznej, nalezy postuzy¢
sie uktadem dwdch zaleznoéci rekurencyjnych, w ktorych indeksy liczb Fibonacciego

po prawej stronie sa redukowane o okoto potowe. I ponownie, jak powyzej, by uniknaé
wielokrotnych takich samych wywotan rekurencyjnych, nalezy rekurencje zrealizowaé
jako iteracje.

Fo=0, Fi=1, Foy1=F. |+ F; Fop=2F,1F,+F;.

Wiecej na ten temat mozna znalezé w ksiazce M.M. Systo, Piramidy, szyszki i inne
konstrukcje algorytmiczne, WSiP 1998; Helion 2015.

Metody podzialu i ograniczen. Wszystkie algorytmy zaprezentowane w tej pracy
bazujg na idei metody dziel i zwyciezaj. W informatyce istnieje bardzo wiele
algorytméw bedacych realizacja tej idei. We wszystkich przypadkach to podejscie
algorytmiczne wprowadza do ogdlnego wyrazenia na ztozono$¢ obliczeniowa
rozwigzywanego problemu jedynie logarytmiczny czynnik. Tak jest na przyklad

w przypadku sortowania przez binarne umieszczanie czy sortowanie przez scalanie.
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W krainie srednich
Przemystaw GRZEGORZEWSKI"

Zdarza sie¢ czasami, ze kiedy po przeprowadzeniu doswiadczenia analizujemy
dane, niektore liczby wygladaja dziwnie — to znaczy inaczej, niz bysSmy sie
spodziewali. W statystyce takie obserwacje, ktore sa zdecydowanie wieksze
lub zdecydowanie mniejsze od ogétu obserwacji nazywa sie obserwacjamsi
N odstajgcymi (ang. outliers). Bardzo czesto pojawiaja sie one w prébie
w wyniku bledéw popelnionych w trakcie dokonywania obserwacji lub
podczas pdzniejszego przetwarzania danych, na przyktad przy wpisywaniu
danych (przykladowo, wpisanie liczby 98 badz 0,98 zamiast 9,8). Obecno$é
takich blednych wartoéci w prébce moze wplywaé niekorzystnie na wyniki
obliczen. W tym miejscu nasuwa si¢ pytanie, czy nie nalezaloby usuwaé
ze zbioru danych , podejrzanych” wynikéw. Jesli jesteSmy przekonani, ze
mamy faktycznie do czynienia z bledem, mozemy to uczynié. Jednakze
nie nalezy tego czynié¢ pochopnie, bowiem obserwacje odstajace nie zawsze sa
efektami bledow. Czasem sa to wartodci jak najbardziej prawidlowe, tyle ze
pojawiajace sie w danym do$wiadczeniu stosunkowo rzadko.

Mamy, na szczescie, do dyspozycji kilka prostych narzedzi statystycznych
pozwalajacych poradzi¢ sobie ze znieksztalcaniem wynikéw pomiaréow przez
obserwacje odstajace. Dla n-elementowego ciagu obserwacji 1, ..., T,
mozemy obliczyé $rednig wazong, zdefiniowana wzorem

n
(1) Ty = sz’xi,
i=1

gdzie ciag nieujemnych wag w; (i =1,...,n) spelia wy + ... +w, = 1.
Srednie wazone moga réznié¢ sie nie tylko warto$ciami wag, ale i sposobem,
w jaki wagi przypisywane sa obserwacjom. W tradycyjnej Sredniej

wazonej (1) i-ta waga w; mnozona jest przez i-ta obserwacje z;, bez wzgledu
na to, jaka warto$¢ przyjmuje z;. W wielu sytuacjach wielce uzyteczne
bywaja jednak takie srednie, dla ktérych przydzial wag jest uzalezniony

od uporzadkowania obserwacji.

Uporzadkowang $rednig wazong, czyli w skrécie OWA (ang. Ordered
Weighted Average), nazywamy $rednia, w ktérej i-ta waga w; mnozona jest
przez i-ta co do wielkosci obserwacje z(;), co mozemy zapisac jako

n
(2) OWA (z,w) = Zwix(i).
i=1
W statystyce wyrazenie (2) bywa nazywane L-statystyka. Szczegdlnym

przypadkiem OWA jest tzw. $rednia ucieta, ktérej krancowe pod wzgledem
wielko$ci obserwacje otrzymuja wage réwng zeru. Srednia ucieta definiujemy

wiec jako
1 n—|na
(3) Tt,a = m ' Z Wi (5),
i=|naj+1

gdzie o > 0 jest tzw. wskaznikiem uciecia. Aby wzér (3) mial sens, wskaznik
uciecia nie moze by¢ zbyt duzy, a konkretnie, musi spetniaé¢ ograniczenie
|na] < n/2. Indeks t wystepujacy w symbolu éredniej ucietej (2) pochodzi
od angielskiej nazwy tej Sredniej, trimmed mean. To wlasnie Srednia ucieta
stosuje sie w praktyce po to, by wyeliminowaé¢ wpltyw ekstremalnych
obserwacji.

W tym kontekscie $rednia ucigta moze by¢ postrzegana jako narzedzie
pozwalajace wyznaczy¢ przecietng wartos¢ badanej cechy w taki sposéb, by
*Wydzial Matematyki : } i ol : 4 s
i Nauk Informacyinych, nie tracac z oczu ol?serwaCJl OEista(]z.;yc.ych3 1gr.10ro,wa.uc .1Ch.\.7vplyw
Politechnika Warszawska na dokonywane obliczenia. O Sredniej ucigtej mdéwi sig, iz jest ona odporna
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Rozwigzanie zadania F 869.

Zadanie najwygodniej rozwiazywac

w ukladzie zwigzanym z obracajaca sie
tarcza. Sila tarcia réwna mgf, gdzie m
jest masg pracownika, a g przyspieszeniem
ziemskim, musi by¢ przez catly czas ruchu
nie mniejsza od warto$ci wypadkowej
sumy sil: odsrodkowej i Coriolisa. Sita
odérodkowa i sita Coriolisa sg do siebie
prostopadte i co do warto$ci odpowiednio
réwne mw-r oraz 2wv. Predkosé
pracownika (zgodna z warunkami
zadania) to v = Rw/.

Stad warunek powodzenia zamiaru
pracownika to:

s R?
ngz > Wt (rz +47>
7(2

dla kazdej odlegltosci r pracownika
od $rodka tarczy. Ostatecznie:

4
22 f2 > wiR? <1+77>'
2

na obecno$¢ obserwacji odstajacych w prébcee. Tej wlasnosci nie ma
natomiast zwykta Srednia arytmetyczna, ktora przyktada taka samg wage
do wszystkich obserwacji, w tym takze odstajacych.

Tlustracja stosowania $redniej ucietej w zyciu codziennym moze by¢ sposéb
oceny skoczkow narciarskich. Jak wiadomo, skok oceniany jest przez pieciu
sedziow, przy czym faktyczna ocena skoku dokonywana jest na podstawie
trzech ocen pozostalych po wyeliminowaniu dwéch ocen ekstremalnych —
minimalnej i maksymalnej. Celem takiego postepowania jest unikniecie
sytuacji, w ktorej sedzia mialby faworyzowaé skoczka wystawiajac mu note
duzo wyzsza niz pozostali sedziowie, badz tez chciatby oceni¢ skok duzo
gorzej niz inni jurorzy.

Dopuszczajac maksymalny stopien uciecia otrzymujemy srednia ucieta
postaci

T((n+1)/2) dla n nieparzystego,
%(x(n/g) + Z(n/241)) dla n parzystego.

Ten szczegdlny przypadek Sredniej ucietej nazywamy mediang.

(4) med =

Mediana w sposéb oczywisty jest odporna na warto$¢ obserwacji
odstajacych, bowiem, jak wida¢ ze wzoru (4), bazuje wylacznie

na obserwacjach potozonych w samym $rodku uporzadkowanej niemalejaco
probki. W pewnych sytuacjach bywa to zaleta, ale trzeba pamietaé, ze
stosujac zbyt duze ucigcie pozbywamy sie nie tylko obserwacji odstajacych,
ale i wielu cennych informacji zawartych w probce. Tak wiec w przypadku
$redniej ucietej, podobnie jak w Zyciu codziennym, trzeba postepowaé
rozwaznie i nie popadaé¢ w skrajnosci.

Jeszcze innym rodzajem $redniej, uzywanej w statystyce i odporne;j

na obecno$¢ obserwacji odstajacych, jest tzw. srednia winsorowska.
Wyznacza sie ja w sposéb podobny do $redniej ucietej, tyle ze zamiast
eliminowania krancowych obserwacji z uporzadkowanego ciagu, zastepuje sie
je odpowiednio dobranymi warto$ciami. Doktadniej, po uporzadkowaniu
zbioru obserwacji w spos6b niemalejacy, ucinamy ustalona liczbe krancowych
obserwacji (od dotu i od gbry), a nastepnie dopisujemy tyle obserwacji, ile
tacznie ucigliSmy, przy czym polowa sposréd dopisanych obserwacji ma by¢
réwna pierwszej, a potowa ostatniej obserwacji z podzbioru, ktéry pozostal
po ucieciu. W przypadku $redniej winsorowskiej, w przeciwienstwie

do éredniej ucietej, mamy do czynienia nie tyle z eliminacja obserwacji
odstajacych, co raczej z ograniczeniem ich wpltywu na wyznaczana

warto$¢ przecietna.

Jak widaé, pojecie wartosci przecietnej, czy tez sredniej, mimo iz tak
intuicyjne, niekoniecznie musi prowadzi¢ do Sredniej arytmetyczne;j.
Jakkolwiek jest ona powszechnie i czesto z powodzeniem stosowana

w praktyce, zdarzajg sie i takie sytuacje, w ktérych jej uzycie moze przyniesé
niepozadane efekty. Pamietajmy, ze w wielu sytuacjach dobdr wiasciwej
$redniej moze sie okaza¢ decydujacy dla poprawnosci

uzyskiwanych wnioskéw.

MUA

9 10 11 12 9 10 11 12

Przyktadowe 11 warto$ci wynikéw pomiaréw oraz ich $rednia arytmetyczna (A), mediana (M)

i rednia ucigta z parametrem ucigcia o = 0,1 (U). Zestaw danych na rysunku po prawej stronie
rézni sie od tego po lewej tym, ze wartos¢ pomiaru zaznaczonego pustym kétkiem zostata
(przypadkowo?) zmniejszona dziesigciokrotnie.
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Alfametyk to formalny rachunek

na literach, dla ktérego mozna znalezé
taka odpowiednio$¢ miedzy literami

a cyframi, ze — po podstawieniu —
otrzymamy poprawny rachunek
arytmetyczny. Alfametyk jest podwdjnie
prawdziwy, gdy poczatkowy napis byt
zdaniem prawdziwym.

Wigcej o alfametykach mozna znalezé
w Delcie 8/2011.

JESINLATOWNZM
534A76B0829C1

WIELBEAD

C43BD1AS8

WIELBLAD

C7TBEDAS86G6
n m jezyk
17 4,3 niemiecki
14 3,9 angielski
16 3,2 szwedzki
12 2,9 dunski
16 4,2 grecki
19 5,4 polski
18 4,7 rosyjski
13 4,3 wloski
14 4.3 hiszpanski
16 3,9 francuski

n to liczba réznych liter wystepujacych
w liczebnikach,
m to $rednia dlugo$é liczebnika.

DUECNTOSVI
2486359710

SEICNTODUV
9605213847

Polszczyzna z wloszczyzng
Andreas BARTZ

Pierwsze alfametyki ukazaly sie drukiem zaledwie 11 lat po pojawieniu sie

w New York World (21.12.1913) pierwszej krzyzéwki i na wiele lat przed era
komputeréow. Mialy przewaznie postaé¢ pisemnego dodawania pewnej niewielkiej
liczby stéw (alfametyki addytywne). Nic dziwnego — musialy byé rozwiazywalne
bez pomocy obliczeniowych srodkéw technicznych.

Wspblcezednie alfametyk pojmuje sie nieco ogdlniej jako relacje réwnoéci, dajaca
sie przedstawi¢ w postaci W = 0, gdzie W jest wielomianem stéw. Stopniem
alfametyku jest stopien tegoz wielomianu.

Coraz czesciej tez publikowane sa zadania niezwykle efektowne i niestychanie
trudne, prezentujace ekstremalne wladciwosci polaczenia jezyka naturalnego

i arytmetyki. Sa one czesto adresowane nie do specjalistow tamania glowy, lecz
do mistrzéw sztuki programowania.

Polskie czasopisma publikujg niemal wylacznie alfametyki w systemie
dziesigtnym i na ogdt stopnia pierwszego. A szkoda. Polszczyzna daje niekiedy
szanse unikalne lub rzadko spotykane w innych jezykach, szanse, ktorych inne
jezyki moga nam pozazdrosci¢. Jako przyklad moze postuzy¢ proporcja z porami
roku w systemie trzynastkowym:

WIOSNA  JESIEN
LATO ~ ZIMA

Wyprawa w systemy pozycyjne o wyzszych podstawach nie jest pozbawiona
niebezpieczenstwa konfrontacji z powaznymi bledami — na przykltad

(BEAD)? = WIELBEAD

ma inne rozwiazanie w systemie o podstawie 14,
a inne w systemie o podstawie 15.

Ograniczmy sie w dalszych rozwazaniach do alfametykéw podwojnie
prawdziwych. W polszczyznie mozliwosci ich konstruowania sa znacznie gorsze
niz w wielu innych jezykach. Do takiego wniosku nietrudno doj$é, przygladajac
sie statystyce liczebnikow gltéwnych z zakresu od 1 do 10 w dziesieciu wybranych
jezykach europejskich.

Nasza mowa ojczysta prowadzi, jak widaé¢ (patrz tabelka na marginesie),
suwerennie w obu kategoriach. Jak nietrudno si¢ domysli¢, im wieksze m i n, tym
trudniej o efektowne alfametyki. Gdyby uwzglednié nasze kilometrowej dhugosci
liczebniki gléwne z grup *nadcie, *dziesci i *dziesiat, to rezultaty poréwnania
bytyby dla polszczyzny katastrofalne. Inaczej ma si¢ sprawa dla przyktadu

z jezykiem wloskim. Cho¢ wloszczyzna kojarzy sie najczesciej z zupa, $wietnie
nadaje sie takze do konstruowania alfametykéw podwéjnie prawdziwych. Aby
nie by¢ gotostownym — kilka przykitadéw, ktére podobnie jak wszystkie inne
alfametyki w tym artykule, sa mego autorstwa, nie byly dotad publikowane

i maja doktadnie jedno rozwiazanie.

Dwa ,niepowtarzalne” (kazdy liczebnik wystepuje tylko jednokrotnie):

DUECENTO + CENTOOTTO + CENTOSETTE + CENTODUE +
VENTINOVE + VENTOTTO + VENTIDUE + VENTUNO + VENTI +
DICIOTTO + DODICI + NOVE + OTTO + SETTE + SEI + DUE + UNO = SETTECENTO

(200 +108 4+ 1074102 +29+284+22+21 +20+18+124+9+8+T7+6+2+ 1 = 700)

SEICENTO + CENTODUE + CENTO + VENTISEI + VENTUNO -+
SEDICI + UNDICI + OTTO + SETTE + SEI + DUE + UNO = NOVECENTO

(600 +102+100+26+21+16+114+8+ 7+ 6+ 2+ 1 = 900)
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Duet:

UNODETAVIC 2 X DODICI + UNDICI + 2 x DIECTI + NOVE + OTTO + 5 X DUE + 8 x UNO = NOVANTA
9267130485 DICIOTTO + 6 x DIECI + 4 x OTTO + 12 x DUE + 66 x UNO = DUECENTO

(2-12+11+4+2-10+9+8+5-2+8-1=90
184+6-10+4-8412-2466-1=200)

Trio:

OTTOCENTO + VENTOTTO + VENTUNO + 2 x DODICI + 2 X NOVE + TRE + 3 X DUE = NOVECENTO
TRENTUNO + 11 X NOVE + 17 x OTTO + 7 X TRE + 13 x UNO = TRECENTO
VENTI + 3 X NOVE + 4 x OTTO + 3 x TRE + 2 x DUE + 8 x UNO = CENTO

(800 +28+2142-12+2-94+3+3-2=900
31+11-9+17-84+7-3+13-1 =300
20+3-94+4-8+3-3+2-2+48-1=100)

UNODETRVIC
7213540698

Dwa tautogramowe (wszystkie stowa zaczynaja sie taka sama litera):

DICOTEUN

T3901762 DICIOTTO + 5 x DODICI + 6 x DIECI + 31 x DUE = DUECENTO

(18 +5-12+6-10+ 31 -2 = 200)

DICOTEUN DICIOTTO + DODICI + 5 x DIECI 4+ 60 x DUE = DUECENTO

80934127
(18 +124+5-104 60 - 2 = 200)
* * *
Skonstruowanie polskiego uktadu alfametykéw w systemie dziesietnym to
marzenie Scigtej glowy. Marzenie to oraz cheé¢ ,zatrudnienia” polskich
liczebnikéw dluzszych i przez to mniej przydatnych do budowania alfametykéw
sktonita mnie do préb konstruowania przyktadéw bardziej wyrafinowanych:
— niekoniecznie liniowych,
— o dowolnych podstawach.
JEDEN (DWA)? — CZTERY DWA x (DWA + JEDEN) + DWA -+ JEDEN = DZIEWIEC
JEDEN . . -
w systemie o podstawie 9 o podstawie 11
JEDEN DWACZTERY DWAJENZIEC
JEDEN 615420837 496A718235
JEDEN
+JEDEN
- _ _ _ - - - - - - - 3 A
SZESC (PIEC)? = DZIESIEC + DZIEWIEC + SZESC (DWA)® + DWA = DZIESIEC
w systemie o podstawie 8 w systemie o podstawie 11 w systemie ° podstawie 11
GDEJNSSZ DZIESECWPS DWAZTESEC
24017653 4387160594 324187409
(w systemie dziesigtnym trzy rozwigzanial)
JEDEN (TRZY)? = DZIEWIEC TRZY X CZTERY + TRZY — CZTERY = JEDENASCIE
JEDEN . . . .
JEDEN w systemie o podstawie 13 w systemie o podstawie 15
bwaA TRZYDIEWEGC CZTERYJDNASI
8C196A52B3 C1B4789053A2
+ DWA
SIEDEM
w systemie o podstawie 9 (TRZY)? + (DWA + DWA)*> = (PIEC)? TRZY X CZTERY = DWANASCIE
JEDNWASTM w systemie o podstawie 12 w systemie o podstawie 16
784013256 . -
TRZYDWAPIEC CZTERYDWANSI
7BA39028165 18209C3EA6D5
(PIEC — TRZY)? = CZTERY TRZY x CZTERY + TRZY = PIETNASCIE
w systemie o podstawie 11 w systemie o podstawie 16
TRZYPIECCE CZTERYPIENAS
3749248156 CFB281960D47
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TRZY x CZTERY 4 CZTERY = SZESNASCIE TRZY x CZTERY + CZTERY = SZESNASCIE

w systemie o podstawie 13 w systemie o podstawie 16
CZTERYSNASTI CZTERYSNASTI
72509C34684A 9754DB320A1

TRZYDZIESCI 4 TRZYSTA = TRZYSTATRZY + 5 x TRZY + 3 x CZTERY (TRZY)? + TRZY = (CZTERY + DWA) x DWA

w systemie o podstawie 11

TRZYDIESCSA
26179034548

w systemie o podstawie 10

CZTERYDWA x
3690712584

Przy podstawach wigkszych od 10 istnieja nawet ukltady polskich alfametykdw
podwdjnie prawdziwych:

TRZY + DWA = PIEC TRZY + DWA = PIEC
DWA x DWA + DWA = SZESC JEDEN + JEDEN + JEDEN + JEDEN = CZTERY
w systemie szesnastkowym w systemie szesnastkowym
TRZYDWAPIECSES TRZYDWAPIECEJNC
9ED318FA0624BC B928EODC735A4461
4 x JEDEN + DWA = SZESC 2 X JEDEN + 2 x DWA = SZESC
6 X JEDEN + DWA = OSIEM 4 x JEDEN 4+ 2 X DWA = OSIEM
Wiccej podobnych probleméw w systemie éz‘esnastkowym w systemie ?Z‘ternastkowym
mosma znalesé w Delcie JEDNWASZSCEOINM JEDNWASZSEOIM
8/2011. 18ED3C6470954A 13B48D29A65CO

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Zbior sam w sobie
Piotr CHRZASTOWSKI-WA CHTEL"

Wiadomo, ze elementami zbioréw moga by¢ inne zbiory. Ale czy zbiér moze
sam by¢ swoim elementem? Czy moze si¢ zdarzyé, ze A € A? Mozna sprébowaéd
wyobrazi¢ sobie podjecie préby zdefiniowania czego$ w rodzaju granicy ciaggu

jednoelementowych zbioréw A, { A}, {{A}}, ..., ale w ramach teorii zbioréw trudno
sobie wyobrazi¢, jak mozna by, na przyklad, zinterpretowaé¢ napis zaczynajacy sie
i konczacy nieskonczona liczba kropek A = ... {{{... {{A}}...}}}... wyrazajacy

prébe zapisania takiego zbioru, w dodatku jednoelementowego! Porzuémy ten trop.

Czy jest w ogéle mozliwe, zeby bylo A = {A, ...}, czyli zeby zbiér A mial jako
element siebie i oprocz tego by¢ moze jeszcze cos? Nazwijmy zbiory, ktore spelniaja
taki warunek samowsobnymi. Istnienie takiego fenomenu, jak zbiér majacy
samego siebie wéréd swoich elementéw doprowadzilo do stynnego paradoksalnego
odkrycia Georga Cantora, ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw. Bo gdybysmy
zalozyli jego istnienie, to daloby si¢ go podzieli¢ na dwa podzbiory: zbioréw
takich, ktére naleza do siebie, czyli sa samowsobne, i pozostalych, czyli w miare
normalnych. Zatem istnialby zbiér 7 ztozony z wszystkich zbioréw normalnych,
a proba odpowiedzi na pytanie, czy taki zbior o7 nalezy do siebie, czy tez nie,
prowadzi do nieuchronnej sprzecznosci. Przyjecie zalozenia, ze o7 € o7, oznacza, ze
o/ ¢ o, bo przeciez of sklada sie wladnie z takich zbioréw, ktére do siebie nie naleza.
Zas przyjecie zalozenia, ze o/ ¢ o, oznacza, ze &/ € of, bo przeciez w &7sa wszystkie
zbiory normalne. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi tego, ze przyjete zalozenie

o istnieniu zbioru wszystkich zbioréow jest falszywe, wiec taki zbiér nie moze istniec.

Zauwazmy, ze W powyzszym rozumowaniu w ogble nie jest istotne, czy istnieje
cho¢ jeden taki zbiér samowsobny. Mogloby sie¢ wydawaé, ze zbiér samowsobny
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Na ogél, aksjomatyzujac zbiory, eliminuje
si¢ zbiory samowsobne.

Rozwigzanie zadania F 870.
Powierzchnia laséw lisciastych w Polsce to

3,1-10".0,3-0,2 m? =1,86-10'° m?,

warstwa opadtych lisci pod drzewami ma
grubos$é od 1 mm do 1 cm — przyjmijmy
0,5 cm. Gestosc¢ lidci jest bliska gestosci
wody — przyjmijmy, ze wynosi
1000 kg/mg. Jesli najwyzsze drzewa
lisciaste w Polsce osiagaja wysokosé okoto
35 m, to liscie spadaja z wysokosci od 1
do 30 m — przyjmijmy $rednio 10 m.
Przyspieszenie ziemskie wynosi okoto
10 m/szA Ostatecznie otrzymujemy
zmiane energii potencjalnej lici rowna
w przyblizeniu

9,3-10" J =2,58 - 10° kWh.

Dla poréwnania — produkcja energii
elektrycznej w Polsce w roku 2011
wyniosta

163,5 TWh = 1,635 - 10** kWh.

jest jakim$ dziwactwem i nikt powazny takiego zbioru zapewne nigdy nie widzial.
Nic bardziej mylnego! Ja sam nie tylko taki zbiér widzialem, ale go kiedy$ wrecz
zrobitem. No, moze przesadzilem, nie sam zbiér, ale jego fizyczny model,
niemniej jednak mogtem sie na wlasne oczy przekonaé o jego istnieniu

i zobaczyé, jak funkcjonuje.

Jestem przekonany, ze wielu Czytelnikéw po przeczytaniu ponizszej recepty
zechce sobie przetestowacé i powtorzy¢ méj eksperyment sprzed lat. Wystarczy
do tego mie¢ komputer i system operacyjny, ktory organizuje pliki w katalogi.
No wlasnie: co to sa katalogi? Wszyscy wiedza, ze to sa kolekcje plikow i innych
katalogdéw. Innych? A czemu innych? Co by sie stalo, gdyby w katalogu o nazwie,
powiedzmy, A umiesci¢ jako podkatalog wlasnie to A? Jak to zrobi¢?

Tak normalnie to sie nie da. Zeby podolaé temu zadaniu, trzeba dokonaé¢ pewnej
sztuczki hakerskiej.

Najpierw jednak trzeba zrozumieé, jak komputer definiuje strukture katalogéw
i plikéw. W wiekszosci systemdéw operacyjnych jest tabela adreséw, pod ktérymi
znajduja sie opisy poszczegdlnych podkatalogéw oraz plikéw, ktére w danym
katalogu wystepuja. Pod takim typowym adresem bedziemy wiec mieli nazwe
naszego katalogu oraz liste wystepujacych w nim elementéw: nadkatalogu,
oznaczanego graficznie przez dwie kropki, jego podkatalogéw oraz plikow. Pliki
juz takiej listy nie beda zawieraly, tylko opis rozmieszczenia kolejnych
fragmentow w sektorach dyskowych. Jesli chcemy wejsé do podkatalogu, to
pobieramy z listy adres odpowiadajacy jego nazwie, a nastepnie pod tym
adresem szukamy opisu podanego wedlug tego samego schematu i w odpowiedni
sposob uzyskana informacje wyswietlamy. Z tej mozliwosci korzysta np. system
operacyjny, wySwietlajac nam zawartos¢ aktualnego katalogu, czy wrecz
pokazujac od razu cate drzewo katalogéw.

Jedli, znajdujac si¢ w jakims$ katalogu, chcemy stworzy¢ jego podkatalog, to
nasza lista ulegnie wydtuzeniu o nowy element: wtasnie wygenerowany przez
system operacyjny adres powstajacego w tym momencie podkatalogu. Nie wiem,
czy juz widaé, co trzeba zrobié, zeby bylo Smiesznie. Wystarczy dobraé sie do tej
listy i podmieni¢ istniejacy poprawny adres jednego ze swoich podkatalogow

na wlasny adres katalogu, w ktérym wladnie przebywamy. Od tego system
operacyjny zglupieje. Nie bedzie probleméw z dodawaniem nowych plikéw, czy
podkatalogéw oraz ich usuwaniem. Jesli dodamy nowy plik, powiedzmy
dane.dat, to zobaczymy go posréd dostepnych elementow, wéréd ktorych bedzie
w szczegblnosci nasz katalog A. Gdy wejdziemy do tego katalogu, woéwczas
wydtuzy sie $ciezka o kolejne A, a poza tym bedziemy widzieli doktadnie

taka sama zawarto$¢, w szczegdlnosci dodany przed chwila plik dane.dat:

A stal sie elementem samego siebie!

Klopot si¢ zacznie z chwila, gdy bedziemy prébowali usuna¢ katalog A. Reakcja
komputera zalezy tu od tego, jakiego systemu operacyjnego uzywamy.
Zazwyczaj, aby nie zasmiecaé pamieci, systemy operacyjne zanim usuna katalog,
usuwaja jego zawarto$¢. Niektére systemy po prostu odmawiajg usuniecia
niepustego katalogu i kaza uzytkownikowi samemu o to zadbadé, piszac cos

w rodzaju ,nie mozna usunaé katalogu, gdyz nie jest pusty”. Pewnie Ze nie jest,
skoro sam do siebie nalezy! Inne systemy moga sie wrecz zawiesié¢ przy tej akcji,
gdyz zgodnie z regutami sztuki probuja przed usunieciem katalogu same usunaé
jego zawartos$é. Orientuja sie, ze katalog nie jest pusty i — co gorsza — zawiera
podkatalog, wiec najpierw trzeba zapewnié jego opréznienie. Wchodza wiec pod
wskazany adres, a tam widza, ze znowu jest jaki§ podkatalog (oczywiscie weiaz
ten sam!) do usuniecia. .. I tak bez konca.

Wiasciwie trudno jest doktadnie opisa¢ matematycznie, co sie nam udalo zrobié,
ale przynajmniej widaé, jak to dziata! Rzadka sytuacja. Zazwyczaj jest na odwrdt.
Potrafimy co$ wyrazi¢ matematycznie, ale nie wiemy, jak to dziata i wyglada!

Pozostaje pytanie, jak dokonaé tej sztuczki z podmiang adreséw. Pozostaje!
Ja tego nie ujawnie.
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Wszystkie zadania wraz z rozwigzaniami
sg dostepne na stronie internetowej
Olimpiady www.om.edu.pl.

Jak byto na LXV OM

W LXV Olimpiadzie Matematycznej wzigto udzial 1167 uczniéw. Do zawoddw
drugiego stopnia zakwalifikowano 507 0s6b, a do finatu, zorganizowanego
przez Zesp6l Szkol Ogolnoksztalcacych im. Stefana Zeromskiego przy

ul. Sienkiewicza 1 w Itawie, zaproszono 138 mtodych ludzi.

W zawodach pierwszego stopnia najtrudniejsze byto zadanie jedenaste, ktére
rozwigzalo poprawnie tylko 65 oséb, w tym 39 bez zarzutu. W ogdle zawody
pierwszego stopnia byly trudne i to chyba bylo przyczyna zmniejszenia sie
liczby uczestnikdw.

W zawodach okregowych (ktére nie byly bardzo trudne) najtrudniejsze byto
zadanie szoste.

Liczbe naturalng n nazwiemy dobrg, jezeli istnieje taka liczba pierwsza p, zZe
liczba n jest podzielna przez p, ale nie przez p*. Wykazaé, ze wsréd liczb
1,2,3,...,10'2 liczby dobre stanowig co najmniej 99%.

Rozwiazato je poprawnie lub z drobnymi zastrzezeniami 3* zawodnikéw. Niektorzy
zauwazyli, ze liczba niedobra moze by¢ zapisana w postaci a?b?, przy czym,
oczywiscie, a < V1012 = 10% i b < V1012 = 10* — jest tak poniewaz jesli

n > 1 jest liczbg parzysta, to p™ = (p™*/?)?, a jedli n > 1 jest liczba nieparzysta,
to p™ = (p("=3)/2)2 . p3 wiec jest ich mniej niz 10° - 10* = 10'° = 0,01 - 102,

Latwiejsze byly zadania drugie i piate, oba z planimetrii, kazde rozwiazal
poprawnie mniej wiecej co czwarty uczestnik zawodow.

W finale tej OM najtrudniejsze okazalo sie zadanie drugie.

Dane sq takie liczby calkowite k > 2, n > 1 oraz ai,as,...,ax @ by,ba,... by, Ze
Il<ap <ag < - <ap<by <by<---<b,. Wykazaé, zZe jezeli
a4+ as+...4+ar >by+bs+...+by, toay-as-...-ap >by-by-... by,

ktére rozwiagzalo jedynie 8 finalistow.

Najlatwiejsze bylto zadanie pierwsze.

Dane sq wzglednie pierwsze liczby catkowite k,n > 1. Na tablicy napisano

w pewnej kolejnosci wszystkie dodatnie liczby catkowite nieprzekraczajgce k + n.
Ruch polega na zamianie miejscami dwoch liczb roznigeych sie o k albo o n.
Downesc, ze mozna wykonaé cigg ruchow, ktory doprowadzi liczby na tablicy

do kolejnosci 1,2,....k+n— 1,k + n.

Z nim sprawdzajacy mieli najwigksze problemy. A oto nieco przeredagowane
rozwiazanie Adama Klukowskiego (Liceum im. S. Staszica w Warszawie).

Niech a1, az,...,akn oznacza dany cigg. Niech ap, = j dla j =1,2,...k+n
~ ta réwnos$¢ definiuje jednoznacznie liczbe bj. Dla ciggu (bj) ruch polega

na zamianie jego dwoch wyrazéow znajdujgcych sie w odleglosci k lub n. Jesli
umiemy posortowad drugi cigg, to pierwszy tez. Definiujemy cigg (c;),
przyjmujgc, zZe c; = by, gdzie m; oznacza te liczbe sposrod 1,2,...,k+n, dla
ktorej réznica ki — m; jest podzielna przez k 4+ n. Poniewaz NWD(k, k+n) =1,
wiec cigg (¢;) to permutacja ciggu (bj). Ruchy w ciggu (b;) odpowiadajq
zamianie kolejnych wyrazow ciggu (c;). Do ciggu (cj) mozna zastosowad
sortowanie bgbelkowe pozwalajgce ustawié jego wyrazy w dowolnej kolejnosci.

Najwazniejszym i najsmutniejszym wydarzeniem w roku szkolnym
2013/14 by! fakt, iz 23 lipca 2014 r. odszed! od nas Kamil Duszenko
znany wielu uczestnikom Olimpiad.

Przez ostatnich sze$¢ lat Kamil redagowal zadania na zawody, ich firmowe
rozwigzania, pisal broszury — sprawozdania z kolejnych Olimpiad. Dostarczal
wiele zadan na zawody w Polsce i nie tylko. Uczestniczyl w obozach naukowych
olimpiady, wyjezdzal na zawody baltyckie, na zawody do Rumunii. Finalisci
kilku olimpiad pamietaja, jak prowadzil oméwienia zadan po zawodach
finalowych. Niestety, nie byto Go z nami na finale LXIV ani na finale LXV OM.
Walczyl wtedy z choroba, ktéra w koncu go pokonala. Piszacemu te stowa
trudno pogodzi¢ sie ze Smiercia 28-letniego Kamila, cztowieka pelnego zycia,
mitosnika matematyki.
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Nieco wiecej o Kamilu mozna przeczytaé¢ na stronie olimpijskiej. Tu chcialbym
napisaé kilka stéw o Jego podejsciu do zadan olimpijskich. Olimpiada zajmowal
sie do ostatnich chwil swego zycia. W biezacej Olimpiadzie wéréd 12 zadan

z zawodéw pierwszego stopnia cztery sa Jego: 1, 3, 8 i 12. Rozwiazania
wszystkich dwunastu zadan, ktére beda pojawiac sie na stronie OM, wiekszosSci
napisal, a wszystkie zredagowal, pracujac nad tym jeszcze w lipcu.

Oto rozwiazanie cytowanego wyzej zadania drugiego z finalu LXV OM.

Niech f(u) = V/u dla uw=2,3,4,.... Udowodnimy, ze f(w) > f(w+ 1) dla kazdego
w > 3. Bezposrednie wymnozenie wskazuje, Ze ”JTH < % dla 0 <t <w. Zatem

(%) <=

Poniewaz (r +1)%2 < 2r? dla r > 1+ /2, wiec

wHl |

wtl | _w | w-1 w-2_ 5 4 3\ _ (wtD)?
w w—1 w—-2 w-3 " 4 3 2) 2w
1)2 .
%<w, W efekcie

(wTH)w < w, co jest réwnowazne nieréwnosci f(w) > f(w+ 1). PoniewaZ
by > 4, wiec z zaleznodei f(w) > f(w+ 1) i zwigzku f(2) = f(4) otrzymujemy

fla;)) = f(b) dlai=1,

2,...,k oraz f(b1) > f(b;) dla j=1,2,...,n.

W mysl okreslenia funkcji f powyzsze nierdwnosci mozna zapisaé w postact
a; > f(b1)% dlai=1,2,....k oraz f(b))% >b; dlaj=1,2,...,n.

Stad za$, po wymnozeniu stronami i skorzystaniu z warunku (1), uzyskujemy
a;-ag ... QA = f(bl)a1+a2+”'+ak > f(bl)b1+b2+'“+b” >by-by-...-by,.

W zawodach II stopnia LXIIT OM pojawilty sie dwa
zadania Kamila, raczej trudne.

Zadanie 3. Niech m,n bedq takimi dodatnimi liczbamsi
calkowitymi, ze w zbiorze {1,2,...,n} znajduje sie
doktadnie m liczb pierwszych. Dowiesé, Ze wsrod
dowolnych m + 1 rézZnych liczb z tego zbioru mozna
znalezé liczbe, ktora jest dzielnikiem iloczynu pozostalych
m liczb.

Zadanie 6. Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby
calkowitej k w zapisie dziesietnym. Dowie$é, zZe istnieje
nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych n,
ze S(2™ +n) < S(27).

Autorem zadania 12. z pierwszego stopnia LXV OM tez
byt Kamil:

W prostokqcie P zaznaczono n* roznych punktow. Dla
kazdej liczby calkowitej n > 2 znaleZé najwiekszq mozliwg
liczbe prostokgtow, w ktorych kazdy wierzcholek jest
jednym z zaznaczonych punktow, a boki sq rownolegle

do bokow prostokqta P.

— to zadanie rozwiazat tylko co dziesiaty uczestnik
zawodow, wiec okazalo sie dosy¢ trudne.

2

A oto Jego zadanie 2. z drugiego stopnia LXIV OM.
Okregi 01 i 02 0 Srodkach odpowiednio Oy © Oy przecinajq
sie w dwoch réznych punktach A i B, przy czym kqt
01A0O; jest rozwarty. Prosta O1B przecina okrgg oo

w punkcie C réznym od B, a prosta O3B przecina

okrgg o1 w punkcie D roinym od B. Wykazaé, Ze

punkt B jest $rodkiem okregu wpisanego w trojket ACD.
— to byto zadanie nietrudne.

Zawody trzeciego stopnia LXIIT OM otwierato tatwe, ale
bardzo zgrabne zadanie.

Rozstrzygnagd, czy istnieje taka dodatnia liczba

wymierna w, niebedgcea liczbg catkowitq, zZe potega w™
jest liczbg wymierng.

Przypomne jeszcze zadanie széste z finalu LXT OM.
Dana jest liczba rzeczywista C > 1. Cligg dodatnich liczb
rzeczywistych ayi,as,as, ..., wktorym a1 =11 as = 2,
spetnia warunki app = GGy 0702 Aman < Clam, + ay) dla
m,n=1,2,3,.... Dowie$¢, Ze a, =n dlan=1,2,3,....
To zadanie okazalo si¢ bardzo trudne, zreszta zgodnie

z przewidywaniami. Bezblednie rozwiazal je tylko jeden
uczestnik finalu, a drugi byt w pierwszej czesci drogi
prowadzacej do szczescia, za co otrzymal dwa punkty.

Mobj wybér jest oczywiscie catkowicie subiektywny. Wybieratem zadania tylko
sposrdd tych, ktére pojawity sie na zawodach OM. Chciatem pokazaé ich
roznorodno$é: sg tu trudne, latwe, geometryczne, kombinatoryczne, algebraiczne
i teorioliczbowe. Jest wiele, ktorych z réznych przyczyn nie zaproponowano
olimpijczykom. Nie wida¢ wspaniale zrobionych rysunkow, zawsze
jednobarwnych, czesto skomplikowanych, ale jednak czytelnych i jakze réznych
od pojawiajacych sie w wiekszoéci podrecznikow szkolnych. Gdy patrzymy

na rozwiazania zadan, nie uswiadamiamy sobie ogromnego wkladu pracy, dzigki
ktéremu sa one zawsze napisane mozliwie elementarnie, tak by uczniowie i ich
nauczyciele tatwiej mogli je zrozumieé¢. W broszurach wiele zadan jest
rozwiazanych wiecej niz jednym sposobem.

Warto pamietaé, ze Kamil poza Olimpiada zajmowal si¢ aktywnie innymi
rzeczami, w szczegdlnosci byl twérczym matematykiem — napisal prace
doktorska, ktorej obrone uniemozliwita Smiertelna choroba.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nobel 2014

Mniej wiecej co piata Nagroda Nobla z Fizyki jest
przyznawana bardziej za wynalazek niz za odkrycie.

W zgodzie z ostatnig wola fundatora proporcja ta mogtaby
(powinna?) byé nawet wigksza, a tym samym staé

w sprzecznosci z powszechnym odbiorem nagrody

jako najbardziej prestizowego wyrdznienia naukowego.

7 dzisiejszego punktu widzenia chyba najbardziej
zaskakujacy pozostaje werdykt z 1912 roku. Nagrode
przyznano wtedy Nilsowi Gustawowi Dalénowi za
,wynalezienie automatycznych regulatoréw uzywanych
wraz ze zbiornikami gazowymi do o$wietlania latarn

i ptaw”. Nalezy tylko dodaé, ze sposdb przechowywania
acetylenu (bo to o ten bardzo wybuchowy, ale tez bardzo
jasno palacy sie gaz chodzilo) tez zostal przez laureata
wynaleziony (i jest nadal stosowany), a regulatory byly
mechanicznymi zaworami blokujacymi dopltyw gazu przy
dziennym $wietle (mechaniczne wylaczniki zmrokowe) [1].
Tym samym laureat przyczynil sie¢ znaczaco do
bezpieczenstwa zeglugi poprzez obnizenie kosztow
utrzymywania systemu Swiatel o ponad rzad wielkoéci.

Jakze podobnie brzmi tegoroczna sentencja.

Laureatami Nagrody Nobla z Fizyki w roku 2014 zostali
Isamu Akasaki, Hiroshi Amano i Shuji Nakamura

,za wynalezienie wydajnej niebiesko $wiecacej diody,
umozliwiajacej uzyskanie jasnych i energooszczednych
zrodet Swiatta biatego”.

Pomyst na niebieska diode byt gotowy juz na przetomie lat
szeSédziesiatych i siedemdziesiatych. Nalezalo wykorzystaé
azotek galu (GaN), ktéry ma przerwe energetyczna
odpowiedniej wielkosci. Trzeba byto jednak poczekaé dwie
dekady na jego realizacje wymagajaca calego szeregu
innowacyjnych pomystéw. Jednym z probleméw byto
uzyskanie samych krysztaléw GaN odpowiedniej jakosci.
Cho¢ obecnie najlepsze krysztaly sa wytwarzane

w Polsce [2], to, niestety, nie one pozwolily na zbudowanie
pierwszej niebieskiej diody (warto nadmienié, ze jeden

z noblistow przez kilka lat regularnie przyjezdzat

do Polski). Z krysztalami GaN problem jest taki, ze

nie tylko ich w naturze nie ma, ale nie ma nawet podtoza
krystalicznego o odpowiednim skoku siatki krystalicznej.
W dodatku potrzebne sa (standardowo) bardzo wysokie
temperatury i olbrzymie ci$nienia. Sam krysztal jest

typu n, potrzebne jest domieszkowanie w celu uzyskania
typu p, co zndéw okazalo sie droga pod gorke. W koncu
uzyskanie wysokiej wydajnoéci wymagato wytworzenia
odpowiednich tzw. heterostruktur, w ktérych dostepne
stany elektronowe (i dziurowe) sa skwantowane

(ze wzgledu na dwuwymiarowo$é warstw, tzw. studnie
kwantowe). Sukces wygladal na gwarantowany, ale droga
okazala si¢ dluga i wyboista. Za jej zwienczenie mozna
uzna¢ skonstruowanie pierwszej niebieskiej

diody laserowej [3, 4].

Zupelnie inaczej, jezeli chodzi o poczatkowa perspektywe,
wygladata historia serii innowacji, ktére przyniosty
tegoroczng Nagroda Nobla z Chemii. Dostali ja

Eric Betzig, Stefan W. Hell i William E. Moerner
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»,Za rozwiniecie wysoko-rozdzielczej mikroskopii
fluorescencyjne;j”.

Bylo to dazenie do czego$, co bylo uznawane za
niemozliwe — dazenie do uzyskania rozdzielczosci
(mikroskopu optycznego) lepszej niz granica dyfrakcyjna
(ktora jest rzedu polowy dlugosci fali). To naturalne
ograniczenie nie pozwala np. na dostrzezenie szczegotow
budowy organelli zywych komoérek, wiruséw, biatek.

Mikroskopia fluorescencyjna polega na rejestrowaniu
$wiecenia znacznikéw (fluoroforéw), ktére wezesniej trzeba
do badanej probki wprowadzi¢ oraz wzbudzi¢. Niestety,
samo to nie poprawia rozdzielczosci, bo nawet jezeli
wiemy, gdzie znajduje sie dany fluorofor, to jego obraz

i tak podlega dyfrakcyjnemu ograniczeniu.

Pomyst Hella polegal na wyciszeniu prawie wszystkich
uprzednio wzbudzonych fluroforéw poprzez wymuszona
emisje za pomoca fali o radialnie rosnacym natezeniu (STED
ang. stimulated emission depletion). W ten spos6b uzyskuje
si¢ dowolnie waski gaussowski rozktad tych, ktére nie zostaty
wygaszone. Nalezy go przeskanowacé za pomoca mikroskopu
(nanoskopu) o dokladnie rejestrowanym polozeniu.

W ten spos6b uzyskano [5] (2000) obraz o rozdzielczosci

o rzad wielkosci lepszej od granicy dyfrakcyjnej.

Innym pomystem jest obserwowanie pojedynczych
fluroforéw. Pierwszy sukces na tym polu odniést Moerner
[5] (1989), w jego laboratorium odkryto réwniez istnienie
fluoroforéw, ktore mozna aktywowac, dezaktywowaé oraz
catkowicie wylaczyé [5] (1997). Jak z tego zrobié — méwiac
w duzym uproszczeniu — uzytek, Betzing najpierw
wymy$lit [5] (1995), a nastepnie pomysl zrealizowal

[5] (2006). Metoda PALM (ang. photoactivated localization
microscopy) polega na uzyciu gesto rozmieszczonych
fluoroforéw, ktérych malyg cze$é sie aktywuje (za pomoca
Swiatta o odpowiednio dostrojonej energii i niskiej
intensywno$ci), a nastepnie rejestruje okolo tysiaca cykli
ich fluorescencji, po ktorych staja sie one juz do niej
niezdolne (,wyblakniete”). Poniewaz odlegltodci miedzy
aktywnymi znacznikami sa wieksze od dlugosci fali, to
fotony przez nie wyemitowane mozna rozréznié, a dzieki
temu pomiar pozycji poprawi¢ o czynnik rowny
pierwiastkowi z liczby fotonéw (wystanych przez
pojedynczy fluorofor). Cykl powtarza sie wielokrotnie

i uzyskuje si¢ obraz o rozdzielczosci blisko dwa rzedy
wielko$ci lepszej niz granica dyfrakcyjna.

Warto tylko zauwazy¢, ze jest to kolejna nagroda z chemii,
przyznana za co$ bardzo bliskiego fizyce (oraz biologii).

Piotr ZALEWSKI

[1] www.nobelprize.org/nobel _prizes/physics/laureates/1912/press.html.
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the-worlds-best-gallium-nitride.

[3] I. Akasaki, H. Amano i inni, Stimulated Emission By Current
Injection from AlGaN/GaN/GalnN Quantum Well Device, Jpn. J.
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[4] S. Nakamura i inni, InGaN-Based Multi-Quantum- Well-Structure
Laser Diode, Jpn. J. Appl. Phys. 35 (1996) 74.

[5] referencje mozna tatwo odnalezé tu: www.nobelprize.org/nobel prizes/
chemistry/laureates/2014/advanced-chemistryprize2014.pdf.
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Termin nadsytania rozwigzan: 28 IT 2015

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
681 (WT =1,71) i 682 (WT = 2,29)
z numeru 5/2014
Stanistaw Bednarek §Lé6dz 47,15

Tomasz Wietecha Tarnéw 42,14
‘Wojciech Maciak Warszawa 39,65

Jerzy Cisto Wroctaw 39,44
Michal Miodek Zawiercie 38,82
Wojciech Tobis Praszka 34,67
Grzegorz Karpowicz Wroctaw 32,75
Piotr Kumor Olsztyn 31,42

Teraz, gdy szeregi Klubu 44 M zasilit
Stanistaw Bednarek, liczno$é naszego
klubu wzrosta do 124.

Termin nadsytania rozwigzan: 28 II 2015

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
574 (WT = 1,64), 575 (WT = 2,97),
576 (WT = 2,50), 577 (WT = 3,22),
578 (WT = 3,17), 579 (WT = 2,20),
580 (WT = 3,60) i 581 (WT = 1,00)
z numeréw 3-6/2014

Tomasz Wietecha Tarnéw 43,56
Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,77
Jacek Konieczny Poznan 27,92
Ryszard Wozniak Krakéw 22,51
Marian Lupiezowiec Gliwice 20,47

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiagc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 691, 692
Redaguje Marcin E. KUCZMA

691. Mamy skonczona liczbe koszykéw, w kazdym z nich skonczong liczbe
kamieni; znamy wage kazdego kamienia. Wykonujemy ciag ruchéw. W kazdym
ruchu przekladamy jeden kamien z jakiego$ koszyka K do innego koszyka K';
musi byé przy tym spelniony warunek, ze laczna waga kamieni w koszyku K’
po wykonaniu ruchu jest mniejsza niz laczna waga kamieni w koszyku K przed
wykonaniem ruchu. Czy ciag ruchéw moze by¢ nieskonczony?

692. Dany jest trojkat ABC. Rozwazamy trzy elipsy: kazda z nich ma ogniska
w dwoch wierzchotkach tego trojkata i przechodzi przez trzeci wierzchotek.
Pokazaé, ze te trzy elipsy maja punkt wspdélny wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat
ABC jest prostokatny.

Zadanie 692 zaproponowal pan Adam Dzedzej z Gdanska.

Zadania z fizyki nr 588, 589
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

588. Procesy 1-2 oraz 3-4 na wykresie p-V (rys. 1) sa przemianami
izotermicznymi. Proces 1-3 jest przemiang adiabatyczna. Procesy 2-3 oraz 4-1
to izochory. Sprawnosé¢ cyklu 1-2-3-1 wynosi 71, sprawnosé¢ cyklu 1-3-4-1
wynosi 772. Oblicz sprawnos$é cyklu 1-2-3-4-1.

p

Rys. 1

589. Na poziomej podlodze leza dwa réwnolegle walce o réznych promieniach.
Na walcach polozono ciezka deske, ktéra tworzy z poziomem kat « (rys. 2).
Zmalezé przyspieszenie deski. Nie ma poslizgu miedzy walcami i deska oraz
miedzy walcami i podloga. Masy walcéw sg zaniedbywalnie malte w poréwnaniu
z masg, deski.

Rys. 2

23



Prosto z nieba: Superszybkie gwiazdy

Gwiazdy, a w ogélnosci wszelkie obiekty kosmiczne, poruszaja sie wzgledem uktadu
odniesienia zwiazanego ze Stonicem. W poréwnaniu do predkosci znanych z zycia
codziennego (okolo 6 km/h na piechote, 140 km/h samochodem na autostradzie,
900 km/h w trakcie podrézy samolotem odrzutowym) tempo orbitowania
naszego globu woké! Stonica jest o rzedy wielkosci wieksze i wynosi nieco ponad
100 tys. km/h! Uklad Sloneczny jako cze$é ramienia spiralnego Galaktyki obraca
sie woko! jej centrum z okresem 240 mln lat i predkoscia 720 tys. km/h. Oczywiscie,
oddziatywania pomiedzy obiektami galaktycznymi moga sprawic, ze ich

tzw. ruch wiasny jest znacznie szybszy niz przecietny w danym rejonie. Do takich
obiektow naleza na przyktad pulsary, z ktérych wiele otrzymalo podczas eksplozji
supernowej ,narodzinowy kopniak” nadajacy im predkosci rzedu miliona km /h.
Obserwacje ekstremalnych przypadkéw bardzo szybko poruszajacych sie

gwiazd (ang. hypervelocity stars) moga, jak w przypadku pulsaréw, prowadzié

do zrozumienia procesow zachodzacych podczas ich gwaltownych narodzin, albo,
jak w przypadku ,zwyklych” gwiazd, do analizy pola grawitacyjnego, w ktérym
sie one poruszaja. Badania tego rodzaju prowadzi sie¢ m.in. za pomocg oddanego

niedawno do uzytku chinskiego teleskopu LAMOST (ang. Large sky Area
Multi-Object fiber Spectroscopic Telescope). Sposréd okolo 20 znanych gwiazd

o tak duzej predkosci stosunkowo jasny i masywny olbrzym typu B nazwany
LAMOST-HVSI jest polozony najblizej nas. Jego predko$é¢ wzgledem Stonca
wynosi 2,2 mln km /h, a znajduje si¢ on w odleglosci okoto 13 kpc. Wiele wskazuje
na to, ze LAMOST-HVSI i inne szybko poruszajace sie gwiazdy pochodzg

z otoczenia centrum Galaktyki — tak duza predkos$é jest najprawdopodobniej
wynikiem oddzialywania grawitacyjnego w centralnych czesciach

zgrubienia galaktycznego badz wprost z galaktyczna czarng dziura, Sgr A*.

Obserwacje gwiazd o duzej predkosci mogg na pierwszy rzut oka wydawaé sie
frywolne, stuza jednak powaznym badaniom oddzialywan gwiazd z masywnymi
czarnymi dziurami (pozwalaja np. oszacowaé, jak szybko Sgr A* przybiera

na wadze), a takze dostarczy¢ informacji potrzebnych do oszacowania potencjatu
grawitacyjnego wytwarzanego przez halo tajemniczej galaktycznej ciemnej materii.

Niebo w grudniu

22 XII oficjalnie rozpocznie sie astronomiczna zima. Tego
dnia wypada przesilenie zimowe na péinocnej pétkuli
Ziemi, a przesilenie letnie na potkuli poludniowej. Stonce
osiagnie wtedy najbardziej poludniowe polozenie

na niebie w czasie swojej pozornej wedréwki rocznej

na tle gwiazdozbioréw. W konsekwencji dlugosé dnia

na poéinocnej poétkuli bedzie najkrétsza, a nocy
najdluzsza w roku. Na szczescie dlugie noce sa tym, co
astronomowie lubia najbardzie;!

Mitoénicy ,spadajacych gwiazd” moga zapolowaé

na meteory z roju Geminidéw. Jest to jeden

z najbardziej aktywnych i regularnych rojéw meteoréw
na naszym niebie. Meteory te beda widoczne od okoto 7
do 16 XII, jednak maksimum ich aktywnosci wypadnie
na 14 dzien miesigca. Szacuje sig, ze z daleka od $wiatet
miasta bedzie mozna zaobserwowaé okolo 100 obiektéw
na godzine. Wiek Ksiezyca w momencie najwickszej
aktywnosci bedzie wynosit 22 dni, zatem jego blask
prawie w ogéle nie bedzie przeszkadzal w obserwacjach.
Wszystkie meteory tego roju wylatywaé¢ beda z radiantu
potozonego w konstelacji Blizniat, w punkcie

o wspotrzednych: rektascensja 06h30m, deklinacja
+33°00’". Jednak wbrew pozorom, nie tam powinni$my
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skierowaé swéj wzrok. Najwiecej meteoréw bedzie mozna
zauwazy¢ w odleglosci okoto 90° od polozenia radiantu —
tam ich jasnos¢ osiggnie najwieksze wartosci.

Znacznie mniej aktywny bedzie réj Ursydéw, ktéry
rowniez zagosci na grudniowym niebie. W czasie jego
maksimum przypadajacego na 22 XII mozna
zaobserwowaé¢ przewaznie okoto 10-15 spadajacych
gwiazd” na godzine. Tego dnia wiek Ksiezyca bedzie
wynosit 2 dni, wiec warunki do obserwacji beda
doskonale. Radiant tego roju znajduje sie niedaleko
Gwiazdy Polarnej.

Grudzien jest takze znakomity do obserwacji konstelacji
Oriona oraz ciekawych obiektow w jego sasiedztwie.

Na przyktad gromada otwarta NGC 1981 jest pigknym
obiektem potozonym na mieczu Oriona. Nieco dalej,

w konstelacji Jednorozca, znajduja sie kolejne ciekawe
gromady otwarte, NGC 2232 oraz NGC 2244. Wszystkie
trzy obiekty pod koniec miesiaca osiaggna najwyzszy
punkt na niebie w okolicach godziny dwunastej w nocy
naszego czasu. Niestety, Swieca one zbyt stabo, zeby
mozna byto je dostrzec nieuzbrojonym okiem, sg za to
w zasiegu lornetki lub niewielkiego teleskopu.

Magda OTULAKOWSKA-HYPKA
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Kazde przeksztalcenie afiniczne jest
zlozeniem pewnego podobienstwa

i pewnego powinowactwa prostokgtnego
o skali A > 1. Takie powinowactwo f
kazdy punkt X odsuwa X razy dalej

od pewnej ustalonej prostej (osi):

s ef@)

Ad
d

oS

Rys. 1. a — duza pétos, b — mata pélos.

DI

<l

<~y

BI

Rys. 2. X’ oznacza obraz punktu X.

7 B

Rys. 3. AK = BL = CM.

Literatura

J. Bednarczuk, Urok przeksztalcen
afinicznych, WSiP, 1978.

Kazdy tréjkat jest rownoboczny
Joanna JASZUNSKA

Przeksztalcenie afiniczne plaszczyzny to takie réoznowartosciowe przeksztatcenie
plaszczyzny w siebie, przy ktérym obrazem kazdej prostej jest prosta. Wszystkie
podobienstwa spelniaja te warunki, ale nie tylko one (wiecej na marginesie). Niektére
wlasnosci przeksztalcen afinicznych:

(a) Zachowuja: réwnoleglosé prostych, stosunek dtugosci odcinkéw réwnoleglych,
stosunek pdl.

(b) Sa odwracalne i przeksztalcenia odwrotne do nich réwniez sa afiniczne.

(c¢) Kazdy tréjkat mozna przeprowadzié¢ afinicznie na dowolny inny; co wigcej, obrazy
wierzchotkéw tréjkata jednoznacznie definiuja przeksztatcenie afiniczne.

Wynika z tego, ze dowolny réwnolegltobok mozna przeksztalci¢ afinicznie na dowolny
inny (wystarczy przeksztalcié trzy jego wierzchotki, obraz czwartego zadany jest
jednoznacznie przez réwnoleglodci podstaw).

(d) Kazda elipse mozna przeksztalcié na okrag, zatem tez na dowolng inna elipse.

Zamiast wiec rozwazaé¢ dany tréjkat, rownoleglobok czy elipse, czesto wystarczy
rozwazy¢ odpowiednio trdjkat réwnoboczny, kwadrat lub okrag, o ile inne
interesujace nas wlasnosci sa niezmiennikami przeksztalcen afinicznych (punkt (a)).

1. Udowodnij, ze w dowolnym tréjkacie Srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie
i dziela w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka.

2. Wykaz, ze w kazdym trapezie o nieréwnolegltych ramionach punkt przeciecia ich
przedtuzen, punkt przeciecia przekatnych i srodki podstaw leza na jednej proste;j.

3. Wykaz, ze jezeli punkt O jest srodkiem elipsy wpisanej w czworokat ABCD, to
[OAB] + [OCD] = [OBC| 4+ [ODA], gdzie [F] oznacza pole figury F.

4. Wyznacz pole elipsy, znajac dtugosci jej potosi (rys. 1).

5. Punkty K, L, M leza odpowiednio na bokach AB, BC,C'D réwnolegtoboku
ABCD, przy czym % = % = %. Proste b, ¢, d przechodza odpowiednio przez
punkty B, C, D oraz sg réwnolegte odpowiednio do prostych KL, KM, LM.
Udowodnij, ze proste b, ¢, d przecinaja sie w jednym punkcie.

6. Kazda z przekatnych czworokata wypuklego dzieli go na tréjkaty o réwnych
polach. Wykaz, ze ten czworokat jest réwnolegtobokiem.

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Tréjkat rownoboczny ma zadane wlasnosci. Dowolny inny trojkat jest jego
obrazem przy pewnym przeksztalceniu afinicznym, ktére zachowuje srodki bokéw,
a wiec takze $rodkowe, ich wspolpekowosc oraz stosunek podziatu. O

R3. Przeprowadzmy dana elipse afinicznie na okrag o promieniu r, obrazem
punktu O jest srodek okregu O’ (rys. 2). Czworokat A’B'C’D’ jest opisany

na okregu, zachodzi wiec réwnosé A'B’ + C'D’ = B'C’ + D' A’. Mnozac obie strony
przez r/2, uzyskujemy teze dla okregu. Przeksztalcenia afiniczne zachowuja réwnosé
pol, zatem teza zachodzi takze dla wyjsciowej elipsy. O

RA4. Opiszmy na elipsie prostokat o bokach dtugosci 2a i 2b, réwnolegltych do jej
potosi. Powinowactwo prostokatne o skali a/b i o osi zawierajacej duza pétos elipsy
przeksztalca nasz prostokat na kwadrat, a elipse na koto wen wpisane. Stad stosunek
pola P elipsy do pola 4ab prostokata réwny jest stosunkowi pola kota do pola
kwadratu na nim opisanego, czyli 7/4. Wobec tego P = mwab. O

R5. W my$l uwagi poprzedzajacej zadania, wystarczy rozwazyé kwadrat (rys. 3).
Odcinek LM powstaje z odcinka K L przez obrét o 90° wokot srodka kwadratu, zatem
KL 1 LM, wiec takze b 1 d. Stad punkt E przeciecia prostych b i d lezy na okregu
opisanym na kwadracie. Ponadto skoro DE || LM, to punkt E musi naleze¢ do tego
luku AC okregu, ktory zawiera B. Wobec tego XCED = XCBD = 45° = XK ML.
Na mocy DE || LM wynika stad, iz CE || KM, czyli CE = c. Zatem proste b, ¢, d
przecinaja sie w jednym punkcie E. [
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