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Rys. 2. Doskonale skojarzenia

(wyréznione kolorem) w kracie 3 x 4
odpowiadajgce permutacjom 71 i 2.

Zliczamy skojarzenia (I)
O ukladaniu domina i permanencie

Tomasz IDZIASZEK

Zajmiemy sie takim oto zadaniem: dana jest szachownica rozmiaru n x m

i N = nm/2 kostek domina, z ktérych kazda moze przykryé¢ dwa sasiednie pola
szachownicy. Na ile sposobéw mozemy przykry¢ caly szachownice? Przyjmujemy,
ze dwa sposoby sa rozne, jesli istnieja dwa pola przykryte w pierwszym sposobie
ta sama kostka, a w drugim sposobie réznymi kostkami (rys. 1). Przyktadowo,
szachownice rozmiaru 3 x 4 mozna przykry¢ szeScioma kostkami na 11 sposobdéw
(uzyskujemy 3 - 3 sposob6w, jesli przykrywamy niezaleznie lewa i prawa poldwke,
oraz dodatkowe 2 sposoby, gdy istnieja kostki lezace na obu poléwkach):
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Aby rozwiazaé to zadanie, naszg szachownice przedstawimy jako graf. Kazdemu
polu szachownicy bedzie odpowiadal jeden wierzchotek, a krawedz bedzie taczyta
dwa wierzcholki, jesli odpowiadajace im pola sasiaduja (maja wspdlny bok).
Wierzcholki, tak jak pola szachownicy, mozemy pomalowa¢ na bialo i czarno.
Zauwazmy, ze kazda krawedz bedzie taczy¢ wierzcholki réznych koloréw, zatem
uzyskany przez nas graf bedzie dwudzielny. Oznaczmy jego biale wierzchotki
przez ui,...,un, a czarne przez vi,...,Un, CO wiecej, ponumerujmy te
wierzchotki kolejno wierszami i zatézmy, ze liczba kolumn m jest parzysta
(co najmniej jedna z liczb n, m musi taka by¢).

Graf dwudzielny mozemy tez opisaé za pomoca zerojedynkowej macierzy

dwusasiedztwa A = (a, ;) rozmiaru N x N, w ktorej a,; ; = 1 wtedy, gdy istnieje
krawedzZ aczaca bialy wierzcholek u; z czarnym wierzchotkiem v;. Przykladowo,
dla szachownicy 3 x 4 graf i jego macierz dwusasiedztwa wygladaja nastepujaco.
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A czym w terminologii grafowej sa pokrycia szachownicy kostkami domina?
Otéz odpowiadaja one doskonalym skojarzeniom, czyli takim zbiorom zlozonym
z N krawedzi grafu, ze kazdy wierzcholek jest incydentny z doktadnie jedna
krawedzig z tego zbioru. Natomiast w macierzy dwusasiedztwa odpowiadaja one
wybraniu N komérek z wartoscia 1, z ktorych zadne dwie nie leza w jednym
wierszu ani w jednej kolumnie.

Aby wyznaczy¢ liczbe doskonalych skojarzen, mozna rozwazyé wszystkie
przyporzadkowania, ktére kazdemu wierzchotkowi biatlemu przypisuja pewien
wierzcholek czarny polaczony z nim krawedzia (przy czym kazdy wierzcholek
czarny musi by¢ przypisany dokladnie jednemu wierzchotkowi biatemu). Takie
przyporzadkowanie mozna zakodowaé za pomoca permutacji 7 zbioru

{1,..., N}, ktéra wierzchotkowi u; przypisuje wierzchotek vy ;). Wierzcholtki te
sa potaczone krawedzia, jesli a; ;) = 1, zatem przyporzadkowanie jest
poprawne, gdy iloczyn @y r(1)a2,x(2) - - - On,x(n) jest réwny jeden (rys. 2).

Tak wiec liczba doskonalych skojarzen to po prostu permanent macierzy A:

perm(A) = Z a1,7(1)@2,7(2) - - - AN,z (N)-
s

W kroétkiej notatce O wiezach, permanencie i parzystosci zamieszczonej w Delcie

10/2010 pisali$émy juz o tym, jak efektywnie obliczaé parzysto$é permanentu

macierzy calkowitoliczbowej przez poréwnanie go z wyznacznikiem tej samej

macierzy. Wspomnieli§my réwniez, ze problem obliczenia permanentu

(a nie tylko jego parzystosci) jest duzo trudniejszy i nie znamy dla niego

szybszych algorytmow niz wykladnicze ze wzgledu na N. W szczegdlnosci

oznacza to, ze nie znamy lepszych algorytmow wyznaczania liczby doskonatych
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Rys. 4. Cykl w kracie 4 x 4
odpowiadajgcy permutacji 73 ma
krawedzie: e = 2, eg = 8, ey = 6.

skojarzen w dowolnych grafach dwudzielnych. Okazuje si¢ jednak, ze

w przypadku specjalnego rodzaju grafu (kraty n x m), z ktérym mamy tu

do czynienia, mozemy to zrobi¢ w czasie wielomianowym. I znowu pomoze nam
w tym fakt, ze umiemy efektywnie oblicza¢ wyznacznik macierzy.

Przypomnijmy, ze wyznacznik rowniez mozna zdefiniowaé w jezyku permutacji.
Jest to analogiczna suma jak w przypadku permanentu, z tym ze iloczyn
odpowiadajacy permutacji @ mnozymy teraz przez znak tej permutacji, ktéry
oznaczymy przez sgn(m):

det(A) = sgn(m) a1 r(1)02,m(2) - - - AN, (V)

Do zdefiniowania znaku permutacji przyda nam si¢ pojecie cyklu permutacji.
Cyklem dlugosci s nazwiemy ciag indekséw (i1 ig ... is), dla ktérego zachodzi
(1) = ia, w(iz) =13, ..., w(is) = i1. Kazda permutacje mozemy przedstawié

w postaci zbioru roztacznych cykli. Permutacja 7 jest parzysta, a jej znak wynosi
sgn(m) = 1, jesli w jej rozkladzie na cykle wystepuje parzysta liczba cykli
parzystej dlugosci. W przeciwnym przypadku permutacja jest nieparzysta, a jej
znak to sgn(m) = —1.

Jesli w grafie wyréznimy krawedzie doskonatego skojarzenia odpowiadajacego
permutacji 7, a takze wszystkie krawedzie taczace pary wierzchotkéw o réznych
kolorach, lecz tych samych numerach (tzn. u; z v;), to kazdy wierzcholek bedzie
incydentny z doktadnie dwiema krawedziami z wyrdznionego zbioru, zatem zbiér
ten bedzie pokryciem cyklowym grafu (czyli takim zbiorem rozlacznych cykli, ze
kazdy wierzchotek nalezy do dokladnie jednego cyklu). Przy czym dopuszczamy,
ze niektoére krawedzie wyréznimy dwukrotnie, co bedzie odpowiadato trywialnym
cyklom. Zapewne nie zdziwi nas, ze kazdy cykl dlugosci s z permutacji
wyznacza pewien cykl dtugosci 2s z pokrycia cyklowego (rys. 3).

Jestedmy juz gotowi na przedstawienie blyskotliwego pomystu, ktéry pozwoli
nam uzy¢ algorytmu obliczania wyznacznika do obliczenia permanentu
macierzy A. Idea polega na takiej modyfikacji niezerowych elementéw
macierzy A, zeby dla kazdej permutacji 7, odpowiadajacej doskonatemu
skojarzeniu, iloczyn ] a; r¢;) byt réwny 1, jedli ta permutacja jest parzysta,
oraz —1, jesli jest nieparzysta. Okazuje sig, ze aby to osiagnaé, wystarczy
zastapi¢ jedynki wystepujace w komérkach macierzy A odpowiadajacych
pionowym krawedziom kraty przez liczbe zespolong i = /—1. Oznaczmy tak
uzyskang macierz przez A’; dla kraty 3 x 4 wyglada ona nastepujaco.
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Przypatrzmy sig, jaki wktad do iloczynu [] a; »(;) maja krawedzie z doskonatego
skojarzenia odpowiadajace ustalonemu cyklowi permutacji 7. Jesli oznaczymy
licznos¢ kazdego z trzech rodzajéw krawedzi, ktére moga pojawi¢ sie na
odpowiadajacym mu cyklu w grafie, odpowiednio przez ey (poziome krawedzie
ze skojarzenia), ep (poziome krawedzie nie ze skojarzenia) oraz ey (pionowe
krawedzie, zawsze pochodzace ze skojarzenia), to ten wktad bedzie réwny 14 - ¢V .
Przyktadowy cykl wraz z liczno$ciami krawedzi przedstawiono na rysunku 4.
Zauwazmy, ze jesli cykl ten ma dlugosé 1, to odpowiada mu jedna pozioma krawedz
(zatem wklad jest réwny 1). Dalej zakladamy zatem, ze cykl ten jest nietrywialny.

Aby obejs¢ cykl w grafie i wrocié do punktu wyjscia, liczba pionowych krawedzi,
ktérymi bedziemy iS¢ w dél, oraz liczba tych krawedzi, ktorymi bedziemy i$¢

w gore, musza by¢ rowne. Zatem ey jest liczbg parzysta. Symetryczny argument
dowodzi, ze liczba ey + ep jest parzysta. Co wiecej, z uwagi na rozmieszczenie
krawedzi nie ze skojarzenia, kazde przejscie dwiema kolejnymi krawedziami
powoduje albo zmiane numeru kolumny o 2 (gdy przechodzimy krawedziami

ep i en), albo zmiane parzystosci tej kolumny, ale tylko w obrebie pary kolumn,
tzn. j = (j mod 2) + 1 (gdy przechodzimy krawedziami ep i ey, wiec kolejna
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Rys. 5. Pokrycia szachownicy 3 x 4
z dwiema zabronionymi krawedziami
(wyréznione kolorem).
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krawedZ ep znajduje sie tuz pod lub tuz nad poprzednia). Z tego wynika, ze obu
rodzajow przejs¢ musi by¢ parzyscie wiele, zatem liczby ey 1 ey sa parzyste.

W konsekwencji parzysta jest tez liczba ep, zatem w pokryciu cyklowym
wszystkie nietrywialne cykle odpowiadaja parzystym cyklom permutacji.

Przypatrzmy sie kierunkom (lewo badz prawo), w ktérych poruszamy sie
poziomymi krawedziami, podczas obchodzenia cyklu w grafie. Kazda zmiana
kierunku odbywa sie wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzimy pionowa krawedzia
(znowu wynika to z faktu, ze dwie kolejne krawedzie ep na cyklu rozdzielone
krawedzia ey musza znajdowac sie pod soba). Wynika z tego, ze wszystkimi
poziomymi krawedziami lezacymi w wierszach o ustalonej parzysto$ci bedziemy
przechodzi¢ w tym samym kierunku. A poniewaz sposréd wierszy kraty
zawierajacych krawedzie z cyklu, pierwszy i ostatni musimy przejs¢ w przeciwnych
kierunkach (dlaczego?), wiec musza by¢ one réznej parzystosci. Jesli podzielimy
cykl na maksymalne kawatki niezawierajace krawedzi z pierwszego i ostatniego
wiersza, to dwa z tych kawaltkéw (laczace rézne wiersze) beda zawieraly
nieparzysta liczbe krawedzi ey . Jako ¢wiczenie dla Czytelnika zostawiamy dowdd
faktu, ze w pozostalych kawaltkach (laczacych ten sam wiersz) liczba krawedzi ey
bedzie podzielna przez 4. Z tego wynika, ze liczba ey /2 jest nieparzysta.

Skoro zatem ey jest parzysta liczbg niepodzielna przez 4, to kazdemu
nietrywialnemu cyklowi permutacji odpowiada wartogé 17 - 1¢v = (—1)¢v/2 = —1.
Poniewaz, jak pokazaliSmy wyzej, wszystkie nietrywialne cykle permutacji
odpowiadajacej doskonatemu skojarzeniu w kracie sa dlugosci parzystej, wiec
iloczyn [ a; »¢;) bedzie réwny —1 dokladnie wtedy, gdy bedzie ich nieparzyscie
wiele (w przeciwnym przypadku bedzie réwny 1). Tak wiec bedzie on réwny
znakowi permutacji 7. To pokazuje, ze perm(A) = det(A4’), zatem

liczba doskonatych skojarzen = det(A’).

Warto wspomnieé, ze jesli w macierzy A’ polozymy a; ; = 0 dla komérki, ktéra
odpowiada krawedzi laczacej wierzcholki u; i v;, to det(A’) bedzie liczba tych
doskonatych skojarzen, ktére nie zawieraja tej krawedzi. Odpowiadaé to bedzie
takim ukladom kostek domina na szachownicy, w ktérych zadna kostka

nie przykrywa boku pomiedzy polami odpowiadajacymi wierzchotkom u; i v;
(rys. 5). Latwo zatem zaadaptowaé przedstawiony algorytm do liczenia przykryé
ydziurawej” szachownicy (usuniecie pola z szachownicy symulujemy poprzez
otoczenie go ,murkiem” czterech zabronionych krawedzi) lub takich, w ktérych
czesé kostek ma juz ustalone polozenie.

Trudne pytania
Przemystaw GRZEGORZEWSKI®

Jednym z podstawowych zadan statystyki jest estymacja wskaznika struktury,
albo méwiac inaczej, szacowanie odsetka 0séb (elementéw, obiektow)
charakteryzujacych sie pewna cecha, bedaca przedmiotem prowadzonego badania.
Przyktadowo, moze nas interesowaé, jaki procent dorostych obywateli naszego
kraju ma prawo jazdy, jaki odsetek dzieci i mtodziezy w wieku szkolnym umie
plywac itd. Zauwazmy, ze w obu wspomnianych przyktadach mamy do czynienia
z cecha o charakterze binarnym, tzn. dopuszczamy tylko dwie wykluczajace sig
odpowiedzi: kto§ ma prawo jazdy albo go nie ma; umie ptywaé¢ albo nie umie.

Rozwiazanie tak postawionego zadania jest stosunkowo proste: ankieterzy zadaja
pytania losowo wybranej grupie os6b i zliczaja odpowiedzi twierdzace. Jezeli
symbolem n oznaczymy liczbe wszystkich uzyskanych odpowiedzi, posrod ktorych
k brzmialo ,tak”  wéwczas interesujacy nas odsetek osob obdarzonych badana
cecha szacujemy za pomoca ilorazu (ewentualnie mnozonego przez 100%):

(1) p= " (100%).

Litera p uzyta we wzorze (1) oznacza prawdopodobiefistwo tzw. sukcesu (czyli
uzyskania odpowiedzi ,tak” na zadane pytanie), natomiast dodanie ,daszka” nad p

3
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Przyjmijmy standardowe oznaczenia

dla tréjkata ABC (bok naprzeciw

wierzchotka A ma dlugosé a,
a+b+c

p= 5 to potowa obwodu, r to

promien okregu wpisanego).

A
K
B C
Z podobienstwa tréjkatow ADE i ABC

mamy
DE csin B — 2r ra

a csin B éa,(: sin B~

ale %a(:sin B to pole trojkata ABC),
ktére wynosi pr, wiec

a
DE:(),(177>.
p

Nieréwnosé 8DE < AB + BC + CA jest
wobec tego réwnowazna nieréwnosci
4a(1 — a/p) < p, ktéra jest réwnowazna

1 .
0< =(p—2a).
p

P2)=3 P(D)=3
Z 1 D
P(T1Z) /\P(TD) 7\
T N T N

jest tradycyjnie stosowanym oznaczeniem informujacym, iz mamy do czynienia
z oszacowaniem p (lub, méwiac bardziej formalnie, z estymatorem wartosci p).

Mozna wykazac, ze ten — zdawaloby sie¢ banalny — estymator prawdopodobienstwa
sukcesu ma bardzo dobre wlasnoéci matematyczne: m.in. jest nieobciazony

(tzn. wolny od bledu systematycznego), zgodny (tzn. dostarcza oszacowanie
dowolnie bliskie prawdziwej wartosci parametru, o ile tylko prébka jest
dostatecznie liczna) i efektywny (ma mozliwie mala wariancje, czyli jest dosé
precyzyjny). Tak wiec, o ile tylko odpowiedzi respondentéw sa rzetelne, mozemy
oczekiwad, iz postugujac sie wzorem (1), uzyskamy rozsadne oszacowanie odsetka
0s6b charakteryzujacych sie interesujaca nas cechg — zwlaszcza jesli badanie
przeprowadzimy na odpowiednio duzej i jednorodnej grupie osob.

Zalozenie dotyczace rzetelnosci odpowiedzi bywa zasadniczo spelnione, o ile
pytania dotycza tematéw w miare neutralnych, jak choéby wspomniane wyzej
(posiadanie prawa jazdy, umiejetno$é pltywania itp.). Trudno bowiem byloby
wskazaé przyczyne, dla ktérej ankietowana osoba w obliczu tego typu pytan
mialaby ktamaé, zwlaszcza ze respondentom zapewnia sie anonimowo$c.

Mozna jednakze wskazac i takie badania, dotyczace zachowan

badz pogladéw odnoszacych sie zwlaszcza do obyczajowosci oraz przestrzegania
prawa, gdy oczekiwanie szczerych odpowiedzi od respondentéw wydaje

sie mato prawdopodobne. Sa to tzw. trudne pytania typu: Czy bral/dawal pan
tapéwke? Czy zazywasz narkotyki? Czy dokonala pani aboreji? Czy zatrudnia
pan pracownikéw ,na czarno”? Mozna spodziewaé sig, ze na takie pytania

wielu respondentéow w ogdle nie bedzie chcialo odpowiadaé — nawet w obliczu
wszelkiego typu gwarancji anonimowos$ci — a jedli juz sie zgodza, to ich wypowiedzi
beda niejednokrotnie ,politycznie poprawne”, ale niekoniecznie prawdziwe.

Tym samym, skoro mamy uzasadnione watpliwoéci co do liczby uzyskanych
odpowiedzi twierdzacych (czyli k), uzyteczno$é wzoru (1) staje pod znakiem
zapytania. Czy to oznacza, ze estymacja w obliczu trudnych pytan sprowadza sie do
przyslowiowego wrézenia z fuséw? Na szczescie nie, bowiem statystycy wymyslili
metode, ktora z jednej strony doskonale zabezpiecza prywatnosé respondentow,

a z drugiej umozliwia wycigganie uzasadnionych wnioskéw. Jak to mozliwe?

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje. Ankieter, zwracajac sie do respondenta
z  trudnym” pytaniem, mowi: Zdaje sobie sprawe, ze wolatby pan nie odpowiadac
wprost na to pytanie. Postgpmy zatem nastepujgco: prosze rzucié monetq, ale

nie pokazywac mi wyniku rzutu — jesli wypadnie orzel, prosze odpowiedzie¢ uczciwie
tak/nie na zadane pytanie, natomiast jesli wypadnie reszka, prosze odpowiedzied
tak/nie na pytanie, czy numer domu, w ktérym pan zamieszkuje, jest parzysty.
Zwroémy uwage, ze w takim postepowaniu ankieter uzyskuje odpowiedz ,tak”
albo ,nie”, nie wiedzac jednoczesnie, na ktére z pytan odpowiada respondent.

Wydaje sig, ze ten sposéb pozyskiwania odpowiedzi jest w pelni bezpieczny dla
osoby ankietowanej, ktéra przekazuje pewien komunikat, a zarazem w sposéb
jawny nie odnosi sie do zadanego pytania. Czy jednak uzyskane tg droga dane
moga by¢ istotnie uzyteczne dla badacza? Okazuje sie, ze tak.

Narysujmy schemat pytan i odpowiedzi w postaci drzewa o wierzcholkach:
Z — odpowiedz na ,trudne” pytanie, D — odpowiedz na pytanie o parzystosé
numeru domu, T — tak, N — nie (por. rysunek). Liczby umieszczone nad
galeziami drzewa oznaczaja prawdopodobienistwa znalezienia si¢

w poszczegblnych wierzchotkach. W szczegdlnosci, P(Z) = % oznacza
prawdopodobienstwo, iz respondent odpowiedzial na ,trudne” pytanie,
P(D) = % jest prawdopodobienstwem tego, ze wypowiedzial sie na temat
parzysto$ci numeru domu (oba te prawdopodobienstwa sa réwne % z uwagi na
zalozenie, iz mamy do czynienia z moneta symetryczna), P(T|D) = % jest
prawdopodobienstwem odpowiedzi twierdzacej na pytanie o parzysto$¢ numeru
domu, natomiast P(T'|Z) = p oznacza poszukiwane przez nas
prawdopodobienstwo odpowiedzi ,tak” na interesujace nas pytanie. Jesli przez
P(T) oznaczymy prawdopodobienstwo uzyskania odpowiedzi twierdzacej

(bez wzgledu na to, na jakie pytanie odpowiadal faktycznie respondent), to

4
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Rozwigzanie zadania M 1472.
Ponumerujmy dzieci liczbami 1,2,...,n,
zaczynajac od tego, ktore dostalo
pierwsze cukierek i przesuwajac sie
zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara. Zauwazmy, ze k-ty cukierek trafia
do dziecka

k(k 4 1)
2

1+...4+ k(modn) = (modn).

Najpierw pokazemy, ze liczby
k(k+1
( 5 ) (modn), k=0,1,...,n—1, sa
parami rézne. Gdyby tak nie bylo, to dla
pewnych 0 < k <! < n — 1 mielibySmy
I(l+1) k(k+1) 1
_— = —(l—-k)(I+k+1),
- = -k k)
co jest réwnowazne 2n | (I — k)(I + k + 1).
Doktadnie jedna z liczb I — k, I + k + 1
jest nieparzysta, wiec 2n, jako potega
dwojki, musi dzieli¢ t¢ druga. To jest
niemozliwe, bo obie sa dodatnie
i mniejsze od 2n. Zatem pierwsze n — 1
cukierkow trafia do dzieci 1,...,n —1
(niekonieczne w tej wlasnie kolejnosci).
Latwo tez zauwazyé, ze 2n-ty cukierek
trafia do dziecka
2n(2n + 1)
2

(mod n) = n.

z tzw. wzoru na prawdopodobienstwo catkowite otrzymamy:
1 1
(2) P(T) = P(T12)P(2) + P(T|D)P(D) = 5p+ 7

Wartosé¢ prawdopodobienstwa P(T') nie jest, oczywiscie, znana, ale prowadzac
badanie na n-elementowej prébce respondentéw, sposrod ktérych
k wypowiedzialo sie twierdzaco, mozemy oszacowaé je, korzystajac ze znanego
nam juz wzoru (1). Tym samym wzdr (2) mozemy zapisa¢ w postaci

E 1 1
(3)

n 2 4’
przy czym znak réwnosci przyblizonej przypomina nam, ze mamy tu do czynienia
z pewnym oszacowaniem na podstawie eksperymentu.

Przeksztalcajac wzér (3), otrzymujemy poszukiwany przez nas estymator odsetka
odpowiedzi twierdzacych uzyskanych na zadane ,trudne” pytanie

) k1

ﬁt =2—— )
n 2
przy czym indeks ¢ dodaliémy dla odréznienia estymatora ,trudnych” pytan od
powszechnie stosowanego estymatora (1). Estymator (4) ma réwniez przyzwoite
wlasnosci statystyczne, aczkolwiek — jak mozna si¢ domysla¢ — nie az tak dobre,
jak estymator (1), niewymagajacy dodatkowych zabiegéw maskujacych
odpowiedz. Warto przy tym pamietaé, ze jakos¢ estymatora moze zaleze¢ od
sposobu maskowania. Przykladowo, jezeli zamiast monety dalibySmy
respondentowi tradycyjna kostke do gry wraz ze wskazowka, by odpowiadat
na nasze pytanie, o ile w wyniku rzutu kostka otrzyma liczbe oczek nie wigksza
niz 4, to — rozumujac analogicznie jak poprzednio — otrzymaliby$my
4 2 1 2 1
P(T) = 6p+6 5= 3p+6.

k oraz elementarnym przeksztalceniu otrzymaliby$my

n

Po podstawieniu P(T) ~
nastepujacy estymator:

., 3k 1

R T,
ktorego blad éredniokwadratowy jest mniejszy niz blad estymatora (4). Idac tym
tropem, kto$ mégtby zaproponowaé mechanizm losowy, ktory by jeszcze bardziej
zwiekszal szanse na to, iz respondent odpowiadalby na interesujace nas pytanie,
a nie odnosil sie do nieistotnej kwestii parzystosci numeru domu (np. dla
wynikéw rzutu kostka od 1 do 5 — ,trudne” pytanie, 6 — pytanie o parzystosé).
Jednakze, wbrew pozorom, taki estymator — cho¢ majacy lepsze wtasnosci
matematyczne — w praktyce moglby okazaé si¢ mniej uzyteczny niz (4), bowiem
respondent moégltby nabraé¢ podejrzen, ze zbyt tatwo da sie odkryé, na jakie
pytanie odpowiada, co z kolei zniweczyloby nasze wysitki.

Czytelnik Uwazny z pewno$cig zwrdci uwage na mozliwosé manipulowania jeszcze
innym parametrem — tym, ktory zwiazany jest z prawdopodobienstwem
udzielenia odpowiedzi twierdzacej w pytaniu obojetnym z punktu widzenia
prowadzonego badania. Przykladowo, zamiast pyta¢ o parzysto$¢ numeru domu
mogliby$my pytaé, czy respondent urodzil si¢ w okresie od wrzesnia do grudnia
wlacznie itd. (zachecamy zainteresowanych do przesledzenia wplywu tego
parametru na wlasnosci estymatora odsetka dla ,trudnych” pytan).

Badajac teoretyczne wlasnosci omawianych estymatoréw, nie powinnismy tracié
z pola widzenia ich ,praktycznej mocy”, ktéra amerykanski statystyk

Churchill Eisenhart zdefiniowal jako ,iloczyn wlasnosci matematycznych

i prawdopodobienstwa tego, ze dana procedura bedzie kiedykolwiek zastosowana
w praktyce”. Doéwiadczenie pokazuje bowiem, ze nazbyt wyrafinowane pomysty
nie zawsze spotykaja si¢ z zainteresowaniem praktykéw, dla ktoérych prostota
rozwigzania bywa nieraz wazniejsza od niewielkiego zysku z tytulu potencjalnej
poprawy jakodci. A z tego typu sytuacjami spotykamy sie czesto w naukach
spotecznych i badaniach, w ktorych istotnym elementem jest tzw. czynnik ludzki.
Gdy patrzymy z tej perspektywy, wydaje sie, ze do szacowania odsetka
odpowiedzi twierdzacych na ,trudne” pytania preferowany bedzie wlasnie
najprostszy estymator (4).
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Jesli f jest obrotem plaszczyzny
wzgledem ustalonego punktu O

o kat 45°, to kazdy punkt P spelnia
warunek f3°(P) = P, cay f*¥¥(P) =P,
ale dla P # O okresem podstawowym
jest 8.

*Panstwowa Wyzsza Szkola Zawodowa
w Nowym Saczu

O pewnym uogdlnieniu
malego twierdzenia Fermata

Anna LESNIAK*

Udowodnione ponad trzysta lat temu male twierdzenie Fermata glosi, ze dla
kazdej liczby calkowitej a i liczby pierwszej p zachodzi podzielno$é p | a? — a.
Pragne przedstawic¢ jego uogélnienie, zwigzane z iteracja funkcji zespolonej
f(z) = 2%, gdzie a > 2 jest liczba caltkowita.

Czes¢ wstepna

Niech f bedzie funkcja okreslong na pewnym niepustym zbiorze X, przyjmujaca
wartosci w tym zbiorze. Przyjmijmy oznaczenie fO = id (tzn. f°(z) = x dla
kazdego x € X) oraz w sposob indukeyjny zdefiniujmy f" = fo f*~! dla
dodatnich liczb naturalnych n. Powiemy, ze n > 1 jest okresem punktu xg, jezeli
f™(xzo) = xo, natomiast okresem podstawowym punktu zy nazwiemy najmniejszy
sposréd jego okreséw (o ile takie istnieja). Zauwazmy, ze

(%) okres podstawowy punktu z( jest dzielnikiem kazdego z jego okreséw.

Rzeczywiscie, niech m bedzie okresem podstawowym, a n pewnym okresem x.
Niech n = km + r, gdzie r € {0,...,m — 1} jest reszta z dzielenia n przez m.
Przypusémy, 7e v # 0. Weedy @ = 7 (z0) = ¥+ (z0) = £7(f*™ (20)) = /" (x0),
co jest sprzeczne z definicja liczby m.

Zalézmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n funkcja f ma skonczenie wiele
punktéw o okresie n, a ich liczbe oznaczmy przez a,. Ponadto niech b, bedzie
liczba punktéw o okresie podstawowym m. Wowczas z () latwo wynika
a, = Z b
m|n

Rozwazmy teraz xg o okresie podstawowym m. Wéwezas f(zo), ..., f™ *(xo)
réwniez maja okres podstawowy m. W przeciwnym razie, f'(f*(xo)) = f*(z0)
dla pewnego 1 <k <m — 11l <m. Stad f**!(2¢) = f*(z0), wiec

wo = [ (x0) = [P (o)) = [P (o)) = F1(™ (w0)) = S (o),
co prowadzi do sprzecznosci, poniewaz xy ma okres minimalny m il < m.
Ponadto punkty o, f(zo),. .., f™ (zo) sa parami rézne, gdyz gdyby
F(xo) = fY(z0) dla pewnych 0 < k <l <m —1, to

FE(wo) = fl(wo) = [ (2o) = fF(f* (w0)),

czyli f¥(xo) miatby okres minimalny nie wiekszy niz [ — k < m, co (jak
pokazali$my wczesniej) jest niemozliwe. Z poczynionych obserwacji wynika,
ze zbior punktow o okresie podstawowym m jest suma skonczonej liczby
roztacznych, m-elementowych zbioréw postaci {zo, f(z0),..., f™ 1 (x0)},
a zatem m | by,.

Zauwazmy teraz, ze jezeli p jest liczba pierwsza, to a, = b, + by = by + a1, zatem
by, = ap — a1. Analogicznie, jesli g jest liczba pierwsza rézna od p, to wowczas
Gpq = bpg + by + bg + b1, a skoro b, = a, — a1, by = ag — a1, wiec
bpg = apq — ap —aq +ax.

Okazuje sie, ze otrzymywane réwnosci mozemy uogdlnié, korzystajac z formuly
inwersyjnej Mobiusa, wedle ktérej jesli ()52 1 (yn)S2, sa ciagami liczb
catkowitych oraz z, = zm‘n Yn, t0 woOwczas y, = Zm|n p(m)z n , gdzie

1, dla m = 1;

p(m) =< (=1)F, dlam = py---py, gdzie p; to rézne liczby pierwsze;

0, W przeciwnym razie.
Jej bezposrednie zastosowanie prowadzi nas do réwnosci b, = Zml ni(m)ax,
co w polaczeniu z podzielnoscia n | b, pozwala stwierdzi¢, ze dla dowolnej liczby

naturalnej n
n ‘ Z p(m)an.

m|n



Czes¢ zasadnicza
Wréémy do twierdzenia Fermata.

Dla ustalonego a > 1 rozwazmy funkcje zespolona f(z) = z®. Zlozenie n-krotne
funkcji f jest rowne "
[r(z) =2

Zauwazmy, ze dla kazdego n zbidr wszystkich punktéw okresowych o okresie n
jest skonczony. Rzeczywiscie, sktada sie on z zespolonych pierwiastkow réownania

"
z% =z,

Jednym z jego pierwiastkéw jest z = 0, a jezeli z # 0, to 2% —! = 1, wiec z jest

pierwiastkiem zespolonym z jedynki stopnia a™ — 1, a tych jest dokladnie a™ — 1.
Wynika stad, ze w tej sytuacji
an =a", czyli n‘ Zu(m)a .

m|n

3k

Dla liczby pierwszej n = p otrzymujemy male twierdzenie Fermata: p | a? — a.

Czytelnik Uwazny zauwazy, ze dla ¢ = 1 nie mozemy stosowa¢ naszego
rozumowania (dlaczego?). Na szczeScie zachodzi 3, , u(m) = 0, dla dowolnej
liczby naturalnej n > 1, zatem nasze twierdzenie pozostaje prawdziwe i w tym
przypadku.

Sprébujmy pdjsé jeszeze krok dalej. Niech (d,,)52 ; bedzie ciagiem liczb
catkowitych. Powiemy, ze jest on ciggiem Dolda, jezeli dla kazdej liczby
naturalnej zachodzi podzielnosé

n ‘ Z p(m)do.

m|n

Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze ciag (a™)5, jest ciagiem Dolda dla
dowolnej liczby catkowitej a.

Ciagi Dolda maja ciekawa charakteryzacje. Niech (¢,,)22; bedzie ciagiem liczb
calkowitych. Powiemy, ze ciag (d,,)22, jest generowany przez ciag (c,)52;, jezeli
dla n > 1 zachodzi

dp = c1dp—1 + codp_g + -+ cp_1d1 + ncp.

Okazuje sie, ze (d,)52; jest ciagiem Dolda wtedy i tylko wtedy, gdy jest
generowany przez pewien ciag (¢,,)22 . Zostalo to wykazane przez Bau-Sen Du,
Sen-Shan Huanga i Ming-Chia Li — ich dowéd mozna znalezé w artykule
Generalized Fermat, double Fermat and Newton sequences opublikowanym

w czasopismie Journal of Number Theory w 2003 roku.

Przy okazji

Na pomysl, by uogdlni¢ male twierdzenie Fermata, wpadl ¢(p) = p — 1. Zatem mamy

tez Leonard Euler. Postuzyt si¢ w tym celu funkcja ¢ p| a(aP*1 —-1) [=d —ad],
noszacy dzi$ jego nazwisko. Funkcja ta zlicza dla
dowolnej liczby naturalnej n liczby z n wzglednie
pierwsze i mniejsze od n (dodatkowo przyjmuje sie,

ze (1) = 1). Nietrudno wykazaé, ze jesli w rozkladzie n

bo gdy p nie dzieli a, to dzieli a?~! — 1.

Twierdzenie Eulera ma tak prosty dowdd, ze mozna by
zmiesci¢ go na marginesie. Oto on.

na liczby pierwsze wystepuja liczby pi1, pa, ..., p Oznaczmy przez r1,...,Tyn) Wszystkie liczby wzglednie
w dowolnych dodatnich potegach, to ¢(n) jest réwne pierwsze z n i mniejsze od n. Gdy a jest wzglednie
n- <1 _ 1> ) (1 _ 1> o <1 _ 1) pierwsze z m, liczby ary, ..., ary ) tez sa wzglednie
D1 p2) pr /) pierwsze z m i nie ma wéréd nich dwoch przystajacych
Euler udowodnil, ze modulo n, bo

dla wzglednie pierwszych n i a zachodzi ar; = arj(modn) = a(ri—r;) =0(modn) = r; =r; = i=j.

™ =1 (mod n) Zatem dla kazdego k istnieje doktadnie jedno takie I,
. . ze ary, = r; (modn). Wobec tego
czy, jak kto woli o(n)
n|a?™ —1. a®re Ty = AT AT () = T10. Ty (Modn),
Male twierdzenie Fermata jest szczegdlnym przypadkiem & Wiec, dzielac stronami przez 7y -... - 74 (n), otrzymujemy
tego twierdzenia, bo dla liczby pierwszej p jest af™ =1 (mod n).
M. K.



Skandal z piang, czyli Afrodyta topologiczna

Thompson jest tez autorem stynnej
ksiazki On Growth and Form, ktéra inny
laureat Nagrody Nobla w dziedzinie
medycyny, Peter Medawar, nazwal
najdoskonalszym w catej historii nauki
dzielem literatury, jakie kiedykolwiek
zostalo napisane po angielsku.

Krzysztof REJMER

Robert Hooke (Micrographia, London, 1665) i Nehemiah Grew (The Anathomy of
Plants, London, 1682) zauwazyli niezwykle podobienstwo struktury komdrkowe;j
tkanek do piany. Jednak na tym wcale nie koniec. W XIX wieku niektérzy
biolodzy, pod wplywem eksperymentéw Plateau i Brewstera, zasugerowali, ze

w momencie ich powstawania komérki przyjmuja ksztalty co prawda rézne, ale
zawsze zgodne z warunkiem powierzchni minimalnej. Te koncepcje maja swoje
naturalne przedluzenie we wspotczesnych hipotezach, méwiacych, ze prekursorem
zywej komérki byla zdolna do replikowania sie¢ protokomorka o Sciankach
zbudowanych wylacznie z kwaséw tluszczowych, niezawierajacych kanaléw
biatkowych i pomp sodowo-potasowych (Jack William Szostak, laureat Nagrody
Nobla w dziedzinie fizjologii i medycyny, rok 2009). Szkocki biolog, pionier
biologii matematycznej, D’Arcy Wentworth Thompson (1860-1948) zajmowal sie
wplywem praw fizyki na ksztalty zywych istot, a w szczegdlnosci interesowal sie
promienicami. Maja one szkielet krzemionkowy otoczony protoplazma, ktory
determinuje ksztalt organizmu; w podobny sposéb druciana ramka z doswiadczen
Plateau okresla ksztalt rozpietej na niej mydlanej struktury — powierzchni
minimalnej. Zwiazek zycia i piany jest chyba oczywisty; jak wiemy, Afrodyta
wylonila sie z morskiej piany. . .

Piana, jaka jest, to chyba kazdy widzi. .. Jednak z definicjg jest duzo trudniej.
Mozna spotkaé sie z okresleniem, ze piany sa to struktury heterofazowe,

w ktérych ciecz lub cialo stale stanowia faze ciagla, a gaz faze rozproszona.
Uzycie stowa faza jest tu, niestety, mocno mylace. Mydlana piana to powietrze
uwigzione w komorkach, ktérych $cianki zbudowane sa z roztworu wody i mydta.
A zatem gaz i ciecz nie sg réznymi fazami termodynamicznymi tej samej
substancji. Zupelnie inna rzecza jest to, ze mydlo zmieszane z woda, w zaleznosci
od stezenia i temperatury, moze tworzy¢ rézne fazy termodynamiczne. Mowiac
prostymi stowy: piana zbudowana jest z wielu makroskopowych komérek
zawierajacych gaz, rozdzielonych cienszymi lub grubszymi obszarami cieczy lub
ciala stalego. Piana jest réwniez pumeks oraz bezowe ciastko. A chleb? O pianie
moéwimy zazwyczaj, gdy utamek objetosci zajmowanej przez gaz jest wigkszy

od utamka objetosci zajmowanego przez ciecz lub cialo state. Choé¢ duza liczba
mydlanych baniek tworzy piane, to przeciez pojedyncza banka piana jeszcze

nie jest, dwie banki réwniez nie, podobnie jak dwie osoby nie czynig jeszcze
thumu. Zyjemy w $wiecie, raju dla demagogéw, w ktérym wickszosé pojec jest
nieostra. Casus piany przypomina stynna megaryjska apori¢ o tysym. ..

Interesowac nas beda ciekle piany. Istnieja dwa zasadniczo odmienne ich rodzaje:
tak zwana piana sucha, czyli wielo§cienna, oraz piana mokra (przykladem piana
na piwie), zbudowana z mniej wiecej kulistych babelkéw gazu zawieszonych

W cieczy. O O <
QOO\ B@

Piana mokra (po lewej) i piana sucha (po prawej); ilustracja dwuwymiarowa
Plateau sformutowal podstawowe prawa opisujace morfologie piany suche;j:

I. Trzy i tylko trzy powierzchnie tworzace pomiedzy sobg katy 120° stykaja sie
wzdluz kazdej krawedzi.

II. Cztery i tylko cztery krawedzie lacza sie¢ w jednym wierzchotku (tak zwanym
wierzchotku tetraedrycznym). Tworza one zawsze katy o wartosci
m —arccos(1/3) = 109°28'16".

Te dwa stwierdzenia nie sg, oczywiscie, niezalezne. Nalezy je uzupelni¢ trzecia,
dodatkowsa reguta:
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Wiecej o czternastoscianie na str. 11.

Rozwigzanie zadania F 889.
Po zatrzymaniu ruchu orbitalnego Ziemia
zaczelaby spadaé¢ na Stonce ruchem
prostoliniowym. Aby skorzystaé
z III prawa Keplera, potraktujemy ten
ruch jak potowe obiegu po elipsie
o zerowe] krotszej osi i dluzszej osi
réwnej potowie odleglosci Ziemia—Stonce.
a3 (a/2)?
T2  (27)2
gdzie a oznacza odleglos¢ Ziemia—Stonce,
To to jeden rok, a T jest poszukiwanym
czasem spadania. Mamy wigc:

11?72
T=—-|= To = 0,1768Ty.
()
Prostoliniowe spadanie Ziemi na Stonce
trwaloby nieco ponad 64 dni, 13 godzin
i 37 minut, czyli mniej wigcej tyle, ile
trwaja szkolne wakacje.

II1. Jezeli piana styka sie ze zwilzana powierzchnia, wtedy jej powierzchnie
i krawedzie sa prostopadle do tej powierzchni.

W 1887 roku William Thomson (Lord Kelvin) opublikowal prace On the Division
of Space with Minimum Partition Area (W. Thomson, Phil. Mag. 5, 503 (1887);
W. Thomson, Mathematical and Physical Papers, Cambridge U.P. Cambridge
1911, t. 5, s. 297), w ktérej prébowal rozwiazaé zagadnienie podziatu przestrzeni
na komérki o jednakowej objetosci i zarazem o minimalnej powierzchni Scian.
Zagadnienie to nosi nazwe problemu Kelvina. Kelvin, rozwazajac jednakowe
komoérki, rzecz bardzo uproscit. Méwimy o pianie monodyspersyjnej

i polidyspersyjnej, w zaleznoéci od tego, czy wszystkie komérki maja jednakowa
objetosé, czy tez nie. Prawdziwa piana jest, oczywiscie, polidyspersyjna.
Thomson jako rozwiazanie problemu Kelvina zaproponowal komérke
(tetrakaidekaedr) o ksztalcie nazwanym potem czternasto$cianem Kelvina. Jest
to oSmioscian, od ktérego szesciu wierzchotkéw odcieto ostrostupy. W ten sposéb
powstato szes¢ nowych $cian o ksztalcie kwadratu, natomiast z o$miu Scian
pierwotnych pozostalo osiem $cian o ksztalcie szesciokata foremnego. A zatem
jest to bryla o czternastu $cianach. Aby spetni¢ warunek powierzchni minimalnej
i zarazem dobrze wypelnié¢ przestrzen, nalezy lekko zdeformowacé te bryle.
Kwadraty musza mieé zakrzywione boki, a szedciokaty musza mieé¢ zakrzywione
powierzchnie (choé o zerowej $redniej krzywiznie). Kelvin zbudowal duzy
druciany model nazwany materacowq sprezyng Kelvina, ktory przetrwal do dzi$
na uniwersytecie w Glasgow. Zajmujacy si¢ pianami irlandzki fizyk Denis Weaire
ten sposéb dzialania nazywa typowym dla Kelvina przyziemnym (down-to-earth)
podejsciem. Jest to doskonala ilustracja kelvinowskiej maniery sprowadzania
wszystkiego do mechanicznego modelu. Zdarzyto sie, ze Kelvin zalecit studentom
krystalografii, by zamoéwili u tokarza lub wytworcy drewnianych paciorkéw

do réozancéw tysigc drewnianych kulek o érednicy pot cala kazda.

Kelvin nie wspomnial ani stowem o jakiejkolwiek prébie zaobserwowania swojej
struktury w prawdziwej pianie. To wtasnie D’Arcy Wenthworth Thompson
docenil jego idee, ale nader lekkomyslnie uznal, ze praktyczna demonstracja racji
Kelvina jest rzecza trywialng. W 1940 roku amerykanski botanik Edwin Matzke
sprébowal to udowodni¢ doswiadczalnie, tworzac (jesli to wlasciwe stowo)

za pomocy strzykawki tysiace jednakowych, duzych babelkéw idealnej” piany.
Zaiste, musial mie¢ anielska cierpliwo$é! Pomimo zZe nie znalazt ani jednej
komoérki Kelvina, nadal uwazano (zapewne przez szacunek dla upartego Szkota),
ze Kelvin znalazl najstabilniejsza posta¢ piany. Trzeba jednak dodaé, ze sens
do$wiadczenia Matzkego byl kwestionowany, poniewaz trwalo caly dzien,

a plynna piana — jak wiadomo — zyje krétko.

Piany to cos znacznie wiecej niz tylko zagmujgca, geometryczna trudnosé. Jest to
punkt wyjscia do ataku na rzeczywisty problem: piany zawierajq losowq mieszanine
bgbelkéw o bardzo rézinych rozmiarach. Takie piany w obfitosci wystepujg w pubie,
w kuchni i w zakladach chemicznych. Sqg one przedmiotem glebokiego zainteresowania
technologow zZywnosci: gdy piekq, warzg i usuwajg pienigcee sie ciecze. Jednak

te poZyteczne piany sq stabo rozumiane — po prostu brak jest teorii, ktéra dobrze
opisuje czubek pinty piwa czy piane w kieliszku szampana — powiada Weaire.

Przez ponad sto lat hipoteza Kelvina (zgodnie z ktéra jego tetrakaidekaedr daje
minimum energii powierzchniowej) pozostawata nieudowodniona. W 1993 roku
Denis Weaire i jego student Robert Phelan znalezli inng strukture, ktéra daje
lepsze rozwigzanie problemu Kelvina. Nie byta niczym nowym! Juz w 1775 roku
strukture Weaire’a—Phelana zauwazyl francuski hutnik i archeolog (ciekawy
zestaw!) Pierre Clément Grignon (1723-1784), opisujac typowy ksztalt ziarna
stali. Wykorzystuje ona dwa rodzaje komorek o jednakowej objetosci. Jedna to
nieregularny dodekaedr (dwunasto$cian) o pigciokatnych $cianach i tetrakaidekaedr
(czternastoscian) o dwéch szesciokatnych i dwunastu pieciokatnych $cianach,
tak jak w przypadku struktury Kelvina — zakrzywionych (oczywiscie o zerowej
krzywiznie $redniej). Komérka elementarna zawiera sze$é czternastodcianéw

i dwa dwunastosciany. Jest to rozwiazanie nieco korzystniejsze od rozwiazania
podanego przez Kelvina, brak jednak rozstrzygniecia, czy jest ono optymalne.
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W przypadku piany mokrej problem stabilnoéci sprowadza sie do zagadnienia
najgestszego upakowania kul. Jest to takie samo upakowanie, jakiego uzywaja
sprzedawcy w sklepach z owocami, uktadajac piramide z pomaranczy.
Rozwiazanie takie zasugerowal w 1611 roku Kepler. Dowéd podal (wspomagajac
sie komputerem) Thomas Hales dopiero w 1998 roku. Jeszcze w latach
osiemdziesiatych ubieglego stulecia stynny matematyk amerykanski John Milnor
mawial, ze to skandal, iz zagadnienie z odpowiedzia tak bardzo oczywista,
podana przez Keplera i przez Gaussa, nadal nie ma dowodu.

Ciektle piany sa tworem metatrwaltym. Stabilizuja ja, na przyklad, surfaktanty.
Woda mineralna zawiera zwykle znacznie wiecej gazu niz piwo, ale brak jej
surfaktantéw, z tego powodu nie tworzy piany. Na odwrot, piwna brzeczka tez
nie pieni sie, bo wprawdzie zawiera ona surfaktanty, ale brak jej jeszcze
dwutlenku wegla.

Istnieje kilka zjawisk o bardzo réznej naturze odpowiedzialnych za rozpad suchej
piany. Grawitacja powoduje drenaz, czyli odplyw cieczy do dolnych czesci
wielokomorkowej struktury. Cisnienie osmotyczne powoduje przeptyw substancji
w $ciance ku jej brzegom. Cisnienie Laplace’a (czyli réznica ci$nien wynikajaca
z dziatania sil napigcia powierzchniowego) wywoluje dyfuzje gazu przez Scianke
od malych do duzych pecherzy. Scianki moga pekaé¢ w wyniku dzialania tak
zwanego ci$nienia rozszczepiajacego (disjoining pressure) we wnetrzu blonki.
Istnieja takze tak zwane procesy topologiczne prowadzace do zmiany liczby Scian.
To wszystko powoduje zmiany struktury piany, ktére moga by¢ zjawiskiem
lokalnym lub kolektywnym, a nawet przebiegajacym lawinowo. Ale, niestety,

nie zawsze wylania sie¢ Afrodyta. ..

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1471. Punkt D lezy na boku AB, a punkt E na boku AC tréjkata ABC,
przy czym prosta DE jest rownolegla do BC' i styczna do okregu wpisanego
w ABC. Udowodnié, ze 8DE < AB + BC + CA.

Rozwiazanie na str. 4

M 1472. Na przerwie n uczniéw siedzi w kétku. Nauczyciel stojacy w $rodku
wybiera jednego z nich, wrecza mu cukierek, po czym podazajac zgodnie

z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, opuszcza kolejnego ucznia i wrecza
cukierek nastepnemu, opuszcza dwdch kolejnych ucznidéw, wrecza cukierek
nastepnemu itd. Udowodnié, ze jesli n jest potega dwdéjki, to w koncu kazdy
uczen dostanie cukierka.

Rozwiazanie na str. 5

M 1473. Aga i Bartek graja w nastepujaca gre: Aga wymysla wielomian

o calkowitych, nieujemnych wspélczynnikach, po czym Bartek chce go odgadnaé,
zadajac pytania o P(x) dla x catkowitych. Ile pytan wystarczy zadaé, aby
Bartek odgadl wielomian?

Rozwiazanie na str. 12

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 889. Ile czasu trwaloby spadanie Ziemi na Stonce, gdyby nagle zatrzymany
zostal jej ruch orbitalny?
Rozwiazanie na str. 9

F 890. Oszacuj, ile wynosi praca potrzebna do napompowania opony roweru,
jesli pompowanie ma by¢ procesem izotermicznym. Przyjmij, ze zewnetrzna
$rednica opony wynosi D = 70 cm, szerokos$¢ opony to d = 3 cm, material opony
jest nierozciagliwy, a koficowe ciénienie w oponie to p = 6 - 10° Pa (wartosci
typowe dla roweréw turystycznych). Cidnienie zewnetrzne (atmosferyczne) jest
réwne po = 1-10° Pa, a temperatura wynosi T = 295 K.

Rozwiazanie na str. 13
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Stara Delta

Normalne wypelnienie przestrzeni

szeScianami

Minimalne wypelnienie szeScianami
(widziane z kierunku jednej z krawedzi)

P

Szescian jako czternastos$cian

Czternastos$cian archimedesowy

Wypelniajace przestrzen graniastostupy
archimedesowe (ten z prawej znany jest
w budownictwie drogowym jako

trylinka)

Wypelnianie przestrzeni Delta 2/2005

Problem wypelnienia przestrzeni bez luk jednakowymi wielo$cianami okazuje si¢
wecale nie tak prosty, jak na pierwszy rzut oka mozna oczekiwaé. Sposrod pieciu
wieloscianéw platonskich tylko jeden nadaje sie do tego. Oczywiscie, jest to
szescian. O tym, ze pozostale nie moga wypelnié¢ przestrzeni, przekonaé sie
tatwo: wystarczy zauwazy¢, ze ich katy dwuscienne nie skladaja sie w zadnej
liczbie na kat pelny.

70°32’ 90° 109°28' 116°34 138°11

Wypelnienie przestrzeni szescianami moze by¢ zrealizowane na wiele sposobdw.
Najbardziej oczywisty z nich to taki, gdy w kazdym wierzchotku spotyka sie

8 szesciandéw. W tym wypelnieniu poszczegdlne wielo$ciany stykaja sie calymi
$cianami — wypelnienie o tej wlasnosci nazywa sie normalne.

Mozna jednak szesciany tak ulozone poprzesuwaé¢ w ten sposob, by w zadnym
punkcie nie stykato si¢ ich wigcej niz 4. Liczby tej nie mozna juz zmniejszyc¢.
Henri Lebesgue zauwazyt w 1911 roku (a potem udowodnit), ze w kazdym
wypelnieniu przestrzeni (juz niekoniecznie jednakowymi) wielo$cianami beda
punkty, gdzie stykaé sie ich bedzie co najmniej 4. Przyjeto to nawet za jedna

z wersji definicji wymiaru: jesli jaka$ przestrzen mozna wypelnié tak, ze sa
punkty, w ktérych styka sie (n + 1) wypelniajacych obiektéw i nie ma punktéw,
w ktérych styka sie ich wiecej, to ma ona wymiar co najwyzej n. Zatem to nowe
wypelnienie szeécianami realizuje minimum takiego n dla naszej przestrzeni,
ktora jest trojwymiarowa. Wypelnienie realizujace minimum n nazywa sie,
oczywiscie, minimalne.

Mamy wiec dla szeécianu wypelnienie normalne, mamy tez wypelnienie
minimalne, ale nie mamy wypelnienia, ktére mialoby réwnoczeénie obie te
wlasnosci. Powstaje pytanie, czy istnieje wielo$cian wypelniajacy przestrzen
i majacy obie te wlasnodci.

Piekna droge do znalezienia pozytywnej odpowiedzi na to pytanie wskazal

Hugo Steinhaus. Radzi on mianowicie, aby zaobserwowaé $lady, jakie na kazdym
szeScianie wypelnienia minimalnego zostawia krawedzie sasiednich szescianéw.
Widzimy, ze sa to prostokaty, z ktérych 8 ma jednak po sze$é¢ sladéw
wierzcholtkéw sasiednich sze$cianéw. Mozna by je wiec traktowaé jak szedciokaty.
Przy takim podejsciu nasz szedcian ma wiec 8 Scian szesciokatnych

i 6 czworokatnych, czyli jest czternasto$cianem. I nasuwa sie pytanie, czy takiej
bryly nie mozna zdeformowaé tak (nie zmieniajac liczby obu rodzajéw $cian), by
wszystkie one staly si¢ foremne.

Okazuje sie, ze jest to wykonalne, a otrzymany wieloécian to czternastoscian
archimedesowy (wielo$ciany archimedesowe maja wszystkie Sciany foremne

i jednakowe naroza). Mozna go inaczej otrzymac, obcinajac o$mioScianowi
foremnemu naroza do % dtugosci krawedzi. Okazuje sie wiec, ze istnieje
wieloécian archimedesowy realizujacy wypelnienie réwnoczesnie normalne

i minimalne. Mozna udowodnié, ze jest on — wéréd wieloscianéw majacych Sciany
foremne — jedyny.

Jakie jeszcze wielo$ciany archimedesowe moga wypelnié przestrzen? Tylko
graniastostupy o podstawach tréjkatnych lub szesciokatnych (takze
czworokatnych, ale to sa juz wymienione szesciany). Wystarczy wypelnié
plaszczyzne ich podstawami, by otrzymaé¢ warstwy w sposéb oczywisty
wypelniajace przestrzen.

Marek KORDOS
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Informatyczny kacik olimpijski (86): Sie¢ swiattlowodowa

Tym razem omoéwimy zadanie Fiber-optic Network, ktore pojawilo si¢ na
zesztorocznych zawodach ACM-ICPC Asia Mudanjiang Regional Contest.
W zadaniu tym mamy dane drzewo o n wierzchotkach, a dla kazdego
wierzcholka v zadane liczby naturalne 1 < L, < R, < M (ograniczenia to n < 50,
1 [2,3] M < 50000). Dobrym przyporzedkowaniem bedziemy nazywaé
° przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi v liczby caltkowitej
z odpowiadajacego mu przedziatu [L,, R,] w taki sposéb, aby liczby
e [1,3] przyporzadkowane wierzchotkom potaczonym krawedzia byly wzglednie pierwsze.
/ Dla przejrzystosci oznaczmy, ze dla danego przyporzadkowania f liczba
przypisana wierzchotkowi v to f(v). W zadaniu prosza nas, aby dla kazdego
wierzchotka obliczy¢ sume liczb przyporzadkowanych mu we wszystkich dobrych
Dla f(vs) = 1 liczby w pozostatych przyporzadkowaniach. Wyniki nalezy podaé¢ modulo 10° + 7, zatem wszystkie
trzech wierzchotkach mozemy wybraé dzialania bedzi k , dulo ta liczb
dowolnie, co daje 6 prayporzadkowar zialania bedziemy wykonywaé¢ modulo ta liczba.
j(j(ﬁ’)lf)zz’%gr/zﬁae)akli‘ljar{év%;)27)"5‘;”, MY s Chwila my$lenia i odrobina algorytmicznego rozsadku doprowadzaja nas
f(v2) =3 dwa (2,3,7,4/5). Odpowiedzi  do wniosku, ze w zadaniu nie ma na tyle ,regularnosci” (cokolwiek by to
dla kolejnych wierzchotkéw to 22, 14, . . e . e . .
63 i 44, znaczylo), aby dalo sie rozwiazaé je inaczej niz poprzez wyznaczenie dla kazdego
wierzchotka v oraz kazdej mozliwej wartosci k, dla ilu dobrych przyporzadkowan

zachodzi f(v) = k. To wladnie bedzie naszym celem.

[ J
VU3 [7, 7} ,:4 [47 6}

Jak mozna sie spodziewaé, zapewne sporo nam pomoze, jezeli najpierw ukorzenimy
nasze drzewo (w dowolnym wierzchotku). Rozwiazanie bedzie bazowalo

na programowaniu dynamicznym. Oznaczymy przez T, poddrzewo ukorzenione
w wierzchotku v, a przez dp[v][k] liczbe dobrych przyporzadkowan, dla ktérych
zachodzi f(v) = k, gdy ograniczymy sie jedynie do wierzcholkéw z poddrzewa T,,.
Niewatpliwie dla v bedacych 1i§émi zachodzi dp[v][k] = 1, gdy L, < k < Ry,

i dp[v][k] = 0 dla pozostalych wartosci k. Zaldzmy teraz, ze chcemy wyznaczyé
odpowiedz dla wierzchotka v, ktory ma s synéw w1, ..., us i mamy juz wyznaczone
tablice dpluq], ..., dplus]. Liczba dobrych przyporzadkowan dla poddrzewa T,
spelniajacych f(v) = k to iloczyn liczb dobrych przyporzadkowan dla

poddrzew T,,,, dla ktérych nwd(f(u;), k) = 1. Zatem jedli wprowadzimy oznaczenie

P[] :== ) dplu]lj]
nwd(k,j)=1
(zauwazmy, ze tak zapisana suma jest dobrze okreslona, gdyz tylko skonczona
liczba skladnikéw jest niezerowa), to dostaniemy wzor

(1) dp[v][k] = Plu][k] - ... - Plug][k].

Mogliby$my po prostu przeiterowaé¢ po wszystkich mozliwych wartosciach k
przyporzadkowanych kazdemu wierzchotkowi u;, ale wtedy otrzymaliby$Smy
rozwigzanie co najmniej kwadratowe w zaleznoéci od M, co byloby zdecydowanie
zbyt wolne. Dlatego stajemy przed kluczowym problemem szybkiego
wyznaczenia P[u][k] dla ustalonego syna u. Skoro mowa o wzglednej pierwszosci,
to z pewnoscia warto poznaé zbiér (réznych) dzielnikéw pierwszych liczby k;
niech beda to liczby p1, ..., pm. Liczby wzglednie pierwsze z k to wszystkie liczby
poza tymi, ktére sa podzielne przez ktorakolwiek z liczb py,...,pm,. Dlam =1
mamy Plul[k] =, dplu][j] — >, |; dplu][j], co umozliwia szybkie obliczenie

zadanej wartosci, o ile znalibySmy wezesniej >° i dplu][j]. Zycie nie jest jednak
takie proste i w ogélnym przypadku nie mozemy po prostu odja¢ >, . dplu][j]
dlai=1,...,m, gdyz wiele ze sktadnikéw postaci dp[u][j] odjeliby$my

m wiecej niz raz (konkretnie tyle razy, ile j ma dzielnikéw wsrdd liczb py, ..., pm)-

Rozwigzanie zadania M 1473. Jedli wprowadzimy oznaczenia w(A) := ) . , dp[u][a] oraz A; na zbidr liczb
Odpowiedz. Wystarcza dwa pytania. podzielnych przez liczb@ [, to dostaniemy zaleznosé

Niech wielomian, ktéry wymyslita Aga,

to bedzie P(z) = anx™ + ...+ ao. (2) E dp Apl u...u Apm)'

Najpierw Bartek pyta o P(1). Zauwazmy,

ze wéwcezas a; < P(1) dla kazdego 1. . /
Niech b = P(1) + 1. Pytajac o P(b) Na ratunek w obliczeniu (2) przychodz1 nam zasada wigczen i wylgczen,

i zapisujac te liczbe w systemie P S i AT
o podstawie b, Bartek otrzyma liczbe a wlasciwie J€) minimalne uogolnlenle

and” + ...+ a0 = (an...ao) w(Ap, U...UA, )= > > (=D w4, .. nA4,,).

o cyfrach an, ..., ap, czyli odgadnie P. 1<ISm i1 <...<iy
SIS
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Przyktadowo, jezeli chcemy obliczyé
liczby, ktére nie sa wzglednie pierwsze

z 2-3 -5 =30, to musimy doda¢ liczby
podzielne przez 2, przez 3, przez 5, odjaé
liczby podzielne przez 2 -3 = 6, przez
2-5 =10, przez 3-5 =15 i dodaé liczby
podzielne przez 2 -3 -5 = 30. Warto tez
zauwazy¢, ze potegi, w ktérych dane
liczby pierwsze dziela k, nie maja
zadnego znaczenia — liczby wzglednie
pierwsze z 2 -3 -5 to te same liczby, co
liczby wzglednie pierwsze z 22.3.5.

Rozwigzanie zadania F 890.
Poczatkowe cisnienie w oponie jest
réwne po, a wigc musimy do niej
wtloczyé dodatkowo
_ (p—po)V
RT

moli powietrza, gdzie V jest objetoscia

opony
2 2
(D —d/2)d
V=_- T7
2
Te n moli powietrza w temperaturze T
pod cisnieniem po zajmowalo objetosc
nRT
Vo = .
Po
Sprezajac izotermicznie n moli gazu

od objetosci Vp do V, wykonujemy prace

. , Vo
W = nRT In v )

Ostatecznie otrzymujemy

W =(p—po)Vin < m) .

Po
Po podstawieniu danych liczbowych
mamy W = 2450 J, czyli mniej niz
potrzeba do podgrzania 1 litra wody
o 1 stopien.

Pomimo przerazajacego wygladu wzér ten jest catkiem prosty, ale jezeli kto§
nie spotkal sie z nim wczesniej, warto sie zatrzymac i pokontemplowaé go przez
chwile, np. przekonujac sie o jego poprawnosci dla m = 2,3. (Oczywiscie,

w ogélnej wersji wzoru nie ma znaczenia, czym sg konkretnie zbiory A,,

i pozostaje on prawdziwy dla dowolnych zbioréw.)

Zatem kolejna rzecza, ktéra musimy zbadac, sa zbiory postaci A,, N...N A, .
Wiszystkie liczby pi,, ..., i, sa pierwsze, wiec jezeli pewna liczba ma by¢
podzielna przez wszystkie z nich, to musi byé¢ podzielna przez ich iloczyn
(stwierdzenie odwrotne oczywiscie tez jest prawdziwe), co prowadzi nas

do zaleznosei Ap, N...N A, = Ap, ..p, - Dzigki niej wzér (2) mozemy wyrazi¢
nastepujaco:

(3) P[U][k]:ZdP[U]UH Yo > (=1 dplul).

1<ISm i1<...<4
Piy - PiylJ
Widaé, ze wielokrotnie spotykamy sie tutaj z podobnymi sumami sktadnikow
dplul[j], zatem wprowadzajac oznaczenie Sluli] := >, ; dp[u][j], mozemy
przepisaé¢ wzor (3) w troche milszej postaci:

(4) Pl =Sl + S 30 (<1)! Slullpi, il
1<ISm i1 <. <d

Zauwazmy, ze jezeli mamy tablice dp[u], to jesteSmy w stanie relatywnie szybko

wyznaczy¢ tablice S[u]. A konkretnie, aby obliczy¢ S[u][i], potrzebujemy

wysumowac % sktadnikéw. Zatem wykonanie tego dla i = 1,..., M bedzie mialo

zlozonosé czasowa O(M(1+ 4+ 4+ ...+ 1)) = O(Mlog M).

Zastandéwmy sie teraz, jaka zlozono$é ma wyznaczanie Plu][k] za pomoca

wzoru (4). Zauwazmy, ze wystepuja w nim jedynie sktadniki postaci S[u][i], gdzie
1 jest pewnym dzielnikiem k. Ponadto nie wszystkie dzielniki uwzgledniamy
(tylko takie niepodzielne przez kwadraty liczb pierwszych), ale ta obserwacja

nie jest nam potrzebna, aby uzyskaé sensowne oszacowanie. Zatem, aby
wyznaczy¢ wartosci Plu][k] dla k =1,..., M, musimy wysumowa¢ co najwyzej
tyle sktadnikdw, ile jest tacznie dzielnikéw liczb 1,..., M, ale ich liczba jest
réwniez rzedu O(M log M). Aby szybko sie dostaé¢ do tych sktadnikéw, warto

na samym poczatku programu dla kazdej liczby od 1 do M spamigtaé jej
bezkwadratowe dzielniki.

Podsumowujac, majac tablice dp[u;] dla wszystkich synéw wierzchotka v, mozemy
w czasie O(sM log M) kolejno wyznaczy¢ tablice S[u;] i Plu;], co pozwoli nam
skorzystaé ze wzoru (1) do wyznaczenia dp[v]. Zatem w sumarycznym czasie
O(nM log M) mozemy ta metoda wyznaczy¢ odpowiedZ dla korzenia drzewa.
Uruchamiajac powyzszy algorytm dla kazdej mozliwosci wyboru korzenia,
mozemy rozwiaza¢ zadanie w czasie O(n?M log M). Jednak autoréw zadania taka
zlozono$¢ nie satysfakcjonuje i wymagane jest rozwigzanie O(nM log M).

Pomyst pozwalajacy oblicza¢ nam kompletne informacje dla wszystkich
wierzcholkéw drzewa (a nie tylko te uwzgledniajace wierzchotki
z odpowiadajacych im poddrzew), polega na spychaniu informacji z korzenia
w dél, przesylajac informacje z ,naddrzewa”. Niech v bedzie pewnym
wierzchotkiem, a w jego ojcem w drzewie. Pamietamy, ze tablica dp jest
iloczynem odpowiednich wartosci tablic P dla sasiadéw w poddrzewie, dlatego
jezeli mamy kompletna tablice dp[w], to aby obliczy¢ wklad naddrzewa v
o korzeniu w wierzchotku w, powinni$my podzielié wartodci z tablicy dp[w] przez
odpowiadajace wartosci z tablicy P[v], przeliczy¢ jeszcze raz wartosci tablic
S[w] i Plw] na podstawie nowych wartosci dp[w] (tablice te teraz lekko zmieniaja
swoje znaczenie, gdyz zmieniamy zbior sasiadow, ktérzy sa uwzgledniani w ich
liczeniu), co pozwala nam wyliczy¢ kompletna tablice dp[v] (tzn. taka, w ktérej
uwzgledniony jest tez ojciec). Aby wyznaczy¢ kompletne dp[v] na podstawie
informacji z ojca, potrzebujemy wykonaé stalg liczbe przeliczen tablic, z ktérych
kazde odbywa sie w czasie O(M log M), co daje algorytm o sumarycznej
ztozonosci O(nM log M).

Wojciech NADARA
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Prostokaty na tréjkacie

TOmaSZ PRZYB YL O WSK] uczen liceum Zespolu Szkél Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu

7 twierdzeniem Pitagorasa wszyscy sie znamy, budowanie
kwadratéw na bokach tréjkata prostokatnego nie jest
niczym nadzwyczajnym. A co mozemy powiedzie¢
ciekawego o prostokatach skonstruowanych na bokach
dowolnego tréjkata?

Okazuje sie, ze zachodzi nastepujacy fakt:

Na bokach tréjkgta ABC' zbudowano na zewngtrz
prostokgty ABBs Ay, BCCyBy i CAACy. Wowcezas
symetralne odcinkéw A1 A, B1Bs i C1Cs przecinajg sie
w jednym punkcie.

Al \ ’

/ 3 S (@]

P \
B , \ =

Bl \ 02

Czytelnikowi Odwaznemu polecamy powalczy¢ choé
chwile z dowodem powyzszego faktu, za$ Czytelnikowi
Rozsadnemu radzimy zapoznaé sie z ponizszym lematem
(znanym tez jako twierdzenie o brytyjskiej fladze)

i wtedy sprobowaé zaatakowaé nasz fakt, juz z wiekszym
powodzeniem.

Dany jest prostokgt KLMN i dowolny punkt P. Wowczas
PK? + PM? = PL? + PN?.

Warto odnotowad, ze jego teza to nic innego jak. ..
budowanie kwadratéw na odcinkach! Czytelnik
Kreatywny dostrzeze z pewnosciag mata zbiezno$¢ tego
faktu z prawdziwa nazwa lematu. Nietrudny dowod
pozostawiamy jako ¢wiczenie.

7 lematem mozemy spokojnie przystapi¢ do dowodu
wspoélpekowosci:

Dowdd. Oznaczmy przeciecie symetralnych By By i C1Co
jako S. Wowczas SBy = SBy i SCy = SC5. Ponadto,
korzystajac trzy razy z lematu dla punktu S

i pI‘OStOk@t(/)W ABBQAl, BCOQBl i CAAQOl,
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Ay

Ay ‘

\
\ G

Bs \

otrzymujemy kolejno, iz:

SA®? + SB3 = SB? + SAZ,

SB? 4+ SC2%=5C?+ SB?,

SC? 4 SA2 = SA% 4 5C%.
Powyzsze réwnania dodane stronami prowadza
do réwnosci:

SAZ 4+ SB2 +SC3 = SA? + SB? + SC?,
z ktérej na mocy SBy = SBy i SC; = SCy otrzymujemy
dalej:
SA? + SB} + SC3 = SA? + SB? + SC} & SC3 = SC?
< SC; = 5C,.

Ostatnia réwno$¢ dowodzi, ze S lezy na symetralnej
odcinka C7C5, co konczy dowdd. O

Zaprezentujemy jeszcze jeden dowod wspdipekowosci
symetralnych, obchodzacy sie¢ bez najwazniejszego
narzedzia poprzedniego rozumowania, czyli twierdzenia
o brytyjskiej fladze. Bedziemy zmuszeni uzy¢ innych
ciezkich armat geometrii ptaskiej, ale piekno ponizszego
rozumowania niewatpliwie rekompensuje to.

Zacznijmy od lematu z tréjkatami podobnymi:

I

Dane sq¢ dwa nieprzystajgce trojkgty na plaszczyznie tak,
ze ich odpowiadajgce boki sq rownolegle. Wowczas proste
tgczqce wierzcholki tych trojkgtow lezZgce naprzeciw
réownoleglych bokow sq wspotpekowe.

Dowéd mozna przeprowadzi¢, idac kilkoma drogami:
zwyklym podobienstwem, jednokladno$cig albo tez
bardziej wyrafinowanie, twierdzeniem Desarguesa.
Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi.



Bedziemy potrzebowali jeszcze jednego lematu, znanego
jako lemat o izogonalnym sprzezeniu.

W tréjkgcie KLM na bokach KL, LM i MK dane sg
odpowiednio punkty R, P i Q, tak Ze proste KP, LQ

it M R przecinajqg sie w jednym punkcie. Wowczas proste
bedgce odbiciami prostych K P, LQ i M R odpowiednio
wzgledem dwusiecznych kgtow LKP, MLK 1 KML
réwniez przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku ponize;j.

7 zalozen wynikaja bezposrednio rownosci katéw
zaznaczone na nim. Korzystajac z trygonometrycznego
twierdzenia Cevy dla tréjkata K LM i prostych K P, LQ
i M R, otrzymujemy, iz

sin(AMKP) sin(¥xKLQ) sin(XLMR)
(1) sin(XPKL) sin(XQLM) sin(xRMK)

co dzieki réwnosci katow z rysunku mozna przepisaé jako:

sin(XLKP)) sin(«MLQ,) sin(XKMRy)
@) sin(XPLKM)  sin(€QLK) sin(<RyML)
Stad wynika, ze odwrotnosé¢ iloczynu po lewej stronie tez
wynosi 1. Korzystajac znowu z trygonometrycznego
twierdzenia Cevy, stwierdzamy, ze proste K Py, LQ1
i M Ry sa wspblpekowe, co konczy dowdd lematu. O

Przystepujemy do rozwigzania problemu.

’ \
By ’

Dowad. Niech punkty K, L, M beda wierzchotkami
trojkata utworzonego przez proste Ay By, B1Cs, C1As.
Ponadto niech X, Y, Z beda $rodkami odcinkéw
odpowiednio AK, BL, CM. Niech jeszcze P bedzie
grodkiem odcinka A;As, zas @ niech bedzie $srodkiem
odcinka AA,.

Na czworokacie AA; K A; mozna opisaé okrag, gdyz dwa
jego przeciwlegle katy sa proste. Stad wynika réwniez,

ze AK jest srednicag tego okregu, zatem punkt X jako
$rodek AK jest érodkiem okregu. Lezy on na symetralnej
kazdej z cigciw wczedniej wspomnianego okregu, zatem
w szczegdlnosci przechodzi przez niego symetralna
odcinka A; As. Analogicznie, symetralne odcinkéw

By B; i C1C5 przechodza odpowiednio przez

punkty Y i Z.

Boki tréojkata XY Z sa liniami Srodkowymi trapezéw
ABLK, BCML, CMKA, przeto boki trojkata XY Z sa
rownolegle do odpowiednich bokéw trojkata ABC. Stad,
na mocy lematu o tréjkatach podobnych, widzimy, ze
proste AX, BY, C'Z przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zauwazmy jeszcze, ze na czworokacie X PQAs mozna
opisaé okrag. Istotnie, katy X PAs i XQAs sa proste.

Co wiecej, prosta X P jest odbiciem prostej X A
wzgledem dwusiecznej kata Y XZ. W istocie:

IPXQ =<PAQ = A1 A2A=JA KA=3YXA.
Analogicznie uzyskujemy te zaleznos$é dla dwéch
pozostalych symetralnych. Oczekiwana wspdlpekowosé
wynika teraz bezposrednio z lematu o izogonalnym
sprzezeniu zastosowanego do trojkata XY Z i prostych
XA, YBiZC, ktére, jak juz pokazaliSmy, sa
wspolpekowe. O
Pierwszy dowdd ma jednak te przewage, ze pokazuje
rowniez, jak udowodnié¢ podobna nietrywialna

wspo6tpekowosé symetralnych. A o jakich symetralnych tu
mowa, to praca dla Czytelnika Dociekliwego.

C1




Autorzy stanowiag druzyne bioraca udziat
w Turnieju Mtodych Fizykéw, a tekst
artykutu to skrécone rozwigzanie
jednego z turniejowych probleméw.
Kolejny artykul oraz wigcej informacji

o Turniejach przedstawimy w nastepnym

numerze.

Fot. 1. Ustawienie dloni do gry
na trawie.

__#dzblo
|

N
palce

Rys. 1. Schematyczny rysunek zdzbta
trawy i okalajacych je palcow podczas
gry na trawie.

Rys. 2. Schemat przeplywu laminarnego.

Rys. 3. Schemat przeptywu
turbulentnego.

Gdy trawa Spiewa

Filip CZERMINSKI, Marlena MACKOWIAK,
Antont NASZKIEWICZ, Kacper RACIBORSKI,
Pawet SUCHOMSKI, Pawelt SZCZYTKOWSKI

Zapewne kazdy z Czytelnikow, bedac dzieckiem, uczyl sie gra¢ na zdzble trawy,
a zabawa ta niejednokrotnie urozmaicata spacery na $wiezym powietrzu.
Dlaczego jednak zdzblo wydaje tak donosne dzwieki, gdy na nie dmuchnaé, oraz
od czego zaleza parametry tego dzwiecku? Sprobujemy odpowiedzie¢ na to
pytanie, wykonujac kilka prostych do$wiadczen.

Aby wydoby¢ dzwiek ze Zdzbta trawy, paska papieru lub folii nalezy umiescié je
miedzy kciukami (fot. 1) tak, zeby ,instrument” byl napiety (rys. 1), a nastepnie,
zblizywszy do niego usta (ale nie dotykajac), dmuchnaé¢ w kierunku Zdzbla.

Zlozone w wyzej opisany sposéb palce naciagaja trawe z pewna sita. Dla cienkich
paskéw oraz zdzbel naciag jest jednorodny na calej szerokosci paska. Nasze usta,
dmuchajac w instrument, wysylaja strumien powietrza w kierunku zdzbta. W tej
sytuacji powietrze moze oplywaé zdzbto na jeden z dwdch sposobow: przesuwad
sie w przeplywie laminarnym lub turbulentnym. W przeplywie laminarnym plyn
(czyli w naszym przypadku powietrze) przeplywa w réwnoleglych warstwach,
bez zaklocen miedzy warstwami. Nie powoduje to ruchu trawy, pozostaje ona
w spoczynku i nie uzyskujemy zadnego dzwieku. W przepltywie turbulentnym
(inaczej: nieustalonym) predkosé plynu przeplywajacego przez dane miejsce
zmienia swoja wartosé i kierunek — tworza sie tez wiry i inne nieregularno$ci.
W tym przypadku zachodzi réwniez transfer energii. Predko$¢ przeplywu, przy
ktérej ruch laminarny przechodzi w turbulentny, mozna dla okre$lonego ptynu
i warunkow przepltywu oszacowaé. Wykorzystuje sie w tym celu fakt, ze liczba
Reynoldsa dana wzorem

Re = U—pé,

Ui

gdzie v jest predkoscia przeplywu, p i 7 — odpowiednio gestoscia i lepkoscia
plynu, £ okresla za$ charakterystyczny rozmiar oplywanego ciala, jest dla
przepltywu laminarnego znacznie mniejsza od jednosci. Dla powietrza
oplywajacego Zdzbto odpowiada to predkosci rzedu milimetrow na sekunde.
Predkoséci, z jakimi mamy do czynienia w przypadku gry na trawie, sg
niewatpliwie znacznie wigksze od tej predkosci granicznej, mamy zatem
do czynienia z przeplywem turbulentnym (rys. 3).

W wyniku turbulentnego przeptywu powietrza pojawiajg sie zmienne w czasie
roznice ci$nien po obu stronach zdzbla, co daje nam pewna niezerowa, zmienna
w czasie, sile dzialajaca na trawe i pobudzajaca ja do drgan. Poniewaz potozenia
koncow zdzbta sa ustalone, a naciag zdzbla mozemy przyjaé za staly wzdtuz jego
dhugosci, mozemy modelowaé je jako zamocowana na koncach szeroka strune.
Struna taka moze drga¢ z pewnymi okreslonymi czestotliwosciami wlasnymi
danymi wzorem

n |F
gdzie L jest dlugodcia struny, u — gestoscia liniowa struny, F' sila naciagu, n jest
za$ dowolng liczba naturalna. Z wielu czestotliwosci pobudzajacych strune
do drgan wzmacniane sa — dzieki zjawisku rezonansu — tylko czestotliwosci
wlasne struny. Drgania o pozostalych czestotliwosciach sa wzmacniane bardzo
stabo, dlatego styszymy najgtosniej dzwieki odpowiadajace drganiom wlasnym
struny (rys. 4). Nalezy zauwazy¢, ze dla uzyskania najgloéniejszego dzwieku
nalezy dmuchaé¢ w miejsce strzalki (miejsce odpowiadajace maksymalnej
amplitudzie drgan) modu podstawowego (o najmniejszej czestotliwosci), czyli
w potowie dlugosci struny.
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Rys. 4. Ksztalt drgajacej struny dla
pierwszej, drugiej, trzeciej, czwartej
i piatej skladowej harmonicznej.

Rys. 5. Schemat uktadu
do$wiadczalnego; 1 — pasek folii
mylarowej imitujacej zdzbto trawy,

2 — stél, 3 — mocny zacisk, 4 — jeden
z kilku odwaznikéw, 5 — tasma klejaca,
6 — mikrofon, 7 — podtaczony

do kompresora elastyczny przewdd
zakonczony dysza.

30}
o
-
g -0f
b
H
50}
-60 |-
Rys. 6. Wykres widma dzwicku wydawanego przez badany 0+
pasek. Literami A, B i C zaznaczono czestotliwosci
odpowiadajgce pierwszej, drugiej i trzeciej sktadowej ad | | ]
harmonicznej: fa = 375Hz, fg = 750Hz i fc = 1125 Hz. “o! 102 10° 10*

Przedstawiane dotad rozwazania podpowiadaja, jakie parametry mogg miec
wplyw na dzwiek drgajacego zdzbta trawy. Przeprowadziliémy zatem serig
do$wiadczen, w ktoérych zbadalidmy, jak dzwiek ten zalezy od sily naciggu
zdzbta, predkosci powietrza, ktérym dmuchamy na zdzbto, i dtugoéci zdzbta.
Zbudowalisémy ukltad doswiadczalny odpowiadajacy badanemu instrumentowi;
jest on przedstawiony na rysunku 5. Dzwieki wydawane przez oplywany
sprezonym powietrzem pasek folii mylarowej rejestrowaliSmy za pomoca,
mikrofonu podlaczonego do komputera ze specjalnie przygotowanym przez nas
programem. Przy zadanej wczesniej czestotliwosci probkowania karty dzwigkowej
program rejestrowal wybrana dlugo$¢ przebiegu czasowego sygnaltu
rejestrowanego przez mikrofon. Nastepnie za pomoca szybkiej transformaty
Fouriera obliczal widmo zarejestrowanego sygnaltu (czyli natezenie
poszczegolnych czestotliwosei tworzacych ten sygnal), dzieki czemu mozliwa byla
identyfikacja czestotliwosci wlasnych badanego paska. Zaréwno przebieg czasowy
zarejestrowanego sygnalu, jak i widmo zapisywane bylo do pliku, ktory
poddawali$émy péZniejszej analizie. Dodatkowo nasz program generowal wykresy
widm zarejestrowanych sygnaléw i zapisywal je jako pliki graficzne, aby ocena

i identyfikacja wynikow byta szybsza. Opisane wyzej czynnosci wykonywane byly
przez nasz program na biezaco, w trakcie trwania pomiaru. Parametry
rejestrowania dzwieku dobraliSmy tak, by osiagna¢ jak najwieksza doktadnosé.
Uzyskane w ten sposdb wyniki przedstawione sa na rysunku 6. Blad, ktérym
charakteryzuje sie kazdy pomiar, w naszym przypadku wynosi okoto 1 Hz.

0 T T T

20+ 4

czestotliwosc[Hz]

W dalszych, bardziej szczegdélowych badaniach zmienialiSmy obciazenie i dlugosé
paska oraz ustawienie zaworu kompresora. StwierdziliSmy w ten sposéb, ze
czestotliwo$é modu podstawowego generowanego dzwigku jest rzeczywiscie
odwrotnie proporcjonalna do dtugosci paska L oraz wprost proporcjonalna do
pierwiastka kwadratowego z obciazenia paska m, zgodnie ze wzorem (x),

w ktérym nalezy podstawi¢ F' = mg. ZauwazyliSmy tez, ze dla bardzo malego
strumienia powietrza z kompresora uklad nie generowal dzwieku, a dopiero gdy
przeplyw zostal dostatecznie zwigkszony folia zaczynata drgac i rozlegal sie
charakterystyczny pisk. Te obserwacje sg zgodne z zaproponowanym przez nas
modelem zjawiska opisanym w pierwszej czesci artykutu.

Rzecz jasna, naszymi doswiadczeniami dokonaliSmy zaledwie wstepnej
charakteryzacji badanego zjawiska. Nietrudno wskazaé kilka dalszych pytan,

na ktére odpowiedzi mozna uzyskaé¢, wykonujac nieprzesadnie skomplikowane
eksperymenty. Niewatpliwie wazny jest rodzaj, a w szczegdlnosci gestosé liniowa
drgajacego materialu — mozna w tym celu zbada¢ ,instrumenty” wykonane

z papieru, gumy i zdzbel trawy. Mozna tez rozszerzy¢ zakres naciagéw badanego
paska oraz przyjrzeé si¢ sytuacji, w ktorej naciag ten nie jest réwnomierny

(np. fragment papieru jest luzny). Warto tez sprawdzié, jaki wplyw na natezenie
dZzwieku ma ulozenie pozostalych palcéw oraz miejsce, w ktore kierujemy gtéwny
strumien powietrza. Zyczymy Czytelnikom owocnych wlasnych badaf oraz wiele
zabawy przy ich wykonywaniu!
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Siedmiokata foremnego nie mozna skonstruowac¢ cyrklem i linijka,

Liczby zespolone to punkty plaszczyzny,
na ktérej obrano dwa punkty, mianujac
je zerem i jedynka;

Z1+ 29

22

21

0 1

dodaje si¢ te liczby tak, jak wektory
zaczepione w 0,

Z1+ %22

a mnozy, budujac tréjkat 0z2(z1 - z2)
podobny i majacy te¢ samag orientacje¢, co
tréjkat 0lz;; inaczej: trzeba odcinek 0zo
przedtuzy¢ |z1| razy (|z| to odleglosé z
od 0) i obrécié¢ o kat 10z7.

Na prostej 01 te rachunki dzialajg tak,
jak na (zwyklej) osi liczbowej, czyli
punkty tej prostej mozna traktowadé
jak liczby rzeczywiste.

Rys. 1

Rys. 2

a pieciokat foremny mozna. Obok pokazana jest
konstrukcja dziesigciokata foremnego — kolorowy
odcinek ma dtugos$¢ boku dziesigciokata
foremnego wpisanego w wiekszy okrag, a wiec
biorac co drugi z wierzchotkéw takiego
dziesigciokata, otrzymamy pieciokat foremny.
Konstrukcja jest — jak wida¢ — bardzo prosta.
Ma tylko te wade, ze nie wskazuje, jak
konstruowaé inne wielokaty foremne.

Konstrukcja dziesieciokata foremnego

Dziewietnastoletni Carl Gauss (w 1796 roku) skonstruowal pigciokat w zupelnie
inny sposéb. Sposéb ten ma z kolei te wade, ze uzywa (prawda, ze bardzo
oszczednie, ale jednak) liczb zespolonych. Natomiast ma te zalete, ze stosujac go,
mozna skonstruowaé wszystkie n-katy foremne, dla ktérych taka konstrukcja
moze istnie¢ i dla ktérych n jest liczba pierwsza. W konsekwencji, postugujac sie
ta konstrukcja, mozna skonstruowaé wszystkie wielokaty foremne, dla ktérych
konstrukcja cyrklem i linijka jest mozliwa. Juz Euklides udowodnil bowiem, ze
jesli umiemy skonstruowaé p;-kat foremny dla (réznych) liczb pierwszych p;,
1=1,2,...,m, to umiemy skonstruowaé¢ n-kat foremny dla

n:Ql.pl .p2.....pm,
gdzie [ jest dowolna liczbg naturalna.

Konstrukcje Gaussa stosuja sie do tzw. liczb pierwszych Fermata, czyli liczb
pierwszych postaci 92" + 1. Czterdziesci lat po konstrukeji Gaussa Pierre Wanzel
wykazal, ze dla innych liczb pierwszych konstrukcja nie jest mozliwa. Nie znaczy
to, ze wiemy w tej sprawie juz wszystko, bo znamy tylko piec¢ liczb pierwszych
Fermata: 3, 5, 17, 257, 65537, i nie wiemy, czy istnieja jeszcze inne.

Uzycie liczb zespolonych w konstrukeji Gaussa jest oszczedne: pojawiaja sie
jedynie pierwiastki z jednosci. Pierwiastek n-tego stopnia z jednoéci to taka
liczba z (w tym przypadku zespolona), ktéra podniesiona do n-tej potegi daje 1.
Oznacza to (jak latwo zauwazy¢, postugujac sie definicja mnozenia liczb
zespolonych), ze z obrécone o (n — 1)-krotnos$¢ kata 10z wokol 0 staje sie
jedynka.

Zapewne nie od razu zobaczymy, ze wszystkie pie¢ punktéw na okregu
na rysunku 1 to pierwiastki piatego stopnia z jednosci. Zauwazmy jednak, ze
nie przez pomylke ponumerowane zostaly ,u gory” — faktycznie sa to potegi z.

Natomiast od razu widzimy, ze sa to wierzcholtki pieciokata foremnego. Korzys$é
—

z tego spostrzezenia jest taka, ze suma wektoréw 0z% jest réwna zeru — uktad jest
zrownowazony, zaden z wektoréw nie ma przewagi. Zatem

(%) A4 B4+ z241=0.
A teraz sztuczka (a jakze, Gaussa): poniewaz 1 = z - z
réwnanie (x) mozemy zapisaé jako

2 2
1 1 1 1 1 1
0:+2+z2+z+1:(z+>+<(z+> —2>+1:(z—|—> +(z+>—1.
z z z z z z

Jedli wiec oznaczymy z := z + 1/2 = z + 2%, to otrzymamy réwnanie

—1+5

5 .
Odcinek o dtugoéci (v/5 — 1)/2 tatwo skonstruowaé cyrklem i linijka, a rysunek 2
pokazuje, jak zastosowaé to do znalezienia potozenia z (i 2*) na okregu
jednostkowym, czyli jak skonstruowaé pieciokat foremny. Ten sposéb
rozumowania daje sie uzy¢ w przypadku, gdy 5 zastapimy dowolng z liczb
pierwszych Fermata (oczywiscie, im taka liczba bedzie wieksza, tym
rozumowanie dtuzsze).

4= 22. 23, wiec

2?4+ —-1=0; zatem z=

Dlaczego jednak nie da sie go uzy¢ np. do konstrukcji siedmiokata foremnego?
Sprébujmy.
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Uzyskane réwnanie ma nawet trzy
pierwiastki, bo dla z = —2,—-1,0,1,2
przyjmuje odpowiednio wartoéci
—1,1,—-1,—-1,7, czyli zmienia znak
miedzy —2 i —1, migdzy —1 i 0 oraz
miedzy 11 2.

Nie oznacza to, ze zadania konstrukcyjne
opisywane przez réwnania stopnia
trzeciego moga nam daé jedynie odcinki
o dlugosciach wymiernych.
Poszukiwanym przez nas rozwigzaniem
moze by¢ niewymierny pierwiastek
réwnania, ale réwnanie to musi mieé
réwniez pierwiastek wymierny (ktéry
moze wcale nie pojawié¢ si¢ podczas
konstrukcji), by konstrukcja byta
mozliwa.

Réwnanie 28 4 25 + 2% + 23 4+ 22 + 24+ 1 = 0, gdzie 2z to pierwiastek siédmego
stopnia z jednosci, daje sie zastapi¢ przez

11 1
S+ S+ 5+ 4+ +z2+1=0.
z z z

1\* 11 1 1
Poniewaz <z+> :ZS+3Z+3*+*3: <z3—|—3> —|—3(z—|—>
z z oz z z

2

) 1 9 1 5 1 .

ilz+-) =27+24+ 5 =(2"+ 5 ) +2, wige
z z z

1 1\? 1\° 1
z+—-]+(z4+—-) =2+ |2+-) =3[2z2+-]+1=0,
z z z z
czyli po podstawieniu z := z + % mamy
() B +r2—-2r—1=0.
Roéwnanie to, jak kazde rownanie stopnia nieparzystego, ma pierwiastek
rzeczywisty, ale nie jest jasne, czy warto go szukaé, bo interesuja nas tylko takie
wartosci, ktére mozna uzyskaé z 1 przez stosowanie dodawania, odejmowania,

mnozenia i dzielenia oraz wyciggania pierwiastkéw kwadratowych, bo tylko takie
dzialania daja sie zrealizowa¢ za pomoca cyrkla i linijki.

I faktycznie nie warto — wspomniany juz Wanzel udowodnit, ze:

jesli dtugosé odcinka da sie opisac rownaniem stopnia trzeciego o wspotczynnikach
wymiernych, to odcinek taki da sie skonstruowaé z odcinka o dlugosci 1 wtedy
1 tylko wtedy, gdy réwnanie to ma pierwiastek wymierny.

Mysl Wanzela mozemy sobie przyblizy¢, rozpatrujac na poczatek sytuacje, gdy
dlugoéé rozpatrywanego odcinka jest liczba postaci | = p + ¢v/2, a réwnanie,
ktore ja opisuje, to 2% + ax? + bx + ¢ = 0, gdzie liczby p, ¢, a, b, ¢ s3 wymierne
(symbolicznie: naleza do Q). Podstawiajac [ do réwnania, otrzymujemy
P° +3p%qV2 + 6pg® + ¢*V2 + a(p® + 2pgV2 + 2¢*) + b(p + q¢V/2) + ¢ = 0,
7 czego wynika, ze 3p2q + ¢° + 2apq + bg = 0, bo sa to wspélczynniki przy v/2,
a pozostale liczby, tacznie z zerem, sa wymierne. Ale skoro tak, to mamy rowniez
P> = 3p2qV2 + 6pg® — ¢*V2 + a(p® — 2pgV2 + 2¢%) + b(p — ¢V2) + ¢ = 0,
co oznacza, ze réwniez p — gv/2 jest pierwiastkiem rozpatrywanego réwnania.

Teraz przypomnijmy sobie wzory Viete’a: —a jest suma wszystkich pierwiastkéw
réwnania. Oznaczajac pozostaly pierwiastek réwnania przez r (bo dwa juz
mamy), otrzymujemy —a = p + q\/§ +p— qﬂ + r, a wiec r = —a — 2p, zatem
jest liczba wymierna.

Uogdlnienie I. Pierwiastek nie musi by¢ z dwdch — moze byé¢ z dowolnej liczby
wymiernej m, o ile tylko \/m nie jest liczba wymierna. Dowdd przebiegnie
bez zmian.

Uogoblnienie II. Na ogol trzeba wiecej razy wyciagaé pierwiastek kwadratowy —
robimy to po kolei (uzywajac kolejno w konstrukeji cyrkla). Jesli wiec
stwierdzimy, ze dla liczb p 4+ ¢/m, p, ¢ € Q musi istnieé¢ pierwiastek wymierny,
nazwijmy te liczby Q; i rozwazmy nasze réwnanie, przypuszczajac, ze ma
pierwiastek wéréd liczb postaci p + g /m1, gdzie m; jest, a \/m1 nie jest

liczba z Q1. Wynik bedzie taki sam jak poprzednio: otrzymamy najpierw, ze
istnieje pierwiastek w Q1, a (na mocy poprzedniego), ze istnieje

pierwiastek w Q.

Operacje te bedziemy powtarzali tyle razy, ile razy bedziemy potrzebowali
(rysujac jaki$ okrag) wyciagaé pierwiastki z dotychczas uzyskanych liczb.

Skoro tak, to siedmiokata foremnego cyrklem i linijka skonstruowac sie nie da,
bo réwnanie (%) pierwiastka wymiernego nie ma (moégltby on byé réwny tylko
1lub —1 — prawda?).

A co dalej? Polecam samodzielnie obmysli¢ dalsza droge do twierdzenia
Wanzela o niekonstruowalnosci innych wielokatéw foremnych, poza tymi, ktore
mozna skonstruowaé metodg Gaussa.

Marek KORDOS
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Zycle na
ZY \~u® 61

Ksiazka zostala wydana sumptem
autoréw; kontakt:
podrozdzieci@yahoo.com.

Edukacja, glupcze!

Dawno temu jeden z kandydatéow na prezydenta USA powiesil w swoim biurze
wyborczym podobne hasto. A to w powyzszym tytule pojawia sie, na szczescie,
coraz czesciej w naszych rozmowach ostatnich lat w Polsce. Koncepcja nauczania,
rozpowszechniona obecnie na calym $wiecie, powstala...ponad 3 wieki temu

w dziele J.A. Komenskiego Wielka Dydaktyka, przedstawiajgca uniwersalng sztuke
nauczania wszystkich wszystkiego. .. (Amsterdam, 1657). Komenski, czeski filozof,
w latach 1628-1656 mieszkal w Lesznie, gdzie pracowal, bedac takze profesorem
leszczynskiego gimnazjum! Dziwnym zbiegiem okoliczno$ci w rejonie Leszna,

w wiosce z obszaru popegeerowskiego, Lysiny, powstal udany i zrealizowany
projekt edukacyjny, o ktérym kazdy nauczyciel i rodzic, i dziecko powinni
przeczyta¢ w ksiazce Podroz dzieci z Lysin.

Maria Mach, dyrektor Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci, strescita swoje

(i Funduszu) opinie o wspélczesnej edukacji szkolnej w Polsce w $wietnym
wystapieniu Zdolni mimo wszystko (Warszawa, 15 VI 2015). Od czaséw
Komenskiego, méwita, rodzaj edukacji wzmocniony zostal przez reformy pruskie.
Szkota powinna nauczy¢ wszystkich, w tym samym wieku, tego samego. Szkota
stala sie podobna do wiezienia i koszar. Uczyla (i wychowywala) ludzi gotowych
do podjecia kazdej pracy w spos6b zorganizowany i zunifikowany. Nawet forma
klasy lekcyjnej — siedzac w tawce, widzisz tylko nauczyciela i plecy tych, co przed
toba — taki sposéb wychowania i edukacji dyktuja. Dziecko przychodzace do szkoty
niesie ze soba caly wachlarz pytan i zdziwien, ale bardzo szybko dowiaduje sie, ze
od zadawania pytan, majacych charakter odpytywania, jest nauczyciel, w dodatku
tylko nauczyciel wie, jaka jest prawidlowa odpowiedz. W ten sposéb dziecko traci
umiejetnoéé¢ dziwienia sie, wynikajaca z ciekawosci. Traci tez mozliwosé
uczestnictwa osobistego w odkrywaniu $wiata.

Historia podrézy dzieci z Liysin wydaje si¢ rewelacyjna i niezwykle odkrywcza.

Na kétku przyrodniczym (IV-VI klasy) Pani nauczycielka (Regina Kostkiewicz)
zapytala, czy chcialyby wyjechaé¢ na wycieczke, i czy wola w gory, czy

do Warszawy, do Centrum Nauki Kopernik. WSZYSTKIE DZIECI (niektére byty
w goérach, ZADNE — w CNK i duzym miedcie) wybraly Warszawe. Wtedy same
dzieci wykonaty obliczenia, ile to by kosztowato. Wyszto, ze po 400 ztotych

od dziecka. Pani poprosita, zeby porozmawiali z rodzicami. Rodzice powiedzieli, ze
ich na to nie sta¢. Wtedy jedno z dzieci (nie Pani) zaproponowalo, by pomysleé,
czy nie mogliby sami zarobié¢?

Warto rzeczywiscie te ksiazke przeczytaé, poniewaz pokazuje ona, jak wiele
nauczyly sie dzieci, organizujac swoja wycieczke, poznajac najpierw w internecie
miasto i Centrum, do ktérego chcialy jechaé, wybierajac, co by tam chciaty
zobaczyé, liczac koszty (np. okazalo sie, ze oplaca sie polecie¢ z Poznania
samolotem!!), kontaktujac sie z warszawska szkola, w ktérej na matach

i w Spiworach nocowaty w sali gimnastycznej, przygotowujac samodzielnie
posilki. .. Zarobity na festynach szkolnych, piekac pizze i babeczki, sprzataty
ogrody, myly samochody. Rodzice dodali przetwory w stoikach. .. Do calej akcji
wlaczyli sie pracownicy Wydzialu Fizyki UW i tegoz Wydzialu studenci. Studenci
przyjechali takze do szkoty w Lysinach i przeprowadzili kilkudniowe zajecia

z fizyki, barwne i ciekawe doswiadczenia. Dzieci nie chcialy ze szkoly wychodzié.

Oczywidcie, nie mam tu mozliwosci, aby stresci¢ te wspanialg ksigzke, napisana
przez Pania Regine razem z warszawskim profesorem Wydzialu Fizyki,
Stanistawem Glazkiem, poniewaz kazda jej strona jest odkryciem i wzruszeniem.
Sa tam takze wypowiedzi dzieci i rodzicéw. Jest wniosek, ze taki sposéb uczenia
wielu ,,przedmiotéw” naraz — wtedy, kiedy potrzebne sa do rozwiazania potrzeb
i marzen samych uczniow — jest wszedzie dostepny. Trzeba tylko
yzagospodarowa¢” dwie cechy, o ktorych w Kawiarni Naukowej mowita

Maria Mach: ciekawosé dziecka i bezinteresowna dobra wola dorostych.

O edukacji naszych dzieci i mtodziezy nalezy bez przerwy mysle¢ i mowic.
Od tego, jaka bedzie, zalezy nasza przyszlosé, takze przyszlosé nauki, o ktorej
zazwyczaj pisze w tych tekstach.

Magdalena FIKUS
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XTI Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw (2015/16)
Zadania konkursowe zawodéw pierwszego stopnia — cze$¢ korespondencyjna
(1 wrzesnia — 12 pazdziernika 2015 r.)

Matematyczna © 1. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek (z,y, z) dodatnich liczb
_§ ‘mmm- § catkowitych spetniajacych réwnanie

" §E E B EEEEBN Q
omm |H B B L] X _Z+ zZ—X :6.
o.m:ec S
.E. T 2. Wewnatrz kwadratu ABC' D wybrano taki punkt P, ze
o:N,.m..E

AP = AB oraz JSCPD =90°.
Wykaz, ze DP =2 - CP.
3. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych liczba
nt* 4+ 4
17

jest pierwsza.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym < ACB = 60°. Na trojkacie tym
opisano okrag o. Punkt X jest srodkiem tego tuku BC' okregu o, ktory
nie zawiera punktu A, a punkt Y jest srodkiem tego tuku C' A okregu o,
ktéry nie zawiera punktu B. Udowodnij, ze prosta XY jest styczna

do okregu wpisanego w trojkat ABC.

A ‘B

5. W wierzchotkach n-kata foremnego rozmieszczono liczby 1,2,...,n

w taki sposéb, ze suma liczb znajdujacych sie w kazdych trzech kolejnych
wierzchotkach n-kata jest parzysta. Wyznacz wszystkie liczby naturalne
n > 3, dla ktorych takie rozmieszczenie jest mozliwe.

6. Rozne liczby pierwsze nieparzyste p i ¢ maja te wtasnosé, ze liczba
p? + p jest podzielna przez ¢ + q. Udowodnij, ze liczba %(p —q) jest
Zadanie 4 ztozona.

7. Czy istnieje taki ostrostup ABCD.S, ktérego podstawsg jest prostokat
ABCD i ktérego kazde dwie krawedzie boczne sa réznych dtugosci,

a ponadto spelniona jest réwnos¢ AS + CS = BS + DS ? Odpowiedz
uzasadnij.

Rozwiazania powyzszych zadan (wszystkich lub czesci z nich) nalezy
przekazaé szkolnemu koordynatorowi OMG lub przesta¢ bezposrednio,
listem poleconym, do Komitetu Okregowego OMG wtasdciwego terytorialnie
dla szkoty, najpdzniej dnia

12 pazdziernika 2015 r. (decyduje data stempla pocztowego).

Rozwiazania przestane w terminie p6zniejszym lub pod niewtasciwy adres
nie bedg rozpatrywane. Adresy Komitetow Okregowych OMG, szczegdtowe
wytyczne dotyczace sposobu redakcji rozwigzan i przesylania prac, a takze
regulamin OMG i inne biezace informacje znajdujg sie na stronie
internetowej Olimpiady: www.omg.edu.pl.

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistéw jest wspétfinansowana ze Srodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowe;j.
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku.

MINISTERSTWO @v Stowarzyszenie Fundacja
EDUKACJI na rzecz Edukacji
NARODOWEJ N\ Matematycznej
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koiica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoécig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdlowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 604, 605
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
604. Znalez¢é opér zastepczy miedzy punktami A i B w obwodzie

przedstawionym na rysunku 1. Opér kazdej krawedzi miedzy weztami wynosi .
Sie¢ jest nieskoniczona w obie strony.

605. Dwa male ciala o masach my i mo zwiazane sa nicig o dtugosci [

Termin nadsylania rozwigzan:

i poruszaja sie bez tarcia po powierzchni poziomej. W pewnej chwili okazalto sie,

ze cialo o masie my jest nieruchome, a predkosé ciala o masie my ma wartos¢ v

i jest prostopadia do nici (rys. 2). Jakie jest w tym momencie naprezenie nici?

600. Naczynie o objetosci 2V = 201 rozdzielone jest na dwie réwne czesci nieruchomag przegroda.
Do jednej czeéci naczynia wprowadzono argon o masie ma = 20g, do drugiej wodér o masie
mp = 2g. Przez przegrode moze przenikaé tylko wodor. Jakie ci$nienia ustala sie w obu czesciach

naczynia po ustaleniu si¢ stanu réwnowagi? Temperatura w czesci naczynia zawierajacej argon

31 XII 2015
B
Rozwigzania zadan z numeru 6/2015
Przypominamy tresé zadan:
A
Rys. 1
mi

wynosi T1 = 300K, w drugiej cze¢sci To = 600 K. Masy molowe argonu i wodoru sa odpowiednio

réwne ma = 40g/mol, my = 2 g/mol.

601. Miedzy dwoma osrodkami o wspdélczynnikach zatamania ng > 1 i n; = 1 znajduje si¢ warstwa
1 o$rodka, w ktérym wspdlezynnik zalamania zmienia si¢ zgodnie ze wzorem n = no+/1 — y/H,

gdzie H = const (patrz rys. 1). Grubos$¢ warstwy wynosi h = H(1 — l/ng) 7 os$rodka

mo
Rys. 2

n=nov1—y/H

0 T
n=n
0 0

Rys. 3

mieszaning argonu i wodoru wynosi p1 =

o wspdélczynniku zalamania ng wpada do niejednorodnej warstwy promien $wiatta. Dla jakich
wartosci kata ag promien wréci do opty
odlegto$¢ miedzy punktami wejscia i wyjécia promienia bedzie najwigksza?

znie gestszego osrodka? Dla jakiej wartosci tego kata

y 600. Stan réwnowagi nastapi, gdy zréwnaja sie strumienie wodoru dyfundujacego
miedzy czedciami naczynia. Strumien dyfuzji jest proporcjonalny do $redniej liczby
zderzen czasteczek wodoru z przegroda, ktéra z kolei jest proporcjonalna do liczby
czasteczek w jednostce objetosci oraz $redniej predkosci (v) ruchu cieplnego czasteczek.
W danej temperaturze zachodzi zwiazek (v) ~ +/T. Oznaczmy przez k liczbe moli
wodoru, ktére przeniknely przez przegrode. Warunek réwnowagi ma postac:

VT2

kvVTi = (1 — k)\/Tz, stad k = ————— = 0,6. Ciénienie w czesci zawierajacej

VT + VT2

k mol + —= 7:2,7-105 Pa,

ma \ RT1
Ha

RT»

w drugiej czeéci p2 = (1 — k) m017 =2,0-10° Pa.

601. Podczas ruchu $wiatta w osrodku niejednorodnym
zmienia sie kat «, jaki tworzy styczna do toru z osia x.
Zgodnie z prawem zalamania zachodzi zwiazek
n.cos & = ng cos ap. Rozwazmy ruch punktu materialnego,
ktérego predkosé wzdtuz granicy osrodkéw jest stata:
v(y) cos a0 = v cos aw, gdzie vo jest predkosdcia na granicy

2
osrodkéw, stad v(y) = %7 v (y) = vg — %. Widzimy, ze
przy zadanym Wsp(’)lczyn?liku zalamania punkt materialny
porusza sie jak pod dzialaniem stalej sity skierowanej pionowo
w dot. Z zasady zachowania energii mamy bowiem:
mv*(y) _ mug

5 = —may, gdzie a jest stalym przyspieszeniem

22

2
czastki 1 wynosi a = Yo Korzystajac ze wzoréw dla rzutu
ukos$nego w polu stalej sily, otrzymujemy dla ag = w/4
maksymalnag odlegto$é miedzy punktami wejscia i wyjscia

.. , .. 21}3 sin arg cos o
promienia z o$rodka niejednorodnego lmax = ————.

a
Promien nie moze przy tym przej$¢ do gérnego osrodka

. . . . H .
jednorodnego, musi wiec by¢ spelniony warunek h > 5 czyli
no = V2. W przeciwnym przypadku odleglosé miedzy punktami
wejscia 1 wyjscia promienia odpowiada takiemu katowi ap, dla
ktorego promien jest styczny do gornej granicy rozdziatu

h
1-——.

osrodkéw: ng cos ap = n(h) cos 0, stad cosap = I



Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan:

31 XII 2015

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

697 (WT = 1,72) i 698 (WT = 2,03)
z numeru 3/2015

Marek Spychatla
Lukasz Garncarek
Grzegorz Karpowicz
Pawel Najman
Krzysztof Maziarz
Jedrzej Garnek

Warszawa 42,75
Opole 41,73
Wroctaw 37,05
Krakéw 36,92
Krakéw 35,37
Poznan 34,89

Zadania z matematyki nr 707, 708
Redaguje Marcin E. KUCZMA

707. Niech W(z,y,2) =1+ 92(x — y)(x — z). Znalezé wszystkie tréjki liczb
zespolonych a, b, ¢, dla ktérych spelnione jest réwnanie

W(a,b,¢) = W(b,c,a) = W(e,a,b) =0.

708. Dane sg dodatnie liczby catkowite nieparzyste k, m. Niech
d=nwd(k+1,m—1),e=nwd(k—1, m+1), f = nww(d, e). Dowies¢, ze liczba
k™ +mF dzieli sie przez f.

Zadanie 708 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2015

Przypominamy tres¢ zadan:

703. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktéorym katy wewnetrzne przy wierzchotkach A
oraz C sg réwne, przy tym ostre. Punkty P, Q, lezace odpowiednio na pétprostych AB™, AD™,
sg wyznaczone przez warunki |CP| = |CQ| = |CA|. Wykazaé, ze dlugo$é odcinka PQ

nie przekracza obwodu tréjkata ABD.

704. Wyznaczy¢ najwigkszg liczbe A oraz najmniejsza liczbe B, takie ze dla kazdej czwérki liczb
rzeczywistych a, b, ¢, d spelniona jest nieréwnosé

A-(a®+b2+ 2 +d%) <ab+2bc+cd < B-(a® + b + 2 + d?).
703. Z warunkéw zadania wynika, ze punkt C' lezy wewnatrz tréjkata APQ (jest
to bowiem srodek okregu opisanego na tym tréjkacie, lezacy w obrebie kata
ostrego PAQ). Oznaczmy katy tego tréjkata: |XPAQ| = a, |[XAPQ| = 3,
|X AQP| = ~; ponadto niech | ACB| = ¢, | X ACD| = ¢; z zalozenia a = ¢ + 1.
Na bokach CP i CQ czworokata (wklestego) APCQ budujemy,
po zewnetrznej jego stronie, trojkaty CPX i CQY, przystajace
odpowiednio do tréjkatéw CAB i CAD:
IPX|=|AB|, |CX|=[CB|, |4PCX|-g,
QY |=[AD|, |CY[=|CD|, [|«QCY|=¢
(rysunek przedstawia sytuacje, gdy punkt B lezy miedzy A i P, zas D
miedzy A i Q; ale przy innym uporzadkowaniu punktéw, na jednej lub
drugiej z tych prostych, rozumowanie nie wymaga zadnych zmian).
Skoro
|[XACX|=|xACP|+ |<PCX|=2v+ ¢,
|[CACY |=|xACQ| + |[XQCY | =26+ 9,
zatem
|[LXCY|=360°—28—27y—(p+v)=2a—(p+7¢) =a.
7 uzyskanych rownosci wynika, ze trojkat CXY jest przystajacy do tréjkata
CBD, wobec czego | XY| = |BD|, i otrzymujemy teze zadania:
|AB| + |BD| + |DA| = |PX|+ | XY |+ |YQ| > |PQ)|.
704. Przyjmijmy oznaczenia: ¢ = Va2 + d?, r = /b2 + ¢2,
S=ab+2bc+cd, U=a>+b*++d>=q¢*+r2
Poniewaz |2bc| < r? oraz |ab + cd| < gr (nier. Cauchy’ego-Schwarza), zatem
S| <7 +qr=r(g+r).
Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy S # 0 (wiec r(qg + r) > 0). Wowczas

U 2492 — 2 + 2
7/q g r+ r :_2+q r+ o
S|~ r(g+7) r q+r r q+r
2
:—2+(q+r+\fr>\/§>—2+2f2.
V2r  q+r
Wobec tego
IS _ 1 V241

To znaczy, ze postulowana nieréwno$é podwéjna AU < S < BU zachodzi

ze statymi A = —(v/2+1)/2, B = (v/2+1)/2 (dla S = 0 oczywiscie tez).
Biorac teraz np. b=c =1, a = d = /2 — 1, uzyskujemy réwnosé¢ S = BU

(z podang stala B); za$ zmieniajac znak w a i ¢, dostajemy réwnosé S = AU
(z podang stala A). Znalezione stale sa wiec optymalne.
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Prosto z nieba: Chemia zycia w kosmosie

Skad wzieto si¢ na Ziemi zycie? Jedna z hipotez jest
panspermia, wedtug ktorej zycie rozprzestrzenia sie

we Wszech$wiecie przenoszone pomiedzy planetami

i uktadami stonecznymi przez meteoryty i komety.

Nieco mniej radykalng (a przez to bardziej realistyczna?)
wersja panspermii jest panspermia molekularna.
(Nieozywione) zwiazki organiczne, elementarne ,cegietki”,

z ktorych korzystaja wszelkie mechanizmy zyciowe, tworza,
sie w przestrzeni kosmicznej i sa przenoszone przez komety

i meteoryty na powierzchnie planet. Tam, w odpowiednich
warunkach molekuty materii nieozywionej wchodza w reakcje
z innymi zwiazkami, tworza najprostsze samoreplikujace

sie mechanizmy molekularne, co w konsekwencji prowadzi
do powstania ,materii ozywionej”, czyli zycia (wypada jednak
zaznaczy¢, ze ten ostatni krok — przejscie od najmniejszych
molekularnych maszyn do mini-organizméw — jest
najbardziej tajemniczy i najmniej obecnie zbadany).

Od weczesnych lat siedemdziesiatych XX wieku jest jasne, ze
materia w przestrzeni kosmicznej sktada sie w znacznej
czesdci z materii organicznej — liczne dowody znajduje si¢

w liniach widmowych mglawic i we wnetrzach meteorytow.
Astronomowie obserwuja w ten sposob rézne
wielopierscieniowe weglowodory aromatyczne, a takze inne
zwiazki aromatyczne, takie jak niezwykle istotna dla chemii
zycia pirymidyna (CoH4No). Pochodnymi pirymidyny sa
cytozyna, tymina i uracyl, czyli podstawowe elementy,

Niebo w pazdzierniku

Pogodne pazdziernikowe niebo powinno usatysfakcjonowaé
towcoéw spadajacych gwiazd, gdyz dostepne beda az cztery
roje meteoréw. Podczas nocy 6-10 X bedzie mozna
obserwowaé r6j Drakonidéw, ktérego maksimum przypadnie
na 9 X. Réj ten, zwiazany z kometg 21P /Giacobini-Zinner,
byl znany okoto 15 lat przed odkryciem komety.
Wyjatkowa aktywno$¢ Drakonidéow, wynoszaca ponad 1000
meteoréw na godzing, zarejestrowano w 1933 roku. Radiant
roju to rektascencja (RA): 262°, deklinacja (Dec): +54°.
Nastepny roj zastugujacy na uwage to Poludniowe Taurydy,
ich aktywnosé przypada 10-18 X, a maksimum 11 X.
Radiant tego roju jest okreslony przez wspélrzedne

RA: 32°, Dec: +9°, a jego maksymalna aktywnosé to

5 meteorow na godzine. Potudniowe Taurydy sa zwiazane

z kometa 2P /Encke. Co ciekawe, ten rdj znany jest juz

od éredniowiecza (Chiny, XI wiek) i charakteryzuje si¢
zolto-pomaranczowymi, powolnymi meteorami. W trakcie
trzeciego tygodnia pazdziernika bedzie mozna zaobserwowaé
€ Geminidy. Maksimum tego z kolei roju wystapi 18 X, ich
radiant polozony jest na RA: 102°, Dec: +27°, a aktywnosé
to okoto 3 meteoréw na godzine. € Geminidy zwiazane sa

z kometa C/lkeya. Czwartym rojem wartym obserwacji sa
znane i lubiane Orionidy zwigzane z kometa 1P /Halley,
ktore sa dostepne od 2 X do 7 XI z maksimum aktywnosci
w trakcie nocy 21 X. Ten duzy strumien bialych meteoréw
z wyraznymi §ladami przejawia aktywnos¢ wynoszaca okoto
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z ktorych skladaja sie DNA i RNA. Niedawno

w laboratorium NASA w Ames pokazano, ze w warunkach
przestrzeni kosmicznej (niskich temperatur i silnego
promieniowania ultrafioletowego) zwigzki te mozna

bez problemu otrzymaé z pirymidyny (jest to kolejne z serii
doswiadczen w duchu stynnego eksperymentu Millera—Ureya
z roku 1952).

Wracajac do obserwacji astronomicznych: po raz pierwszy
astronomowie sa w stanie stwierdzi¢ obecnosé
skomplikowanych zwiazkéw organicznych w dysku
protoplanetarnym otaczajacym mtoda gwiazde. Obserwacje
zespolu ALMA (Atacama Large Millimeter/submillimeter
Array) dotycza odpowiednika pasa Kuipera wokél gwiazdy
MWC 480, ktérej masa wynosi okoto 2Mq, a wiek szacuje
si¢ na jedynie milion lat. W dysku MWC 480 znajduje sie
znaczaca ilo$é acetonitrylu (CH3CN), najprostszego nitrylu
— czastki organicznej zawierajacej grupe funkcyjng CN —

a takze cyjanowodoru (HCN), prostszej czastki
nieorganicznej. Aktywna grupa CN jest niezwykle istotna
dla tworzenia si¢ aminokwaséw, czyli elementdw
budulcowych biatek. Acetonitrylu jest wok6t MWC 480 tak
wiele, ze moglby wypelnié¢ ziemskie oceany. Jesli

w przysztoéci wokol gwiazdy powstang planety, jest wielce
prawdopodobne, ze przyniesione z zewnetrznych czesci
dysku przez komety czastki organiczne w rodzaju CH3CN
i ich pochodnych przyczynia sie do powstania na nich zycia.

Michat BEJGER

25 meteoréw na godzing, jego wspolrzedne radiantu to
RA: 95° i Dec: +16°.

Amatorom astrofotografii oraz obserwatorom potrafigcym
wytrwaé¢ do samego $witu polecamy bliskie zlaczenia
miedzy trzema planetami Ukladu Slonecznego.
Najdogodniejsze warunki do obserwacji beda nad ranem
18 X, kiedy Mars znajdzie si¢ w poblizu Jowisza,

okoto 0,4°. Nastepnie ponownie w drugiej polowie nocy

26 X zaobserwowaé bedzie mozna bliskie ztaczenie Wenus

i Jowisza w odleglosci 1°; obie planety beda dostepne

do obserwacji na porannym niebie. Dodatkowo juz dwa dni
poézniej, tj. 28 X, obserwowa¢ bedzie mozna bliskie
zlaczenie Wenus, Marsa i Jowisza. Jasnosci planet wynosza,
odpowiednio dla Wenus —4,4™, Jowisza —1,8™ oraz dla
Marsa 1,7, wszystkie obserwacje mozna wiec
przeprowadzi¢ golym okiem nawet z najbardziej rzesiscie
o$wietlonych miast. Planety bedzie mozna znalezc¢
doktadnie pomiedzy gwiazdozbiorami Lwa, Panny i Hydry.

Po wrzesniowej opozycji nadal dogodnym obiektem

do obserwacji bedzie planeta kartowata (4)Westa, ktérej
jasno$¢ jednak bedzie sukcesywnie spadaé, wynoszac
odpowiednio 6,3™ (8 X), 6,5™ (18 X) oraz 6,8™ (28 X).
Planetka bedzie widoczna na tle gwiazdozbioru Wieloryba.
Na koniec prosze¢ pamietaé o zmianie czasu z letniego

na zimowy w nocy z 24 na 25 pazdziernika.

Karolina BAKOWSKA
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Zadanie 5 pochodzi z XII Olimpiady
Matematycznej.

Prosta Simsona Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie o prostej Simsona brzmi nastepujaco:

(¥) Punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkgcie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy jego
rzuty prostopadle na proste AB, BC, CA lezq na jednej prostej (nazywamy ja
prostg Simsona).

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Twierdzenie udowodnimy tylko
w przedstawionej tam sytuacji, pozostate przypadki uzasadnia si¢ podobnie.

Punkty P, D, B, F leza na jednym okregu w tej wtasnie kolejnosci, wiec

XPBD = ¥PFD. Analogicznie X PAE = X PFE. Punkt P lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC wtedy i tylko wtedy, gdy < PBC = < PAC, czyli gdy

XPFD = XPFFE, co z kolei rownowazne jest wspotliniowosci punktéw D, E, F.

1. Proste k, [, m przecinaja sie w jednym punkcie O, a punkt P nie nalezy do zadnej
z nich. Punkty A, B, C sa rzutami prostokatnymi punktu P na proste k, [, m.
Udowodnij, ze rzuty prostokatne P na proste AB, BC, C'A sa wspoélliniowe.

2. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty D i E sa spodkami wysoko$ci AD i BE.
Dwa boki prostokata DUEW sa zawarte w prostych AD i BC. Prosta UW przecina
bok AB w punkcie P. Wykaz, ze proste EP i AB sa prostopadie.

3. Trzy okregi maja wspélny punkt, a pozostate trzy punkty ich przecigé sa
wspolliniowe. Wykaz, ze §rodki okregéw oraz ich wspdlny punkt leza na jednym okregu.

4. Punkt E nalezy do boku BC' kwadratu ABC'D. Punkty P i @ sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw E i B na proste BD i DE. Udowodnij, ze
punkty A, P, @ leza na jednej prostej.

5. Cztery proste przecinajace sig w szesciu punktach tworza cztery trojkaty.
Udowodnij, ze okregi opisane na tych tréjkatach maja punkt wspdlny.

Rozwigzania

R1. Kazdy z punktéw A, B, C lezy na okregu o $rednicy PO (rys. 2), zatem punkt P
lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC' i teza wynika z twierdzenia (). O

R2. Punkt E nalezy do okregu opisanego na tréjkacie ABD, bowiem
XAEB = 90° = XADB (rys. 3). Stad na mocy twierdzenia (*) rzut punktu E
na prosta AB nalezy do prostej UW, a wiec jest nim punkt P. J

R3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4. Punkty @ i R leza na symetralnej
odcinka PC, wiec rzutem punktu P na prosta QR jest srodek PC'. Podobnie dla
PA1i PB, wiec rzuty P na proste zawierajace boki trojkata Q RS leza na jednej prostej
(réwnoleglej do AB, dwukrotnie blizej punktu P) i teza wynika z twierdzenia (x). O

RA4. Niech F bedzie punktem przecigcia prostych AD i EP (rys. 5). Wéwczas
XDFE = 45°, gdyz pozostate dwa katy trojkata DF P maja 90° i 45°. Poniewaz,
rowniez X DBE = 45°, punkty B, E, D, F leza na jednym okregu. Teza wynika
z twierdzenia () dla tréjkata DEF. O

R5. Niech X bedzie punktem przeciecia dwoch z danych prostych. Pozostate dwie
proste nie sa rownolegle, stad dwa trojkaty o wierzchotku X nie sa jednokladne, wigc
opisane na nich okregi nie sa styczne w X i maja drugi punkt wspdlny Y.

Na mocy dwukrotnie zastosowanego twierdzenia (x), rzuty punktu Y na wszystkie
dane proste sa wspétliniowe. Znéw na mocy twierdzenia (x), punkt Y nalezy wéwczas
takze do pozostatych dwdch z danych okregéw. [

Zadania domowe

6. Niech ABC DFE bedzie wypuklym pieciokatem wpisanym w p6tkole o srednicy AB.
Punkty P, @, R, S to rzuty punktu D odpowiednio na proste AC, BC, AE, BE.
Udowodnij, ze proste AB, PQ i RS przecinaja si¢ w jednym punkcie.

7. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag i X ABC = 90°. Punkty P i @ sa rzutami
prostokatnymi punktu B odpowiednio na proste AC' i AD. Wykaz, ze prosta PQ
przechodzi przez $rodek odcinka BD.
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