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Rozwigzanie zadania F 899.
Granica mozliwej do osiggnigcia
dokladnos$ci pomiaru potozenia wynika
z zasady nieoznaczono$ci Heisenberga:
AzAp > h/2, gdzie Az i Ap to
odpowiednio doktadno$é pomiaru
wspélrzednej x i pedu p w kierunku z,

a h=1,0545...- 1073 Js jest stalg
Plancka h podzielona przez
2m = 6,2831....

Dtugosé A fali de Broglie’a czgstki
o pedzie p wynosi A = h/p. Mamy wiec
Ax P
A 7 4AxAp’
Dla czastki swobodnej energia kinetyczna
to E = p?/(2m), gdzie m oznacza mase
czastki. Stad w przyblizeniu mamy

AE 2Ap

B - p

Ostatecznie otrzymujemy

Ax E
A 7 2nAE

~ 1592.

*Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Kondensat Bosego—Einsteina
Kazimierz RZAZEWSKI*

W temperaturze pokojowej gaz, zbiér atoméw czy czasteczek, a takze powietrze,
ktérym oddychamy, z powodzeniem mozna sobie wyobrazaé jako r6j malenkich
obiektéw, niemal doskonatych punktéw materialnych, poruszajacych sie

z predkosciami rzedu kilku kilometréw na godzine i od czasu do czasu zderzajacych
si¢ zupelnie jak kule bilardowe. Oczywidcie, rézne atomy poruszaja sie w gazie

z r6znymi predkosciami. Odpowiedni rozktad prawdopodobiefistwa wystepowania
predkosci znamy jako rozktad Maxwella. Typowa, lub lepiej, srednia predkosé¢ atomow
maleje wraz z obnizaniem temperatury gazu proporcjonalnie do pierwiastka
kwadratowego z temperatury bezwzglednej. Tak, w wielkim uproszczeniu,
wyobrazamy sobie gaz w stosunkowo wysokich temperaturach. Co sie stanie, gdy
zaczniemy gaz chlodzié, zmniejszajac znaczaco predkosci atoméw?

Od czaséw Louisa de Broglie’a wiemy, ze z kazdym poruszajacym sie obiektem
mikroskopowym zwiazana jest tak zwana fala materii. Dtugos¢ tej fali A rosnie wraz
ze zmniejszajaca sie predkoscia V:

h
ooy

Oczywiscie, wystepujace w tym wzorze h to stynna, zdobiaca oktadke, stata Plancka.
Jesli uda si¢ schtodzié gaz do tak niskich temperatur, ze owa dlugosé fali de Broglie’a
osiggnie wielkos¢ poréwnywalna z typowymi odleglosciami pomiedzy atomami, to
wlasnosci falowe atoméw stang sie wazniejsze niz to, ze kazdy z nich mozna traktowaé
jako niewielka kulke. Gaz stanie sie jedna wielka fala materii. To wtasnie istota
przemiany fazowej do stanu zwanego kondensatem Bosego—Einsteina.

Nie kazda substancja moze podlega¢ takiej przemianie. Musi si¢ ona sktadac

z atoméw bedacych bozonami, a nie fermionami. Bozonami zas sg te obojetne atomy,
ktérych jadra atomowe zawieraja parzysta liczbe neutronéw. Jak to rozumieé?

Jadra atomowe skladaja sie z dodatnio natadowanych protonéw i obojetnych
elektrycznie neutronéw. Woké! jader kraza ujemnie natadowane elektrony.
Oczywiscie, w obojetnym atomie elektronéw jest tyle samo co protonéw w jadrze.
Wszystkie sktadniki atoméw to fermiony, to znaczy czastki o potdwkowym spinie,
czyli wewnetrznym momencie pedu. Spiny poszczegdlnych sktadnikéw dodaja sie lub
odejmuja, wiec wypadkowy spin elektronéw i protonéw jest zawsze catkowita
wielokrotnoscig elementarnego spinu (réwnego tej samej statej Plancka podzielonej
przez 2m). Zatem o ostatecznym wypadkowym spinie atomu decyduje parzystosé
liczby neutronéw w jadrze; dla parzystej liczby neutronéw atom ma spin catkowity,

a wtedy jest bozonem. To bardzo ciekawe, bo zwykle makroskopowe wtasnosci
substancji zaleza od powtok elektronowych. Jadro atomowe jest jakies sto tysiecy razy
mniejsze niz caty atom i w normalnych warunkach temperatury i ci$nienia zderzajace
sie atomy nie zblizaja swoich centréw na odleglosci poréwnywalne z rozmiarami jader.
Tymczasem makroskopowe witasnosci bardzo zimnych gazéw istotnie zaleza od
wypadkowego spinu!

W tym momencie pojawiaja sie dwa zagadnienia.

Zderzenia i straty. Skoro warunek przemiany fazowej to poréwnywalnosé dtugosci
fali materii i $redniej odleglosci pomiedzy atomami, to zamiast (oprécz) chlodzenia
wydtuzajacego dtugosé tej fali moze nalezatoby zmniejszyé¢ typowe odlegtosci
pomiedzy atomami, zwigkszajac gestosé gazu. Tu jednak pojawia sie ciekawe
ograniczenie. Bardzo zimny gaz atomowy powinien si¢ najpierw skropli¢, a potem
zestalié. Aby zapoczatkowaé te procesy, niezbedne jest jednoczesne zderzenie trzech
atoméw. Gdy zderzg sie dwa, to zasada zachowania energii nie pozwala im sie zlepicé,
bo zlepek — czasteczka zwana dimerem — ma energie ujemna (jest zwiazana), a dwa
nadlatujace atomy maja energie kinetyczna, ktéra, oczywiscie, jest dodatnia.
Zderzenie trzech atomoéw pozwala pokonaé te trudnosé. Dwa atomy mogg si¢ zlepié,

a nadmiar energii moze zosta¢ wyniesiony przez trzeci atom. Szansa zderzen
trojciatlowych gwaltownie rosnie z gestoscia gazu. Zatem gestosé musi by¢
ograniczona, aby gaz si¢ nie skroplil i nie zestalil. W praktyce doswiadczenia

z kondensatem wykonuje si¢ w rozrzedzonym gazie o gestosci rzedu 10* atoméw/ cm?,
czyli pie¢ rzedow mniejszej niz gestos¢é powietrza, ktérym oddychamy. Odpowiadajaca
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Rozwigzanie zadania M 1486.

Liczba n — m dzieli liczby wzglednie
pierwsze n” — m” in® —m? W takim
razie n —m = 1, a stad

n?—m? = (n—m)(n+m) = n+m = 2m+1
oraz

n?—m® = (n—m)(n® + nm+m?) =
(m + 1)2 + (m+1)m+ m? =
= 3m‘) +3m + 1.

Korzystajac z wlasno$ci najwickszego
wspoélnego dzielnika, otrzymujemy

NWD(n?>—m?, n®—m?®)=

=NWD(2m+1, 3m? +3m+1)=
=NWD(2m+1, 3m? +3m+1—m(2m+1))=
=NWD(2m+1, m2+2m,+1).

Kazdy dzielnik pierwszy liczby
m? 4+ 2m + 1 = (m + 1)? jest réwniez
dzielnikiem liczby m + 1, a wiec takze
2m + 2. W takim razie nie moze dzielié¢
liczby 2m + 1. Stad

3

NWD(n? — m?,n® —m®) = 1.

Zdjecie pierwszego kondensatu atoméw
rubidu z laboratorium Carla Wiemana
i Erica Cornella. Czerwiec 1995, JILA,
Boulder, Colorado, USA.

tej gestosci temperatura krytyczna jest mniejsza niz jeden mikrokelwin, czyli mniejsza
niz jedna milionowa stopnia powyzej zera bezwzglednego.

Chlodzenie i putapkowanie obojetnych atoméw. Rozwinigcie metod chtodzenia
i pulapkowania obojetnych atoméw jest trudniejsze niz elektrycznie natadowanych
jonoéw, na ktére mozna dziataé¢ polem elektrycznym. Zatem nic dziwnego, ze
niezbedne do wystgpienia tej przemiany warunki udato sie wytworzy¢ dopiero

w 1995 roku, 70 lat po teoretycznym odkryciu samej przemiany przez

Alberta Einsteina, zainspirowanego wczesniejsza praca hinduskiego fizyka

Satyendry Bosego. Do opanowania przemiany gazu w stan skondensowany niezbedny
byt niezwykly rozwdéj technik putapkowania i spowalniania (chtodzenia) atomdw.

Za te osiaggniecia przyznano w 1997 roku Nagrode Nobla. Otrzymali ja

Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji i William D. Phillips. Oczywiscie, bardzo
zimnego gazu nie mozna po prostu trzymaé w zamknietym naczyniu. Nie sposéb
doprowadzi¢ jego Scianek do tak niskich temperatur, wiec schtadzany gaz, odbijajac
sie od nich, ponownie by si¢ ogrzewatl. W wigkszosci doswiadczen do putapkowania
wolno poruszajacych sie atoméw wykorzystuje sie pola magnetyczne oraz to, ze
chtodzone atomy maja niezerowy moment magnetyczny — sa malenkimi magnesami.
W takiej magnetycznej putapce zimny atom oscyluje, zderzajac sie od czasu do czasu
z innymi atomami. Do spowalniania wykorzystuje sie $wiatto lasera. Atom chetnie
pochtania fotony o odpowiednio dobranej czestosci, zwanej czestoscia rezonansows.
Pochlaniajac, doznaje jednoczeénie odrzutu, przejmuje ped absorbowanego fotonu —
tak jak bramkarz tapiacy pedzaca pitke. Jesli zjawisko tego pochloniecia zdarzy sie,
gdy fotony nadbiegaja na spotkanie zblizajacego sie atomu, to pochlonieciu fotonu
towarzyszy pozadane zmniejszenie jego predkosci. Ale, jak powiedzieliSmy, atomy
oscyluja, zatem trzeba jeszcze sprawi¢, aby atomy poruszajace si¢ w t¢ samg strone
co $wiatto nie chcialy absorbowaé fotonéw, bo wtedy pochtonieciu fotonu towarzyszy
niepozadane przyspieszenie atomu. Taks asymetri¢ procesu pochtaniania umozliwia
zjawisko Dopplera. W przypadku fal akustycznych spotykamy sie z nim w zyciu
codziennym, styszac réznice wysokosci dzwieku zblizajacej si¢ lub oddalajacej si¢
karetki pogotowia ratunkowego. Podobnie sie dzieje z rezonansowa czestoscia
poruszajacego sie atomu. Odstrojenie czestosci stosowanego swiatta od rezonansu dla
spoczywajacego atomu w strone nizszych czestosci — fizycy méwia ku czerwieni” —
powoduje, ze procesy absorpcji zachodza gtéwnie, gdy atom biegnie naprzeciw
padajacej wiazki. Czytelnik Uwazny w tym momencie powie: przeciez wzbudzony
atom po chwili wyemituje foton, powracajac do stanu podstawowego, by byé¢ gotowym
na nastepny akt pochloniecia. Wypromieniowany foton wynosi ze soba swoj ped

i z prawa zachowania wynika, ze atom, jak strzelec w momencie oddania strzatu,
doznaje odrzutu. To dzieje si¢ jednak w przypadkowym kierunku i stabo wplywa na
og6lny przebieg zjawiska. Ogranicza jednak minimalng, osiggang tym sposobem
temperature. W procesie chlodzenia dopplerowskiego uzyskuje sie¢ opéznienia okoto
100000 razy wigksze niz przyspieszenie ziemskie. Jednak ta minimalna temperatura
to zdecydowanie wiecej niz jeden mikrokelwin. Nie wystarcza to do uzyskania
kondensatu. Zwykle nastepuje konicowy etap chtodzenia obrazowo zwany chtodzeniem
przez odparowanie. Bierze si¢ to z analogii do goracej kawy w kubku, ktéra chtodzi
sie, bo najszybsze czasteczki sg w stanie opuscié ciecz i poszybowaé daleko, obnizajac
$rednia energie pozostatej w kubku kawy. W przypadku gazu ten rodzaj chlodzenia
polega na umozliwieniu najszybszym atomom ucieczki z putapki. Ich stan wewnetrzny
— kierunek momentu magnetycznego — zostaje tak zmieniony, ze albo w ogdle

nie czuja putapki, albo wrecz sa z niej wypychane. Wazne, ze te pozostate ciggle sie
zderzaja, szybko wyréwnujac temperature. W procesie chtodzenia przez parowanie
tracimy atomy, jednoczesnie obnizajac temperature. Chodzi jednak o to, by co$

w pulapce pozostato. Udalo sie to wiosng 1995 roku w instytucie JILA

w Boulder (Colorado) dwu $cisle wspélpracujacym ze soba grupom kierowanym przez
Carla Wiemana i Erica Cornella. Juz w 2001 roku otrzymali oni za to osiggniecie
Nagrode Nobla. Podzielili ja z Wolfgangiem Ketterle, Niemcem ze stynnego MIT,
ktory kilka tygodni pézniej tez wytworzyt kondensat. W JILA skondensowano rubid
o liczbie masowej 87, a w MIT séd o liczbie masowej 23. Obok zamieszczamy zdjecie
pierwszego w historii kondensatu. Bylo tam okolo 2000 atoméw. Aby sfotografowaéd
takg malenks chmurke, nalezalo wéwczas wylaczyé pola magnetyczne tworzace
putapke, pozwalajac chmurze rozprezy¢ sie. Taka wigksza chmure oswietla sie
woéwczas silnym impulsem swiatta laserowego. Po przejsciu przez chmure $wiatto pada
na matryce kamery CCD. Mozna obrazowo powiedzieé¢, ze chmura rzuca cien.

Im na drodze promienia wiecej atoméw, tym wigksza absorpcja, a zatem ciemniej.
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absorpcja

»Linie papilarne” kwantowej fizyki gazu.
Interferencja dwéch rozprezajacych sig
kondensatéw Bosego—Einsteina
obserwowana w 1996 roku przez
Wolfganga Ketterlego w MIT.

Adresowanie i fotografowanie
pojedynczych atoméw w sieci optycznej.
Immanuel Bloch, Monachium.

Po rozprezeniu gazu rozklad gestosci odzwierciedla rozktad predkosci atomow

w putapce. Z lewej widzimy szeroki rozklad dobrze opisywany wzorem Maxwella
obowiazujacym dla klasycznego gazu. Pojawiajacy si¢ w nizszych temperaturach
stromy wierzchotek w centrum, odpowiadajacy bardzo matym predkosciom, to
wtasnie kondensat. Te atomy poruszajg sie w pulapce z predkosciami rzedu milimetra
na sekunde. Po prawej stronie mamy juz tylko samotny wierzchotek — to wlasdnie
kondensat. W érodku temperatura nieco wyzsza, ale juz ponizej krytycznej. Mamy
troche kondensatu i troche chmury termicznej. Stan skondensowany gazu to, jak
powiedzieliémy, makroskopowa manifestacja kwantowych, falowych wtasnosci
atomoéw. Jesli kondensat to mocna fala materii, to dwie takie fale powinny
interferowaé zupelnie jak fale na wodzie, dZzwigk czy $wiatlo. Pierwsze pickne
doswiadczenie wykazujace interferencje dwu kondensatéw wykonatl juz w 1996 roku
Wolfgang Ketterle. Dwa niezaleznie przygotowane kondensaty zostaty jednoczes$nie
pozbawione swoich pulapek. Rozprezajac sie, dwie chmury nalozyly sie na siebie

i objawily piekny, klasyczny obraz interferencyjny, ktéry widzimy na zdjeciu obok.
Prawdziwe ,linie papilarne” fizyki kwantowej.

Co sie dzieje? Od 1995 roku uptyneto 20 lat. W tym czasie badania gazéw
kwantowych rozwinely sie niestychanie. Co roku powstaja tysiace do$wiadczalnych
i teoretycznych prac na ten temat. Nie sposob je tu stresci¢. W kilku punktach
zasygnalizuje tu najciekawsze, moim zdaniem, kierunki badan:

1. Skondensowano atomy wielu réznych pierwiastkéw. Udalo si¢ wytworzy¢ takze
kondensaty molekularne.

2. Udalo sie schtodzi¢ takze gazy fermionowe do temperatur, w ktérych pojawiaja sie
wlasnosci kwantowe. Byé moze najciekawsze jest tu zaobserwowanie par Coopera
dwu przyciagajacych sie fermionéw o przeciwnych spinach.

3. Przedmiotem licznych prac doswiadczalnych i teoretycznych sa charakterystyczne
defekty w kondensacie, takie jak wiry i solitony. Wiry kazdy sobie pewnie
wyobraza. To malenkie kwantowe tornada. Solitony zas to dobrze zlokalizowane
zaburzenia poruszajace si¢ w kondensacie przez stosunkowo dtugi czas
bez widocznego rozptywania sie.

4. Zaréwno zimne fermiony, jak i bozony mozna umiesci¢ w oczkach sieci optycznej.
Taks, sie¢ tworzy optyczna fala stojaca — rezultat interferencji przeciwbieznych
wiazek Swiatla laserowego. W zaleznodci od liczby par takich wiazek mamy
do czynienia z jedno-, dwu- lub tréjwymiarowymi uktadami regularnie roztozonych
w przestrzeni malenkich putapek na atomy.

5. Atomy w takiej sieci stanowia niezwykle dogodna doswiadczalna realizacje
sieciowych modeli teoretycznych od lat rozwazanych przez fizykéw zajmujacych sie
fizyka materii skondensowanej. Majac w doswiadczeniach dostep do kontroli
parametréw modelu, mozna pomierzy¢ wielkosci fizyczne, ktérych teoretycy nie sg,
w stanie wyznaczy¢ z powodu ztozonosci obliczenn. Méwimy tu o ,kwantowych
symulatorach”, czyli realizacji marzen Richarda Feynmana o budowie swoistego
analogowego komputera kwantowego.

6. Szczegblnym osiagnieciem bylo wytworzenie tak zwanej fazy Motta, stanu
bozonéw, w ktéorym w kazdym oczku sieci znajduje sie doktadnie jeden atom.

7. Doskonalenie metod obrazowania osiagneto zdolnosé rozdzielcza pozwalajaca
fotografowaé¢ pojedyncze atomy w sieci. Obok przedstawiamy takie zdjecie
z laboratorium I. Blocha z Monachium.

8. Skondensowane poczatkowo atomy alkaliczne oddzialywaly gtéwnie sitami
van der Waalsa, ktore sg krotkozasiegowe. Ich zasieg jest wielokrotnie mniejszy
niz typowe odlegtosci pomiedzy atomami. Atomy o wiekszym momencie
magnetycznym, czyli kolejno skondensowane: chrom, erb i wreszcie dysproz, to
znacznie silniejsze magnesiki. Oddziatlywanie takich magnesikéw, czyli dipoli
magnetycznych, ma stosunkowo duzy zasieg. Energia takiego oddzialywania maleje
z szeScianem odleglosci, a sama sita zalezy od kierunkéw (nie jest izotropowa).

To niezwykle wzbogaca fizyke gazéw kwantowych.

9. Inny aspekt to mozliwo$é wzbudzania niektérych atoméw kondensatu
do tak zwanych stanéw Rydberga. Atomy w tym stanie majg olbrzymie rozmiary —
wewnatrz orbit elektronéw mieszcza si¢ tysiace atoméw kondensatu. Byé moze uda
sie zobaczy¢ odcisniety w kondensacie ksztalt funkcji falowej elektronu na takiej
orbicie.

Tu czas przerwaé. Mozna by jeszcze dtugo wymieniaé¢. Kazdy z punktéw nalezatoby
nastepnie rozwinaé w osobny spory artykul. Dodam tylko, ze w punkcie 9
przemycitem jedno z naszych niedawnych spostrzezen.
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*Narodowe Centrum Badan Jadrowych

laboratorium
IceCube

50 m

1450 m

2450 m
2820 m

480 fotopowielaczy ¢ ) B i
(odstepy zoptymalizowane — powstana czastki naladowane, najczesciej elektrony badz

dla mniejszych energii) ich ciezsi bracia — miony. Te czastki podrézuja przez 16d

Neutrina na biegunie
Pawel PRZEWEOCKI®

Czy kiedykolwiek byliscie na biegunie poludniowym? Bezkresny $nieg, srednia
temperatura siegajaca —50°C, silny zimny wiatr, pét roku catkowitej ciemnosci
(i p6l ciaglego $wiatla, bo stonice wschodzi i zachodzi tam raz na rok!). Kto
chciatby przebywaé w takich warunkach? Co mogloby spowodowaé, zeby kto$
z wlasnej woli poswiecil kilka miesiecy swojego zycia, aby spedzi¢ je w tak
nieprzyjaznym $rodowisku?

Pewnie sie juz domy$lacie — chodzi o nauke. Tak, Antarktyda jest niezwykle
atrakcyjnym miejscem do przeprowadzania réznorakich badan naukowych.

Na Antarktydzie prowadzonych jest wiele pomiaréw zwiazanych z biologia,
glacjologia, geologia, oceanografia, chemia czy klimatologia. Niewielu ludzi
jednak wie, ze rowniez fizycy neutrin zainteresowani sg najzimniejszym ziemskim
kontynentem. Dzieje sie to z dosy¢ nietypowe]j przyczyny — otéz antarktyczna
czapa lodowa jest fantastycznym materialem, w ktérym mozna zbudowaé
gigantyczny detektor neutrin zdolny rejestrowaé neutrina o niezwykle wysokich
energiach.

Czemu to jest interesujace? Neutrina to wyjatkowe czastki elementarne.
Nie maja tadunku elektrycznego, niezwykle stabo oddzialuja z materia, prawie
nie maja masy. Dzigki temu potrafia nieniepokojone przebywaé kosmiczne
odleglosci, nie podlegajac prawie zadnym sitom, ktore moglyby zaburzy¢ ich lot.
Sa takimi matymi kosmicznymi postancami, ktorzy, bez przeszkod przelatujac
przez gwiazdy i galaktyki, przynosza nam informacje z dalekich zakatkéw
wszech$wiata. Jest to sytuacja dosy¢ wyjatkowa. Inne dostepne nam narzedzia
obserwacji kosmosu — takie jak rejestracja swiatta, czyli fotondéw, a takze innych
czastek, np. protonéw — mimo ze dostarczaja wielu obserwacji, obciazone sa
wada zwiazang z tym, ze czastki bedace Zrédtem informacji oddziatuja
wielokrotnie po drodze, napotykajac np. gaz miedzygwiezdny. Zmienia to
kierunek ich ruchu albo powoduje, ze gubia sie po drodze. Czastki naladowane
elektrycznie, takie jak protony czy elektrony, podlegaja tez dziataniom pdl
magnetycznych, zmieniajacych ich tor lotu. Wszystko to rozmywa i niszczy
informacje, na ktoérych odczytaniu tak bardzo nam zalezy. Neutrina maja tu
wiec niestychana przewage, jest jednak z nimi inny problem — bardzo trudno je
wykryé, a jesli juz zostana ztapane, to niezwykle trudno rozpoznaé, skad
przychodza. Mamy bowiem do czynienia nie tylko z neutrinami kosmicznymi, ale
takze pochodzacymi z wyzszych warstw atmosfery, Stonca, a nawet wnetrza
Ziemi. Czastki te produkowane sg takze w wielkich ilosciach jako produkt
uboczny rozpadéw radioaktywnych w reaktorach jadrowych. Jedli jednak
bedziemy w stanie pokonaé te przeszkody, czyli schwytaé i zidentyfikowaé
neutrina z dalekich galaktyk, czeka nas szansa na
TceTop zapoczatkowanie nowego dziatu fizyki — astronomii

81 stacji neutrinowe;j.
324 fotopowielacze
Grupa prawie 300 fizykéw z 12 krajow postanowita

IceCube Array w tym celu wykorzysta¢ antarktyczny 16d. Co ma on nam
86 kabli (w tym
8 kabli DeepCore)

do zaoferowania? Jest niestychanie przezroczysty

5160 fotopowielaczy i jednorodny — oczywiscie jesli zejdziemy odpowiednio
gleboko pod powierzchnie. Neutrina bardzo rzadko
?iz%(l?orc oddziatuja — ale jesli juz nastapi interakcja z jadrami
te 1

atomoéw skladajacych sie na HyO, to w jej efekcie

wieza Eiffla i powoduja emisje $wiatta, tzw. promieniowania
24m Czerenkowa. Gdybysmy tylko mogli wstawi¢ czujniki
wychwytujace Swiatto z lodu, moglibySmy rejestrowac
oddzialywania naszych kosmicznych postancéw i na tej
podstawie rekonstruowaé ich wtasnosci, np. energi¢ badz

Schemat detektora IceCube. Zrédlo: IceCube Collaboration. kierunek, V/ ktérego nadeszly.
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Z przyjemnoécig informujemy,
ze w tym roku odbeda si¢

Politechnice Wroctawskiej i przeznaczone

VI Niezalezne
Mistrzostwa
w Analizie Danych

NOMAD

Jest to wydarzenie organizowane
przez Koto Naukowe Statystyki
Matematycznej Gauss dzialajace przy

jest dla studentéw i ucznidow szkédt

ponadgimnazjalnych. Konkurs skierowany

jest przede wszystkim do oséb

szczegblnie zainteresowanych statystyka
i informatyka lub pragnacych poszerzaé

i zdobywa¢ wiedze.

Jedli jeste$ zainteresowany, nie zwlekaj!

Odwiedz naszg strone internetowsg

nomad.im.pwr.wroc.pl

i poznaj szczegdly.

Rozwigzanie zadania M 1487.

Niech 71, ra, r3 oznaczaja odpowiednio
promienie okregéw wpisanych w tréjkaty

AHG, BDI i CFE, a Py, Py, P3

— obwody tych tréjkatéow. Ponadto niech

P oznacza obwdéd tréjkata ABC.

Z réwnosci odcinkéw stycznych

do okregu poprowadzonych z jednego

punktu (zastosowanej trzykrotnie

do okrggu wpisanego w tréjkat ABC

oraz punktéw D, E, F') otrzymujemy
DE+ FG+ HI = EF +GH +1ID.

Po dodaniu

AG+ AH + Bl +BD + CE+ CF

do obu stron réwnosci dostajemy

P =P + P>+ P3.

Z podobienstwa kazdego z matych
tréjkatéw do tréjkata ABC wynika, ze
dla i = 1,2, 3 zachodzi réwnoéé

P o

P
W takim razie

Py + Py + P3
r=r- — 5 =171 +7r2 +173.

Tak wlaénie postapili naukowcy z eksperymentu IceCube, czyli KostkaLodu.
Kilometr szescienny lodu (jest to wiec bardziej Kosé niz Kostka) na biegunie
poludniowym wyposazyli w fotopowielacze — detektory fotonéw. Zeby umieécié
je pod powierzchnia, stworzyli z nich tancuchy — kazdy z nich sktada sie

z 60 fotopowielaczy potaczonych kablem. Wprowadzali je w glab czapy lodowej,
rozpuszczajac ja wezesniej w pionowych waskich kanatach goracym strumieniem
wody. Jest to niezwykle skomplikowana operacja — najglebiej polozone
fotopowielacze trafiaja na gleboko$é 2,5 km! Po takiej operacji 16d btyskawicznie
zamarza — detektory juz od tego momentu sa nie do ruszenia — a naukowcy
dysponuja sygnatami emitowanymi przez nie, przesytanymi za pomoca kabli.
Takich tancuchéw zatopiono 86, kazdy w odlegltosci 125 m od sasiednich. Dzigki
temu eksperyment podglada zdarzenia, ktore maja miejsce w ogromnej bryle
lodu — co zwigksza szanse na zaobserwowanie neutrin (im wigksza objetosé
obserwowanej materii, tym wiecej oddzialywan w niej zajdzie), ale tez umozliwia
rejestracje zdarzen pochodzacych od neutrin o niezwykle wysokich energiach.
Dlaczego? Czastki naladowane produkowane w zderzeniach neutrin z materia
maja energie podobna do energii neutrin. Gdy mamy do czynienia z bardzo
wysokimi energiami, obszar, w ktorym taka czastka emituje $wiatlo Czerenkowa,
jest olbrzymi — traci ona bowiem swa energie wskutek procesu jonizacji, a im
wigksza energia, tym wiecej czasu (i przestrzeni) potrzeba, aby wytracié¢ cala
energie. W przypadku IceCube mozemy liczy¢ na rejestracje przypadkow

o niedostepnych dotad energiach rzedu wielu PeV (petaelektronowoltéw).
Swiatlo z takiego zdarzenia zablysnie w obszarze calego detektora, a wiec bedzie
rejestrowane w calym kilometrze szesciennym lodu!

Wysokie energie sa bardzo interesujace, bo niewiele jest zrédet zdolnych
emitowaé tak energetyczne neutrina. Jednym z nich sg aktywne centra galaktyk
(active galactic nuclei, AGN), niezwykle silne kosmiczne Zrédla promieniowania
dziatajace jak wielkie naturalne przyspieszacze czastek. Astrofizycy przewiduja,
ze niektoére galaktyki maja w swych centrach czarne dziury, $ciagajace
grawitacyjnie otaczajaca je materie, ktéra, opadajac spiralnie, tworzy dysk
akrecyjny. Takie obracajace si¢ obiekty emituja czesto duze liczby czastek
naladowanych w formie strumieni (dzetéw). Teorie przewiduja, ze ich energie
moga by¢ bardzo wysokie. Czgsé z tych czastek rozpada si¢ na neutrina, a te
bez przeszkéd moga dolecie¢ na Ziemie i da¢ nam wglad w procesy rozgrywajace
sie w odlegtych galaktykach. Energie takich neutrin sg jednocze$nie
wystarczajaco wysokie, abyémy mogli w naszym detektorze obserwowac
pojedyncze oddziatlywania — gdyby byly nizsze, zginelyby w nattoku
oddzialywan neutrin atmosferycznych, ktérych dla energii typu MeV czy GeV
jest nieporéwnanie wiecej (i nie daliby$my rady ich odr6znié).

Detektor IceCube zaczal dziataé¢ w 2010 roku. W dotychczas przeanalizowanych
danych zaobserwowal 37 oddzialywan wysokoenergetycznych neutrin, w tym 3
o najwyzszych energiach (naukowcy tak je polubili, ze nadali im imiona
popularnych bohateréw Ulicy Sezamkowej: Ernie, Bert i Big Bird). Niektére

z nich z pewnoéciag pochodza spoza naszej Galaktyki. Uczestnicy eksperymentu
wykonali mape nieba z naniesionymi kierunkami, z ktérych pochodzity
zarejestrowane neutrina, w nadziei na identyfikacje obiektéw astronomicznych,
z ktérych pochodza. Okazalo sie jednak, ze na razie neutrin tych jest za mato,
aby potwierdzi¢ hipoteze, iz pochodza one ze zrédel punktowych.

To jednak dopiero poczatek. Wraz z uplywem czasu mamy nadzieje zbieraé¢ duzo
wiecej danych i zidentyfikowaé¢ Zrédta kosmicznych neutrin o wielkich energiach.
Bedzie to niesamowicie cenny wklad w znajomosé proceséw fizycznych
rozgrywajacych sie¢ we wszech§wiecie. Eksperyment bedzie takze ulepszany, aby
mogt rejestrowac zaréwno neutrina o jeszcze wyzszych niz dotychczas energiach,
jak i takich, ktére dotad byly zbyt male, aby IceCube mégt je zauwazy¢.

Trzymajmy wiec kciuki za ten piekny eksperyment, aby obserwowat jak
najwiecej zdarzen. Dla zwyklych ludzi to mozliwosé obserwacji w dzialaniu
bardzo egzotycznego — zaréwno naukowo, jak i geograficznie — naukowego
urzadzenia. A dla fizykéw neutrin — okazja, by wyjechaé¢ na Antarktyde!
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Piszac A%y, odwolujemy si¢ do
numeru n Delty z roku 19XY lub
20XY . Pelna lista przywolywanych
artykuléw jest na stronie
www.deltami.edu.pl.

Jadrowe rozpady [ sa to samorzutnie
zachodzace przemiany

J(AZ) — J(A, Z+ 1)+ e + Do,
J(A,Z) = JA, Z—=1)+et +u.,

gdzie J(A, Z) oznacza jadro o liczbie
masowej A i porzadkowej Z.

W zaleznosci od catkowitego spinu pary
leptonéw wyréznia si¢ przemiany 8 typu
Fermiego (spin pary zerowy),

np. 1408 — "Ny, etrv. i Gamowa—Tellera
(spin pary réwny 1),

np. 6Heg — 6Li3 e Ue.

] ]
1 1
e 1 I (& 1 p
1 1
1 1
Ve | H Ve PN\
1 1
1 1
czesé czesé czesé
leptonowa leptonowa hadronowa

p
AU

Oddzialywania elementarne teorii
Fermiego—Feynmana—Gell-Manna.

Stynne twierdzenie E. Noether

(Az2, AS?) wiaze symetrie z prawami
zachowania. Np. w mechanice symetrii
wzgledem przesuni¢é w przestrzeni
odpowiada zachowanie pedu, a symetrii
wzgledem obrotéw wokél trzech osi
(trzem generatorom obrotéw) — stalosé
w czasie trzech sktadowych wektora
momentu pedu. Z symetriami réwnan
kwantowej teorii pola, réwniez tymi
odpowiadajacymi obrotom

w abstrakcyjnych przestrzeniach pdl,
takze wigzg sie¢ wielkosci zachowane
(zwane ,ladunkami”) — po jednej

na kazdy generator symetrii. Wielkosci
te jako operatory sa dane przez catki
z tzw. pradéw Noether.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Delta i fizyka czastek elementarnych (III):
Skad wiemy to, co wiemy

Piotr CHANKOWSKI"

Model Standardowy powstal jako synteza poczatkowo luzno powigzanych ze soba
badan nad oddzialywaniami stabymi i silnymi. Historia jego powstania jest przede
wszystkim historia idei teoretycznych. Same bowiem badania doswiadczalne

i nagromadzone fakty, jakkolwiek absolutnie niezbedne jako wskazéwki i testy
koncepcji, nigdy nie moga doprowadzi¢ do sformulowania teorii o charakterze
fundamentalnym.

Relacje z wydarzen, ktore doprowadzily do sformutowania Modelu Standardowego,
podziele na dwie cze$ci. W niniejszym odcinku omoéwie okres od lat trzydziestych
XX wieku do powstania Delty, a za miesiac przypomne wydarzenia, ktérych
Delta bylta bezposrednim $wiadkiem. Na poczatku odkryto (gléwnie

w promieniowaniu kosmicznym; ALY, Ag,) wiele nowych czastek, takich jak
miony p* i mezony 7 i 70 (AL2, Ay, Ady). Zaréwno pt, jak i 7T rozpadaly sie
wskutek oddzialywan stabych, o czym $wiadczyly stosunkowo dtugie ich czasy
zycia. Wkrétce tez zaczeto odkrywac czastki dziwne, ktore dosé tatwo
produkowaly si¢ parami w zderzeniach wysokoenergetycznych hadronéw, ale
rozpadaly sie powoli, majac czasy zycia Swiadczace, ze réwniez za te rozpady
odpowiedzialne sg oddzialywania stabe. Aby wyjasnié¢, dlaczego czastki te

(K, X, A% ...) nie rozpadaja si¢ wskutek oddziatywan silnych, K. Nishijima

i M. Gell-Mann nadali im liczbe kwantowa zwana dziwnoscia S (A}, Afy)

i wprowadzili zasade, ze dziwno$¢ jest zachowana w oddziatywaniach silnych

i elektromagnetycznych, ale nie w oddzialywaniach stabych.

W tym czasie teoria oddzialywan elektromagnetycznych byla juz dobrze
opracowana. Jej poczatkowe trudnosci zostaly przezwyciezone dzigki pracom

J.S. Schwingera, R.P. Feynmana, S.-I. Tomonagi i F. Dysona (pierwsi trzej
otrzymali wspdlnie Nagrode Nobla w roku 1965), ktérzy sformulowali procedure
jej renormalizacji, czyli spbjny sposéb usuwania nieskonczonoéci wystepujacych
w obliczeniach wychodzacych poza najprostsze przyblizenie. Procedura ta
zawodzila jednak w przypadku zaproponowanej przez E. Fermiego, jeszcze w roku
1934, teorii jadrowych rozpadéw [ powodowanych przez oddzialywania stabe.
Cho¢ bardzo dobrze opisywala ona wigkszos¢ takich rozpadow, byla jednak
nierenormalizowalna. Oznaczalo to m.in., ze przy opisie stabych reakcji czastek

o energiach rzedu kilkuset GeV stosowane przyblizenie da prawdopodobienstwa
reakcji wieksze od jednosci. Odkrycie rozpadajacych sie wskutek oddzialywan
stabych czastek u*, 7% i czastek dziwnych, koniecznosé uwzglednienia

tzw. rozpadéw [ typu Gamowa—Tellera, a zwtaszcza odkrycie niezachowania
parzystosci, tj. tamania symetrii wzgledem odbicia lustrzanego, w rozpadach 3
(AL9, Al2) wymusitlo modyfikacje teorii Fermiego. Ulepszona jej wersje,
uwzgledniajaca (w zasadzie) takze niezachowanie parzystosci w stabych procesach
nieleptonowych (odkryte jako wystepowanie rozpadéw K+ na dwa oraz na trzy
piony, A}2), zaproponowali w roku 1957 Feynman i Gell-Mann. W ich wersji teorii
struktura chiralna czesci leptonowej elementarnego oddzialywania miala juz

taka sama postaé¢ jak w Modelu Standardowym. Takg samg strukture chiralng
miala tez cze$¢ hadronowa oddzialywania, tyle ze wyrazona byta ona przez pola
barionéw takich jak p, n, A°.

Sposdb, w jaki nowa wersja teorii Fermiego uwzgledniala procesy stabe, takie jak
n — pe” V., wymagal przyjecia, ze z jakiego$ powodu oddziatywania silne niemal
nie wplywaja na amplitudy proceséw stabych z udzialem hadronéw. Na przyktad,
rozpad n — pe~ U, wymaga obliczenia dwéch amplitud Ay i A4; teoria
Fermiego—Feynmana—Gell-Manna (FFG) przy pominieciu wpltywu oddziatywan
silnych dawala Ay = A4 =1 (z dokladnoscia do nieistotnego dla naszej dyskusji
wspdélnego mnoznika), podczas gdy zgodnosé z danymi wymagala Ay ~ 1

i Aa ~ 1,25. Feynman i Gell-Mann wysuneli wiec hipoteze, ze amplitudy Ay i A4
sa w istocie wyznaczone przez symetrie oddziatywan silnych, tj. ze czesé hadronowa
oddzialywania stabego powinna by¢ wyrazona nie tyle przez pola fizycznych
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Oprécz bycia przyczyng grupowania sie
hadronéw w multiplety czastek o niemal
takich samych masach, symetria
izospinowa SU(2)y narzuca takze pewne
zwigzki na amplitudy
prawdopodobienstwa réznych proceséw,
np. A(pp — 7d) = V2 A(pn — 7°d),
gdzie d oznacza deuteron. Dzigki teorii
grup, aby otrzymadé ten wynik,

nie potrzeba rozwigzywaé ani nawet znac
réwnan teorii oddziatywan silnych! —
wystarczy zalozenie, ze sa one

SU(2)v niezmiennicze.

\Z

Ve V Ve
€ )
~ p
n ( 3
p
oddz.

silne

Zagadka teorii FFG.
A(n —pe ve) = (Ay — Aa) - Aleps-

Ve
= 3

N
; w

d a\‘\* ’,I\oddz.iglne

Rozpad 71 — n~ v, wedlug teorii FFG
i wedlug Modelu Standardowego.

Mechaniczny analog potencjalu pola
skalarnego powodujacego spontaniczne
naruszenie symetrii. Stanem réwnowagi
kulki (w przypadku pola — stanem
podstawowym) jest polozenie w ktéryms
z tworzacych caly okrag miniméw.

hadronéw, takich jak p, n, A° itp., co przez pewne wyrazenia (operatory) bedace
tzw. pradami Noether symetrii oddziatywan silnych. W owym czasie wiadomo
bylo, ze oddzialywania silne musza by¢é niezmiennicze wzgledem symetrii SU(2)y
izospinu (wspomnianej juz w poprzednim odcinku), o czym $wiadczylo dobrze juz
wtedy znane grupowanie si¢ wszystkich znanych naonczas hadronéw i jader
atomowych w multiplety tej grupy. Symetria izospinowa w istocie ttumaczyla,
dlaczego Ay = 1, ale na pierwszy rzut oka nie widaé¢ bylo symetrii, ktéra mogtaby
zapewni¢ A4 = 1. Razem z symetria SU(2)y musialyby one mieé charakter
symetrii chiralnej SU(2), x SU(2)g, ale teoria, w ktérej réwnaniach wystepuja
jawnie wyrazy grajace role mas nukleonéw, takiej symetrii wykazywaé nie moze.

Feynman i Gell-Mann zauwazyli takze, ze struktura oddzialtywan ich teorii miala
taka postaé, ze mogtaby ona by¢ naturalnym przyblizeniem jakiej$ ogdlniejszej
teorii, w ktérej oddzialywania stabe przenoszone bylyby przez bardzo masywne
bozony posredniczace o spinie 1h. Zastapienie punktowego oddzialywania z teorii
FFG przez takie oddzialywanie wymienne bytoby krokiem w kierunku
renormalizowalnej teorii oddzialywan stabych, choé¢ sam ten krok sprawy jeszcze
by nie rozwiazywal: teorie, w rownaniach ktoérych wystepuja bezposrednio
wyrazy nadajace masy bozonom o spinie 1/, sa nadal (choé ,troche mniej”)
nierenormalizowalne.

Kluczem do rozwigzania problemu amplitudy A 4 okazaly sie przeniesione przez
Y. Nambu na grunt fizyki czastek koncepcje z teorii nadprzewodnictwa

(AL3, Adg, Ajl?), za opracowanie ktérej Nagrode Nobla w 1972 roku otrzymali
J. Bardeen, L.N. Cooper i J.R. Schriefer. Zrozumienie jego dynamicznych
aspektéw (czyli, w uproszczeniu, wlasnie spontanicznego naruszenia symetrii)
zainspirowalo Nambu do rozpatrzenia podobnego mechanizmu w teorii czastek.
Piszac w skrocie, zauwazyt on, iz mozliwe jest zbudowanie teorii oddzialujacych
silnie pol nukleonowych, ktérej réwnania sa niezmiennicze wzgledem chiralnej
symetrii SU(2)r x SU(2)g, tj. zapewniaja Ay = A4 = 1, a réwne masy obu
nukleonéw powstaja dynamicznie, wskutek oddzialywan, mimo ze odpowiednie
czlony nie wystepuja jawnie w niezmienniczych wzgledem symetrii chiralnej
rownaniach teorii. Pokazal tez, ze tak zbudowana teoria przewiduje istnienie
bezmasowych mezonéw (utozsamionych przez niego z mezonami ), ktére sa
stanami zwiazanymi jej fundamentalnych fermionéw.

Drugi wazny w kontekscie Modelu Standardowego krok uczynil J. Goldstone,
ktéry, rozwijajac idee Nambu, zauwazyt, ze znacznie prostszym niz skomplikowana
dynamika silnie oddzialujacych pdl fermionowych sposobem spontanicznego
naruszenia symetrii moze by¢ wprowadzenie do teorii pola skalarnego, ktérego
potencjal wprawdzie zachowuje symetrig, ale ma tworzace kontinuum minima dla
niezerowej wartosci pola. Zaleta tego mechanizmu jest to, ze nie wymaga on, by
same oddzialywania byly silne, co takze znacznie upraszcza rachunkows strone
teorii. Na przyklad, istnienie bozonéw NG (bezmasowych czastek o spinie 0
zwigzanych z naruszonymi spontanicznie symetriami) jest wtedy oczywiste

bez ztozonych rachunkéw a la Nambu.

Réwniez w pracach Nambu pojawila sie idea, ze jezeli w rzeczywistosci symetria
chiralna jest jedynie symetria przyblizona (tzn. psujace ja czlony réwnan sa

w jakims$ sensie ,male”; zob. odcinek II), to mezony 7 beda mialy masy
niezerowe, ale male w poréwnaniu z masg nukleonéw, a amplituda A4 bedzie
bliska, ale niedokladnie réwna jednosci. Tak wiec to w pracach Nambu, za ktére
otrzymal on w roku 2008 Nagrode Nobla (A}2), pojawila si¢ po raz pierwszy
my$l, ze mezony 7 sa stanami zwiazanymi punktowych fermionéw (ktérych role
u Nambu odgrywaly jeszcze nukleony, a nie kwarki).

Wreszcie, rozpatrujac dynamiczne naruszenie symetrii chiralnej w teoriach,

w ktorych fermiony fundamentalne oddzialujg za posrednictwem bozondéw

o spinie 1A, Nambu postawil wazne pytanie, czy masa tych bozonow
posredniczacych rowniez nie mogtaby by¢ skutkiem samej dynamiki oddziatywan,
co pozwolitoby wyeliminowaé z réwnan wyrazy bezposrednio nadajace tym
czastkom masy i stworzytoby nadzieje na zbudowanie renormalizowalnej teorii

z masywnymi bozonami posredniczacymi o spinie 1A.
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Diagramy proceséw zarejestrowanych
w komorze Gargamelle.

Historyczne zdjecie z komory
pecherzykowej Gargamelle jest jednym
z kilku zdobigcych okladke AS,.

ddd ddu duu WU

Dekuplet grupy SU(3)v tworzony przez
najlzejsze bariony.

OdpowiedZ na pytanie postawione przez Nambu daly wkrétce (w roku 1964) prace
F. Englerta i R. Brouta, oraz G.S. Guralnika, C.R. Hagena i T.W.B. Kibble’a.
Pokazano w nich, ze gdy spontanicznemu naruszeniu ulega symetria cechowania
(lokalna, a nie globalna), bozony posredniczace, niezaleznie od konkretnego
sposobu spontanicznego jej naruszenia, rzeczywiscie staja si¢ masywne, a bozony
NG staja sie bozonami posredniczacymi o skretnosci réwnej zeru. Do tych samych
wnioskow doszedt takze P.W. Higgs, ktéry ponadto zauwazyl, ze gdy

za naruszenie symetrii cechowania jest odpowiedzialny kondensat pola skalarnego,
tak jak to proponowal Goldstone, musi dodatkowo istnie¢ masywna czastka

o spinie zero. .. Za te wtasnie obserwacje Englert i Higgs otrzymali w roku 2013
Nagrode Nobla (A12).

Oparty na spontanicznym naruszeniu symetrii cechowania sposéb nadawania mas
bozonom posredniczacym, zwany dzi§ w skrocie mechanizmem Higgsa, zostal

w roku 1967 spozytkowany przez S. Weinberga i niezaleznie A. Salama

do zbudowania zunifikowanej teorii stabych i elektromagnetycznych oddziatywan,
na razie tylko leptonéw (ASs, AS¢). Wykorzystali oni teori¢ pdl o spinie 1A

(tzw. teorie Yanga—Millsa, od nazwisk teoretykéw, ktérzy pierwsi ja badali jeszcze
w latach pieédziesiatych XX w.) z grupa cechowania SU(2)w x U(1)y,
rozpatrywang wczesniej przez S. Glashowa. Byta to najprostsza grupa, ktorej
przeksztalcenia dawalo sie zrealizowaé na polach znanych leptonéw (e~ v, oraz
K=, v,). Jako mechanizm naruszenia symetrii Weinberg wykorzystal spostrzezenia
Goldstone’a, wprowadzajac jeden dublet zespolonych pdl skalarnych (czyli cztery
rzeczywiste pola skalarne). Teoria ta to wladnie oméwiony juz w odcinkach T 1 11
Model Standardowy, tylko bez kwarkow i gluondéw. Zastosowanie mechanizmu
Higgsa do teorii oddzialywan stabych stanowilo przetom; wczeéniej, kierujac sie
sugestiami Nambu, prébowano w analogiczny sposéb zbudowaé teorig
oddzialywan silnych. Jak wspominal Weinberg: zrozumielismy, Ze stosujemy dobre
koncepcje do niewlasciwego problemu.

Teoria Salama—Weinberga przez kilka lat pozostawala niedoceniona przez innych
teoretykéw. Jej status zmienit si¢ jednak diametralnie, gdy w roku 1972

G. ’t Hooft (ktéry byl wéwczas doktorantem) i M. Veltman udowodnili Scidle, ze,
tak jak przypuszczal Weinberg, jest to teoria renormalizowalna (w roku 1999
otrzymali za swoje badania Nagrode Nobla, A}). Gdy za$ w roku 1973

w dos$wiadczeniu przeprowadzonym w CERN-ie, wykorzystujacym wiazke neutrin
produkowang przez synchrotron protonowy PS, zarejestrowano w komorze
pecherzykowej Gargamelle reakcje v,e™ — vye” i v, N — v, X, gdzie N oznacza
nukleon, a X dowolny zbiér hadronéw, w ktérych oddzialywanie przenosi

bozon Z° (A$,), teoria Salama i Weinberga zostala powszechnie zaakceptowana
jako najpowazniejsza propozycja unifikacji oddzialywan stabych

i elektromagnetycznych (ktéra juz w roku 1957 przewidywal Schwinger).

Rozbudowanie teorii Glashowa, Salama i Weinberga, tak by opisywala takze stabe
i elektromagnetyczne oddziatywania hadronéw, stato sie mozliwe dzieki
koncepcjom z lat szeSédziesiatych, ktore, poparte odkryciami eksperymentalnymi,
doprowadzity do uznania na poczatku lat siedemdziesiatych chromodynamiki

za wlasciwa teorie oddziatywan silnych.

Pierwszym krokiem na tej drodze byta wysunieta w roku 1961 przez Gell-Manna
i niezaleznie Y. Ne’emana hipoteza przyblizonej symetrii SU(3)y oddzialywan
silnych. Stanowila ona podstawe klasyfikacji znanych hadronéw (A%, AZ,, A7)
i, jak niegdy$ tablica Mendelejewa, pozwolita przewidzieé istnienie nowych
czastek. Idac dalej, Gell-Mann przyjal, ze w oddzialywaniach hadronéw istotna
role odgrywa tez ukryta (zgodnie z sugestiami Nambu) przyblizona symetria
SU(3)r x SU(3)g i, uogdlniajac teorie FFG, przyjal, ze hadronowa czeéé
oddzialywan stabych jest zbudowana z odpowiednich kombinacji pradéw Noether
tej wladnie symetrii. Pozwolilo mu to wlaczyé w te teorie takze oddzialywania
stabe odpowiedzialne za rozpady czastek dziwnych w taki sposob, ze obliczajac ich
amplitudy, mozna bylo korzystaé z teorii grup bez koniecznoéci korzystania

z dynamiki oddzialywan silnych (jego podejscie nosito tajemnicza nazwe
yalgebry pradéw”).
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Zgodnie z zasada Pauliego (A19) stan
trzech kwarkéw w tworzacych najlzejszy
barion AT* o spinie 3/2 musi byé
catkowicie antysymetryczny. Poniewaz
orbitalny moment pedu lekkiego barionu
powinien by¢ zerowy, stanem tym moze
by¢ tylko stan w1 u?l ul (strzatki
oznaczaja kierunki spinéw kwarkéw),
ktéry jest symetryczny. Kolor pozwala
uczynié¢ stan antysymetrycznym przez
utworzenie kombinacji
UeUn Uz + Uz UcUp + UnUzUe —
UnUelUs — Uz Up Uc.

UcUzUn —

Od strony koncepcyjnej rozpraszanie
gleboko nieelastyczne elektronéw

na nukleonach jest podobne do stynnego
do$wiadczenia Rutherforda (A$S,).
Elektron o duzej energii, odchylony pod
duzym katem, wysyla wirtualny foton

o bardzo malej dtugosci fali, ktéry dzigki
temu ma duzg ,zdolnosé rozdzielczy” —
»widzi” wigc indywidualne sktadniki

nukleonu.
+ %
195
2 >Né;>

,Biegnaca” (zalezna od skali energii Q)
stala sprzezenia g,(Q).

Q

Q

+
>
Bl 8
e

as(Q)
1 10 100
Q [GeV]
Ustalona na podstawie pomiaréw
. _ 9%
S A

zalezno$¢ biegnacej statej sprzezenia
chromodynamiki od energii.

W jezyku kwarkéw pomyst Cabibbo
polegal na tym, ze kwark u

emitujac W™, moze przej$¢ albo w d,
albo w s, a czynnikami mnozacymi
uniwersalng stalg sprzezenia

gw /V2 = e/\/2sin by sa odpowiednio
cosfc 1 sinfc.

Jednak réwnoprawne potraktowanie przez Gell-Manna oddzialywan stabych
zmieniajacych dziwno$c¢ i tych, ktére jej nie zmienialty, prowadzilo do trudnosci —
mierzone czasy zycia czastek dziwnych bylty dtuzsze niz przewidywata teoria, co
wskazywalo, ze efektywna stala sprzezenia tych pierwszych oddzialywan jest
stabsza niz drugich. Problem ten rozwiazal w roku 1963 N. Cabibbo, postulujac,
ze uniwersalna stala sprzezenia (znana ze stabych reakcji leptonowych) w tych
dwoch rodzajach stabych oddzialywan hadronéw jest mnozona odpowiednio
przez sinf¢ i cos O (kat ¢ nazywa sie, oczywiscie, katem Cabibbo).
Propozycja ta legta u podstaw oméwionej juz w odcinku I struktury zapachowej
oddziatywan stabych.

W roku 1964 Gell-Mann i niezaleznie G. Zweig zauwazyli, ze cechy wszystkich
hadronéw mozna by wyjasnié¢, przyjmujac, iz bariony sa zbudowane z trzech
tworzacych podstawowy multiplet grupy SU(3)y rodzajéw (zapachéw) kwarkéw,
a mezony z par, jakie mozna utworzy¢ z trzech kwarkéw i trzech antykwarkdéw.
Kwarki te, oznaczane dzis u, d i s, musialy mieé¢ tadunki elektryczne +%e,
—%e, przy czym pierwsze dwa o dziwnoéci S = 0 tworzg izospinowy dublet,
a trzeci bedacy izosingletem ma dziwno$é¢ S = —1. Kolor, jako dodatkowa cecha
kwarkéw, zostal wprowadzony przez O.W. Greenberga jeszcze w tym samym roku,
by uzgodni¢ kwarkowa budowe hadronéw z zakazem Pauliego.

1
—36,

Hipoteza istnienia kwarkéw, z poczatku bardzo kontrowersyjna, uzyskalta
spektakularne potwierdzenie w przeprowadzonym w laboratorium SLAC

w Stanford w konicu lat sze$édziesiatych XX wieku eksperymencie (nagrodzonym
w roku 1990 Nagroda Nobla) polegajacym na tzw. gleboko nieelastycznym
rozpraszaniu elektronéw na nukleonach. Eksperyment ten (zob. AL, Ad.. AL),
zinterpretowany przez J. Bjorkena i Feynmana, pokazal, ze nukleony rzeczywiscie
sa zbudowane z punktowych sktadnikéw (ktére Feynman nazywal partonami) oraz
ze wrzajemne oddzialywania kwarkéw na bardzo malych odleglo$ciach (tj. przy
duzych przekazach pedu od rozpraszanego elektronu do nukleonu) sa bardzo stabe.
Mierzac charakterystyki gleboko nieelastycznego rozpraszania na nukleonach
elektronéw i neutrin mionowych v, (ktérych wiazki byly produkowane przez PS

w CERN-ie), do$é szybko ustalono, ze partony oddzialujace z wirtualnym fotonem
maja spin /i/2 oraz liczbe barionowa réwna 1/3, 1 utozsamiono je z kwarkami.
Dalsze badania wykazaly, ze kwarki nie niosa calego pedu nukleonu — musza wiec
w nim wystepowacé takze jakies elektrycznie obojetne sktadniki.

Dzieki wezedniejszym pracom (m.in. D.J. Grossa, C.G. Callana) wiedziano juz
wtedy, ze stabnigcie wzajemnych oddzialywan kwarkéw na matych odlegtosciach
mozna by wyjasni¢ przez malenie wraz ze wzrostem energii tzw. biegnacej statej
sprzezenia teorii opisujacej ich oddziatywania. Wszystkie kawalki uktadanki zaczety
wskakiwaé na swoje miejsce, gdy w koncu roku 1972 Gross ze swoim (majacym
polskie korzenie) doktorantem F. Wilczkiem oraz niezaleznie H.D. Politzer
(laureaci Nagrody Nobla w roku 2004, A}?) pokazali, ze jedynymi kwantowymi
teoriami pola majacymi te wladciwoséé sa teorie, w ktérych kwarki oddziatuja

z bozonami cechowania nieabelowych grup (inaczej, grup nieprzemiennych, takich
jak SU(3)., czy SU(2), ale nie jak U(1)gm elektrodynamiki) cechowania. Teorie
takie fachowo nazywa sie asymptotycznie swobodnymi. Naturalne wiec byto
utozsamienie grupy cechowania z grupa SU(3). koloru i tym samym o$miu
bozonéw cechowania z elektrycznie obojetnymi sktadnikami hadronéw. Poczatkowo
nie bylo jasne, czy kolorowa symetria cechowania jest symetrig $écista, czy tez jest
ona, tak jak symetria cechowania modelu Salama i Weinberga, spontanicznie
naruszona. Za druga mozliwoscia zdawalo si¢ przemawiaé istnienie masywnych
mezondéw o spinie 1A, ale po przeanalizowaniu réznych trudnosci, z jakimi
musialoby sie to wiazaé, Gross, Wilczek i Politzer zasugerowali, ze symetria
kolorowa musi by¢ Scista. Wskazali przy tym na to, ze bedacy ,,odwrotna strona
medalu” asymptotycznej swobody wzrost sily wzajemnego oddzialywania kwarkéw
wraz z ich oddalaniem si¢ moze by¢ przyczyna ich uwigzienia w hadronach (AY;)

i wysuneli hipoteze (do dzié nieudowodniona, A3), Ze jako swobodne czastki
mozna rejestrowaé w detektorach tylko ,bialte”, tj. bedace singletami grupy koloru,
czastki (byly wprawdzie doniesienia o zarejestrowaniu czastek majacych utlamkowe
tadunki, A%, ale byly one nieprawdziwe).
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Mechanizm GIM.

d cos 0, d csin 6,
—>— v —
u %_ + c
—< L<—/
S sin 6, 5 cos b,

Gdyby masy kwarkéw u i ¢ byty
jednakowe, oba pokazane przyczynki
do amplitudy .A(K0 — Z*éf) znosilyby
si¢ catkowicie. Poniewaz m¢. > my,,
A(K® — £Y67) ~ giy (m?2 /M3, ) sin 20¢.
Struktura Modelu Standardowego

nie prowadzi do diagramu.

l
s
l

Méwimy, ze w pierwszym przyblizeniu
nie istnieja prady neutralne zmieniajace
zapach kwarkéw. Sg one generowane

w kolejnych przyblizeniach przez
diagramy z wymianami W= (takie jak
wyzej), ale odpowiednie amplitudy sa
dodatkowo ttumione przez mechanizm
GIM.

To, ze neutrino powstajace w rozpadach
T — ,u+l/y, nie jest tozsame

z neutrinem znanym z jadrowych
rozpadow 3, wykazali eksperymentalnie
L. Lederman, M. Schwartz

i J. Steinberger w roku 1960 (AZ,).

+

Z kolei to, ze m" rozpada si¢ niemal

zawsze na ,u*u,“ a nie na parg e ve,
jest potwierdzeniem tego, ze czastka
poéredniczaca w oddzialywaniu stabym
ma spin 1h.

Zaakceptowanie chromodynamiki jako poprawnej teorii oddziatywan silnych
umozliwito niemal natychmiastowe wlaczenie w schemat Weinberga, Salama

i Glashowa slabych oddzialywan kwarkéw. Poniewaz chromodynamika dawala
proste objasnienie pochodzenia globalnych symetrii SU(2); x SU(2)g

i SU(3)r x SU(3)g i ich przyblizonego charakteru (zob. odcinek II), bylo jasne,
dzieki koncepcjom Feynmana, Gell-Manna i Cabibbo, ze bozony posredniczace
musza sprzegaé sie do kwarkéw i ze chiralna struktura tych oddziatywan rzadzi sie
takimi samymi zasadami, jak analogiczne sprzezenia leptonéw.

Jeszcze przed tymi teoretycznymi osiagnigciami zauwazono, ze teoria stabych
oddzialywan FFG-Cabibbo przewiduje zbyt szybki, sprzeczny z danymi, rozpad
neutralnego kaonu (czastki dziwnej) na dwa naladowane leptony

(ete™ lub ptp™). Rozwiazanie tego problemu zaproponowane przez Glashowa,
J. Tliopoulosa i L. Maianiego (w roku 1970) po zaakceptowaniu kwarkéw
sprowadzalo si¢ do hipotezy, ze istnieje czwarty kwark ¢, nazwany powabnym,

o tadunku +§e i ze, emitujac W™, moze on przejsé albo w s, albo w d

ze wzglednymi amplitudami mnozonymi przez — sin ¢ i cosf¢. Ten mechanizm
redukowania amplitudy rozpadu K° — ¢*t¢~, bedacego przykladem procesu
rzadkiego, jest nazywany mechanizmem GIM. Mechanizm ten przenosi sie

do pelnego, sze$ciokwarkowego Modelu Standardowego, a role relacji

cos ¢ sin 0o — sin ¢ cos ¢ = 0 pelni wtedy relacja unitarnosci macierzy CKM
(zob. odcinek I). To wlasnie mechanizm GIM sprawia, ze Model Standardowy tak
dobrze ilosciowo opisuje procesy rzadkie (zob. np. Adg).

Bodaj najbardziej nieoczekiwanym wydarzeniem lat sze$édziesiatych XX wieku
byto odkrycie w 1964 roku niezachowywania parzystosci kombinowanej CP,

tj. lamanie w pewnych reakcjach symetrii polegajacej na odbiciu lustrzanym
polaczonym z zamiang czastek na antyczastki (A3, Ady). Efekt ten
zaobserwowano jako zachodzacy bardzo rzadko (okolo dwa razy na tysiac innych
rozpadéw) rozpad diugozyciowego neutralnego kaonu K, (czastki dziwnej, Adg)
na dwa piony. Odkrycie niezachowania CP bylo szokiem i traktowano je

z poczatku jak skaze na doskonalosci praw fizyki. Jednakze trzy lata pézniej

A. Sacharow zauwazyl, ze niezachowywanie symetrii CP, liczby barionowej (co,
jak wspominalem w odcinku II, jest uwzglednione w Modelu Standardowym) oraz
dodatkowo brak réwnowagi termodynamicznej na pewnym etapie ewolucji
wszechswiata sa koniecznymi warunkami dynamicznego wytworzenia
obserwowanej we wszech$wiecie znacznej przewagi materii nad antymateria.
Gdyby ktorys z tych trzech warunkéw nie byl spelniony, cala materia ulegtaby
anihilacji w trakcie ewolucji wszechswiata i pozostaloby jedynie stygnace z czasem
promieniowanie reliktowe (A}2). Praca Sacharowa, gdy juz zostata doceniona,
zmienila radykalnie nastawienie do niezachowania CP: uznane zostalo ono

za konieczny warunek powstania we wszech$§wiecie obserwowanych struktur, a co
za tym idzie takze zycia (A}3).

Powstal zatem problem uwzglednienia tamania CP w uzupelnionej o QCD

i elektrostabe oddzialywania kwarkéw teorii Weinberga—Salama (préby takie
podejmowano, oczywiscie, juz wezesniej, jeszcze na gruncie teorii FFG-Cabibbo).
Analize tego problemu przedstawili w roku 1973 dwaj japonscy teoretycy

M. Kobayashi i T. Maskawa. Wynikato z niej, ze w tej teorii jest to mozliwe tylko
pod warunkiem, ze dopusci sie istnienie szeciu kwarkéw! Smialogé (wzglednie
stopieni desperacji) tego pomystu musi by¢ oczywisty: w roku 1973 znane byly
do$wiadczalnie tylko trzy kwarki (tworzace zaledwie péttorej rodziny), istnienie
czwartego kwarka byto wprawdzie bardzo prawdopodobne — cztery kwarki byly
niezbedne dla mechanizmu GIM i znakomicie pasowaly do czterech znanych
éwezesnie leptonéw (e™, ve, 1=, v,), ale wprowadzenie jeszcze dwu nowych
kwarkow z miejsca psuto te cieszaca oko kazdego teoretyka kwarkowo-leptonowa
odpowiednio$¢! Pomys! okazal sie jednak stuszny, a Kobayashi i Maskawa
otrzymali Nagrode Nobla w 2008 roku (Aj2).

W naszej wedréwce przez historie idei dotarliSmy do roku 1974, w ktérym ukazat
sie pierwszy numer Delty. O tym, co zdarzylo sie w fizyce czastek od tego czasu,
napiszemy w nastepnym odcinku.
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w4 = 3. Do pokolorowania go wystarczy

{12}

Rys. 1. Przykltad dla cyklu o n =4
wierzchotkach i zapotrzebowaniach
na kolory wi =1, we =4, wz = 2,

K = 6 réznych koloréw.

{1,2}

{1,2}

{3,4}

{4,5}

Rys. 2. Przyktad dlan =7
wierzchotkéw, z ktérych kazdy
potrzebuje dwéch koloréw (w; = 2).
Zgodnie z algorytmem potrzebujemy
K’ = max{4, [1}]} = 5 koloréw.
Poniewaz k = 2, wigc wierzchotki
v1, V2, v3, v4 kolorujemy cyklicznie,

a wierzcholki vs, vg, v7 zgodnie

z parzystoscia.

{5, 1}

v3

czny kacik olimpijski (91): Kolorowanie cyklu

lorowania cyklu niejednokrotnie pojawialo si¢ na konkursach
programissycznych, m.in. na Mistrzostwach Europy Srodkowej w Programowaniu
Zespolowym (zadanie Beijing Guards z roku 2004), czy tez Mistrzostwach Polski
w Programowaniu Zespolowym (zadanie Stoneczna wyspa z roku 2010). Dany
jest cykl o n wierzchotkach vy, ..., v,, ktérym trzeba tak przyporzadkowaé
kolory, by:

(1) wierzcholek v; dostal dokladnie w; r6znych koloréw;
(2) kazda para sasiadujacych wierzchotkéw dostala roztaczne zestawy koloréw;
(3) liczba uzytych réznych koloréw byla jak najmniejsza.

Zadanie to ma bardzo proste rozwigzanie w przypadku cyklu o dlugosci
parzystej. Do pokolorowania pary sasiadujacych wierzchotkow v; i v;41
potrzebujemy w; + w;41 réznych koloréw (zakladamy dla uproszczenia, ze
Wp41 = wi). Zatem w sumie potrzebujemy ich co najmniej

K =max{w; + w1 |i=1,...,n}.
Okazuje sie, ze tyle réznych koloréw wystarczy. Jesli oznaczymy te kolory
kolejnymi liczbami naturalnymi 1,2, ..., K, to wierzchotkom o numerach
parzystych mozemy przyporzadkowaé¢ poczatkowe kolory z listy, a wierzchotkom
o numerach nieparzystych — kolory z konica listy. Innymi stowy, wierzcholek i-ty
dostanie kolory {1,2,...,w;}, jesli ¢ jest nieparzyste, lub kolory
{K —w; +1,...,K}, jesli i jest parzyste (patrz rysunek 1). Zauwazmy, ze
powyzszy algorytm dziala nie tylko dla cyklu o dtugosci parzystej, ale réwniez dla
Sciezek, drzew i w ogdlnosci dla dowolnych graféw dwudzielnych.

W przypadku cyklu o dlugosci nieparzystej n = 2m + 1 powyzsze rozwiazanie
nie dziata. Juz dla n = 3 widzimy, ze potrzebne jest w; + we + w3 réznych
koloréw. W ogélnym przypadku musimy sumarycznie wykonaé¢ W = >"" | w;
przydzialéw koloréw. Poniewaz najwiekszy zbiér niezalezny na cyklu (tzn. zbiér
wierzchotkéw niepolaczonych krawedziami) ma rozmiar m, wiec kazdy kolor
przydzielimy do co najwyzej m wierzchotkéw. Potrzebowaé wiec bedziemy
€O najmniej [%1 roznych koloréw. Okazuje si¢, ze wystarczajaca liczba
koloréw to

K' = max {K, {%] }

Niech k bedzie taka najmniejszg liczba, ze ngrl w; < kK'. Liczba ta istnieje,

bo w szczegdlnosci nieréwnosé powyzsza jest spelniona dla k = m. Podzielimy
teraz wierzchotki cyklu na dwie grupy, ktore bedziemy kolorowaé¢ na dwa rézne
sposoby (patrz przyklad na rysunku 2). Wierzchotki vy, va, ..., var kolorujemy
cyklicznie, tzn. po kolei nadajac im kolory z listy

1,2,....,K' 1,2,....K', 1,2,....K', ...
Natomiast wierzcholki vor41, ..., v, kolorujemy, uzywajac metody dla cyklu

dlugodci parzystej, tzn. wierzchotkom nieparzystym przyporzadkowujemy kolory
{K' —w; +1,...,K'}, a wierzchotkom parzystym kolory {1,2,...,w;}.

Pozostaje wykazaé, ze konce krawedzi taczacych te dwie grupy wierzchotkéw sg
pokolorowane poprawnie. Dla krawedzi viv,, jest prosto: wierzcholek vy uzywa

koloréw {1,...,w;}, a wierzchotek v,, koloréw {K' —w, +1,..., K'}, wiemy tez,
ze K' > w1 + wy,. Dowdd dla krawedzi vogvar11 jest trudniejszy. Poniewaz
2k—1 2k+1

(k—1)K' < Z w; oraz Z w; < kK',
i=1 i=1

wiec wierzcholtkowi vy zostana przypisane kolory ze sp ’kjnego przedziatu liczb
2k—1

naturalnych {a + 1,0 +2,...,a + war }, gdzie @ = (3_;°] w;) mod K'. Ponadto
spelnione jest a + waor + war 1 < K', wiec zaden kolor z tego przedzialu nie jest
kolorem ze zbioru koloréw {K' — wag1 + 1,..., K’} przypisanych do vap1.

Powyzszy algorytm wyznaczajacy kolorowanie cyklu ma zlozonosé czasowa O(n).

Tomasz IDZIASZEK
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Rys. 2. Uktad doswiadczalny

Zacieniony biegun

Filip CZERMINSKI, Marlena MACKOWIAK,
Antont NUSZKIEWICZ, Kacper RACIBORSKI,
Pawet SUCHOMSKI, Pawel SZCZYPKOWSKI,
Jan BIHAL.OWICZ, Piotr PODLASKI

Jezeli zamocowany obrotowo na osi krazek z nieferromagnetycznego metalu
umieécimy nad elektromagnesem zasilanym pradem zmiennym, krazek bedzie
odpychany, ale nie zacznie sie obraca¢. Jesli jednak miedzy elektromagnes

a krazek czesciowo wprowadzimy blaszke z nieferromagnetycznego metalu,
spowodujemy obroty krazka (rys. 1). Dlaczego tak jest? Jakie parametry maja
wplyw na to zjawisko? Spréobowalidémy odpowiedzieé¢ na te pytania, wykonujac
serie doswiadczen.

Dlaczego sie kreci?

Na poczatek musieliémy jednak stworzy¢ model teoretyczny rozwazanego
zjawiska. Cewka zasilana pragdem zmiennym wytwarza wokét siebie zmienne pole
magnetyczne indukujace prad w przewodniku. Z tego powodu w dysku oraz
blaszce powstaja prady nazywane wirowymi, plynace po zamknietych petlach.
W tym samym momencie plyna one w obu przewodnikach w tym samym
kierunku, wiec powoduja wzajemne przyciaganie si¢ krazka i blaszki
przyslaniajacej. Przystona ma dodatkowe dzialanie: zacienia ona dysk przed
dzialaniem pola pochodzacego od cewki. Jezeli przystone wsuniemy tak, ze
zastoni ona tylko cze$¢ dysku i prady wirowe beda rozmieszczone
nieréwnomiernie, to powstanie niezréwnowazony moment sity i dysk zacznie sie
obracac.

Uklady doswiadczalne

Aby moc szczegoltowo zbadaé nasz dysk, zbudowalidémy uklad doswiadczalny
przedstawiony na rysunku 2. UzyliSmy w nim drukarki 3D, by precyzyjnie
manipulowaé¢ miernikiem pola magnetycznego. Dzigki temu uktadowi moglismy
wykonywaé mapy pola magnetycznego nad cewka.

Pomiary pola magnetycznego

Wspomniane zostalo, ze blaszka wygasza dzialanie pola pochodzacego od cewki,
jakby rzucajac cien na dysk. Uzyliémy naszego uktadu do$wiadczalnego

do sprawdzenia skali tego zjawiska. Wykonaliémy mape pola nad cewka,

a nastepnie powtérzyliémy te czynnos$é, tym razem wsuwajac do potowy nad
cewke blaszke z nieferromagnetyka.

3+
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m2-25 = T 225
b= -
£ w152 € 15+ T m1,52
&, e | 7]
> mi-15 0 3+ " "115
®0,51 05 .,—;3 m0,5-1
=005 o A /oo m0-05
0,5 T
152'535455555 T
] ) ?,5 8,5 95
X [cm]

Pomiar pola magnetycznego bez blaszki i z blaszka wsunigtg z prawej strony

Blaszka wsunieta z prawej strony rzeczywiscie zmniejszyta warto$é¢ pola
magnetycznego.

Aby efekt byl bardziej widoczny, odjeliSmy otrzymane wyniki i otrzymaliSmy
mape zmiany pola magnetycznego po wsunieciu przesltony z prawej strony.
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Zmiana jest wyraznie zauwazalna.
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Z naszych obliczen wynika, ze blaszka zmniejszyla warto$é pola nad soba o 32%.

Symulacja jakoSciowa

Aby moc przewidzie¢ wplyw polozenia przystony na obrét dysku, opracowali$my
jakoéciowa symulacje komputerowa. SkorzystaliSmy z naszych badan pola nad
cewka oraz przedstawionego wyzej, uproszczonego opisu oddzialywania miedzy
pradami wirowymi na dysku i blaszce. Wiedzac, jakie pole magnetyczne wystepuje
w okreslonym miejscu dysku przy okreslonym potozeniu przystony, mogliSmy
przewidzie¢ wzgledna zmiane momentu sily, jaka dziala na dysk w zaleznosci

od polozenia przeslony. Rysunek 3 przedstawia przykladowy wynik symulacji.

-4 -3 -2 -1 0 1
pozycja g [cm)]

2 3 4

Rys. 3. Na osi poziomej odlegtosé
przestony od srodka dysku, na pionowej
moment sity.

P

Uniwersytet
Miodych Wynalazcow

Niezalezno$¢ zdarzen w modelu klasycznym

Wyniki naszej symulacji komputerowej okazaly si¢ bardzo podobne do wynikéw
doswiadczalnych.

Podsumowanie

Wiemy juz teraz, dlaczego dysk sie kreci, mozemy tez zbada¢ wplyw rozmaitych
parametrow ukladu na jego obrét. Z naszych badan wynikaja nastepujace
zalezno$ci:

e kierunek obrotu dysku zalezy od tego, z ktorej strony dysku wsuniemy
przestone;

e zmiana polozenia blaszki, zaréwno wsuniecie, jak przesunigcie w bok, zmienia
czestotliwodé obrotéw dysku;

e czestotliwosé obrotéw dysku jest proporcjonalna do przewodnosci materiatu
przystony;

e moment sily dzialajacy na krazek jest tym wigkszy, im wigcksze jest natezenie
pradu plynacego przez cewke;

e czestotliwo$é obrotow dysku zalezy od czestotliwosci pradu na cewece.

* %
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Ministerstwo Nauki **
i Szkolnictwa Wyzszego
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W teorii prawdopodobienstwa méwimy o modelu
klasycznym, gdy zbior wszystkich zdarzen
elementarnych (2 jest zbiorem skonczonym i wszystkie
zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo
prawdopodobne. W modelu klasycznym dla kazdego
zdarzenia losowego A C {2 prawdopodobienstwo tego
zdarzenia jest réwne:

P(A) = ||’é||.

Zdarzenia losowe A, B C {2 sg niezalezne, gdy
P(AN B) = P(A)P(B). Zdarzenie losowe A bedziemy
nazywali nietrywialnym, gdy 0 < P(4) < 1.
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Rozwazmy model klasyczny, w ktérym [2| =n > 1

i takie zdarzenie losowe B C (2, ze |B| =k > 0.
Czytelnikowi sugerujemy przeprowadzenie dowodu

(np. metoda nie wprost) nastepujacego faktu: jezeli
NWD(k,n) = 1, tzn. liczby k oraz n sa wzglednie
pierwsze, to nie istnieje nietrywialne zdarzenie losowe A,
ktoére jest niezalezne z B.

Z tego faktu wynika wniosek: jezeli |2| = n jest liczba
pierwsza, to nie istnieja dwa zdarzenia losowe A, B C (2,
ktore sa nietrywialne i niezalezne.

Czyzby grajacy w amerykanska ruletke o 37 polach
o tym nie wiedzieli?
Edward STACHOWSKI



Zaburzenia gesto$ci materii mozemy
zaobserwowaé¢ w postaci niewielkich
réznic temperatury nieba, obserwowanego
w mikrofalach — tzw. mikrofalowego
promieniowania tla; jego najnowszych
pomiaréw dostarczyl nam w 2015 roku
satelita Planck.

*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie
i Narodowe Centrum Badan Jadrowych
w Warszawie

Wielka struktura w wielkich przegladach
Agnieszka POLLO*

Wiekszos¢ obiektéw, ktore widzimy na niebie gotym okiem albo za pomoca niewielkich
amatorskich teleskopéw, nalezy do naszej Galaktyki — Drogi Mlecznej. Jasny pas,
widoczny na niebie w ciemng noc, to jej dysk — zalicza si¢ ona bowiem do kategorii
galaktyk dyskowych, a $cislej — spiralnych, najprawdopodobniej z poprzeczka.

Gigantyczna ggbka. Wszechswiat peten jest galaktyk mniej lub bardziej do naszej
podobnych. Najblizsza naszg duza sasiadka jest galaktyka w Andromedzie — spiralna,
podobna do Drogi Mlecznej, chociaz troche od niej wieksza. Wraz z kilkudziesigcioma
galaktykami kartowatymi te dwa duze uktady tworza tzw. Grupe Lokalna.

Obloki Magellana, ktére przez lata uchodzity za satelitki Drogi Mlecznej, to
najbardziej znane sposr6d matych galaktyk. Sa one widoczne gotym okiem — chociaz,
niestety, tylko z pétkuli potudniowej. Ostatnie pomiary ich predkosci wtasnych
wydaja sie jednak wskazywad, ze nie okrazaja one naszej Galaktyki, lecz mijaja ja

w drodze przez wszechswiat.

Grupa Lokalna jest bardzo skromnym zgrupowaniem galaktyk. Bogate gromady,
jakich wiele we wszechs$wiecie, licza sobie wiele tysiecy jasnych i stabych galaktyk.
Wiemy dzis jednak, ze struktura wielkoskalowa wszechswiata jest znacznie bardziej
skomplikowana i znacznie bogatsza: gromady galaktyk siedza w weztach kosmicznej
sieci, sktadajacej sie tez z olbrzymich pustek, otaczajacych je $cian i filamentéw,
ktérymi galaktyki sptywaja w kierunku gromad. Te olbrzymia tréjwymiarowa sie¢
czasem przyréwnuje sie do gigantycznej gabki.

Ciemne i jasne. W tym szalenstwie struktur jest jednakze metoda. Symulacje
komputerowe i rachunki teoretyczne pokazuja, ze dzisiejsza strukture wielkoskalowa,
wszech$§wiata mozemy wywiesé¢ w prostej linii od niewielkich zaburzen gestosci
materii, ktéra niemal jednorodnie wypelniata wszechswiat 400000 lat po jego
powstaniu. Wystarczy tylko jeden mechanizm, zeby te niewielkie zageszczenia
rozrosty si¢ i rozbudowaly do dzisiejszej struktury wielkoskalowej. Tym mechanizmem
jest grawitacja, a Scidlej — tzw. niestabilnosé grawitacyjna.

Zidentyfikowanie grawitacji jako sily sprawczej rozwoju struktur we wszechswiecie
nie zapewnia nam jeszcze dokladnej rekonstrukeji struktury wielkoskalowej

i wszystkich czynnikéw, jakie ja ksztaltuja. Przede wszystkim — materii, ktérej jest
o wiele za mato, zeby uksztaltowaé strukture obecnie obserwowang. Dopiero
uwzglednienie obecnosci wigkszych ilosci dodatkowej, tzw. ciemnej materii zapewnia
dostatecznie silne pole grawitacyjne. I to zresztg nie wystarcza, zeby wyjasnié,
dlaczego, jak pokazuja bardzo glebokie przeglady, struktura wielkoskalowa pojawita
si¢ we wszech$wiecie we wczesnych etapach jego istnienia. Ten problem z kolei daje
sie rozwikltaé, gdy przyjmiemy do wiadomogci istnienie ciemnej energii. . .

Mimo ze zwykla $wiecaca materia i zbudowane z niej galaktyki zawieraja zaledwie
niewielki utamek kosmicznego bilansu energii i materii, to jednak mozemy za ich
pomocg badaé struktury utworzone i uformowane gltéwnie przez ,ciemne sktadowe”
wszech$wiata. Ale nawet odtworzenie rozktadu galaktyk w réznych kosmicznych
epokach to wielkie — logistyczne i naukowe — wyzwanie.

Niebo, czyli dwa wymiary. Z praktycznego punktu widzenia przeglady nieba
najprosciej podzieli¢ na dwie kategorie: dwu- i trojwymiarowe. Przeglady
dwuwymiarowe to po prostu katalogi potozen na niebie, zawierajace tez zazwyczaj
informacje o jasnosciach: wiemy, gdzie takiego zrodla szukaé na niebie, ale nie jeste$my
w stanie nic powiedzie¢ o jego odleglosci od nas, a w kazdym razie nie od razu. Takie
przeglady tworzy sie wzglednie tanio i prosto (stopien wzglednosci jest tu, naturalnie,
bardzo duzy) — wystarczy obserwowaé¢ dany fragment nieba odpowiednio dlugo

w odpowiednich dtugosciach fal... W praktyce nie jest to, oczywiscie, takie latwe —
obserwacje w wielu zakresach fal, jak srednia czy daleka podczerwien, mikrofale,
promienie rentgenowskie czy ultrafiolet, wymagaja wystania satelitow w przestrzen
wokoétziemska. Nawet w zakresie optycznym poswiecenie dlugiego czasu pracy
teleskopu na obserwacje jednego fragmentu nieba jest uznawane za zbyt kosztowne.

Struktura w 3D. Jesli chcemy do potozenia na niebie dotozy¢ odlegtosé, sprawa robi
sie jeszcze trudniejsza: musimy przeprowadzi¢ pomiary spektroskopowe. Za pomoca
spektroskopu dla kazdego obiektu musimy otrzymaé¢ pasek widma, ktéry pozwoli nam
na zidentyfikowanie linii widmowych.
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Rozwigzanie zadania F 900.
Niech odleglo$é¢ miedzy szczelinami
wynosi d. Wéwczas kolejne prazki
interferencyjne pojawia si¢ pod
katami «a,, spelniajacymi warunek
n\ = dsin a,,, gdzie n jest rzedem prazka,
X = h/p dlugoscig fali de Broglie’a, h jest
stala Plancka, a p = mv pedem molekuly
o masie m. Rozrzut predkosci prowadzi
do poszerzenia prazkéw. Obserwacja
prazkéw rzedu n wymaga, by prazki
yhie zachodzily na siebie”, czyli (dla
nieduzych katéw sinus jest funkcja
rosnaca): (n+ 1)A_ > nA4, gdzie
A_=h/(p—Ap)i Xy =h/(p+ Ap)
oznaczaja gérna i dolng granice
przedzialu dlugosci fal de Broglie’a
wigzki. Ostatecznie otrzymujemy

Ap Av 1

— = < —.

p v 2n+1

Za przesuniecie widma ku czerwieni moze
tez odpowiadaé¢ po prostu ruch galaktyki
w przestrzeni, ktéry powoduje ,zwykly”
efekt Dopplera; w przypadku odleglych
galaktyk jego wplyw na widmo jest
znacznie mniejszy.

Rozwigzanie zadania M 1488.
Tak!

Warunek dany w zadaniu mozemy
przedstawi¢ w postaci

2
ny — ni(nansg + nang + nang) +

+ ng + né + ni — nonsng = 0.

Jesli pewna czwérka liczb (n1,n2, ng, na)
spelnia to réwnanie, to na mocy wzoréw
Viete’a spelnia je rowniez czworka
(N1,n2,n3,n4), gdzie

ni1 + N1 = nang + nang + nang.
W takim razie z dowolnego rozwigzania
(n1,n2,ns3,n4) mozemy uzyskaé inne
rozwigzanie (N1, nsz,n3,ng), gdzie
N1 = nans + nong + nyng — ny. Jesli
zatozymy, ze n1 < na2 < ng < ng, to
otrzymamy Nj > ns. Otrzymalismy wigc
nowg czworke liczb spelniajacy réwnanie,
przy czym minimalny element czwérki
zostal zmieniony na element najwiekszy.

Zaczynajac od czworki (1,1,1,1)
i wykonujac wielokrotnie analogiczng
operacje, uzyskamy szukane rozwigzanie.

Roézne typy galaktyk maja swoje charakterystyczne linie widmowe. Galaktyki
eliptyczne sktadaja sie gltéwnie ze starych gwiazd — nie ma w nich pytu ani gazu,
z ktorego mogltyby powstawaé nowe gwiazdy. Dlatego widma galaktyk
eliptycznych, podobnie jak widma gwiazd, charakteryzuja si¢ obecno$cig linii
absorpcyjnych — sa bowiem po prostu ztozeniem wielu widm gwiazdowych,

w ktorych dominujg wtasnie linie absorpcyjne. Linie te powstaja, kiedy
promieniowanie wyprodukowane we wnetrzu gwiazdy przechodzi przez jej atmosfere
i jest przez nia pochlaniane. Galaktyki spiralne z kolei zawieraja nie tylko rézne
pokolenia zaréwno starych, jak i mtodych gwiazd, ale tez duze zasoby gazu i pytu.
Dlatego poza liniami absorpcyjnymi w ich widmach znajdujemy linie emisyjne —
rezultat wzbudzania atoméw gazu miedzygwiazdowego przez promieniowanie
mtodych gwiazd.

Widma réznych typéw galaktyk odznaczaja sie zatem obecnoécia réznych linii —
wodoru, tlenu, ale tez sodu, krzemu, wegla, a nawet neonu. Maja charakterystyczne
ksztalty i charakterystyczne zestawy linii, po ktérych doswiadczony obserwator moze
je rozpoznaé. Te serie linii w przypadku kazdej galaktyki obserwujemy jednak

w troche innych dtugosciach fal. Za ten efekt odpowiada kosmologiczne przesuniecie
ku czerwieni — wraz z rozszerzaniem sie¢ wszech$wiata rosna odlegloéci miedzy nami
a kazda z obserwowanych galaktyk i dtugo$é¢ wystanych przez nie kiedy$ fal
elektromagnetycznych ulega wydtuzeniu. Przesuniecie widma ku czerwieni pozwala
nam okresli¢, jak daleko od nas znajduje si¢ obserwowany obiekt i jak dawno temu
jego $wiatto zostalo wystane. Oznacza to, ze badajac odlegle galaktyki, patrzymy
jednoczesnie w gtab kosmosu i w przesztosé.

Majac odlegto$é — trzeci wymiar — mozemy juz rekonstruowaé¢ kosmiczna sie¢ z duza,
doktadnoscia. Pomiary spektroskopowe wymagaja jednak wiecej czasu niz
dwuwymiarowe, fotometryczne — musimy roztozy¢ swiatlo na sktadowe, co oznacza,
ze potrzebujemy wiecej fotonéw, a wiec i dtuzszych czaséw obserwacji. W dodatku
nie mozemy obserwowaé wszystkich obiektéw w polu widzenia. Nawet najwigksze
multispektroskopy, zdolne do zmierzenia kilkuset widm jednocze$nie, musza
wzarezerwowac” dla kazdego z badanych obiektéw miejsce na CCD na jego

pasek widma. W rezultacie tworzenie katalogéw tréjwymiarowych to zmudna

i dlugotrwata praca.

Sa metody na obejscie problemu — w katalogach dwuwymiarowych wyznacza sie
tzw. fotometryczne przesuniecia ku czerwieni, na podstawie przyblizonego ksztaltu,
jaki wytania sie z pomiaréw jasnosci w wielu zakresach dtugosci fal. Ta metoda jest
jednak znacznie mniej doktadna od spektroskopowe;j.

12 mld lat wielkich struktur. Najwigkszym istniejacym przegladem wspodtczesnego
wszech$wiata jest Sloan Digital Sky Survey — SDSS. Pokrywa jedna trzecig nieba

i zawiera pomiary dla ponad trzech milionéw obiektéw. Wytania sie¢ z niego wyrazna
trojwymiarowa struktura wszechswiata wokét nas — w promieniu co najmniej trzech
miliardéw lat $wietlnych.

Jednak wedlug kosmologicznych standardéw trzy miliardy lat $wietlnych to wtasciwie
nasze kosmiczne podwérko — a trzy miliardy lat temu to niemal jak wczoraj.
Tymczasem zrozumienie, jak wielkoskalowa struktura sie rozwijata, wymaga
siegniecia znacznie dalej w przeszltosé.

Najwigkszym istniejacym przegladem galaktyk sprzed 8 mld lat jest przeglad VIMOS
Public Extragalaxtic Redshift Survey (VIPERS), w ktérym bierze udzial takze zesp6t
polskich astronoméw. Obejmuje pomiary blisko 100000 widm galaktyk, ktore
uktadaja si¢ w wyrazna tréjwymiarows sie¢, juz wtedy zadziwiajaco podobng do tej,
ktéra znamy z lokalnych przegladdw.

A jeszcze dalej? Im dalej, tym trudniej — galaktyki sa stabsze, pomiary widm znacznie
trudniejsze. VIMOS Ultra Deep Survey, najwiekszy obecnie przeglad spektroskopowy
wszechswiata sprzed 12 mld lat, liczy sobie zaledwie (albo az) okolo 10000 galaktyk.
Ale i tam, mniej niz dwa miliardy lat po narodzinach wszechswiata, galaktyki wydaja
sie uktadaé juz w skomplikowane struktury.

Z kazdym pomiarem przekonujemy sie, ze scenariusz, w ktorym kluczowsg role

w rozwoju struktury wielkoskalowej odgrywa grawitacja, wydaje sie sprawdzaé. Ale
zeby dobrze zrozumieé szczegdly tego procesu — bedziemy potrzebowaé kolejnych,
jeszcze wiekszych i bogatszych przegladdw.
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Matematyka jest jedna: Magia liczb
*doktorant, Instytut Matematyki, Tomasz K OB OS *

Uniwersytet Jagiellonski

Dotarlismy do ostatniej czesci cyklu, w ktérym prezentujemy wybrane przyklady
zaskakujacych relacji pomiedzy réznymi, pozornie bardzo odleglymi, obszarami
matematyki. Nie wypada jednak zakonczy¢ bez po$wiecenia nalezytej uwagi
dziedzinie teorii liczb. Jak bowiem matematyka nazywana jest czesto krélowa
nauk, tak o teorii liczb méwi sie czesto jako o krélowej matematyki. A krolowa
ma, oczywiscie, wielu shuzacych.

Moéwiac juz catkiem powaznie, proste i eleganckie w sformutowaniu problemy
teorii liczb przyciagaja uwage matematykow juz od tysiecy lat. Nie trzeba
dodawag, iz nierzadko te pozornie proste pytania w rzeczywistosci okazuja sie
niezwykle glebokie i wymagajace wielu lat wytezonej pracy tegich umystow
matematycznych. Powstaly catkiem nowe dziedziny, ktorych rozwéj byl
inspirowany uzyskaniem postepu w pewnych otwartych problemach teorii liczb.
W ramach przykladéw mozemy wymieni¢ algebraiczna teorie liczb, geometrie
algebraiczna czy analityczng teorig liczb. Wlasnie ta ostatnia stanowi temat
przewodni artykutu.

Termin ,analityczna teoria liczb” moze brzmie¢ dosyé¢ groznie. I rzeczywiscie —
jest to trudny i zaawansowany dzial matematyki, ktory po dzi$ dzien jest ciagle
intensywnie rozwijany. Z gory jednak uspokajamy, ze caly artykul oparty jest
na elementarnych przyktadach i nie wymaga zadnej specjalistycznej wiedzy.
Potrzebne beda jedynie podstawowe informacje dotyczace granic ciggéw

i zbieznosci szeregéw. W ostatnim z zadan wykorzystamy réwniez podstawowe
wlasnosci liczb zespolonych. Cala ta wiedza miesci si¢ w programie I roku
studiéw i korzystajac z materialéw pomocniczych, mozna ja w razie czego
bardzo szybko uzupetni¢. Okazuje sig, ze nawet tak podstawowe narzedzia
analizy otwieraja catkiem nowe mozliwosci w zakresie rozwiazywania problemoéow
teorii liczb.

Metody analityczne stuzg czesto do badania teorioliczbowych wlasnosci
wielomianéw o wspdlezynnikach catkowitych. Moga byé pomocne

w scharakteryzowaniu wielomianéw o pewnych naturalnych wlasnosciach. Tego
typu charakteryzacja stanowi tres¢ pierwszego z zadan, pochodzacego z II etapu
polskiej Olimpiady Matematyczne;j.

Zadanie 1. Trdjmian kwadratowy P(x) rzeczywiscie dobry kierunek, gdyz mozemy zauwazy¢, ze
o wspotczynnikach calkowitych spelnia nastepujocy a2, — a2
warunek: dla dowolnej liczby calkowitej x liczba P(x) Tptl —Tp = ————— =
. . . S, Tny1 + Tn
jest kwadratem liczby catkowitej. Dowiesé, ze ) )
wielomian P(x) jest kwadratem pewnego wielomianu. _ (an+1)*+b(n+1)+c)—(an” +bn+c) _

‘ o Van+1)2+b(n+1)+c+Van2+bn+c
Rozwigzanie. Niech

) - 2an+a+b B
P(z) = az”+bz+ec, Van?+ (2a +b)n + (a+b+c) + Van® +bn +c

gdzie a, b, c € Z oraz a # 0. Dla dowolnej liczby 9q 4 atb
naturalnej n > 1 niech x,, bedzie taka liczba naturalna, = o .
ze P(n) = 22. Ciag (z,)2%; ma dwie istotne wlasnodci. \/a + Zatb 4 adbie 4 o+ 24 5
Po PIETWSZE, Jest _t(? €138 hc%b calkow1tych. P(f 'dln.lgle’ Przechodzac z n do nieskonczonosci, otrzymujemy
na podstawie definicji jesteSmy w stanie okresli¢ jego %,
tempo wzrostu. Cala sztuczka polega teraz na tym, aby nli_{rgo(xnﬂ —Zp) = m = a.

z clagiem (x,)5 , zwiazaé inny ciag liczb calkowitych,
ktéry okaze sie zbiezny. Wéwcezas otrzymamy naprawde
potezna dawke informacji — zbiezny ciag liczb
catkowitych musi by¢ przeciez od pewnego miejsca staty!
Jak wiec znalezé taki ciag? Mozemy mys$leé¢ w ten
sposob: skoro kwadrat liczby x,, ,,zachowuje si¢”
kwadratowo (jest wartoscig wielomianu kwadratowego),
to ciag x, powinien ,zachowywac si¢” liniowo. Tn=Tp-1+k=an2+2k=...=2ny+(n— Nk,
To nasuwa pomyst zbadania réznicy x,+1 — ©,. Jest to dla dowolnego n > N. Tym samym dla dowolnego n > N
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WykazaliSmy w ten sposob, iz ciag liczb catkowitych
(Tn41 — Tn)n>1 jest zbiezny. Musi by¢ to zatem ciagg

od pewnego miejsca staly i jego granica jest, oczywiscie,
liczba caltkowita. Innymi stowy, istnieja takie liczby
naturalne k, N, ze a = k? oraz Tpe1 =, +kdlan> N.
W szczegdlnosci



spelniona jest rownoéé
P(n) =22 = (zx + (n — N)k)?.

Poniewaz wartosci wielomianéw P(z) oraz

(rn + (z — N)k)? pokrywaja si¢ dla nieskoniczenie wielu
argumentéw, wielomiany te sa rowne. WykazaliSmy

w ten sposéb, ze P(z) jest kwadratem pewnego
wielomianu i dowdd jest zakonczony.

Kolejny przyktad jest zaskakujacym zastosowaniem
stynnego faktu analizy matematycznej szereq
harmoniczny, czyli szereg Zn 15 L kolejnych odwrotnosci
liczb naturalnych, jest rozbiezny.

Zadanie 2. Dane sq liczby calkowite a,b wiecksze od 1.
Udowodnié, ze istnieje pewna wielokrotno$é liczby a,
ktora zapisana w systemie pozycyjnym o podstawie b
zawiera kazdg z cyfr 0,1,2,...,b— 1.

Rozwigzanie. Rozwiazanie bedzie przebiega¢ w sposob
niekonstruktywny. Zamiast wskazywac¢ konkretna
wielokrotnoéé liczby a, ktéra ma zadang wlasnosé,
zalozymy, ze teza zadania nie jest prawdziwa i dojdziemy
do sprzecznosci. Poniewaz szereg harmoniczny >~ =
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych jest rozbiezny,
rozbiezny jest réwniez szereg Zn 1 E odwrotnosci
wielokrotnosci liczby a. Niech S oznacza zbior liczb
naturalnych n, ktére w zapisie pozycyjnym o podstawie b
nie zawieraja chocby jednej z b mozliwych cyfr. Jezeli
teza zadania nie jest prawdziwa, to zbiér S zawiera
wszystkie Wielokrotnoéci liczby a, a wiec w szczegdlnodci
szereg er g 3 Jjest rozbiezny. Udowodnimy, Ze ten szereg
jest zbiezny, uzyskujqc w ten sposéb sprzecznosé, ktéra
w efekcie zakonczy rozwigzanie zadania.

Ustalmy dowolna cyfre ze zbioru {0,1,2,...,b— 1}.
FLatwo zauwazy¢, ze wystarczy udowodnié, iz szereg
odwrotnosci tych liczb, ktére nie zawieraja w swoim
zapisie wlasnie tej ustalonej cyfry, jest zbiezny.
Zauwazmy dalej, ze liczb o n cyfrach w zapisie
o podstawie b, ktore nie zawieraja pewnej ustalonej
cyfry, jest co najwyzej (b — 1)™ — bowiem kazda z cyfr
mozemy wybra¢ na co najwyzej b — 1 sposobéw.
Co wigcej, liczba o n cyfrach jest nie mniejsza niz 6"~ 1.
Jej odwrotnosé nie przekracza wiec b%l Poniewaz liczb
n-cyfrowych niezawierajacych ustalonej cyfry jest

co najwyzej (b — 1)", ich suma odwrotnosci jest zatem
(b-1)"
nie wigksza niz 5=r. Sumujac po wszystkich n,
otrzymujemy, iz szereg odwrotnosci liczb naturalnych,
ktore nie zawieraja pewnej ustalonej cyfry,
nie przekracza

=({b—-1)b < o0,

gdzie ostatnia z réwnosci wynika bezposrednio ze wzoru
na sume szeregu geometrycznego. Powyzszy szereg jest
wiec zbiezny i dowdd jest zakonczony.

Kolejne zadanie dotyczy klasycznego twierdzenia Schura
o wielomianach o wspélczynnikach catkowitych.
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Zadanie 3 (Twierdzenie Schura). Dany jest niestaly
wielomian P(x) o wspdlezynnikach calkowitych.
Udowodnié, zZe dla nieskonczenie wielu liczb
pierwszych p istnieje taka liczba naturalna n, Ze

p dzieli P(n).

Rozwigzanie. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze istnieje
jedynie skonczenie wiele liczb pierwszych p o takiej
wlasnosci. Niech beda to liczby p1,pa, ..., pr. Wowczas
dla dowolnego n € N w rozkladzie na czynniki pierwsze
liczby P(n) pojawiaja sie tylko pewne z liczb p; dla
i=1,2,..., k. Innymi stowy, P(n) = cpi"'p5? ...p5",
gdzie aq, ao, ..., q) sa nieujemnymi liczbami
calkowitymi oraz ¢ € {1, —1}.

Ustalmy liczbe rzeczywista r > 0 i zauwazmy, ze

: : T, T2 Tk =

a1,a2,.. ,ak>0p1 Py “Pr
k

1 1 pr
= H (1 — .. ) = .
1 +p{ —I-ngr + iﬂpgil,
przy czym sumowanie odbywa sie po catkowitych c;.
Pierwsza z rownoéci wynika z bezposredniego
wymnozenia wszystkich nawiaséw i z jednoznacznosci
rozkladu na czynniki pierwsze — liczba pi*' p5** ... p;**
pojawi sie tylko jako efekt wymnozenia «;-go skladnika
7z i-go czynnika iloczynu. Druga z réwnosci to, oczywiscie,
bezposrednie zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego. Widzimy wiec w szczegdlnosci, ze szereg

Z 1
Ty, T

T
a1,02,...,05 20 Pr P2

CDy
jest zbiezny dla dowolnej liczby rzeczywistej » > 0.

Niech zatem r = 2m7 gdzie m > 1 jest stopniem
wielomianu P. Dla odpowiednio duzych n prawdziwa jest
wéwczas nierownosé

[P(n)|" = *¥/|P(n)] <n,
gdyz po podniesieniu obu stron nieréwnosci
do potegi 2m sprowadza si¢ ona do |P(n)| < n?™
a wielomian 2™ jest wielomianem wyzszego stopnia
niz P(z). W szczegdlnosci

> 1 =1
2 B 7 2~

Z drugiej jednak strony kazda liczba |P(n)|" jest postaci

P11 py™? .. pp**. Co wigcej, dowolna liczba postaci
PLY Py . ™t jest réwna co najwyzej

2m liczbom |P(n)| — wielomian P nie jest staly, a wiec
kazda warto$¢ przyjmuje co najwyzej m razy, tak samo
jak wielomian —P. A zatem

;W<2m< Z W

< o0.
T >

a1,09,...,a 20 P1 P2 ’ .pk
Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

Istnieje wiele dowoddow twierdzenia Schura. Zachecamy
goraco Czytelnika do proby odnalezienia innego — dowod
zaprezentowany powyzej jest bardzo niecodzienny, ale
da si¢ przeprowadzi¢ bardziej nasuwajace si¢
rozumowanie, ktore prowadzi do konkluzji twierdzenia.



Powyzszy dowdéd ma jednak istotng zalete:

w rzeczywistodci wynika z niego znacznie wiecej.
Zauwazmy bowiem, ze dla dowolnego ciggu liczb
catkowitych dodatnich (a,,)52; mozna zapytaé o to, czy
istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, takich, ze
p|a, dla pewnego n > 1. Nie jest tak, oczywiscie, dla
kazdego ciagu: wystarczy wziaé ciag staty albo ciag

an, = 2". Jezeli jednak zalozymy dodatkowo, ze istnieje
taka liczba naturalna N, ze kazda liczba naturalna jest
wartoscig ciagu a, dla co najwyzej N indeksow n, oraz
Ze wyrazy ciagu rosng w tempie nie szybszym niz
wielomianowym — czyli, ze istnieje taki wielomian P(x),
ze a, < P(n) dla odpowiednio duzych n, to powyzsze
rozumowanie gwarantuje nieskoniczony zbiér liczb
pierwszych, z ktoérych kazda dzieli pewien wyraz ciagu.
Przedstawiony argument daje wiec pozytywna
odpowiedz w bardzo szerokiej klasie ciagow.

Ostatnie z zadan nalezy do podobnej kategorii co
zadanie pierwsze. Dotyczy ono charakteryzacji
unormowanych wielomianéw o wspélczynnikach
calkowitych, ktére osiagaja kazda z poteg liczby 2 dla
argumentéw calkowitych. Gléwny pomyst rozwigzania
rowniez jest zblizony, lecz zrealizowanie go w szczegoétach
wymaga wiekszego zaangazowania.

Zadanie 4. Dany jest unormowany wielomian P(x)

o wspotczynnikach calkowitych, ktory spelnia nastepujgcy
warunek: dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n
istnieje taka liczba calkowita dodatnia x, zZe P(x) = 2™.
Udowodnié, Ze wielomian P jest wielomianem liniowym.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez m stopien wielomianu P.
Naszym celem jest wykazanie rownosci m = 1. Z tresci
zadania wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1
istnieje taka liczba calkowita x,,, ze P(x,) = 2.
Podobnie jak w zadaniu pierwszym, mozemy prébowaé
wykorzystaé¢ ten warunek, aby zwiazaé z ciagiem (zp,)n>1
inny ciag liczb catkowitych, ktéry okaze sie zbiezny,

a wiec od pewnego miejsca staly. Przeprowadzimy
najpierw czysto heurystyczne rozumowanie, ktére
pomoze nam znalez¢ kandydata na tego typu ciag.
Poniewaz wielomian P jest unormowany i stopnia m,
mozemy mysleé, ze dla duzych wartodci x warto$é P(x)
yzachowuje sie” jak ™. Skoro tak, to aby zachodzita
réwnosé P(x,) = 2", wyraz x,, powinien ,zachowywaé
sie” jak 2 Zauwazmy jednak, ze 2t 9. 9% — 0,
co sugeruje, ze dobrym kandydatem moze by¢é ciag
(Tntm — 2xp)n>1. Okazuje sie, ze tak jest w istocie —
udowodnimy, ze jest to ciag zbiezny.

W pierwszej kolejnosci dowiedziemy nieco stabszej
wlasnodci: lim,,_,oo 2™ = 2. Zauwazmy najpierw, ze
ciag x,, dazy, oczywiécnie, do nieskonczonosci. Poniewaz
wspotczynnik w P przy ™ jest rowny 1, to dostajemy

lim,,— oo Pif,j‘) = 1. Tym samym
lim x:?—&-m — lim le+m ) P(xn) ) P(xn+m)
n—oo Tyt n—00 P(Tpym) ry P(xy)
P n-r—m . 2” m
= lim @nim) _ lim =2,
n— oo P(:L‘n) n—oo 2n

a stad, oczywidcie, mamy lim, oo =25 = 2. Ciag “2=
niekoniecznie jest ciagiem liczb catkowitych, a wiec jego
zbieznos¢ nie daje jeszcze nam bezposrednio istotnych
korzysci. Jest to jednak pomocny krok posredni.

Zapiszmy bowiem wielomian P(x) w postaci
P(x)=a2™+ m_12™ . 4 a1z + ag,
dla pewnych liczb catkowitych ag,aq, ..., Gm—1.
Z réwnosci P(Zpqm) = 2V = 2™ P(x,) otrzymujemy
m—1
T, — 2"y = — Z ai(zy, ., —2"x),).
i=0
Ze wzoru na réznice m-tych poteg mamy ponadto
m—1
T = 272 = @ — 220) (Y 2wkl ),
i=0
co w polaczeniu daje nam zalezno$é
-1 , .
Loy — 721‘710 ai(x?n—&-m — 2™, ) .
" ngl igi o=l
i=

m—1 anrZ ;H_m 1 9
_ Zi:o a’(( 2, ) 2z,)m—i -1 )

S ()"
Przechodzac z n do nieskonczonosci w powyzszej
rownosci 1 korzystajac z wezedniej udowodnionego faktu
lim, o0 m;;’” = 1, otrzymujemy zatem zbieznos¢ ciagu
Tptm — 2Ty. Jest to ciag liczb catkowitych, a wiec
istnieje liczba naturalna N oraz liczba catkowita A, dla
ktérych x4 — 22, = A, gdy n > N.

WykazaliSmy w ten sposob, ze dla odpowiednio duzych n
prawdziwa jest réwnosé¢ P(2x,, + A) = 2™ P(x,,).

To jednak oznacza, iz wielomian P(2z + A) — 2™ P(x)
ma nieskoniczenie wiele pierwiastkéw, a wiec jest
wielomianem zerowym. Czyli dla dowolnej liczby
rzeczywistej x prawdziwa jest réwnosé

P2z + A) = 2" P(x).

Wychodzac od teorioliczbowego warunku danego w tresci
zadania, udalo nam si¢ zatem dotrzeé¢ do czysto
algebraicznej zaleznosci, ktéra spelnia wielomian P(z).
Aby doprowadzié¢ rozwiazanie do konca, postuzymy sie
liczbami zespolonymi. Jak wiadomo, kazdy wielomian
ma tyle pierwiastkow zespolonych, ile wynosi jego
stopien. Niech zy bedzie zatem dowolnym zespolonym
pierwiastkiem wielomianu P. Woéwczas
skad wynika, ze 2z9 + A jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu P. Kontynuujac w ten sposob, widzimy, ze
pierwiastkiem wielomianu P sa rowniez liczby
4dzg + 3A,829 + TA, 1629 + 15A, . ... Wielomian P
nie jest jednak wielomianem zerowym, a wiec liczby
w tym ciagu muszg od pewnego miejsca zaczal sie
powtarza¢. To za$ oznacza, ze dla pewnych liczb
naturalnych k > [ mamy

2820+ (28 —1)A =22+ (21 — 1) A,
co z kolei mozna przeksztalci¢ do postaci

(2F —2hyzo = —(2F — 214,

a stad, oczywiscie, zg = —A.



Dowiedlismy zatem, iz kazdy pierwiastek

wielomianu P(x) jest réwny —A. Skoro wielomian P(z)
jest unormowany, to w takim razie P(z) = (z + A)™.
W tym momencie teza zadania staje sie ewidentna:

Liczba 2 jest m-ta potega liczby catkowitej tylko dla

m = 1. Wielomian P(x) jest wigc wielomianem liniowym
i rozwiazanie jest zakonczone.

W ten sposéb dotarliémy do konca cyklu. Zywimy
nadzieje, ze ukazal on korzysci plynace z zachowania
otwartosci umystu na niecodzienne pomysty. Podobnie
jak odwagi do podazania niekoniecznie najbardziej
narzucajaca si¢ droga. Kt6z bowiem wie, co ciekawego
moze nas na niej spotkac?

Metody, ktére Czytelnik mial okazje spotkac
w powyzszych przykladach, moze wykorzysta¢ w dwdch
zadaniach do samodzielnego rozwiazania.
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wzglednie pierwsze.

n? —m3 sa wzglednie pierwsze. Wykaz, ze liczby n? — m? i

Rozwiazanie na str. 2

Rozwiazanie na str. 15

Zadanie 5. Liczby catkowite a i b spelniajg nastepujocy
warunek: dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n
liczba a - 2™ 4 b jest kwadratem liczby catkowite;.
Udowodnié, ze a = 0.

Podpowiedz. Niech x,, bedzie taka liczba caltkowita
dodatnia, ze a - 2" + b = 22. Rozwaz ciag
(2$n - xn+2)n21-

Zadanie 6. Dany jest rosngcy cigg (an)n>1 liczb
catkowitych, ktory spelnia warunek a, < 1000n.
Wykazaé, Ze w ciggu istnieje nieskonczenie wiele
wyrazow, ktore w zapisie dziesietnym majg co najmniej
2015 kolejnych cyfr rownych 1.

PodpowiedZ. Niech S bedzie zbiorem liczb, ktére

w zapisie dziesietnym nie maja ciagu 2015 kolejnych cyfr
réwnych 1. Udowodnij, ze szereg Y ¢ = jest zbiezny.
Oszacuj w tym celu od gory liczbe liczb n cyfrowych
w zbiorze S.

Redaguje Urszula PASTWA
M 1486. Dane sa takie liczby calkowite dodatnie n > m, ze liczby n” — m

7 oraz
21 n3 —m3 sg réwniez

M 1487. W tréjkat ABC wpisany jest okrag o promieniu r. Proste styczne
do okregu i rownolegte do bokéw tréjkata odcinaja od niego trzy tréjkaty.
Wykaz, ze suma promieni okregéw wpisanych w te trzy tréjkaty jest rowna r.
Rozwiazanie na str. 5

M 1488. Rozstrzygnaé, czy istnieja liczby naturalne nq, no, ngs, ng, wszystkie
wieksze od 2016, spelniajace réwnanie

2 2 2 2
ni +ns +n3 + ny = ningong + NiNang + N1N3nNg + Nangng.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 899. Bezposredni pomiar energii kinetycznej poruszajacego sie swobodnie

elektronu dal wynik £ = (1000 &+ 0,1) eV — tzn. pomiar wykonano

z dokladnoscia do AF = 0,1 eV. Wyznacz stosunek doktadnosci okreslenia
polozenia (wspélrzednej « w kierunku ruchu) elektronu do diugodci jego fali
de Broglie’a bezposrednio po tym pomiarze.

Rozwiazanie na str. 1

F 900. Do wykonania do$wiadczenia Younga z molekulami — tj. obserwacji
prazkéw interferencyjnych po przejsciu wiazki przez uklad réwnolegtych,
rownoodleglych szczelin — potrzebna jest odpowiednio przygotowana wigzka
molekul. Powinna to by¢ wiagzka identycznych molekul poruszajacych sie
rownolegle w kierunku uktadu szczelin z jednakowymi predkosciami. Jak duzy

jest dopuszczalny rozrzut Av predkosci molekul w wiazce, jesli chcemy
zaobserwowac¢ wyrazne prazki do rzedu n?

Rozrzut Av predkosci v w wigzce o sredniej predkosci vy okreslaja nieréwnosci

vg — Av < v < vg + Aw.
Rozwiazanie na str. 15
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Przypominamy, ze jak co roku
w dniach 14 — 20 marca 2016 roku
w Dabrowie Goérniczej,
Cieszynie,
Zywcu,
Olkuszu
i Krakowie

odbedzie sig, tym razem juz

XII Edycja
Festiwalu Nauki

organizowanego przez

Wyzszg Szkole Biznesu

i Urzad Miejski

w Dabrowie Goérniczej.

Zapraszamy.

O pozytkach z lodu w wiaderku (II)

Czytelnikéw Delty, a takze Redaktoréw, zapytalam, czy moge napisac,

w kolejnym numerze, dalszy ciag historii Panazkubelkiemlodu (Delta 2/2016).
Redakcja pozwolila, zatem zaczynam od krotkiego streszczenia czesci pierwszej.
W 1972 roku na Uniwersytecie Stanforda powstala publikacja, w ktérej opisano
postepowanie umozliwiajace ,sklejanie” DNA réznego pochodzenia, a warunkiem
powodzenia byto uzyskanie tych réznych DNA w wyniku dzialania tego samego
enzymu restrykcyjnego. Enzym, o ktorym mowa, nazywa si¢ Eco RI i dziata

na DNA wtedy, gdy znajduje sie tam sekwencja nukleotydéw GAATTC. Scisle
rzecz biorac, tylko wtedy. Oznacza to, iz je$li w czasteczce DNA takiej sekwencji
enzym nie odnajdzie, to nie zadziala, cho¢by$my goraco go do tego namawiali.
Bardzo szybko ludzie odkryli, ze enzyméw restrykeyjnych (zawsze w bakteriach)
jest mnostwo, kazdy dziala na inna sekwencje nukleotydéw i, dobierajac ich
kolejnosé, mozemy, nadal precyzyjnie, uzyskiwaé rézne fragmenty DNA. Przed
1972 rokiem, takze w Stanford, znaleziono inny enzym, ligaze, ktéry wykonywat
reakcje odwrotna — sklejal rézne fragmenty DNA (uzyskane za pomoca

tego samego enzymu restrykcyjnego).

Wyprodukowanie réznych enzyméw restrykcyjnych i ligazy moze byé
komercyjnie interesujace — zwalnia tych, z szalonymi pomystami taczenia DNA
konia i psa, z trudu preparowania narzedzi: enzymoéw restrykcyjnych i innych
preparatéw koniecznych do realizacji szalonych pomystéw. To wtasnie zrobit
Panzkubelkiemlodu, i udal si¢ do laboratoriéw, w ktérych, jak byl pewien,
znajdzie nabywcéw na swoje preparaty. Byl to strzal w dziesiatke, tym bardziej
cenny, ze pierwszy!

Niestety, nie umiem sobie przypomnieé, jak sie dzi§ nazywa ta wspaniala firma
Panazkubelkiemlodu. Wydaje mi sie, ze zaczyna sie na B. Ale w laptopowych
zapiskach kolegi biotechnologa znajduje sie ponad 20 réznych firm tego rodzaju,
wszystkie na B. Co oznacza, ze w przegladarkach mozna ich znalezé tysiace
(zaczynajacych sie na rézne litery) i maja z czego zy¢. Produkuja nie tylko setki
preparatéw enzymatycznych, ale od ponad 20 lat co$, co po angielsku nazywa sie
kit. Zestaw. To jest zestaw juz gotowych odczynnikéw, czesto gotowych
mieszanin odczynnikow biologicznych, ktore nalezy mieé, w odpowiedniej
kolejnosci zmieszaé, aby uzyskaé¢ odpowiedni, oczekiwany wynik. Kity moga
stuzy¢ do dzielenia DNA, laczenia i rozdzielania réznych fragmentéw DNA,
sekwencjonowania DNA, syntetyzowania DNA, frakcjonowania DNA itd.,
cokolwiek chcieliby$my temu DNA uczynié.

Pojawiaja sie natychmiast problemy.

e Trzeba wiedzie¢, co sie chce dzieki kitowi osiagnaé. Nie da sie tego robié
bezmyslnie.

e Trzeba mie¢ na takie zakupy pieniadze. Jednostkowe koszty nie sa bardzo
duze, ale przyzwoita lodéwka inzyniera genetycznego (tak, to wlasnie oni!)
zawiera dziesiatki takich preparatéw, a ich czas zycia jest ograniczony.

e No i znowu trzeba mysleé¢, gdy uzyska sie wynik koncowy. Czesto opracowuje
go program komputerowy, ktory trzeba do swojej mysli dostosowac.

e Trzeba sie $pieszy¢, takze z publikacja, bo rzadko nie czujemy na karku
oddechu tych, co mieli podobny pomyst. Wiaze sie to z coraz czestsza potrzeba
pracy w duzych (ponad 100 oséb) interdyscyplinarnych zespolach. Tak jest
szybciej, wydajniej 1 wiarygodniej. Ale kto potem dostanie Nagrode Nobla?

Przed mozliwymi negatywnymi skutkami inzynierii genetycznej ostrzegali
w 1973 roku wybitni uczeni amerykanscy, nim jeszcze zaczely to robi¢ media
i przerazeni laicy. Byl wérdd nich pézniejszy noblista, Paul Berg. Z satysfakcja
odnajduje jego nazwisko na catkiem aktualnym apelu uczonych o ostroznoséé
w potencjalnym zastosowaniu metody CRISP (Science, 2015) do modyfikacji
genomu ludzkiego. Tyle, ze z przeciekéw naukowych (sa i takie) wynika, iz juz
za takie zadania zabrali si¢ uczeni chinscy.
Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Przestanki

Angielskie stowo evidence ma bardzo wiele znaczen.
Wiréd jego ttumaczen trudno znalezé odcien
(znaczeniowy) odpowiadajacy jego wykorzystywaniu przy
omawianiu wynikow poszukiwania nieznanych wczesniej
efektéw w ramach nauk Scistych.

Zywigce sie sensacjg media odczytuja ten termin jako
(co najmniej) odkrycie (ktére, dodatkowo, opisywane jest
jako przelomowe, epokowe itp.).

W polowie stycznia media oglosity odkrycie dziewiatej
planety Ukltadu Stonecznego ochrzczonej, bardzo
oryginalnie, ,dziewiata planeta” przez autorow

publikacji [1]. Taka interpretacja byla przesadzona
przynajmniej w tym sensie, ze istnienie planety w naszym
uktadzie ogtaszano do tej pory wtedy, kiedy komus udato
sie ja zobaczy¢. Nastapilto to dotad dwa razy (Uran,
Neptun), przynajmniej jezeli chodzi o obiekty, ktére nadal
sg uznawane za planety. Ta nowa mialaby mie¢ mase rzedu
10 mas Ziemi i by¢ na ekscentrycznej orbicie o pdtosi
dochodzacej do tysiaca jednostek astronomicznych, czyli
kilka razy dalej od Stonca, niz znajduje sie obecnie sonda
Voyager 1 (najodleglejszy obiekt wystany przez czlowieka).
Jej okres obiegu wynositby okoto 20 tysiecy lat, a predkosé
katowa bytaby rzedu minuty tuku na rok. W przypadku jej
obserwacji rejestrowaliby$my jej pozycje sprzed okoto

7 dni, przy czym parametry potencjalnej orbity sa tylko
przyblizone oraz nic nie wiadomo o aktualnej pozycji tego
obiektu na niej. Nawet jezeli planeta ta istnieje, to jej
znalezienie latwe nie bedzie (jezeli nie istnieje, to moze byé
tylko trudniej).

Jakie sg przestanki na korzys$¢ tej hipotezy?

Najodleglejsze znane duze skladniki pasa Kuipera (jest ich
kilka) maja zastanawiajaco podobne parametry orbit.
Dlugo$é wezta wstepujacego (dlugosé ekliptyczna miejsca,
w ktérym obiekt przechodzi na péinocna strone
plaszczyzny ekliptyki) grupuje sie wokét Q = 113° £ 13°.
Argument perycentrum (kat miedzy kierunkami od Slohca
do wezla wstepujacego i do peryhelium) grupuje sie wokét
w = 318° + 8°, dlugosé¢ peryhelium (kat zlozony) wokét

w =0+ w="71° £ 16°. Dodatkowo ekscentryczno$é¢ orbit
wynosi ponad 0,8, inklinacja okoto dwudziestu kilku
stopni, odleglos¢ peryhelium ponad 40, a dlugo$é¢ polosi
ponad 250 jednostek astronomicznych.

Okazuje sie, ze tak uzgodniony ruch moze by¢ wyjasniony
wlasnie przez zaproponowanie istnienia planety

o podanych wyzej przyblizonych parametrach. Jej orbita
powinna mie¢ podobne nachylenie wzgledem plaszczyzny
ekliptyki (inklinacje), ale z przeciwnie skierowanym
wektorem peryhelium. Najciekawsze jest jednak to, ze
symulacje wskazujace na jej istnienie przewiduja cos$
wiecej niz obserwowane (malo prawdopodobne, gdyby
byto przypadkowe) podobienstwo orbit dalekich obiektéw
pasa Kuipera. Ta sama dynamika powinna spowodowaé
wyrzucenie odpowiedniej liczby obiektéw na bardzo
wydtuzone orbity o ptaszczyznach o bardzo duzej
inklinacji. I takie obiekty rzeczywiscie sa znane,

a parametry ich orbit byly zagadka nie taczona do tej
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pory z opisanym wyzej grupowaniem si¢. Hipoteza ma
jeszcze kilka potencjalnie sprawdzalnych przewidywan.

Przytoczone przestanki (pelniejszy obraz wymaga
wnikliwego przestudiowania publikacji [1]) silnie
przemawiaja za istnieniem (nie)odkrytej dziewiate;
planety. Jeden z autoréw przyczynit si¢ do zdegradowania
uktadu Pluton-Charon do roli planety kartowate;j.
Zartobliwie traktuje propozycje uzupelnienia listy
pelnoprawnych planet jako rodzaj zadoséuczynienia.
Dodaje, ze wraz z taka planeta nasz uktad statby sie
bardziej typowy, gdyz najczesciej znajdowane planety
pozastoneczne majg masy o wartosciach posérednich
miedzy masami Ziemi i Neptuna, a taki obiekt nie byl
dotad w Uktadzie Stonecznym znany.

Z podobna, choé¢ jednocze$nie diametralnie r6zna sytuacja
mamy do czynienia od grudnia zeszltego roku w LHC.

W ramach omoéwienia wynikow eksperymentéw ATLAS

i CMS zbierajacych dane przy podwyzszonej energii
zderzen protonéw 13 TeV ujawniono, ze w danych
ATLAS-a wida¢ przeslanke o produkcji nowej czastki,
tzw. stanu rezonansowego o masie okolo 750 GeV/c?
rozpadajacego sie na dwa fotony. W dodatku CMS (ktéry
zebral o jedna trzecia mniej przypadkéw ze wzgledu na
niespodziewane problemy z filtrowaniem cieklego helu
niezbednego do chlodzenia jego magnesu) widzi pewna
nadwyzke dla tej samej masy dwufotonowego stanu
koncowego.

Teoretycy rzucili sie do wyjaéniania tego sygnatu jak dziki
w zoledzie. Pierwsze publikacje ukazaly sie symultanicznie
(znaczy — byly przecieki). Jest ich juz kilkaset, niektére
maja ponad sto cytowan. Wszyscy jednak narzekaja, ze
ten sygnal do niczego nie pasuje bez dodawania
wepicykli”. Jakby nie macerowaé teoretycznych
scenariuszy, to powinno temu towarzyszy¢ cos
dodatkowego, czego nie obserwujemy.

Wyglada na to, ze albo jest to naprawde epokowe
odkrycie (co$ zupelnie niespodziewanego), albo fluktuacja
statystyczna, ktora zasypie tegoroczny cykl zbierania
danych. Ma on najwiekszy od lat potencjat odkrywczy, bo
oczekiwane jest zebranie danych w ilodci (rzad wielkosci
wiekszej niz w roku 2015) wystarczajacej do obserwacji
tego, co mozna po ,bieganiu” przy energii 13 TeV
oczekiwaé od gléwnego nurtu teorii wykraczajacych poza
Model Standardowy. A jest to ostatnie podniesienie
energii w przewidywalnej przysztosci. Oczywiscie, mamy
w zanadrzu cale spektrum scenariuszy, ktére wymagaja
zebrania o rzedy wielkoSci wigkszej ilosci danych, ale
bayesowskie prawdopodobienstwo odkrycia bedzie

z czasem malalo (choé¢ prawdopodobienstwo warunkowe,
czyli pod warunkiem, ze dotad niczego nie odkryto,
pozostanie na najwyzszym poziomie).

Czas pokaze, czy ktéras$ z opisanych przestanek stanie si¢
prawdziwym odkryciem.

Piotr ZALEWSKI

[1] K. Batygin oraz M.E. Brown; Evidence for a distant giant planet
in the solar system, The Astronomical Journal 151 22.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiagzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 614, 615
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

614. Znalez¢ ilos¢ ciepla, jaka wydzieli sie na kazdym z opornikéw po zamknieciu
klucza (rys. 1). Jeden z kondensatoréw natadowany byl poczatkowo

do napiecia U, drugi nie byl naladowany. Pojemnosci kondensatoréw sa
jednakowe i rowne C, wartosci oporéw wynosza R; i Rs.

615. Stosunek liczby zwojéw w uzwojeniu wtornym transformatora do liczby
zwojOw w uzwojeniu pierwotnym wynosi n = 2. Gdy do uzwojenia pierwotnego
przytozono napiecie przemienne o amplitudzie U; = 100 V, amplituda napiecia
na otwartym uzwojeniu wtérnym wynosita Uy = 197 V. Jaka bedzie amplituda
napiecia na otwartym uzwojeniu wtérnym, gdy rdzen transformatora zastapimy
rdzeniem o tych samych wymiarach, ale wykonanym z materiatu o przenikalnosci
magnetycznej k = 10 razy mniejszej niz w pierwszym przypadku? Rozpraszanie
strumienia magnetycznego oraz straty w rdzeniu mozemy zaniedbad.

Rozwigzania zadai z numeru 11/2015

Przypominamy tresé¢ zadan:

606. Klocek o masie M, do ktérego przymocowany jest niewazki, nieruchomy bloczek, moze Slizgac
si¢ po poziomej powierzchni (rys. 2). Przez bloczek przerzucona jest nié¢, ktérej jeden koniec jest
poziomy i przymocowany do $ciany, a na drugim koncu zawieszony jest cigzarek. W chwili
poczatkowej ciezarek odchylono od pionu o kat o« i puszczono. Znalezé mase cigzarka, jesli kat
odchylenia nici od pionu nie zmienia si¢ podczas ruchu klocka. Tarcie zaniedbujemy.

607. Cienki miedziany pierscien o promieniu r moze obracaé si¢ wokél pionowej osi, pokrywajacej
si¢ z jego $rednica. W Srodku pierscienia umieszczono mala igietke magnetyczna, ktéra moze
swobodnie obracaé si¢ wokél tej samej osi. Gdy pierscient jest nieruchomy, igietka ustawia sie
wzdluz skladowej poziomej pola magnetycznego Ziemi B. Pierscien wprowadzono w bardzo szybki
ruch obrotowy ze stalg predkoscia katowa w. O jaki kat odchylila sie igietka od swego
poczatkowego ustawienia? Opér pierscienia wynosi R.

606. Rownanie ruchu klocka ma postaé: Ma = N(1 — sin«), gdzie a jest
przyspieszeniem klocka, a N sila naprezenia nici. W ukladzie zwigzanym z klockiem
ciezarek porusza sie z przyspieszeniem a wzdluz prostej, ktéra tworzy z pionem kat «,
pod dziataniem silt przedstawionych na rysunku 3. Jego réwnanie ruchu ma postaé:
ma = m~/a? + g2 — N. Zachodzi zwiazek: tg o = a/g. Rozwiazujac przedstawione

M sin
(1 —sina)?’
607. Podczas obrotu pierécienia zmienia si¢ strumien pola magnetycznego Ziemi przez
jego powierzchnie i w chwili ¢ wynosi @ = 7r? B coswt. W pierscieniu powstaje prad

2
B
indukcyjny o natezeniu I = T D% sinwt. Prad ten wytwarza pole magnetyczne,

réwnania, otrzymujmy mase ciezarka: m =

ktorego wektor indukcji w srodku pierscienia jest prostopadly do plaszczyzny

T . S . » mrBw
pierscienia, obraca si¢ razem z pierécieniem i ma wartosé B; = Hog = Ho—5p
T
Igietka magnetyczna ustawi sie wzdluz wypadkowego, usrednionego w czasie pola
magnetycznego. Aby je wyznaczyé, rozktadamy wektor By na sktadowe — réwnolegla

i prostopadta do wektora B (rys. 4). Sktadowe maja wartosci

sin wt.

B B
B = By coswt = % sin2wt, B, = Bisinwt= %(1 — cos 2wt).
Po uérednieniu po czasie sktadowa rownolegta znika, wartosé érednia sktadowej
_ pomrBw

prostopadlej wynosi (B ) = . Igietka magnetyczna odchyla sie od pierwotnego
(B1)  pomrw

kierunku o kat ¢ (rys. 5), gdzie tg o = B i
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 717, 718

Redaguje Marcin E. KUCZMA

®
-

717. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |XBCA| =2 - |<CAB|. Odcinek CD
(o kohicu D € AB) jest dwusieczna kata BC'A. Punkt S jest srodkiem okregu,
stycznego zewnetrznie do okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BC'D oraz
stycznego do polprostej CA™. Udowodnié, ze proste AB i C'S sa prostopadte.

718. Dowiesé¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢, d zachodzi

réwnosé

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2016

.b-c-d
la,b, ¢, d] = %

- (a,b,¢)(a,b,d) - (a,c,d) - (b,c,d)

(a7 b7 C7 d)
Nawias kwadratowy oznacza najmniejszg wspolna wielokrotnosé, zas nawias

(Cl, b) ' (a’ C) ’ (a7d) ' (b7 C) ’ (bv d) ’ (C, d)

D a C
okragly — najwiekszy wspélny dzielnik liczb ujetych w éw nawias.
Zadanie 718 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.
Rozwigzania zadai z numeru 11/2015

G c
F Przypominamy tresé zadan:
709. Na bokach AB i BC kwadratu ABCD leza (odpowiednio) takie punkty E i F, za$ wewnatrz
c c b tego kwadratu znajduje si¢ taki punkt G, ze FG L BC, EF L BG, EG L AF, BG 1 AG.

Sporzadzony odrecznie rysunek sugeruje, ze trapez ABFG pokrywa okolo 40% powierzchni
kwadratu ABCD. Czy jest to réwnosé¢é dokladna?

A C £ a—¢ B 710. Ciag (ay) jest okres§lony wzorem rekurencyjnym: an41 = an + Ina,; wyraz poczatkowy ag
jest dowolng liczbg wigkszg od 1. Udowodnié, ze ciag (a,) jest asymptotycznie réwny ciggowi (by,)
o wyrazach b, = nlnn; to znaczy, lim a,/b, = 1.

n—oo

709. Nie — ale niewiele brakuje. Oznaczmy: |AB| = a, |BF|=1b, |AE| = c¢. Z podanych
warunkéw wynika, ze czworokat AEF'G jest réwnoleglobokiem o przekatnych
prostopadlych, czyli rombem. Tréjkaty EBF i AGB sa podobne. Stad

|EB|: |[EF| = |AG|: |AB], czyli (a — ¢)/c = ¢/a. Z tego réwnania wyznaczamy

¢ = a(v/5 —1)/2. Z tréjkata prostokatnego EBF dostajemy

b2 2

=c? —(a—c)? = a*(v/5 — 2). Pole trapezu ABFG wynosi b(a + ¢)/2 = ka?, gdzie
k=+/V5-2(v/5+1)/4 € (0,39; 0,40).

710. Bedziemy korzysta¢ — podobnie, jak w rozwigzaniach
zadan 654 i 662 (Delta 5/2013, 9/2013) — z twierdzenia
Stolza, ktére méwi, ze jesli (yn) jest ciagiem rosngcym

do nieskoniczonosci, wéwczas réwnosé

(1) lim 2% = ljm 2ol = on

n—oo Yn n—oo Yn+1 — Yn
zachodzi dla kazdego ciagu (z, ), dla ktérego granica
po prawej stronie istnieje. Poniewaz b, = nlnn — oo
rosnaco, twierdzenie ma szanse zadzialaé — warto zajaé sie
ciggiem o wyrazach ¢, /d,, gdzie

Cn = Un+1 — Gn, = Inay,,

An ::nlnn+1.
n

dn = bpt1 — bp = Ap +1In(n + 1),

Jedli wykazemy, ze cn/dn — 1, wzér (1) (dla z, = an,
Yn = bp) da wynik an /b, — 1 i zakoficzy rozwiazanie.
Ponownie uzyjemy twierdzenia (1) (dla xn = cn, Yn = dn);
cigg \p, = ln((l + %)") jest rosnacy, wiec d,, — 0o rosngco.
Chcemy dowiesé, ze liczba 1 jest granica ciagu o wyrazach

In(an + ¢n) —lnay

Cn+1 — Cn
2 =
( dn+1 - dn

1n(1 + (cn/an))
(/\n+1 - /\n) + ln(l + %H) '

Wszystkie liczby a, sa wigksze od 1 (oczywista indukeja);
ich logarytmy sa dodatnie, wobec czego ciag (a) jest
rosnacy — ma zatem granice (skoniczong lub nie). Granica
skonczona musiataby by¢ liczba g > 1, spelniajaca réwnanie
g +1Ing = g, co nie jest mozliwe. Tak wiec a, — o0;

co za tym idzie, ¢n/an = (Ina,)/an — 0. Korzystajac

23

(st +I(n+2)) = (An+In(n+1))

In(1+1¢)

ze znanej relacji granicznej lim =1, mozemy teraz
t—0

napisaé

Cn\ Cn 1 o 1
1“(”@)_7" an’ 1n(1+n+1)_6n n+1’

gdzie v, — 1, 0, — 1, i przepisaé wyrazenie (2) w postaci
(3) Cntl —Cn Tn (n+1en
dn+1 - dn - (n + 1)(An+l - >\n) + (Sn an '
Z nieco bardziej subtelnej relacji granicznej
In(1+t) =t — 1t* + o(t*) (przy t — 0) mozemy
wywnioskowaé, ze
1 1
A1 — An = (n+ 1)111(1 + 7) — nln(l + E) =

n+1
S S N 6N
T 2(n+1)  2n n)’

a stad (n+ 1)(Any1 — An) — 0. Zatem caly pierwszy czynnik
iloczynu po prawej stronie wzoru (3) dazy do 1. Pozostaje
dowies¢, ze drugi czynnik tez — czyli ze

. an/Cn
@ 1
Jeszcze raz skorzystamy ze wzoru Stolza (1), tym razem
biorac z, = an/cn, Yn = n+ 1. Granica po lewej stronie (4)
bedzie réwna granicy lim(z,4+1 — ), jesli ta ostatnia istnieje.
Skoro ¢nt+1 = ¢n + In(1 + (cn/an)) = cn(l + yn/an), zatem

ot g = Gndl G GnFCn  Gn
nH " Cn41 Cn Cn(]- +'Yn/an) Cn
= 71 — ’yn/cn — 1
1+'}’n/an

(bo ¥n — 1, an — 00, ¢n — o0). To dowodzi stusznosci
tezy (4), wiec i tezy zadania.



Prosto z nieba: Poprzeczka w podczerwieni

Kazde dziecko wie, ze nasza Galaktyka jest galaktyka
spiralna, podobna do pobliskiej M31, czyli Wielkiej
Mglawicy w Andromedzie. Wedlug systemu klasyfikacji
galaktyk zaproponowanego w 1936 roku przez

Edwina Hubble’a, ktéry bierze przede wszystkim

pod uwage ksztalt, nasza Galaktyka jest obiektem
spiralnym z wieloma ramionami i centralng ,,poprzeczka”
(typ Sb, czyli spiral-barred). Ksztalt danej galaktyki jest
zwiazany z populacjami i wiekiem gwiazd, ktore ja tworza,
na przykltad ptaskie galaktyki spiralne sa wzglednie mtode
i zawierajg wiele regionéw gwiazdotworczych, a galaktyki
eliptyczne skladaja sie gltéwnie ze starych gwiazd.

7 powodu naszego polozenia w dysku Galaktyki, okreslenie
jej ksztaltu ,z wewnatrz” jest zadaniem trudniejszym, niz
si¢ na pierwszy rzut oka wydaje. Astronomowie gromadza
te wiedze poprzez pracowite obserwacje gwiazdowego
otoczenia Ukladu Stonecznego i analize ruchu gwiazd.
Istnienie poprzeczki w centralnym zgrubieniu Galaktyki

(w miejscu, w ktérym spotykaja sie¢ ramiona spiralne)

bylo hipoteza do polowy ubiegtego dziesigciolecia, i dopiero
bardzo dobre obserwacje teleskopu Spitzera udowodnity, ze
poprzeczka jest nawet wieksza, niz uprzednio przypuszczano.
Projektem zajmujacym sie wylacznie badaniem Galaktyki
jest przeglad VVV (Vista Variables in the Via Lactea).
VVV obserwuje centralne czesci Galaktyki w promieniowaniu
podczerwonym. Stanowi on przedsigwzigcie Europejskiego
Obserwatorium Poludniowego (ESO), uzywajace

Niebo w marcu

Tegoroczny marzec to miesiac obfitujacy w za¢mienia, cho¢
dostepne tylko dla mitosnikéw dalekich podrézy. Podczas
naszej nocy z 8 na 9 marca mieszkancy wschodniej Azji,
poéinocno-zachodniej Australii oraz péinocnej Oceanii
beda obserwowaé zaé¢mienie Stonca. Kto zatem chcialby
uczestniczy¢ w tym wydarzeniu, powinien szuka¢ biletow
lotniczych na Borneo lub Sumatre. W tym miesiacu

(23 IIT) wystapi réwniez zaémienie Ksiezyca. Niestety
takze w tym przypadku, u nas niewidoczne. Zobacza je
mieszkancy obu Ameryk, Azji i Australii. Na stronie
http://www.timeanddate.com mozna znalez¢ dokladne
obszary, na ktérych mogliby$my podziwiaé¢ zac¢mienie
Stonca lub Ksiezyca.

Dla 0s6b lubigcych obserwacje planet polecamy szczegdlnie
pierwsza potowe miesiaca, czyli okolice nowiu Ksiezyca

(9 III). Jesli natomiast pogoda dopisze przez caly miesiac,
bedzie mozna wykonaé obserwacje lub astrofotografie
bliskich spotkan pieciu planet Ukladu Stonecznego

z Ksiezycem. Na poczatku miesiaca, 2 III, Saturn (0,5™)
znajdzie sie 4° od Ksiezyca — najkorzystniej obserwowaé to
nad ranem. Nalezy patrze¢ w kierunku potudniowym,
miedzy gwiazdozbiorami Wezownika, Strzelca i Skorpiona.
Juz 7 III Wenus (—3,9™) bedzie réwnie blisko Ksiezyca.
Mimo iz jest tak jasna, réwniez polecam obserwowanie jej
tuz przed wschodem Stonca, na wschodnim niebie, na tle
gwiazdozbioru Wodnika. Kolejna planeta, ktéra mozna
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teleskopu VISTA (Visible and Infrared Survey Telescope
for Astronomy w Obserwatorium Paranal w Chile).

Polska jest cztonkiem ESO od 2014 roku — oznacza to, ze
polscy astronomowie maja dostep do najlepszych na swiecie
instrumentéw obserwacyjnych astronomii naziemnej.

Jednym z niedawnych odkry¢ jest obserwacja mlodej
populacji gwiazd zmiennych, ktére wchodza w sktad
poprzednio nieznanego sktadnika centralnego zgrubienia.
Zespol VVV wykonywal obserwacje gwiazd pulsujacych
typu d Cephei (klasycznych cefeid), ktére $wietnie nadaja
si¢ do pomiaru odlegltosci, poniewaz zmiana ich jasnosci jest
funkcja okresu pulsacji. Wéréd 655 gwiazd znaleziono 35,
ktérych wiek oszacowano na mniej niz 100 milionéw lat,
przy czym najmlodsza ma jedynie 25 milionéw lat.
Odkrycie oznacza, ze w samym centrum Galaktyki znajduja
sie obszary, w ktérych wcigz powstajg nowe gwiazdy.
Pomiary odlegtosci do cefeid umozliwity natomiast
okreslenie ich rozmieszczenia w przestrzeni — gwiazdy
tworza cienki dysk umieszczony wzdluz gléwnego
zgrubienia. Ta subtelna struktura zostata zauwazona
dopiero teraz, poniewaz centrum Galaktyki spowite jest
gestymi chmurami pylowymi, ktore pochtaniaja
promieniowanie — VISTA ma dostatecznie dobra
rozdzielczo$¢ w podczerwieni i odpowiednio duze pole
widzenia, by z sukcesem badaé¢ ten niezwykle ciekawy
fragment naszego kosmicznego otoczenia.

Michat BEJGER

podziwia¢ w poblizu Ksiezyca, jest Uran, ktory 11 IIT
zblizy sie na odlegtosé 1,9° do naszego naturalnego satelity.
Przedostatnia planeta Ukladu Slonecznego bedzie miata
wtedy jasno$é¢ 5,9™, zatem do jej obserwacji warto
wykorzystac¢ lornetke lub przeniesé sie na tereny dalekie

od miasta. Urana zobaczymy w godzinach wieczornych,
spogladajac w kierunku zachodnim w okolice
gwiazdozbiorow Wieloryba, Barana i Ryb.

W noc poprzedzajaca pelnig, czyli 22 111, Jowisz znajdzie si¢
2° od Ksiezyca. Tego jasno swiecacego (—2,5™) gazowego
olbrzyma obserwowaé bedzie mozna przez cala noc

w okolicach gwiazdozbioréw Panny, Lwa i Sekstansu. Pod
koniec miesiaca (28 IIT) Mars znajdzie si¢ 4° w kierunku
potudniowym od Ksiezyca. Wyraznie czerwona planete

o jasnoéci 0,2™ ujrzymy w gwiazdozbiorze Skorpiona —
najlepiej obserwowaé ja w drugiej potowie nocy. Kto
przegapil obserwacje Saturna z powodu np. ztej pogody,
bedzie mieé¢ na to okazje ponownie 29 III, kiedy to znéw
nastapi druga koniunkcja Ksiezyc—Saturn (separacja 3°).

Planujac obserwacje warto pamietaé o zmianie czasu

7z zimowego na letni, ktéra nastapi w nocy 26/27 III. Choé
noce stana si¢ coraz krotsze, 20 III rozpoczynamy
astronomiczng wiosne, zatem cieplejsza pogoda umozliwi
obserwacje rowniez tym, ktérych odstraszajg diugie

i mrozne zimowe noce.

Karolina BAKOWSKA
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w—k+s=2

Oznaczmy przez w, k, s liczby odpowiednio wierzchotkéw, krawedzi i Scian
wieloscianu. W kazdym wierzchotku schodza si¢ co najmniej trzy konce krawedzi
i kazda krawedZ ma dwa konce, zatem 2k > 3w. Podobnie kazda Sciana ma

co najmniej trzy boki, a kazda krawedz nalezy do dwdch écian, wiec 2k > 3s.

Joanna JASZUNSKA

< Ponadto jesli wieloScian jest wypukly, zachodzi wzor Fulera: w —k + s = 2.

<

Wzér ten zachodzi réwniez dla spdjnych graféw planarnych (wiecej o tym w deltoidzie 8/2011).
Na stronie http://www.ics.uci.edu/ eppstein/junkyard/euler spisano 20 jego dowodow.

Mozna wykazac¢, ze jesli dodatnie liczby catkowite w, k, s spelniaja powyzsze trzy warunki oraz w > 4, to istnieje wieloScian wypukly
o w wierzchotkach, k krawedziach i s §cianach. Dowéd tego i podobnych faktéw opisano w Delcie 8/2015.

1. Czy istnieje wielodcian o 333 $cianach, z ktérych kazda
jest trojkatem?

2. Czy istnieje wielo$cian o 7 krawedziach?

3. Czy istnieje wieloscian wypukly majacy k krawedzi
oraz plaszczyzna nie przechodzaca przez zaden z jego
wierzchotkéw i przecinajaca r krawedzi, przy czym

3r > 2k7

4. Czy istnieje wielogcian wypukly, w ktérym wks = 397

5. Udowodnij, ze w kazdym wieloscianie wypuklym
2w—s>4,2s—w >4, 3w—k > 6 oraz 3k —w > 6.

6. Pewien wieloécian wypukly ma w wierzchotkéw. Oblicz
sume katéw plaskich wszystkich jego $cian.

7. Udowodnij, ze kazdy wieloScian wypukly ma $ciane
tréjkatng lub naroze tréjscienne.

8. Wykaz, ze w kazdym wieloScianie wypuklym suma liczby
Scian tréjkatnych i liczby narozy trdjéciennych jest wieksza
lub réwna 8.

9. Krawiec ma worek ptaskich pigciokatéw foremnych

o boku 1 oraz worek plaskich szesciokatéw foremnych
o boku 1. Jakie wieloSciany wypukle moze z nich uszy¢?

10. Jakie istnieja wieloSciany foremne wypukie?

Rozwigzania

R1. Jesli kazda $ciana jest trojkatem, to zachodzi réwnosé
2k = 3s = 3 - 333, co jest niemozliwe. [J

R2. Poniewaz 2k > 3w, wieloécian o 7 krawedziach mialby
najwyzej 4 wierzchotki, a wiec najwyzej 6 krawedzi —
sprzecznoscé. [

R3. Jesli plaszczyzna przecina r krawedzi, to przekrdj ma
r bokéw i plaszczyzna ta przecina takze r réznych Scian
(bo wielo$cian jest wypukly). Stad s > r, wiec

2k > 3s > 3r, zatem niemozliwe, by 3r > 2k. [J

RA4. Jesli wks jest liczba nieparzysta, to liczby w, k, s sa
nieparzyste, a wiec niemozliwe, by w — k+s=2. 0

R5. Na mocy wzoru Eulera oraz nieréwnosci 2k > 3s
uzyskujemy 2w —s=2-(24+k—3)—s=4+2k—3s > 4.
Pozostalych nieréwnosci dowodzimy analogicznie. [J

R6. Niech k; oznacza liczbe krawedzi Sciany i dla
i=1,2,...,s wowczas k1 + ko + ...+ ks = 2k.

Suma katéw plaskich Scian wieloScianu rowna jest
S

S
3 (ki - 2) - 180°) = (Z ki — 23) L180° =
i=1 i=1
= (2k — 2s5) - 180° = (k — s) - 360° = (w — 2) - 360°. O
R7. Jesli nie ma, to 2k > 4s oraz 2k > 4w, zatem
2:wfk+s<§fk+§:0, sprzecznoscé. [J
R8. Oznaczmy przez s; liczbe Scian i-katnych, a przez w;
liczbe narozy i-Sciennych (i > 3).

Wtedy s=s3+s4+s5+ ..., w=w3z+wg+ws+...,
2k = 3s3 +4s4 + bss + ... oraz 2k = 3ws + 4wy + dws + . ..

Stad
w3+ s3 > ws+ 53+ 3wz +4(ws +ws+...) —2k+
+3s3+4(sa+s5+...)—2k =
= 4(ws+wg+ws+...)—4k+4(ss+s4+s5+...) =
=4(w—k+s)=28.

R9. Jesli wielo$cian ma p $cian pieciokatnych
i q szesciokatnych, to s = p + ¢ oraz 2k = 5p + 6q.
Wielokaty sa foremne, zatem w kazdym wierzchotku
schodzg sie po trzy. Stad 2k = 3w, czyli 3w = 5p + 6q,
a wiec
dmw—kts= 200 SpHOe,
3 2 »

1
= 5 (10p+12g — 15p — 18¢ + 6p + 6¢) = ¢

Zatem p = 12 — wieloscian ma 12 $cian pieciokatnych.

Pozostawiamy Czytelnikom uzasadnienie, ze krawiec moze
uszy¢ tylko dwunastosciany foremne i pitki nozne. [J

R10. Szukamy wielo$cianéw wypuklych zbudowanych
z n-katéw foremnych, po p w kazdym wierzchotku. Oznacza
to, ze 2k = ns oraz 2k = pw. Wobec tego
2k 2k 1 1 1 1
2=w—k+s=——-k+—, czyli -+ -=-+—,
p n 2 k p n

przy czym n,p > 3. Réwnanie to ma pie¢ rozwiazan.

Skadinad znamy pie¢ wieloscianéw foremnych:

dla (n,p) = (3, 3) czworoscian, (4,3) — szeScian,

(3,4) — o$miodcian, (5,3) — dwunastoscian

i(3,5) — dwudziestoécian. Powyzsze rozumowanie wskazuje,
ze wiecej ich by¢ nie moze. [

Zadania domowe

Zadanie 3 pochodzi z XLIX Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 6 z Ligi
Zadaniowej Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow.
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11. Czy istnieje wieloécian wypukly o czworokatnych Scianach i o 25 krawedziach?

12. Wykaz, ze kazdy wieloscian wypukly ma wierzcholek o mniej niz 6 krawedziach
oraz $ciane o mniej niz 6 bokach.



