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Newtonowskie intuicje dla fal grawitacyjnych

Masy zakrzywiajq czasoprzestrzen,
czasoprzestrzen wplywa na ruch mas.

John A. Wheeler

Obraz ten nalezy poréwnaé z grawitacja
newtonowska — absolutng, euklidesowa
przestrzenia, w ktorej na masywne ciata
dziala natychmiastowa sita.

Statyczny rozklad tadunkéw

(w przypadku elektromagnetyzmu) lub
mas (w przypadku grawitacji) nie jest
zrédtem promieniowania. Dla przyktadu,
radialna zaleznosé pola
elektromagnetycznego dla statycznego
2l—pola to 1/7"2“, czyli juz dla rozkltadu

monopolowego (I = 0) zanika zbyt szybko.

Zmiany momentéw monopolowego

M = fp(r)d3x oraz dipolowego mas

P; = f p(!‘)widgw nie prowadza do emisji
fal grawitacyjnych. Zmienno$é
elektrycznego momentu dipolowego

Pf = fp"‘ (r)z;d®z nie jest ograniczona
zasadami zachowania, dlatego
dominujgcym skladnikiem

promieniowania elektromagnetycznego
jest promieniowanie dipolowe.

Michal BEJGER

Wedlug ogdlnej teorii wzglednoéci grawitacja jest skutkiem zakrzywiania

si¢ czterowymiarowej czasoprzestrzeni wokoél masywnych obiektow.

Mniej masywne ciala poruszaja si¢ wokol bardziej masywnych po liniach
geodezyjnych (liniach ,najprostszych” w zakrzywionej przestrzeni), co np.

w przypadku planet w Ukladzie Stonecznym daje wrazenie ruchu po orbitach
eliptycznych. Na swobodnie poruszajace sie ciala nie dziala zadna silta: ich
trajektorie sa wynikiem geometrii. Dodatkowo, ogdélna teoria wzglednosci ma
wbudowane ograniczenie predkosci. Wszelkie informacje o zmianie krzywizny
rozprzestrzeniaja sie z predkodcig $wiatla. O zmianach tych mozna myé$leé

jak o zmiennej w czasie odlegtosci czasoprzestrzennej pomiedzy zdarzeniami.
Odlegloéé ta, czyli czterowymiarowy interwal ds definiuje sie, uzywajac

tensora metrycznego gog, ds? = gasdr®dx? (zakres o, 3 =0,...,3 odpowiada
jednemu wymiarowi czasowemu i trzem przestrzennym, a powtarzajace sie
indeksy oznaczaja sumowanie w tym zakresie). Skladowe gop w ogdlnym
przypadku moga mie¢ skomplikowana postaé¢ zalezna od rozmieszczenia
zakrzywiajacych czasoprzestrzen mas. Dla ilustracji rozwazmy przypadek pustej
czasoprzestrzeni (czasoprzestrzeni Minkowskiego, z dala od jakichkolwiek mas),
z dodanym drobnym zaburzeniem. Interwal czasoprzestrzenny jest wtedy réwny
ds? = (Nap + hap)dz®dz?, gdzie nypdz®dz? = —cdt? + da? + dy? + dz? jest
czterowymiarows, ,,odlegloscia” w pustej przestrzeni, a hagdxo‘dxﬁ jej niewielkim
zaburzeniem. Wkrétce po ogloszeniu ogolnej teorii wzglednosci, w 1916 roku
Albert Einstein stwierdzil, ze w przypadku przedstawionym powyzej jego
réwnania przyjmuja postaé¢ réwnania falowego, ktérego rozwiazaniem jest owo
matle zaburzenie h: fala grawitacyjna. Ma ono pare cech podobnych do fal
elektromagnetycznych: ma charakter fali poprzecznej i ma (dwie) niezalezne
polaryzacje. Przez nastepne kilkadziesiat lat istniata powazna kontrowersja, czy
rozwiazaniom tym odpowiada zjawisko fizyczne, czy raczej sa efektem doboru
wspolrzednych. Kontrowersja zostala rozwiana na przetomie lat 50. i 60. przez
Feliksa Piraniego, Hermana Bondiego, Ivora Robinsona i Andrzeja Trautmana
na korzys$¢ prawdziwosci hipotezy fal grawitacyjnych.

Realne promieniowanie jest zwiazane z transportem energii; w szczegolnosci fale
powinny moéc przenosi¢ energie od zrédta do nieskoniczonosci. Jesli amplituda
pola zwiazanego z (dla uproszczenia) sferyczna fala w odleglosci r od zrédla
jest réwna h(r), to strumien energii przez sferyczna powierzchnie wynosi

F(r) o< h*(r), a calkowita moc promieniowania (jasnos¢) jest proporcjonalna
do L(r) o< 47r?h?(r). Jako Zze energia musi byé¢ zachowana, amplituda h(r)
musi maleé¢ z odlegloscia jak 1/r. W przypadku detektoréw fal grawitacyjnych
typu laserowych interferometréw Advanced LIGO i Advanced Virgo, ktore
mierza wlasnie amplitude fali h, mierzona jest wzgledna réznica réznic
dtugosci prostopadlych ramion interferometru, h = AL, — AL, = AL/L,
gdzie L jest dlugoscia ramienia (wigcej szcezegdtéw w artykule Izy Kowalskiej
w Delcie 10/2010). Zalezno$é h od odwrotnosci odleglosci przeklada sie na
daleko wiekszy zasieg w poréwnaniu do tradycyjnych metod obserwacji,

w ktérych wartoécia mierzona jest energia proporcjonalna do h2. Poprawa
czutosci o rzad wielkosci oznacza dziesigciokrotnie dalszy zasieg w pordéwnaniu
do okolo trzykrotnie wickszego zasiegu np. teleskopéw optycznych.

Przez analogie do elektromagnetyzmu, w ktérym promieniowanie
elektromagnetyczne jest skutkiem przyépieszonego ruchu tadunkdw
elektrycznych, Zrédlem promieniowania grawitacyjnego powinien by¢
przys$pieszony ruch mas. Do promieniowania nie wystarczy jednak samo istnienie
tadunku (masy). Dla ukladu mas opisanego rozkladem gestosci p(r), gdzie |r|
to radialna odleglosé od poczatku ukladu odniesienia (np. srodka masy),
najprostszym momentem rozkladu jest monopol M, ktéry jest po prostu
calkowita masa-energia uktadu. Jego zmiana oznaczalaby nieprzestrzeganie
zasady zachowania masy-energii. Réwniez zmienny moment dipolowy mas P;
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G = 6,67408 - 10~ [m®kg~1s72],
c = 299792458 [ms™'].

Orbitalna predkos$é obrotowa w wiaze sie
z parametrami orbity poprzez trzecie
prawo Keplera,

GM = w?a®,
gdzie M = mjy + mg jest calkowita masa

ukladu. Réwnanie biegunowe orbity
eliptycznej ma postaé

a (1 — 62)
1+ ecosf’
gdzie a to potos wielka, a e to

ekscentrycznosé orbity. Gdy e = 0 (orbita
jest kotem), to r = a.

r(0) =

Jesli przyjmiemy, ze orbita uktadu
znajduje si¢ w plaszczyznie xy, to

pa

rp = 55 X (cos0,sin6,0),

ro = —% X (cos @,sin6,0),
gdzie 0 = wt jest wspélrzedna katowa
okreslajaca polozenie cial. Niezerowe
sktadowe macierzy tensora I;; beda
nastepujace:

Ly = 4o2 (1 + cos (2wt))
zx D) )

2
Iy, = ”; (1 — cos (2wt)) ,

2
Iy = Iy, = 55— sin (2wt) .

Charakterystyczna czestotliwoscia
promieniowania fal grawitacyjnych ukladu
podwdjnego jest zatem 2w.

nie moze by¢ zrédlem promieniowania grawitacyjnego, poniewaz z definicji
odpowiada srodkowi masy ukladu; zmiennosé oznaczataby ztamanie zasady
zachowania pedu. Najnizszym ,,promieniujacym” multipolem w teorii grawitacji
jest zatem kwadrupol, I;; = [ p(r)xix]-d3x7 z ktorym nie wiaza sie zadne zasady
zachowania. Powyzsze rozwazania oznaczaja, ze sferycznie symetryczny ruch
mas, np. kolaps albo eksplozja, nie wywoluje emisji fal grawitacyjnych. To
samo dotyczy osiowo symetrycznej rotujacej gwiazdy. Dobrymi zrédtami fal sa
natomiast niesferyczne wybuchy supernowych, rotujace zdeformowane gwiazdy
neutronowe oraz uktady podwdéjne gwiazd lub czarnych dziur.

Wielkos¢ amplitudy fali grawitacyjnej h mozna oszacowaé za pomoca

analizy wymiarowej. Z definicji h jest wielkoscig bezwymiarowa i, jak

wynika z powyzszych rozwazan, odwrotnie proporcjonalng do odleglosci od
zrédta. Powinna tez by¢ zwiazana z momentem kwadrupolowym, ktérego
jednostki to [kgm?]. Wiemy takze, ze w wyrazeniu powinna pojawié sie

druga pochodna, odpowiadajaca przyspieszonemu ruchowi mas, niech

zatem h o< (1/r) 0?(M R?)/0t?. Jednostki tego wyrazenia to kgms™2]. By
dostaé¢ wielko$é bezwymiarowa, nalezy odpowiednio dobra¢ potegi stalych
fizycznych wystepujace w problemie: stala grawitacji G oraz predkosé¢ swiatla c.
Bezwymiarowe h otrzymamy dla wspétczynnika proporcjonalnogei réwnego G /c?.
Jest to bardzo mata liczba, 8,26244528 - 10745 [m~'kg~1s?], co oznacza, ze
zrodtami fal o duzej amplitudzie moga by¢ tylko szybko poruszajace sie,
masywne ciala. Rozwazmy uklad podwoéjny mas m; i me oddalonych o a
(separacji a) na orbicie kolowej. Oszacowanie h mozna przepisaé dla takiego
ukladu, zamieniajac M R? na ua? i przyjmujac, ze M jest calkowita, a u =
(mymg) /M zredukowana masa ukladu. Mozna tez przyjaé, ze druga pochodna
0?%/0t? jest proporcjonalna do orbitalnej predkosci obrotowej w?. Korzystajac

z trzeciego prawa Keplera (patrz obok), dostaniemy

b~ G*1Mp _ iﬂ)’lM?Buw?/?{

T ctroa ctr
Dla przyktadu, rzad wielkos$ci h w przypadku dwoch gwiazd neutronowych
o podobnych masach (mi = mgy ~ 1,4 Mg, M?/3 = M>/3/4) jest nastepujacy:

1 1022 (100 Mpe A
- r 100 Hz 2,8 M, '

Charakterystyczna wzgledna amplituda h = AL/L = 10~?2 odpowiada pomiarowi
odleglosci Stonce-Saturn z doktadnosciag do rozmiaru atomu! Uzywajac
argumentéw newtonowskich, dostaliSmy przyblizenie kwadrupolowe amplitudy h,
poprawne dla uktadow, w ktérych predkosci nie sa bliskie predkosci $wiatta. Po
raz pierwszy sformulowal je w 1918 roku Albert Einstein:

2G .

hij =1
J C47‘ J

(dwie kropki oznaczaja druga pochodna wzgledem czasu). Amplituda h jest
wiec bezposrednio zwiazana z niesymetryczna czeScia energii kinetycznej
uktadu: h o< QY™ /r. Z powyzszego i notki na marginesie widaé tez, ze h jest
proporcjonalna do momentu kwadrupolowego (I o pa?) oraz w?. Z rozwazai

o strumieniu energii wiemy natomiast, ze jasno$¢ ukladu (moc promieniowania
fal) L jest funkcja h? o< 12, oraz w w pewnej potedze. Uzywajac analizy
wymiarowej (o ktérej wiecej napiszemy w nastepnym numerze), dostajemy

dEcw G 5 ¢ & [(R\* (v’
L— S <) (Y
a Y e\ e c)’

gdzie Eqw jest energia fali grawitacyjnej, Ry, = 2GM/c? jest promieniem
Schwarzschilda czarnej dziury o masie M, a v = w/a jest predkoscia liniowa
masy M na orbicie o promieniu a. Czynnik proporcjonalnosci wynosi 32/5.
Druga wersja réwnania pokazuje dobitnie, ze moc emitowana przez uklad
podwdjny o rozmiarze poréwnywalnym z Ry i orbitujacym z predkoscia

bliska predkoéci $wiatta jest ogromna: czynnik ¢®/G wynosi 3,9 - 1052 W. Dla
poréwnania zwyczajne uklady podwdjne sa bardzo stabymi zrédtami fal. Ukltad
Ziemia-Stonice emituje okolo 200 W (calkowita emisja elektromagnetyczna
Storica to okoto 4 - 10?6 W).
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Przyktadowy éwierk, czyli ewolucja

w czasie amplitudy i czestotliwosci fali
grawitacyjnej emitowanej przez
zaciedniajacy si¢ uklad podwdjny.

Masy skladnikéw — czarnych dziur —
w przypadku sygnatu GW150914
obliczono na 36 Mg i 29 Mg, a dla
GW151226 na 14,2 M i 7,5 M.

Fale emitowane sa na koszt zmniejszania orbitalnej energii uktadu,
Eo, = —Gmyms/(2a). Poréwnanie zmiany Eq,1, i Egw daje

dEorb _ GmlmQ L dEGW

dt 202 T dt
Uzywajac trzeciego prawa Keplera oraz wynikajacej z niego pochodnej
a = —2aw/ (3w), mozna otrzymaé zaleznosé¢ miedzy masami skladnikéw oraz
orbitalng predkoscig obrotowa i jej pochodna:

96 w!l 96 ° w!l
.3 5 3872 _ 5445
w—<5) C15GHM—<5) C15(},/\/1.

Kombinacje mas M = (,u?’MQ)l/5 = (m1m2)®®/(m1 + m2)Y/5 nazywa sie

masq cwierku przez analogie do podobnego w charakterze zachowania sie
czestotliwodcei 1 amplitudy odglosu ptakdéw; predkosé orbitalna oraz amplituda
roénie (h oc M®/3w?/3), podczas gdy separacja ukladu a maleje. Mase éwierku M
mozna obliczyé¢ wprost z czestotliwosci fal grawitacyjnych fow (o czestotliwosei
dwukrotnie wigkszej niz orbitalna, 27 faw = 2w) w detektorze:

S5 gum 113 K
M= IS} %W Jfow' fow .
W potlaczeniu z réwniez mierzona bezposrednio przez detektor amplituda i mase

¢wierku mozna wykorzysta¢ do obliczenia odlegtosci do zrédia:

. 0 cfow
9672 h i

Metoda ta jest zupelnie niezalezna od tradycyjnie uzywanych do tej pory przez
astronomow ,,drabin odlegltosci”, kalibrowanych poprzez tzw. Swiece standardowe
(np. cefeidy i supernowe typu Ia). W przyszlosci pomiary odleglosci wieloma
metodami naraz (np. jasnosci blyskéw gamma i fal grawitacyjnych przez nie
emitowanych) beda poréwnywane dla poprawienia kosmicznej skali odleglosci
i precyzyjnego wyznaczenia parametrow kosmologicznych, np. stalej Hubble’a.

Na koniec zastanéwmy sie, w jaki spos6b mozna otrzymaé¢ masy skladnikow
dwdéch dotychezas zarejestrowanych przez Advanced LIGO sygnaléw, GW150914
i GW151226. Po zmierzeniu masy ¢wierku (30 Mg dla GW150914 i 9 M, dla
GW151226) do dyspozycji pozostaje nam analiza przebiegu samego ¢wierku.

W obu obserwacjach sygnal urywa si¢ przy pewnej krytycznej czestosci fEvy-
W przypadku GW150914 f&,y to okolo 150 Hz (450 Hz dla GW151226). Nagte
przerwanie ¢wierku interpretowane jest jako zderzenie skladnikéw o skonczonych
rozmiarach i moment, w ktorym uklad podwdjny przestaje istnie¢. Ograniczenie
na rozmiar ukladu dostaniemy, zakladajac, ze sktadniki sa czarnymi dziurami

o promieniach Schwarzschilda. Zatem

2G
Rsl + RsQ = (372

(m1 +m2) = agin-
Krytyczna odleglto$é ag, wstawiamy do trzeciego prawa Keplera, dostajac

oszacowanie na sume mas

c? 1
AGTV2 féw
Dla GW150914 obliczone w ten sposéb M wynosi okolo 76 My, dla GW151226
dostajemy M = 25,4 M. Dokladne warto$ci mas ukladu, otrzymane przy
uzyciu ogdlnej teorii wzglednosei i symulacji numerycznych, to, odpowiednio,
65 Mg i 21 Mg (newtonowskie oszacowanie radzi sobie zatem calkiem nieZle,
jednak nie na tyle dobrze, by poprawnie okresli¢ masy sktadnikéw dla obu
sygnaléw poprzez rozwiazanie ukladu réwnan M i M). Alternatywna metoda
jest zalozenie, ze masy sktadnikéw sa podobne. Wtedy M = 26/5 M, i M = 70 M,
dla GW150914, oraz 20,7 Mg dla GW151226.

M =m;+mg =~

Masy koncowych czarnych dziur w obu przypadkach wynosza 62 M,
i 20 Mg . Gdzie podziala si¢ brakujaca masa? Zostala wyemitowana w falach
grawitacyjnych. Mozna ja obliczy¢ w nastepujacy sposéb. Calkowita energia
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ukladu dla separacji a sklada sie z przyczynkéw od masy spoczynkowej i energii

orbitalnej, Gmyms

2a

Zakladajac dla uproszczenia, ze m; = me, oraz ze koncowa separacja

afn = 2Rs = 4Gm; /c? (w rzeczywistodci uklad staje sie niestabilny dla nieco
wiekszych separacji) réznice energii miedzy stanem poczatkowym (a — o0)

i koricowym oceniamy na 6% calkowitej masy-energii (3,9 My dla GW150914
i1,3 Mg dla GW151226, w poréwnaniu do 3 Mg, i 1 Mg otrzymanych
wyrafinowanymi metodami). Wigkszo$¢ energii zostala wypromieniowana
podczas przemierzania kilku ostatnich orbit oraz podczas procesu tworzenia
koncowej czarnej dziury, ktérego nasz prosty model nie uwzglednia. W momencie
najwiegkszej ,, jasnoéci” emitowana moc w obu przypadkach wynosita okoto

1073 ¢°/G ~ 3 - 10* W (skladniki poruszaty si¢ z predkosciami mniejszymi

niz predkosé¢ $wiatla, w odleglosci wiekszej od promienia R, koncowej czarnej
dziury). Przewyzsza ona o rzedy wielkosci emisje nie tylko najwiekszych
dotychczas znanych kosmicznych katastrof — izotropowa emisja blyskéw gamma
to ,,jedynie” 10*7 W — ale takze sumaryczna emisje wszystkich gwiazd we
Wszechswiecie. Szacowana gwiazdowa jasnos¢ obserwowanego Wszechswiata,
zawierajacego okoto 10! galaktyk podobnych do Drogi Mlecznej, z ktérej
kazda sklada sie z okoto 10! gwiazd podobnych do Slonica, wynosi bowiem
okoto 4 - 108 W,

E= Ems + Eorb = (ml + m2) 02

5 ©
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Redaguje Lukasz BOZYK

M 1522. Na zbiorze dodatnich liczb calkowitych okreslone sa operacje
@ oraz ©, takie, ze dla kazdej pary a, b dodatnich liczb catkowitych zachodzi

aPad...ba=a®b,

b wystapien a

a ponadto & jest laczne, ® za$ przemienne. Czy wynika z tego, ze ¢ oraz ©
to ,,zwykle” dodawanie i mnozenie? Czy implikacja bedzie prawdziwa, jezeli
zalozenie o lacznosci operacji @ zastapimy zalozeniem o jej przemienno$ci?
Rozwiazanie na str. 7

M 1523. Wielokat wypukly zostal podzielony odcinkami na skoriczona liczbe
czworokatéw. Udowodnié, Zze co najmniej jeden z nich jest wypukly.
Rozwiazanie na str. 7

M 1524. Udowodnié, ze dla kazdego n > 1 istnieje ciag arytmetyczny n
dodatnich liczb catkowitych, z ktorych kazda jest podzielna przez sume swoich
cyfr (w zapisie dziesigtnym).

Wskazowka. W rozwiazaniu mozna skorzystaé¢ z twierdzenia o liczbach
pierwszych, na przyklad uzywajac szacowania m(z) < 2x/Inx, prawdziwego dla
dostatecznie duzych x, gdzie 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych
od z.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 923. W Uktladzie Stonecznym, poza planetami i ich ksiezycami, po orbitach
okotostonecznych porusza sie tez wiele mniejszych odtamkéw skalnych:
planetoid i meteoroidéw. Niektore z nich, gdy wpadaja do atmosfery ziemskiej,
obserwujemy jako meteory. Oszacuj, z jaka maksymalna predkoscia V' wzgledem
Ziemi takie odlamki moga wchodzi¢ do jej atmosfery. Przyjmij, ze masa Stonca
Mg = 2 -10%° kg, odlegto$é Ziemia-Stonice Rzs = 1,5 - 10! m, a stala grawitacji
G =6,67-10"11 Nm? /kg?.

Rozwiazanie na str. 8

F 924. Oszacuj, jaki jest minimalny promien okolostonecznej orbity zelaznego
meteoroidu, na ktorej pozostaje on jeszcze w stanie stalym. Temperatura
topnienia taenitu (mineratu, z ktérego sa zbudowane meteoroidy zelazne)

T, = 1700 K, promien Storica Rs = 7,0 - 108 m, temperatura powierzchni Slonca
Ts = 5800 K, a stala Boltzmanna o = 5,7 - 1078 Wm 2K 4.

Rozwiazanie na str. 9
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Jak krzywizna zzera przestrzen

Cytat z General Relativity Johna Archibalda Wheelera, ktéry zostal umieszczony
u géry marginesu artykutu Michata Bejgera, mozna przejrzyscie zilustrowadé
geometrycznie, gdy zajmiemy si¢ przestrzenia dwuwymiarowa.

Jak wiadomo, pole czaszy sferycznej to 2w Rh, gdzie R to promien sfery, a h to
wysokos¢ czaszy. Skorzystanie ze ,szkolnego” twierdzenia, ze przyprostokatna
w tréjkacie prostokatnym jest érednia geometryczna przeciwprostokatnej

i swojego rzutu na nia, pozwala na spostrzezenie, ze réwniez na sferze pole
kota dane jest wzorem 7r? — trzeba tylko pamietaé, ze owo r to przestrzenna
odleglos¢ srodka kota od brzegu, aby nie bylo nieporozumieni, oznaczmy ja
przez p (rys. 1). Faktycznie 2r Rh = 7w(2R)h = 7p2.

Dla mieszkancéw sfery taki promien nie ma sensu. Dla nich promieniem kota
na sferze jest tuk KL, oznaczmy jego dtugos¢ przez r, czyli jest to kat KOL
pomnozony przez R. Poniewaz <xKOL = 2xKML i p=2Rsin xKML, wiec

Rys. 1

p? = 4R%sin? x K ML = 2R%(1 — cos xKOL) = 2(1 — cos ;>R2,

zatem pole kola na sferze to 271'(1 — cos %)RQ.
W szczegdlnosei pole kola o promieniu r na sferze jednostkowej to 2m(1 — cosr).

Wracajac do Wheelera, musimy rozwazaé nie tylko powierzchnie majace statg
krzywizne dodatnia (jak sfera — jej krzywizna to 1/R?), ale i te, ktére maja
krzywizne ujemna. Przyzwoitych ,sfer” o stalej ujemnej krzywiznie w przestrzeni
trojwymiarowej nie ma. Ich najblizsza krewna jest pseudosfera (rys. 2),
powierzchnia powstala z obrotu traktrysy (rys. 3). Dlugo$é¢ wyznaczajacego
traktryse odcinka (oznaczmy ja przez R) nazywamy promieniem pseudosfery.
Jesli pominaé jej ,kant”, to pseudosfera ma wszedzie krzywizne réwna —1/R2.

Rozumowanie analogiczne do przeprowadzonego dla sfery
e el ______ _ (choé juz, niestety, bez ,szkolnego” wsparcia) pozwala
stwierdzié, ze pole kota o promieniu r na pseudosferze
jednostkowej to 2w (coshr — 1).

Zauwazmy, ze 2m(1 — cosr) < 7r? < 27(coshr — 1). W tym celu nalezy tylko
pamietaé, ze

' COS?“—l—ﬁ—f—ﬁ—ﬂ-l-ﬁ i coshr—l+r2+ﬁ+ﬁ+ﬁ+
Rys. 2 a 20 4 6 8 T 21 6 8l

Mamy wiec dla r > 0

. o (1 r2 ot 6 48 _ 9 ort  2r6 98 9
Ut ete )T T e T ) s

oraz
2ot g6 g8 o 2rt 206 28 )
27T<(1+2'++6'+8'+ )—1)=7T<7‘ +I+H+§+ .)>7TT.
Zatem kota na powierzchni o krzywiznie dodatniej maja mniejsze pole od kot
o S o tym samym promieniu na plaszczyznie, a kola na powierzchni o krzywiznie
Rys. 3. Traktrysa to krzywa, ktérej ujemnej — pola wieksze. Mozna to interpretowac tak, ze krzywizna dodatnia

odcinek stycznej od punktu stycznosci do  z7era powierzchnie, przyciagajac do siebie wszystko, a krzywizna ujemna
poziomej osi ma stala dlugosé. . . C 1. . . .

Mozna ja praktycznie zrealizowaé, rozpycha powierzchnie, wszystko od siebie odsuwajac. Fizycy lubia te
wedrujac po prostym krawezniku oddzialywania nazywaé grawitacja.

i ciggnac za sobg na sznurku zabawke.
Dla koneserow: traktrysa jest jedna

2 owolwont, krvywej Infienehowo;. I na koniec bardzo praktyczne spostrzezenie krawieckie. Typowa spodnica, gdy

jej ,nosicielka” obraca sie szybko w tancu, przybiera ksztalt zblizony do czaszy.
Ale gdy jest uszyta z pelnego klosza, przy szybkich obrotach utozy sie ptasko
na poziomie talii. Gdy wreszcie wszyjemy w nia jeszcze wiecej klinéw (tak sie
czesto szyje spodnice dla zespoléw folklorystycznych), przy obrotach bedzie
falowala, a jej brzeg bedzie nasladowal sinusoide. Przyklad, co to znaczy za
malo — a co za duzo materiatu, jest trafiony, ale chyba z tym przyciaganiem to —
w przypadku spédnic — jest nie catkiem tak, jak chcialby Wheeler.

Marek KORDOS



O samym Baconie wiadomo niewiele.
Wigkszo$¢ dat zwiazanych z jego zyciem
jest niepewna.

Opus Maius czytalem w przekladzie
Tadeusza Wlodarczyka.

*doktorant, Wydzial Chemii, Uniwersytet
Warszawski

(Trudne) poczatki mysli empirycznej
w trzynastowiecznej Europie
Mikotaj JEDRUSIAK*

Nie sposéb chyba wyobrazié¢ sobie procesu rozwoju wspdtczesnych $cistych nauk
przyrodniczych, ktéry pozbawiony bylby etapu eksperymentalnego poznawania
otaczajacego $wiata. Obecnie uznaje sie doswiadczenie za réwnoprawny

z czysto dedukcyjnym, rozumowym, etap w procesie tworzenia teorii naukowe;j.
Eksperyment pelni takze kluczowa role przy rozstrzyganiu i weryfikacji
poprawnosci postawionych hipotez i teorii.

W dziejach nauki europejskiej nie byl to jednak poglad dominujacy od zawsze.
O metodzie naukowej, w jej zblizonym do wspodlczesnego ksztalcie, mozna
mowi¢ poczawszy od XVI-XVII wieku. Okres wczesniejszy, od pierwszej polowy
XII do poczatku XV wieku, zdominowany byl przez scholastyczna metode
uprawiania nauk. Podejscie to charakteryzowato sie rozstrzyganiem problemow
za pomoca czysto spekulatywnej dyskusji, opartej na analizie tez wczesniejszych
uczonych, uznanych za autorytety w danej dziedzinie. Autorytetami tymi byli
na og6t, z pewnymi wyjatkami, chrzescijanscy uczeni i teologowie, starajacy

sie zaadaptowac¢ poglady filozoféw starozytnych i arabskich, zwlaszcza Platona
i Arystotelesa (oraz szeregu jego komentatoréw), do potrzeb dwezesnej mysli
chrzescijanskiej. Nie do konca prawdziwa jest, ukuta w epoce O$wiecenia,
popularna opinia, ze scholastyka byla szkola filozoficzna propagujaca ciemnote
i zabobon. Prawda jest natomiast istnienie w scholastyce dysproporcji miedzy
preferowanym podejsciem spekulatywnym, a tym opartym na eksperymencie.
Dysproporcja ta byla szczegdlnie widoczna w przypadku 6wczesnych nauk
»brzyrodniczych”, takich jak perspektywa, optyka, astronomia czy mechanika.

Jednym z pierwszych Europejczykéow wychowanych w kulturze Zachodu,

ktéry wyrazil stanowczy sprzeciw wobec pomijania argumentow natury
doswiadczalnej podczas dyskusji probleméw z dziedziny przyrodoznawstwa

byt Roger Bacon. Ten wspanialy nauczyciel (tac. doctor mirabilis) urodzil

sie w 1219 roku, ukonczy! studia na uniwersytecie w Oxfordzie, gdzie pozniej
pracowal naukowo (z przerwami na pobyty w Paryzu). Na uczelni zajmowal

si¢ sztukami wyzwolonymi oraz wyktadaniem dziet Arystotelesa. Wstapit do
zakonu Franciszkanéw, co miato umozliwi¢ mu podjecie niczym nieskrepowanych
studiéw filozoficznych. Pozostajac pod silnym wplywem arabskich komentatoréw
Filozofa, zaczal formulowaé¢ swoje innowacyjne i skrajne tezy na temat
zastosowania badan eksperymentalnych i matematyki we wszystkich prawie
rodzajach nauk. Przekonania Bacona zostaly uznane za zbyt radykalne

i w konsekwencji potepione. Sam Bacon, zwigzany slubem postuszenstwa
wobec zwierzchnikéw zakonnych, spedzil ostatnie dwadziescia lat zycia

w areszcie domowym. Zwolniono go w 1290 roku, jednak bez rehabilitacji. Zmart
w 1292 roku.

Poglady brata Rogera, zblizone do wspdlczesnego empiryzmu, zostaty
szczegblowo wylozone w jego dzielach. Jego pierwsza i najobszerniejsza

praca, znana jako Dzielo Wigksze (lac. Opus Maius, 1267 r.), zostala pdzniej
uzupelniona kilkoma pomniejszymi dzietami, niewnoszacymi juz jednak
wiekszych zmian do my$li pierwotnie przedstawionej przez Bacona. Do podjecia
pracy nad dzielami z dziedziny filozofii nauki, ktore w zamierzeniu mialy
przyczynic sie do reformy $redniowiecznej metody naukowej, zachecil Bacona
jego przyjaciel Guy de Foulques, pdézniejszy Klemens IV (1265-1268 r.). Papiez
przychylny Baconowi w natloku obowiazkéw pontyfikalnych nie znalazl jednak
czasu na podjecie szerszej dyskusji o potrzebie reformy scholastycznej szkoly
uprawiania filozofii. Jego nastepca na Tronie Piotrowym, Grzegorz X, byt
przeciwnikiem programu Bacona.

Dzieto Wieksze zostalo pomyslane jako rodzaj manifestu naukowego,
zwracajacego szczegllng uwage na potrzebe uprawiania nauk z zastosowaniem
mozliwie $cistego rygoru rozumowania. Autor uwazal, ze skoro problemy
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Rozwigzanie zadania M 1522.
Korzystajac z danej réwnosci oraz
z przemiennosci ®, uzyskujemy

1616...81=10n=n®l=n
—

n

dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n.
W polaczeniu z lacznosciag @ mamy wigc

adb=10.. D1EG1D... 1=
——

a b
=1®...81=a+Dd
———
atb

dla dowolnych a, b, a zatem @ jest
»zwyklym” dodawaniem. Z danej w tresci
zadania zalezno$ci wynika wigc réwniez,
ze © jest ,zwyklym” mnozeniem.

Jezeli zastapimy zalozenie o lacznosci
operacji @ zalozeniem o jej przemiennosci,
odpowiedz ulegnie zmianie. Mozna
rozwazy¢, na przyklad, operacje

a®b=max(a,b)+1, a®@b=a+b—1,

ktére nie sg ,,zwykle”, a spelniaja
wymagane warunki.

-]

Rozwigzanie zadania M 1523.
Dla wielokata P oznaczmy przez S(P)
lekko zmodyfikowang sume miar katéw
wewnetrznych wielokata P, mianowicie
taka, w ktorej zamiast katow wklestych
wystepujg katy dopelniajace je do
pelnych ze znakiem ,,—". Jezeli wiec P
jest n-katem o dokladnie k wklestych
katach wewnetrznych, to definiujemy
S(P) = (n—2)-180° — k - 360°.
Przypusémy, ze wielokat wypukly P jest
podzielony odcinkami na wielokaty P1,
Pa, ..., P o rozlacznych wnetrzach.
Wierzcholkami podzialu nazwijmy te
wierzcholki wielokatéw P;, ktére nie sg
wierzchotkami wielokgta P. Wéwczas

k
ZS(P,,.) = S(P) +a-360° +b-180°,

i=1

gdzie a jest liczba wierzchotkéw podziatu
wokél ktérych znajduja sie tylko katy
wypukle wielokatéw P;, b za$ jest liczba
wierzcholkéw podziatu lezgcych na
bokach wielokata P (w przypadku
wierzchotkéw podziatu, bedacych
wierzchotkami pewnych katéw wklestych
wielokatow P;, ,wychodzimy na zero”,
zgodnie z definicja S).

W szczegdlnosci z powyzszej rownosci
wynika, ze

.
S(P) <Y S(Py).

i=1
Pozostaje zauwazy¢, ze gdyby wszystkie
wielokaty P; byly czworokatami
wklestymi, to S(P;) = 0 dla kazdego 1,
wobec czego

0< (n—2)-180° = S(P) <

.
<) sy =o,
i=1

co nie moze mie¢ miejsca.

z dziedziny optyki, astronomii oraz, do pewnego stopnia, mechaniki

i hydrostatyki mozna z powodzeniem rozwiazywac¢ za pomoca czysto logicznej,
zmatematyzowanej obrobki zebranych uprzednio danych eksperymentalnych, to,
by¢ moze, jest to uniwersalna metoda prowadzenia wszelkich badan naukowych.
Bacon sadzil, ze reforma systemu nauczania i uprawiania nauki konieczna

jest do tego, aby lacinnicy zdotali doécigna¢ poziom mysli arabskiej. Swoje
poglady staral sie przedstawi¢ w mozliwie stonowanej formie, z podkresleniem
poszanowania dla tradycji i zwrdceniem uwagi na szereg korzysci dla Kosciota

i Swiata Swieckiego, ktore mogly wynikna¢ z wprowadzenia proponowanych
reform. Zachowawczy jezyk nie byl jednak w stanie zamaskowaé rewolucyjnego
charakteru jego postulatéw.

Rozdzial pierwszy Dziela rozwija te mysli, zaczynajac od podstaw. Podane
zostaja przyklady bledéow rozumowania, ktérych mozna uniknaé przez
zachowanie pelnej konsekwencji, logiki i krytycyzmu poznawczego w trakcie
prowadzenia wywodu. Zdaniem Bacona istnieje kilka glownych przyczyn
bladzenia, jak na przyklad: poleganie na niesprawdzonych Zrodiach wiedzy
(autorytetach), nawyki i osobiste przekonania badacza czy ukrywanie wlasnej
ignorancji pod pozorem wiedzy i skomplikowania teorii. Juz pierwsze akapity
Dziela, skierowane jawnie przeciwko metodzie scholastycznej, przysporzyty
Baconowi licznych wrogéw w gronie éwczesnych uczonych. Nawet ostroznie
prowadzona krytyka wobec nadmiernego zaufania pokladanego w autorytetach
nie mogta spodobaé sie dostojnikom Kosciota. Autor wymienia szereg
autorytetow godnych, jego zdaniem, zaufania. Obok $w. Augustyna czy

$w. Izydora z Sewilli figurowali takze Arystoteles i liczni uczeni arabscy, jak
Awicenna, Al-Farabi, Alhazen czy Albumazar. Powolywanie sie na uczonych
arabskich wymagalo pewnej odwagi, gdyz gloszone przez nich teorie w zaleznosci
od okresu naprzemiennie znajdowaly sie na cenzurowanym badz wracaly do
task. Bacon pozbawiony opieki moznego protektora, ktéry zmart niebawem po
ogloszeniu tych krytycznych wobec systemu prowadzenia $redniowiecznej nauki
tez, szybko popadl w nietaske przetozonych.

Rozdzial drugi traktuje o bliskim zwiazku logiki z filozofig oraz filozofii

z teologia. Nauki te byly uwazane w sredniowieczu za $ciste, stad tez postulat
Bacona zwiekszenia roli czystej logiki w dociekaniach natury teologicznej. Autor
podaje, miedzy innymi, przyktady zastosowania sylogizméw logicznych do
udowadniania niektérych przymiotéw Boga.

Rozdzial trzeci podnosi, niezmiennie istotne, zagadnienie znajomosci jezykdéw
obeych i korzysci z tego plynacych. Sredniowieczni uczeni, pragnacy zapoznaé
sie z dzielami antycznych filozoféw, musieli polega¢ na lacinskich przektadach
tekstéw arabskich z oryginalnej greki. Bacon zauwazal, ze znajomosé jezyka
greckiego (sam znal francuski, angielski, lacine, greke i czesciowo hebrajski)
pozwoli uniknaé¢ powstawania bledow przektadu, co bylo szczegélnie istotne
w odniesieniu np. do tlumaczen Pisma Swietego. Za istotng uwazal takze
znajomos¢é nie tyle samego jezyka, stlownictwa, co gramatyki. Jej znajomosé
jest niezbedna, aby w tekscie naukowym, na poziomie czysto jezykowym, nie
pomyli¢ np. skutku z przyczyna. Autor zwraca uwage na korzysci plynace

ze znajomosci jezykéw obceych takze w sferach niezwigzanych z nauka czy
teologia. Podaje wspdlczesny mu przyktad nieudanej misji dyplomatycznej,
ktéra miata doprowadzi¢ do zawiazania sojuszu miedzy Frankami (ogdlnie
Krzyzowcami) a Mongolami, wymierzonego przeciwko Arabom. Zabiegi nie
powiodly sie w pewnej mierze z powodu bariery jezykowej. Lacinnicy nie byli
bowiem w stanie porozumieé¢ sie z wystannikami chana w zadnym znanym sobie
jezyku.

Rozdzial czwarty Dziela omawia zagadnienia zwiazane z matematyka ,czysta”
i jej zastosowaniami w naukach. Bacon uznaje matematyke, a wiec logike,
geometrie i arytmetyke, za najszlachetniejsza z nauk. Ten najobszerniejszy
rozdzial Dziela (250 stron w wydaniu polskim, cala rozprawa liczy ich

700) podaje wiele przykladéw zastosowania matematyki w dociekaniach
filozoficznych i przyrodniczych. Autor podaje kilka dowodéw kulistoéci Ziemi
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Rozwigzanie zadania M 1524.

Niech m bedzie dodatnig liczbg catkowita.
Zauwazmy, ze kazda mniejsza od 10™
wielokrotnosé liczby

N(m)=9-NWW(1,2,3,...,m)

jest podzielna przez sume swoich cyfr.
Rzeczywiscie, suma cyfr kazdej takiej
liczby jest nie wicksza od 9m i podzielna
przez 9, wigc jest dzielnikiem liczby
N(m), a tym bardziej dowolnej jej
wielokrotnosci.

Wystarczy wigc udowodnié, ze dla
kazdego n > 1 mozna dobraé¢ takie m,
aby spelniona bytla nieréwnosé

n < 10™/N(m),

a szukany cigg arytmetyczny beda
woéwczas tworzyly liczby kN (m) dla
k=1,2,...,n.

Zauwazmy, ze kazda liczba pierwsza

p < m wchodzi do rozktadu liczby
NWW(1,2,3,...,m) na czynniki pierwsze
z wykladnikiem [log, m], a zatem nie
wigkszym od log, m. Wobec tego

N(m)/9 < H plof{p m o)

p<m

2m/Inm _ 2m

<m
gdzie mnozenie przebiega liczby pierwsze
p oraz skorzystaliémy z nieréwnosci
zasugerowanej we wskazéwce do zadania
(prawdziwej dla m > My, gdzie M; jest
pewng dodatnia liczbg catkowity).
Poniewaz 10/e? > 1, wiec
(10/62)‘”2 > 9n dla pewnej dodatniej
liczby catkowitej Ms>. Do zakoriczenia
rozwigzania wystarczy przyjaé
m = max{Mi, Ma2}.

Uwaga. Uwazny Czytelnik zauwazy, ze
zaprezentowane rozumowanie

(z adekwatnym szacowaniem plynacym
z twierdzenia o liczbach pierwszych)
mozna przenies¢ na przypadek sum cyfr
rozwazanych w zapisie w systemie
pozycyjnym o dowolnej podstawie d > 3.
Nie rozstrzyga ono jednak, czy istnieja
dowolne dlugie ciggi arytmetyczne liczb
naturalnych, ktére sg podzielne przez
sume swoich cyfr w zapisie dwéjkowym.

Rozwigzanie zadania F 923.
Maksymalna predkosé z jaka odlamki
skalne moga poruszac¢ si¢ po orbitach
okolostonecznych nie przekracza predkosci
ucieczki od przyciggania Storica. Predkosé
ucieczki w odlegloéci rownej odleglosci
Ziemia-Stonice jest réwna /2 - vz, gdzie
vz to predkosé, z jaka Ziemia obiega
Stonce (vé = GMs/Ryzs). Maksymalna
predkosé meteoroid-Ziemia wynosi wiec

V = (\ﬁ + 1)vz. Po podstawieniu
wartoéci liczbowych otrzymujemy

V =72 km/s.

(wbrew popularnemu pogladowi $redniowieczni uczeni nie uwazali jej za
plaska). Dowody te maja nature geometryczna, wychodza jednak z przeslanek
empirycznych. Na przyktad, kluczowe w jednym z rozumowan jest spostrzezenie,
ze woda zawsze Scieka w dot. Inne rozumowanie opiera sie natomiast na
obserwacji, ze oddalajace si¢ na morzu statki znikaja za horyzontem.

W sporze o istnienie atoméw rozumianych jako niepodzielne fragmenty materii
Bacon zajmuje stanowisko zapozyczone od Arystotelesa. Rozpatruje on kwadrat
ztozony z malych kulek. Zauwaza, ze w takim przypadku bok kwadratu ma tyle
samo atoméw, co jego przekatna. Sprzecznosci, a wiec i nieistnienia atomow
upatruje w znanym twierdzeniu, méwiacym o niewspolmiernoéci dlugoéci
przekatnej kwadratu do dlugosci jego boku.

W jednym z przykltadéw Bacon rozpatruje kwestie, czy przeciwlegle $ciany
katedry moga by¢ idealnie réwnolegle. Najpierw zauwaza, ze Sciana, ktora nie
jest prostopadla do plaszczyzny podloza, musi przewrocic sie pod wlasnym
ciezarem. Nastepnie z faktu kulistoéci Ziemi wysnuwa wniosek, ze $ciany nie
moga by¢ réownolegle. Zauwaza, ze odchylenie od réwnoleglosci bedzie tym
wieksze, im wieksza bedzie odlegloéé miedzy $cianami katedry.

Jeszcze bardziej pomystowe rozumowanie, oparte na zatozeniu kulistosci Ziemi,
dotyczy pytania o pojemno$¢ naczynia umieszczonego na roéznych wysokosciach.
Autor rozpatruje talerz wypelniony po brzegi woda. Najpierw naczynie to jest
postawione w piwnicy, potem na szczycie wiezy. Pytanie, w ktérym przypadku
do talerza zmiesci si¢ wiecej wody, Bacon rozstrzyga nastepujaco. Woda jest
przyciagana przez Ziemie — o ile zajdzie taka mozliwos¢, zawsze bedzie wiec
$ciekaé¢ na dél. Z tego powodu odleglosé powierzchni lustra cieczy od srodka
Ziemi bedzie w kazdym punkcie lustra taka sama. Ksztalt menisku bedzie wiec
wyznaczony przez krzywizne Ziemi i srednice talerza. Z faktu ze, jak bysmy to
dzisiaj powiedzieli, pole odcinka kolowego, wyznaczonego przez odcinek o danej
dlugosci, jest tym wieksze, im mniejszy jest promien kota, brat Roger wnioskuje,
ze w talerzu postawionym w piwnicy zmiesci sie wiecej wody. Mimo ze poglady
Bacona na temat natury menisku sa w ogélnosci bledne, to nie mozna odméwié
temu rozumowaniu pewnego uroku.

W dalszej czesci rozdzialu czwartego oméwione sa zastosowania matematyki
w teologii (chodzi gléwnie o reforme kalendarza i wyznaczanie chronologii
wydarzen biblijnych), astronomii, astrologii i geografii (zagadnienie kreslenia
map). Zawarty jest tez opis geografii znanego $wiata oraz pobieznej historii
omawianych ziem.

Rozdzial piaty jest w zasadzie kompletnym studium klasycznej optyki.
Przedstawione sa informacje dotyczace dzialania zwierciadel i soczewek, opisane
sa zjawiska zalamania i odbicia $wiatla. Zaprezentowane sa takze rozwazania na
temat natury Swiatla. Zawarty jest szczegbélowy opis budowy oka oraz polaczen
nerwowych oka z moézgiem. Jasno wypowiedziany jest poglad, ze proces widzenia
zachodzi nie w oku, lecz w mézgu. Autor informacje z dziedziny optyki czerpie
glownie od uczonych arabskich, takich jak Al-Kindi czy wspomniany Alhazen.

Rozdzial szésty zawiera zestawienie znanych w epoce faktéw z dziedziny

nauk eksperymentalnych, takich jak alchemia, astronomia czy mechanika.
Bacon wielokrotnie podkresla tu swoja teze na temat istotnego udzialu badan
eksperymentalnych w procesie poznawania otaczajacego $wiata. Uznaje on, ze
eksperyment jest narzedziem rozstrzygajacym o poprawno$ci postawionej teorii.

Zawarte zostaly tu opisy eksperymentéw z magnesem, spalajacym zwierciadlem
oraz pierwsza w Europie relacja dotyczaca przywiezionych prawdopodobnie

z Chin fajerwerkow. Rozdzial ten jest szczegdlnie znany ze wzgledu na
zdawkowe, lecz w XIII wieku rewolucyjne, , przepowiednie” Bacona — uznat on
bowiem, ze w przysztosci mozliwe bedzie skonstruowanie przemyslnego uktadu
soczewek, pozwalajacego dowolnie przybliza¢ obserwowane obiekty (mikroskop
i teleskop). Rozwazal takze mozliwosé skonstruowania soczewki dostosowanej do
potrzeb konkretnej osoby (okulary — nieznane wtedy w Europie). W dziedzinie
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optyki dysponowal on konkretnymi podstawami teoretycznymi, pozwalajacymi
ﬁ uwiarygodni¢ przedstawione prognozy. Przewidywal skonstruowanie
Rozwigzanie zadania F 924. funkcjonalnej maszyny parowej oraz maszyny latajacej. Nalezy zaznaczy¢, ze
Strumien mocy promieniowania cieplnego : . : : : . :
pochodzacego od Slofica w odleglodei D 1680 ToZWazZania na ten terr'lat miaty chare.xkte.r C?ysto blpotetyczny7 ZyCzeniowy.
od jego $rodka wynosi: W = RZ0oT¢/D?.  Prawdopodobnie zetknal si¢ on z pracami opisujacymi ,,maszyny parowe”
Dla uproszezenia dalszych obliczer Herona z Aleksandrii i ich proste zastosowania, jednak nie byt inzynierem
przyjmijmy, ze mozemy pomina¢ katowe o . h o . h .
rozmiary Slofica. Wéwezas cialo o _ i nie byl w stanie poda¢ bardziej konkretnych rozwiazan, tak jak, na przyktad,

ieniu r absorbuje > P =7r 7 i . s e . . .

promieniu r absorbuje moc P = mr”W i, uczynil to pézniej Leonardo da Vinci.
po osiagnieciu temperatury réwnowagi 7',
te samg moc emituje. Mamy wiec . . ., . . .. .
P — dxr?oT*. Meteoroid pozostaje Niekompletny rozdzial siédmy, ostatni, zawiera zestawienie refleksji autora na

w stanie stalym, gdy T' < Ti. Oznacza to, temat etyki, moralnosci i prawa.
ze odlegtosé od Storica stalych

meteoroidow Zelaznych musi spelniaé Postaé¢ Bacona, zaréwno w epoce, jak i wspolczesnie, powodowala szereg

e D> Bs T3 ' kontrowersji. Jego szeroka znajomos¢ dziet arabskich i greckich uczonych,

2 T4 w polaczeniu z prowadzeniem badan eksperymentalnych i nieortodoksyjnymi
(F:tor g;?;liji;:’l’yc%“ggr;g%; “:Cffg;v v (1:89 . przekonaniami, przysporzyla mu opinii czarownika. Wspolczesnie istnieje
Nasze oszacowanie jest zanizone, gdyz teoria spiskowa, przypisujaca Baconowi autorstwo tajemniczego manuskryptu
el e od S e Voynicha.
,Zrlziii?irryoicﬁii,iné{]f,slzfuivif;iﬁ?a " Mimo ze obecnie podaje sie w watpliwoséé, czy Bacon osobiscie przeprowadzal
przez meteoroid wynosza bowiem opisywane przez siebie eksperymenty, to pytanie, czy brat Roger byl istotnie

wéwezas okolo 20°. . . . . . .
pierwszym empirykiem w Europie, czy raczej wszechstronnie wyksztatconym

erudyta, jest z punktu widzenia historii nauki drugorzedne. Niewatpliwie byl
on pierwszym uczonym Sredniowiecznej Europy, ktéry tak stanowczo wyrazil
swoje przekonania na temat potrzeby oparcia nauk w jak najwigkszym stopniu
na logicznym rozumowaniu, wspartym, jesli to tylko mozliwe, na badaniach
doswiadczalnych. Jego zyciorys pokazuje, jak trudne do przyjecia w XIII wieku
byly takie poglady. Ostatecznie metoda prowadzenia badan naukowych

w ksztalcie zblizonym do zapostulowanego przez Bacona, a wiec i w ksztalcie
zblizonym do wspolczesnego, zostala przyjeta kilkaset lat pozniej, na przetomie
XVI i XVII wieku.

Zadanie dla wytrwaltych i dociekliwych

Petle na rysunku 1 przedstawiaja ten sam sznurek. Rysunek 2 juz tym samym
nie jest — jakkolwiek dlugo i wytrwale nie bawilibyémy sie zwykla petla, bez jej
uszczerbku na zdrowiu (rozerwanie i sklejenie), petli z rysunku 1 nie otrzymamy.
Splot z rysunku 3 ma te ceche, ze trzy ogniwa sa splecione, ale dowolne dwa
juz nie. Inaczej: jezeli rozetniemy ktérekolwiek z ogniw, to pozostale beda
niesplecione. Splot z rysunku 4 ma dokladnie te sama ceche. Przedstawiony
sposéb zaplatania mogliby$my powtorzyé dla dowolnej liczby petli, np. 10

— w dalszym ciagu po rozcieciu jednego, dowolnego ogniwa pozostale beda
niesplecione. MoglibySmy ten sposob powtorzyé¢ réwniez dla 3 petli — czy
otrzymamy wtedy ten sam co na rysunku 37

QD &

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3. Splot Boromeuszy Rys. 4. ang. Brunnian link

Drogi Czytelniku, jezeli potrafisz nas (Redakcje) przekonad, ze trzy ogniwa
splecione metoda z rysunku 4 sa tym samym co splot Boromeuszy, albo, ze tym
samym nie sa, z radoscia opublikujemy Twoja przekonujaca odpowiedz w Delcie.
Jak dotad zadnemu $miatkowi si¢ to nie udalo. ..
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Function zapytanie(a, b)
answer = 0;

cnt[N] = {0};
for (i = a; i <= b; i++) do
if (cnt[T[i]] == 0) then
| answer+-+;
ent[T[i]]++;

return answer;

Kod zrédlowy 1

Function dodaj(i)

if (cnt[T[i]] == 0) then
| answer+-+;

cnt[T[i]]++;

Function usun(i)

if (ent[T[i]] == 1) then
| answer——;

ent[T[]——;

Function zapytanie(a, b)
while (stare_a > a) do
| dodaj(——stare a);
while (stare_a < a) do
| usun(stare a-++);
while (stare_b < b) do
| dodaj(++stare_Db);
while (stare_b > b) do
| usun(stare b—-—);

return answer;

Kod zrédtowy 2

*doktorant, Wydzial Matematyki

i Informatyki, Uniwersytet Wroctawski

Pierwiastkowa dekompozycja zapytan
Krzysztof PIECUCH*

W niniejszym artykule chcialbym przedstawié¢ Czytelnikom technike,

ktora moze okazaé si¢ pomocna przy rozwiazywaniu réznych problemow
informatycznych. Rozwazmy przykladowe zadanie. Dana jest N-elementowa
tablica T liczb naturalnych z przedziatu [0, N) oraz M zapytan postaci (a,b),
gdzie 0 < a < b < N. Dla kazdego zapytania nalezy odpowiedzie¢ na pytanie ile
réznych elementéw ma podtablica T'[a..b]. Mozna latwo napisaé¢ algorytm, ktéry
dla zapytania znajduje odpowiedZz w czasie O(N), a wiec dla M zapytan dziala
w czasie O(NM) (kod zrédlowy 1).

Rozwazmy jednak inne podejscie do problemu. Zapamietajmy wynik
poprzedniego zapytania i sprobujmy zmodyfikowaé¢ go tak, aby pasowal do
kolejnego (kod zrédiowy 2).

Nasz algorytm wciaz rozwiazuje problem w czasie O(N M), gdyz przejscie

z jednego zapytania do nastepnego moze zajaé¢ O(N) czasu. Jednak gdybyS$my
zagwarantowali, ze kolejne zapytania beda podobne, algorytm moégtby dziataé
szybciej. Rozwazmy problem, w ktorym znamy na wstepie wszystkie zapytania.
Mozemy wybraé kolejnos¢ w jakiej bedziemy na nie odpowiadaé¢. Zalézmy dla
uproszczenia, ze N jest kwadratem liczby naturalnej. Okazuje sie, ze istnieje
kolejnoséé, ktéra gwarantuje, ze nasz algorytm wykona jedynie O((M 4 N)v/N)
operacji.

Podzielmy przedzial [0, N) na /N czeéci:
[0,VN), [VN,2V'N), ..., [(VN —=1)V'N,N).

Kazdy z tych przedzialéw jest rozmiaru v/ N. Teraz utwérzmy kubelek dla
kazdego z nich. Dla kazdego zapytania (a,b) patrzymy do ktérego z tych
kubetkéw wpada a i umieszczamy to zapytanie w odpowiednim kubetku.
Nastepnie w kazdym kubetku sortujemy zapytania rosnaco po wartosciach
b. Przegladamy teraz kubetki po kolei i odpowiadamy na zapytania zgodnie
z ustalonym porzadkiem.

Obliczmy zlozonos¢ naszego algorytmu. Rozwazmy dwie sytuacje. W pierwszej
z nich oba zapytania nalezg do tego samego kubeltka. W takiej sytuacji stare_a
oraz a naleza do tego samego przedzialu. Nie wykonamy zatem wiecej niz
O(\/]V) operacji dodaj i usua w trakcie zmiany stare_a na a. Jesli chodzi

o wartosci stare_b oraz b to sa one w ramach jednego kubetka posortowane
rosngco. Oznacza to, ze jeéli dwa zapytania sa w jednym kubelku, to bedziemy
wykonywaé jedynie operacje dodaj. A wiec dla ustalonego kubetka sumarycznie
wystarczy wykonaé jedynie O(N) takich operacji przy zmianach stare_b na b.
Rozwazmy teraz sytuacje w ktorej zapytania naleza do réznych kubetkéw. Jak
powiedzieliémy wezedniej, w najgorszym przypadku wykonamy O(N) operacji
miedzy dwoma zapytaniami. Jednak taka sytuacja zdarzy sie co najwyzej
O(V/N) razy, bo tylko tyle mamy kubetkéw. A wiec sumarycznie nasz algorytm
zadziala w czasie

O(MVN + NVN + NVN) = O((M + N)VN).

A teraz dwa ¢wiczenia dla Drogiego Czytelnika. Pierwsze jest nastepujace: majac
dana tablice T[0..N — 1] oraz M zapytan (a,b) nalezy dla kazdego zapytania
odpowiedzieé ile inwersji znajduje sie w podtablicy T[a..b]. Inwersjg w tablicy T
nazywamy taka pare liczb (4, j), ze i < j oraz T'[i] > T[j]. Drugie za$ brzmi:
majac dany graf G = (V, E) oraz tablice jego krawedzi T', nalezy dla kazdego
zapytania (a,b) odpowiedzie¢ na pytanie ile spéjnych skladowych ma graf obciety
do krawedzi T'[a..b]. Kazde z tych zadan mozna rozwiazaé za pomoca opisanej
w artykule techniki, nazywanej pierwiastkowa dekompozycja zapytan, jednakze
wymagajg one dodatkowego pomystu. Mam nadzieje, ze rozwiazywanie tych
zadan przyniesie Czytelnikom duzo frajdy.
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Zyclie na
ZY \~u® 77

A molecular portrait of maternal sepsis
from Byzantine Troy, A.M. Devault i in.,
eLife 2017;6:€20983

Paleomikrobiologia i nie tylko

Ulozyli ja na wznak, rece skrzyzowane. Juz niedlugo miala rodzi¢ synka (choé¢
plci nie znala). Zdarzylo sie to w wiosce obok miasta Troja, 800 lat temu.

Archeolodzy, uzbrojeni w zezwolenia lokalnych wladz i komisji bioetycznej
otworzyli w 2005 roku grob numer 24 potozony wsréd kilkudziesieciu innych na
niegdy$ wiejskim cmentarzu. I zajrzeli, co sie w nim zachowalo. Wiek zawartosci
grobowcéw oznaczono metoda radioaktywnego wegla na poczatek XIII stulecia.

Szczatki 30-letniej kobiety (Sredni wiek zycia kobiet w tym rejonie i w tej epoce
ocenia si¢ na 32 lata) byly w dobrym stanie — szkielet prawie nieuszkodzony.
Wzrost 159 cm. Mitochondrialny DNA kobiety, wyizolowany z kosci tokciowej,
wskazywal na jej pochodzenie z Bliskiego Wschodu lub Kaukazu. Analiza
kolagenu kosci sugerowala przewazajaca roslinna diete. Ponizej linii zeber
znaleziono dziwne, twarde, zmineralizowane kule wielkosci 2-3 cm.

Wszystko, co sie zachowato, podlegalo dalszym analizom. Kule sktadaly sie

z nawarstwionych zlogéw wapniowo-fosforanowych i zalozono, ze przemianom
tym podlegaly ropnie chorej po jej Smierci. Warunki panujace w grobowcu
pozwolity na zachowanie fragmentéw DNA. Dokladna analiza wskazala na
obecno$é DNA kobiety (24-48% preparatu), chromosomu Y (zapewne ptodu)

i genomdw bakterii: Staphylococcus saprophyticus (gronkowiec) (37-66%)

i Gardenerella vaginalis (5-7%). Te zakazenia sugeruja, ze kobieta cierpiala na
zapalenie bton ptodowych i tozyska oraz towarzyszaca chorobe nerek i pecherza,
ktoére staty sie przyczyna jej $mierci. DNA gronkowcéw z grobu byto tak duzo,
ze udalo sie odtworzy¢ caly genom i stwierdzié¢, ze wspdlczesnie bakterie tego
rodzaju wystepuja jedynie u bydta. Odkrywcy, komentujac ten fakt, stwierdzaja,
ze w owych czasach ludzie na wsi zyli w bezpoérednim kontakcie

z udomowionymi zwierzetami, i ze widocznie dla dalszej ewolucji tych bakterii
srodowisko zwierzece okazalo sie bardziej sprzyjajace.

Dlugie fragmenty odtworzonego genomu Gardenerella okazaly sie bardzo
podobne do oznaczanych klinicznie obecnie w grupie wzglednych beztlenowych
ziarniakow gram-zmiennych. W jednej z tych bakterii wystepowala dodatkowo
malta dodatkowa czasteczka DNA zwana plazmidem. Co zabawne, nidst on

gen, ktéry — gdyby w XIII wieku istniala penicylina — czynilby bakterie
niewrazliwa na antybiotyk. W mineralnych kulach znaleziono pod skaningowym
mikroskopem kuleczki o érednicy 1-2 um (wielko$é potencjalnych komérek
bakterii).

Dane przedstawione tu pochodza z publikacji z 2017 roku. Dwanadcie lat trwala
praca wykonana w duzych zespotach o réznej specjalizacji, nim ogtoszono
wyniki badan. Wszystkie fakty trzeba bylo skonfrontowaé, potwierdzi¢ tezy,
wielokrotnie powtorzy¢ oznaczenia. Wspdlczesne nauki przyrodnicze nie
polegaja na opisywaniu blysku geniuszu od razu, kolejnego dnia. Na uwage
zastuguja réwniez wzajemne zaleznosci miedzy réznymi naukami, wykorzystane
wzorowo w cytowanej pracy. Wzielo w niej udzial 20 badaczy z 15 o$rodkéw
naukowych — Wtoch, USA, Japonii i innych. Siegnieto do wiedzy z zakresu
genetyki (sekwencjonowanie, analiza poréwnawcza sekwencji), fizjologii
cztowieka, oznaczania wieku znalezisk, demograficznej historii regionu, chemii

i biochemii trwania szczatkéw zywych istot, dietetyki, rozpowszechnienia
choréb, mikrobiologii lekarskiej, podstaw bioetyki. Przyroda jest réznorodna

i wewnetrznie splatana.

Te uwagi dedykuje rzadzacym edukatorom popierajacym szkodliwa tendencje do
dzielenia wiedzy ludzkiej na niezalezne w ich umystach galezie. Tuwim nazywat
to ,strasznym mieszczanstwem”:
A patrzgc — widzg wszystko oddzielnie,
Ze dom. .. ze Stasiek. . . ze koni. . . ze drzewo. ..

Magdalena FIKUS
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Rozwazmy operacje, ktora z ¢wiartki
ukltadu wspélrzednych pokolorowanej
wedlug opisanej zasady co nieco usuwa.
Pozbadzmy si¢ wszystkich wierszy oraz
kolumn o numerach bedacych
wielokrotnosciami jakiejs ustalonej liczby
naturalnej n. Czy dla n # 2 to, co nie
zostanie usunigte, moze utworzy¢ po
sklejeniu kopie calej éwiartki?

A gdyby$my usuwali nie tylko wiersze

i kolumny o numerach wielokrotnosci n,
ale réwniez wszystkie te, ktérych numery
sg od nich wigksze o mniej niz

ustalone m?

Dla jakich par liczb m,n jest to mozliwe?

Maia aelld

Fraktale z zer i jedynek

Tradycyjnie fraktale kojarza nam sie (czesto) z tadnymi rysunkami

figur, ktére wykazuja pewien zestaw cech odrézniajacych je od zwyktych
obiektow. Nie precyzujemy tutaj uniwersalnego zestawu, gdyz sama
definicja fraktala nie jest uniwersalna. W wiekszosci sytuacji chcemy, aby
fraktal mial ztozong strukture, spetnial pewne cechy samopodobienstwa
oraz by nie dato si¢ go zbyt prosto opisa¢ geometrycznie. Mimo to czesto
mozna go opisa¢ wzglednie prosto pewnymi regutami rekurencyjnymi
wykonywanymi na obiekcie startowym (lub zestawie takich obiektéw).

Rozwazmy nieskonczony ciag (z,)n>0, ktérego elementami sa skonczone
ciagi zer i jedynek. Wprowadzamy operacje negatywu skonczonego

ciggu y. Operacja ta dokonuje zamiany zer na jedynki oraz jedynki na

zera w ciagu y, a jej wynik oznaczamy przez y. Jesli wiec y = 01010, to

y = 10101. Definiujemy rekurencyjnie ciag (% )n>0: niech xo = 0 oraz

Tnil = TnTn. A zatem xq = 01, 2o = 0110, 3 = 01101001 i tak dalej.
Ciggiem Thuego—Morse’a nazwiemy nieskoniczony ciag © = xoTo 2122 - - .,
ktéry ma te wlasnosé, ze kazdy x; jest jego prefiksem:

xr = 0110100110010110100101100110100110010110011010010110100110010110. . .

Definicja ciagu (z,)n>0 pozwala na wygenerowanie ciekawego obrazka
przez odpowiednie kolorowanie p6l macierzy M,, o wymiarach 2" x 2"
(elementy macierzy rozmieszczamy w kwadracie 1 x 1). Mianowicie

macierz M,, wypelniamy cyframi ciagu xs,. Zaczynajac od lewego gérnego
rogu, wypelniamy kolejne komérki, przesuwajac sie w prawo, a nastepnie,
po wypelnieniu pierwszego wiersza przechodzimy nizej itd. Zauwazmy, ze
kolumna najbardziej z lewej ma taka sama zawartosé jak najwyzszy wiersz.
Podobnie druga kolumna od lewej ma taka sama zawartosé jak drugi wiersz
od géry itd. Pola z cyfra zero malujemy na bialo, te z jedynka na czarno.
Otrzymujemy w ten sposéb ciag biato-czarnych szachownic takich, ze cata
szachownica M,, jest podszachownica M, 11. Dokladniej: szachownica M,
zawiera dwie kopie szachownicy M,, oraz dwa jej negatywy (pola czarne
staja sie biale i odwrotnie).

Rozwazmy szachownice narysowane dla duzych, coraz wiekszych n,
pokolorujmy nawet w ten sposéb cala éwiartke plaszczyzny podzielong
na jednostkowe kwadraty. Pierwszy wiersz ¢wiartki zawiera caly ciag
Thuego—Morse’a, tzn. jest pokolorowany zgodnie z jego oznaczeniami,
podobnie pierwsza kolumna. Takie nieskoniczone pokolorowanie ma wiele
ciekawych cech. Dla przykladu usunmy z naszej ¢wiartki drugi, czwarty
i kazdy parzysty wiersz, to samo zrébmy z kolumnami. Reszte sklejmy
w calo$é (to nie bedzie trudne, elementy beda do siebie pasowac). Co
powstalo? Otrzymalidémy kolorowanke identyczng z poczatkowa.

Wezmy na éwiartce kwadrat o 2% x 2¥ polach (k > 0), jego identyczng
kopie mozna znalez¢ w wielu, a nawet bardzo wielu, innych miejscach.
Zachecamy do zabawy w szukanie zalezno$ci miedzy wspotrzednymi lewego
goérnego rogu kwadratu i dlugoscia jego krawedzi a kolorami wierzchotkdw
wszystkich jego kopii.
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Z6hw to zwierze nieco powolne, ale rozumne i gdy okredli sie dla niego ciag
instrukeji, bezblednie je wykona. Na polecenie ,,0” z6tlw reaguje ruchem

o jedna jednostke do przodu, na polecenie ,,1” obraca sie¢ w miejscu o 60°
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Nasza trase (a raczej zétwia)
nazwiemy grafika zotwia.

Co sie stanie, gdy polecenia beda kolejnymi cyframi ciagu Thuego—Morse’a?
Przyjmijmy, ze dla ustalonego n czytamy wszystkie cyfry ciagu x,,

i generujemy grafike zétwia. Jak bedzie wygladaé rysunek ciagu g, x1, 24
lub tez x19? Czy wraz ze wzrostem indeksu n rysunek bedzie coraz bardziej
chaotyczny, czy moze zaobserwujemy jakis porzadek?

Zacznijmy od kilku prostych obrazkow dla n = 2,3,4,5,6,7, 8.

A — o Ay § § g

Prawdopodobnie nie jesteSmy jeszcze w stanie dostrzec schematu lub
podobienstwa. Zrébmy rysunek duzo wigkszy, to jest dla n = 14 (rysunek
na marginesie jest obrécony w stosunku do wezesniejszych przykladow).

Czytelnik znajacy podstawowe fraktale dostrzeze tutaj zarys krzywej
Kocha, ktérej schemat generowania kolejnych przyblizen (niemajacy na oko
zwiazku z ciagiem Thuego—Morse’a) przedstawiamy ponizej.

I NP P
S S

Nie jest to przypadek. Okazuje sie bowiem, ze im wigksze n, tym wierniej
grafika zotwia dla naszego ciggu odtwarza krzywa Kocha. Nalezy jednak
zaznaczy¢, iz nie bedzie to idealna i dokladna kopia. Otrzymany rysunek
jest jedynie aproksymacja, ale wysoce porzadna. Kolejne przyblizenia
zbiegaja bowiem jednostajnie (po odpowiednim skalowaniu i obracaniu)

do prawdziwej krzywej Kocha (czyli ,ostatniego” obrazka, jaki nalezaloby
narysowaé w nieskoriczonym ciagu powyzszych krzywych). Co to znaczy
»jednostajnie”? Ciag krzywych aproksymuje jednostajnie inna, gdy dla
dowolnego bledu, ktory ustalimy (dowolnie matego, o wiecej nie chcemy sie
myli¢) od pewnego indeksu n (odpowiada to krzywej ciagu z,,) wszystkie
krzywe sa odlegle od tego, do czego zbiegaja, o nie wiecej niz wybrany na
poczatku blad. Ta zdumiewajaca wlasnosé (generowanie fraktali) nie jest
jedynie cecha ciagu Thuego-Morse’a, ale znacznie wiekszej rodziny ciagow.

Czytelnikéw ciekawych tych oraz innych zwiazkéw zachecamy do
przeczytania artykulu When Thue-Morse Meets Koch, ktérego autorami
sa Jun Ma oraz Judy Holdener.

Malg Delte przygotowal Karol GRYSZKA
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Atomki na tropie tajemnicy
Krzysztof TURZYNSKI*

Kiedy caly swiat, a przynajmniej swiat fizykow czastek elementarnych,
pilnie $§ledzil, czy w doniesieniach na temat LHC nie pojawia sie wzmianki
o zaobserwowaniu jakich$ nowych, niewyjasnianych znana teoria zjawisk,
w malym laboratorium fizyki jadrowej Atomki w wegierskim Debreczynie
stwierdzono pewien klopotliwy fakt.

Spoczywajace jadra litu "Li byly bombardowane wigzka elektronéw i protonéw
o energii 1,03 MeV, dokladnie dobrana tak, by wywotaé¢ fuzje protonow

z jadrami litu i wytworzy¢ jadro berylu ®Be, a dokladniej jego stan wzbudzony
o energii 18,15 MeV. Stan taki zyje bardzo krétko, po czym zmienia sie

w stan podstawowy, a nadmiarowa energia emitowana jest w postaci pary
elektron-pozyton. Obie te czastki mozna zaobserwowac, precyzyjnie okreslajac
ich energie oraz kierunki. Liczba zdarzen, w ktorych elektron i pozyton
rozbiegaja si¢ pod okreslonym katem, powinna wyraznie male¢ ze wzrostem kata.
Takie eksperymenty sa wykonywane rutynowo przez fizykéw zajmujacych sie
badaniem jader atomowych i pozwalaja na wnioskowanie o szczegdlach wlasnosci
oddziatywania skladnikéw tych jader, czyli protonéw i neutronéw, co z kolei
pozwala na ulepszanie teoretycznego opisu jader atomowych.

Tymeczasem zesp6l, ktérym kierowal Attila Krasznahorkay, zobaczyt co$
nieoczekiwanego. Liczba par elektron-pozyton rozbiegajacych sie w przedziale
katéw 120-160 stopni byta wyraznie wigksza od oczekiwanej, tworzac
wyrazna ,,géorke” na wykresie. Bylo to zastanawiajace z co najmniej dwoch
wzgledéw. Po pierwsze, nie ma zadnego znanego powodu, aby taki nadmiar
wystepowal. Po drugie, o czym niejednokrotnie mozna bylo przeczytac

w Delcie, zaobserwowanie zwickszonej czestosci wystepowania produktow
reakcji o okreslonych parametrach czesto wiaze si¢ z wytworzeniem krotko
zyjacego stanu posredniego i stanowi niejednokrotnie jedyny zauwazalny
przejaw istnienia takiego stanu. W tym przypadku byltaby to czastka o masie
okolo 17 MeV /c?, czyli zaledwie trzydziestotrzykrotnie ciezsza od elektronu,
najlzejszej z masywnych czastek elementarnych, jesli nie liczy¢ bardzo
niechetnie oddzialujacych z materia neutrin. Czy mozliwe, by fizycy czastek
od dziesiecioleci uzyskujacy w akceleratorach wyzsze energie ,przegapili” cos
tak lekkiego? Czy istnienie takiej czastki nie jest aby wykluczone przez wyniki
przeprowadzonych dotad doswiadczen?

Jest wykluczone na podstawie danych dotyczacych rozpadéw znanych czastek,
a konkretnie rozpadu neutralnych pionéw na pare fotonéw. Dzialajacy

w CERN-ie eksperyment NA48/2 bada te oddzialywania bardzo dokladnie.
Gdyby nowa czastka o masie potrzebnej do wyjasnienia anomalii z Atomkow
oddzialywata z materia jadrowa, zostalaby w miare tatwo wykryta, gdyz
moglaby by¢ jednym z produktéw rozpadu pionu. Mogtaby, o ile oddziatywataby
tak jak znane czastki, a nie, na przyklad, tylko z neutronami, ignorujac protony
i neutralne piony.

Zauwazyla to grupa naukowcéw z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Irvine
kierowana przez Tima Taita. Po przeanalizowaniu dostepnych danych zauwazyli
oni, ze taka wlasnos¢, nazwana przez nich protofobia, oszczedzilaby takiej
czastce wezesniejszego ujawnienia, ale znakomicie wyjasnialaby rezultaty
wegierskich badaczy. Praca szczegbélowo uzasadniajaca te propozycje zostala
opublikowana w prestizowym czasopismie Physical Review Letters i wzbudzila
spore poruszenie wsrod fizykow czastek elementarnych i fizykéw jadrowych.

Entuzjasci nowego pomystu od razu zabrali si¢ za tworzenie pelnych teorii
zawierajacych nowo odkryta czastke. Sceptycy zauwazyli, ze 1 wczesniejsze
publikacje zespotu z Debreczyna nie raz donosily o réznych zaobserwowanych
anomaliach. Krasznahorkay odpowiadal im, ze te poprzednie prace powstaty
w czasach, gdy zespotem kierowal niezyjacy juz Fokke de Boer, i dotyczyly
starego ukladu doswiadczalnego, podczas gdy nowy zostal porzadnie
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skalibrowany i pracuje stabilnie, nie wykazujac zadnych niepokojacych objawow.
Flegmatycy czekaja zas na niezalezne sprawdzenie wynikéw laboratorium
Atomki, czego mozna dokonaé, uzywajac do tego celu dzialajacego przy LHC
detektora LHCb. Odpowiednia analiza zostanie wykonana w ciagu najblizszych
lat po nagromadzeniu odpowiedniej liczby danych doswiadczalnych.

Czy zatem jesteSmy Swiadkami przelomu? Historia fizyki czastek elementarnych
ostatnich lat obfituje w szybko przebrzmiewajace sensacyjne odkrycia. Niedobrze
byloby jednak straci¢ czujnosé i nie przygladaé si¢ uwaznie podejrzanym
wynikom doswiadczen. Cho¢ z dzisiejszej perspektywy wiele waznych

odkry¢ wydaje sie dzielem przypadku, przypadek ten zawsze natrafial na
kompetentnych i przygotowanych naukowcow.

J7 TP

Czy moja reka jest losowa?
Piotr MARKOWSKI*

Grajac w wigkszo$¢ gier karcianych, musimy przetasowaé talie w taki sposéb,
aby ich kolejnoéé¢ byla ,,jak najbardziej” losowa. Pierwszym pytaniem, na
ktore odpowiemy sobie w tym artykule, jest pytanie o probabilistyczny sposéb
wyrazenia tej wlasnosci.

Powiedzmy, ze mamy do dyspozycji n kart, ktére ponumerowalismy liczbami
naturalnymi. Gdy przyporzadkujemy kartom ich pozycje, to szybko zauwazymy,
ze ta reprezentacja prowadzi nas do interpretacji potasowanej talii jako
permutacji zbioru {1,2,...,n}. Teraz mozemy zastanowi¢ sie, jaki jest cel
tasowania kart i opisa¢ dobre potasowanie w jezyku probabilistyki. Skoro
potasowana talia n kart moze by¢ potraktowana jako permutacja, to méwiac
o dobrym tasowaniu, zapewne mamy na mysli, Zze po potasowaniu kart
otrzymamy dowolna permutacje z jednakowym prawdopodobieristwem. Na
przyklad dla talii 3 kart kazda z sze$ciu mozliwosci ich potasowania ((123),
(132), (213), (231), (312), (321)) powinna wypadaé¢ — Srednio — raz na szesé
tasowan.

Zbadajmy teraz pewne proste tasowanie: w kazdym ruchu bierzemy karte

z wierzchu i wkladamy ja na losowe miejsce w talii (a jakzeby inaczej:

z jednakowym prawdopodobienistwem!). Pokazemy, ze jezeli oznaczymy karte
lezaca na spodzie stosu kart, a nastepnie bedziemy tasowaé¢ do momentu, az
oznaczona karta trafi na wierzch i jeszcze jeden ruch dluzej, to otrzymamy
losowa (w przedstawionym wyzej sensie) talie. Pomysl wyglada prosto, ale jak
sprawdzié¢, ze dziala? Zeby przekonaé sie o jego skutecznosci, podzielmy nasze
tasowanie na drobniejsze kroki:

1. Tasujemy do momentu, az pewna karta znajdzie sie pod oznaczona karta.
2. Tasujemy do momentu, az dwie karty znajda sie pod oznaczona karta.

n — 1. Tasujemy do momentu, az n — 1 kart znajdzie si¢ pod oznaczona karta.
n. Wkladamy oznaczona karte (znajdujaca sie w tym momencie na wierzchu)
w dowolne miejsce talii z jednakowym prawdopodobienstwem.

Teraz mozemy uzasadnié, ze po kazdym kroku karty znajdujace sie pod karta
oznaczona sg dobrze potasowane.

1. Nie ulega watpliwosci, ze po pierwszym kroku karty znajdujace si¢ pod ta
oznaczona sa dobrze potasowane (jest wszak tylko jedna...).

2. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po drugim kroku 2 karty znajdujace sie
pod ta oznaczona sa dobrze potasowane (karta z wierzchu z takim samym
prawdopodobienistwem znajdzie sie pod i nad pierwsza karta, ktora trafita
pod oznaczona karte)
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Zmienng X o rozkladzie geometrycznym
mozemy skonstruowac¢ w nastepujacy
sposéb: rzucajmy niesymetryczng moneta,

na ktoérej orzel wypada

z prawdopodobienstwem p i niech X
bedzie numerem pierwszej préoby, w ktorej

wyrzuciliSmy orta. Wéwczas:

P(X =k) = (1—p)" 'p.

Sprawne kalkulacje doprowadza nas do
1

IR

wzoru EX =

Overhand shuffle

Riffle shuffle

2. Rozumujac indukcyjnie, zakladamy, ze po kroku ¢ — 1 pod oznaczona karta
znajduje si¢ ¢ — 1 dobrze potasowanych kart. Jesli po i-tym kroku pierwsza
z brzegu karta zostata losowo umieszczona w talii i wiemy, ze wyladowala
pod oznaczona karta, to innymi stowy zostala losowo umieszczona wsréd kart
znajdujacych sie pod ta oznaczona, a zatem po wykonaniu i-tego kroku pod
oznaczona karta znajduje sie i dobrze potasowanych kart.

n — 1. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po (n — 1)-szym kroku n — 1 kart
znajdujacych sie pod oznaczona karta jest dobrze potasowanych.

n. A zatem: nie ulega watpliwosci, ze po n-tym kroku talia kart jest dobrze
potasowana.

Skoro znamy juz opis krokéw, to cheieliby$Smy powiedzie¢ co$ o liczbie
ruchéw, ktére musimy wykonaé¢ w tym tasowaniu, zanim uzyskamy idealnie
potasowana talie. Oznaczmy te liczbe przez T'; oczywiscie, jest to wielko$é
losowa, sprobujemy jednak obliczy¢ jej srednia. Niech R; bedzie liczba ruchéw
potrzebna na wykonanie i-tego kroku. Woéwcezas R; ma rozklad geometryczny
z parametrem % Istotnie, po (i — 1)-szym kroku prawdopodobienistwo
umieszczenia pierwszej z brzegu karty pod karta oznaczona (zatem wykonania
i-tego kroku) wynosi wlasnie % Teraz mozemy obliczy¢ srednig T'; wystarczy
zauwazy¢, ze T = R + Ro + ... + R,,, a zatem:

n n n
1
ET=S"ER =S 2 =nS = ~nlogn.
Przy uzyciu powyzszego wzoru mozemy oszacowaé $rednia liczbe ruchéw
potrzebna do dobrego potasowania przedstawionym schematem talii 52 kart
przez 205. W rzeczywistosci, aby mie¢ duza pewnos¢ co do skutecznosci tego
tasowania, wymagane jest okoto 300 ruchow.

Oczywiscie, przedstawiony sposéb tasowania nie nalezy do szczegdlnie
popularnych. O wiele czesciej mozna spotkaé tzw. overhand shuffle,

ktérego matematyczny model mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: na
poczatku w kazda z n — 1 luk miedzy kartami wstawiamy z ustalonym
prawdopodobienstwem p , przegrodke”; tworzac w ten sposéb pewna losowa
liczbe blokéw, a nastepnie odwracamy ich kolejno$é¢. Taki schemat tasowania
uchodzi za amatorski i duzo bardziej profesjonalnie prezentuje sie tzw. riffle
shuffle. W jezyku matematycznym moze on zostaé przedstawiony nastepujaco:
najpierw kazdemu miejscu w talii przyporzadkowujemy 1 lub 0 z réwnymi
prawdopodobieristwami, a nastepnie na miejscu i-tej ,,jedynki” od goéry
umieszczamy i-ta karte od géry, a na miejscu j-tego ,zera” od dotu j-ta

karte od dotu. Podczas analizy tego sposobu tasowania czesto wygodniej jest
postuzyé sie prostszym opisem procedury ,odtasowywania”, polegajacej na
losowym przyporzadkowaniu kartom 0 i 1, a nastepnie umieszczeniu bloku kart
jedynkowych” przed blokiem kart ,,zerowych”.

Profesor Persi Diaconis, ktéry zajmuje sie ta tematyka, pokazuje w swoich
artykutach, ze overhand shuffle wymaga érednio 10 000 ruchéw do dobrego
potasowania, zatem przedstawiony przez nas pozornie naiwny sposéb tasowania
jest lepszy od tego, jakim posluguje sie wiele 0oséb (przynajmniej w opisanym
przez nas sensie). Z drugiej strony, tym, ktérzy stosuja riffle shuffle, wystarczy
$rednio 7 ruchdéw, aby tasowanie bylo dobre. Warto zatem nauczy¢ sie tego
sposobu tasowania, nie tylko ze wzgledu na jego efektowno$c.

Na koniec kilka uzupetnien. Powyzej opisaliSmy losowy czas T', po ktérym
rozktad potasowanej talii (na pewno!) bedzie jednostajny. W teorii taki

czas nazywamy mocnym czasem jednostajnym (ang. strong uniform time).
Wyznaczanie jego $redniej stanowi dopiero poczatek rozwazan. Celem wielu
wspolczesnych analiz jest znalezienie takiej liczby tasowan, ktora z duzym
prawdopodobienistwem pozwoli osiagnaé ,,wystarczajaco dobre” potasowanie
(tzn. chcemy, aby po ustalonym czasie uzyskany rozklad prawdopodobienstwa
byl odpowiednio bliski rozkladowi jednostajnemu) — w tej sytuacji méwi sie

o czasie mieszania (ang. mizing time).

Udanych tasowan i rozdan!
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Migawka informatyczna

Leniwy nauczyciel

Wyobraz sobie, Czytelniku, ze jeste$ doéé¢ leniwym
nauczycielem w podstawéwce. Uczniowie mieli zadane,
jako prace domowa, ogromne iloéci przykladéw

z tabliczki mnozenia i dodawania w zakresie
piecdziesieciu. Biorac pod uwage liczbe dzieci w klasie,
sprawdzanie tego to istna meczarnia. Ale przeciez mozna
troche oszukaé, np. sposréd dziesiatkow przykltadow,
spojrze¢ na losowe piec¢ i przyjaé, ze jesli sa dobrze, to
reszta tez jest pewnie dobrze. A czytania zostaje duzo
mniej.

W informatyce powyzszy trik dziata zaskakujaco
dobrze, prowadzac do tzw. dowodéw sprawdzanych
losowo, zwanych w skrécie PCP od ang. Probabilistically
Checkable Proof. Jako przyklad wezmy problem
znajdowania cyklu Hamiltona: pytamy, czy dany graf
ma cykl, ktory przechodzi przez kazdy wierzchotek
dokladnie raz. Choé jest to problem trudny obliczeniowo,
istotna wlasnoscia tego problemu jest to, iz tatwo
przekonaé kogos, ze dany graf rzeczywidcie ma taki cykl:
wystarczy go pokazac¢. Taki dowdéd — dla ustalenia uwagi,
niech to bedzie lista wierzchotkéw grafu w kolejnosci
odwiedzenia przez cykl Hamiltona — jest jednak trudny
do zweryfikowania przez leniwego nauczyciela, ktéry
czyta losowy, krotki jego kawalek. Na przyklad, bardzo
trudno bedzie mu odréznié liste, ktéra opisuje cykl
Hamiltona, od takiej, ktora opisuje dwa roztaczne cykle,
ktore tacznie przechodza przez kazdy wierzcholek grafu.

Twierdzenie PCP, bardzo wazne twierdzenie informatyki
teoretycznej z lat 90., mowi, ze problem cyklu Hamiltona
— 1, w ogdlnosci, wszystkie problemy z tzw. klasy NP —
maja krotkie dowody PCP. To znaczy, ze bedac uczniami
leniwego nauczyciela, i majac za zadanie domowe
sprawdzenie, czy dany graf G ma cykl Hamiltona,
mozemy zapisa¢ pozytywna odpowiedz jako napis
niewiele dtuzszy niz wielko$¢ G, taki ze nauczyciel
przeczyta (wybrane w spos6b losowy) trzy bity naszej
odpowiedzi oraz

e jesli w grafie GG istnieje cykl Hamiltona, to istnieje
rozwiazanie, ktére mogliémy daé¢ nauczycielowi, takie
ze on zawsze zaakceptuje je jako poprawne;

e jesli w grafie G nie istnieje cykl Hamiltona, to
istnieje stala £ > 0 (niezalezna od grafu G) taka,
ze niezaleznie, jakie rozwiazanie sprobujemy
oddad, nauczyciel zorientuje sig, ze go oszukujemy
z prawdopodobienstwem co najmniej €.

By doceni¢ znaczenie tego twierdzenia, spojrzmy na
nie z innej strony. Zalézmy, ze jesteSmy uczniem, ktéry
zna algorytm sprawdzania nauczyciela (tj. wiemy,
ktére trzy bity bedzie czytal nauczyciel z jakim
prawdopodobienstwem i ktore wartosci tych bitéw
prowadza do zaakceptowania pracy domowej), ale

nie umie znajdowaé¢ cyklu Hamiltona w grafach. Czy
mozemy jako$ oszukaé ten system?
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Zalézmy, ze nauczyciel oczekuje rozwiazania zlozonego
z m bitow. Dla kazdej pozycji ¢« w rozwiazaniu
stworzmy zmienna binarna z;. Zalézmy, ze nauczyciel

z prawdopodobienistwem p;, ;, s, czyta bity na pozycjach
i1, 12,13, 1 oczekuje wartosci ze zbioru Sy, iy, C {0, 1}3.
Dla nas to sie tlumaczy jako nastepujacy warunek na
nasze zmienne: chcemy, by bylo (zi,, iy, i,) € Siy is s
a jesli tego nie spelnimy, to prawdopodobienstwo

tego, ze nauczyciel odrzuci naszg prace domowa,

roénie o P, 4,,i;- Innymi stowy, problem znalezienia
rozwiazania pracy domowej sprowadza sie do tzw.
problemu z wiezami: mamy m zmiennych binarnych,

i pewna liczbe wiezow mowiacych, ze pewne trojki
zmiennych maja przyjmowaé okreslone wartosci; kazdy
z wiezé6w ma okreslone prawdopodobienstwo, zwane dalej
wartosciq.

Twierdzenie PCP méwi, ze jesli nauczyciel sprawdza
prace domowa dla grafu G majacego cykl Hamiltona,
to istnieje rozwiazanie, ktore go zawsze przekonuje —
czyli istnieje rozwiazanie naszego problemu z wiezami,
ktore spelnia wszystkie wiezy. Z drugiej strony, jesli G
nie ma cyklu Hamiltona, to nauczyciel odrzuca dowolne
rozwiazanie z prawdopodobienistwem co najmniej &

— czyli kazde rozwiazanie naszego problemu z wigzami
nie spelnia wiezéw o lacznym prawdopodobienstwie
(wartosci) co najmniej . Zapomnijmy o nauczycielu,

i spojrzmy na to tak: zamieniliémy problem sprawdzania,
czy dany graf ma cykl Hamiltona, na problem
rozrézniania, czy w danym problemie z wiezami da sie
spetni¢ wszystkie wiezy, czy tez dowolne rozwigzanie
nie spelnia jakiejs statej, ustalonej wartosci € wiezow.
Czyli przettumaczyliémy problem cyklu Hamiltona na
tzw. problem z dziura: instancje dla graféw z cyklami
Hamiltona sa znaczaco inne od tych dla graféw bez
takich cykli — jest tam dziura o wartosci e.

Zalézmy teraz, ze mamy (1 — d)-aproksymacyjny
algorytm dla naszego problemu z wiezami: jesli

w danej instancji najlepsze rozwiazanie spelnia wiezy

o tacznej wartodci p, to nasz algorytm zawsze zwraca
rozwiazanie o lacznej wartosci co najmniej (1 — J)p.
Jedli § < €, to mozna uzy¢ takiego algorytmu do
rozstrzygania problemu istnienia cyklu Hamiltona,
gdyz bedzie on w stanie odrézni¢ instancje problemu

z wiezami, w ktérych mozna spelni¢ wszystkie wiezy,
od tych, w ktérych mozna spelni¢ wiezy o tacznej
wartosci co najwyzej (1 — ¢). Otrzymujemy nastepujacy
wniosek z twierdzenia PCP: stworzenie algorytmu

(1 — §)-aproksymacyjnego dla 6 < ¢ dla naszego problemu
z wigzami jest co najmniej tak trudne jak znajdowanie
cyklu Hamiltona w grafie.

Ten wniosek jest punktem wyjscia do calej dziedziny
trudnosci aproksymacji, ktora jest wspélczesnie
intensywnie rozwijana.

Marcin PILIPCZUK



Rys. 1,

AB AC  AD
AC ~ AD  AE’

Rys. 4

Analiza Starozytnych i Cyprian Norwid
Marek KORDOS

Podwojenie szescianu to zadanie: skonstruuj odcinek /2 razy diuzszy od danego.

W jezyku arytmetyki bedzie to brzmialo: znajdz dwie $rednie proporcjonalne dla
a 1 2a. Dwie $rednie proporcjonalne dla a i b to takie liczby x i y, ze
a T y

x y b
Przykltad geometrycznej realizacji jest na rysunku 1.

Podwojenie szescianu byloby zrealizowane, gdybysmy umieli narysowadé taka
konstrukcje dla b = 2a. Wtedy bowiem

2 4
4T i, czyli (y - iy? = 2ax>, czyli ro_ 20z, czyli 23 = 2a>.
r Yy 2a a a?
Archytas z Tarentu postanowit te konstrukcje zrealizowaé, poshugujac sie metoda
nazwang pozniej analizq Starozytnych. Polega ona na przyjeciu zalozenia, ze
mamy zadany obiekt i badaniu jego jak najliczniejszych wlasnosci w nadziei na
to, ze moze ktores ze znalezionych pozwola ten obiekt skonstruowac.

Pomyst Archytasa polegal na wskazaniu zadanych punktow

w przecieciu trzech znanych powierzchni, czyli nie na plaszczyznie,
lecz w przestrzeni. W tym celu wyposazyt rysunek 1 wykonany

dla AB = 2AF w pdélokrag o srednicy AB, czyli o promieniu a.

Na ptaszczyznie narysowat okrag o o promieniu a i na nim,
prostopadle do plaszczyzny umiescil figure z rysunku 1 w taki sposéb,
by punkty A i D znajdowaly sie na o. Oznaczmy jeszcze przez Z
przeciwny do A koniec Srednicy o. Nastepnie z E opusémy wysokosé
na AB otrzymujac F' i przez ten punkt poprowadzmy prostopadia
do AZ — jej przeciecia z o to K i L. Zauwazmy, ze

EF?=AF -FD=KF-FL.

Pierwsza réwno$é wynika z tego, ze w trojkacie prostokatnym AFED wysokosé
jest érednig geometryczna odcinkéw, na jakie dzieli przyprostokatna. Druga
rowno$¢ wynika z podobienstwa tréjkatéw AFK i LFD. Nieoczekiwany wniosek
to fakt, ze trojkat K E'L okazuje sie prostokatny (jako, ze jego wysokos¢ jest
sredniag geometryczna odcinkéw na jakie dzieli K'L).

Wyobrazmy sobie teraz okrag opisany na K EL, ktérego srednica jest K L. Lezy
on w plaszczyznie prostopadlej do AZ. Zatem wszystkie z punktow K, L, E, C
leza na powierzchni stozka o osi AZ. Kat pomiedzy osia a tworzacymi stozka
to 60°, bo AK = AL = AE = a (patrz rysunek 3).

Koniec rozumowania Archytasa jest taki. Punkt C' mozna zlokalizowad,
zauwazajac, ze poza tym, iz lezy on na stozku, lezy on takze na walcu

o tworzacych przecinajacych okrag o i prostopadtych do jego plaszczyzny oraz
na ,torusie bez dziurki” — te ostatnia powierzchnie otrzymamy, uzupelniajac
polokrag opisany na ABC' do okregu i obracajac go dokola tej tworzacej walca,
ktéra przechodzi przez A.

A lokalizacja C' pozwala na skonstruowanie trojkata ABC'.
Wtedy AD = /2 - AE.

Zapewne wielu zauwazy, ze to jakby zupelnie co$ innego, niz to, co chcemy
uznawac za konstrukcje. Wynika z tego pytanie, jak to si¢ stalo, ze dzis dla
nas konstrukcja musi by¢ wykonywana na plaszczyznie i to wylacznie cyrklem
i linijka. Czyzby znalazl si¢ dyktator, ktory to zarzadzil? Z przykroscia nalezy
odpowiedzieé¢: TAK.

Po upowszechnieniu konstrukeji Archytasa z filipika przeciw niemu (no, moze nie
z filipika, bo mowy Demostenesa mialy miejsce p6zniej) wystapil Platon.
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*Idealnos¢ Platona byla przeciwna
rodzacej si¢ wlasnie mechanice,
uwazajac ja (w pierwotnym jej
ekstremie) jako zdegradowanie
kontemplacji

(przypis Poety)

**To sie odnosi do przyszloéci juz
wyrazniejszej mechaniki, ktorej
Archimed na rzecz ojczyzny zazyt

(przypis Poety)

Stwierdzil, ze uzywanie do konstrukcji struktur przestrzennych, a zwlaszcza
powstajacych mechanicznie, uraga matematyce, ktéra na czystej kontemplacji
polegaé¢ powinna (to wzial dwa tysiaclecia p6zniej pod uwage Nobel i tym
uzasadnil nieprzyznanie matematykom nagrody). A czysta kontemplacja
powinna operowaé jedynie tak ulotnym i niepraktycznym obiektem, jak —
nieistniejaca przeciez realnie — plaszczyzna i manipulowaé wylacznie liniami
doskonalymi, a wiec w kazdym punkcie jednakimi, jakimi na plaszczyznie sa
jedynie proste i okregi.

O dziwo, ta argumentacja okazala si¢ przekonywajaca i matematycy pokornie
przyjeli dyktat Platona. Samo za$ rozwazanie przeciwstawienia czystej
kontemplacji, jaka powinna by¢ nauka, ponurej praktycznosci (jakby Elojéw
Morlokom) uznane zostalo za niezbedny element wyksztatcenia kulturalnego
czlowieka i bylo nauczane az do I wojny $wiatowej nawet w gimnazjach
klasycznych, gdzie matematyka byla obecna tylko $ladowo.

Dokumentem takich rozwazan jest wiersz Cypriana Norwida poswiecony
zadumie nad zdegradowaniem kontemplacji.

PLATO I ARCHITA

ARCHITA

Geometrycznej nieswiadom nauki
Widziatem prosty lud, kladgcy bruki,

1, jako kamien jedna sie z kamieniem,
Baczylem, stojgc pod filaréow cieniem —
Az Zal mi bylo bezwiedno$ci gminu,
Mimo Ze wieczng on jest wagq czynul. ..
Wiec — Geometrii myslane promienie
(Rzekne) gdy z glazem zlgcze i oZenie,
Sferycznosé w drzewie wykluwszy toporem
Silami ramion pchne brgzowe walce,
Promienne jesli kolom natkne palce. . .

To — ktoz wie. . .

PLATO

Boskie zmystowigc obrysy,
Archito! — koturn rzucisz za kulisy —
Jezyka lotnosé niebieskiego zgrubisz®,
Wiec Filozofie, Grecje moze, zgubisz. . .

ARCHITA

O! Plato. .. padam przed prawdy bez-korncem,
I nieraz, mysli z drzewa cioszqc, placze,

Tak wielce wszystko przesigkle jest stoncem,
Ktoremu nie ty, ni ja biegow znacze;
Dlatego swietych nie znize arkanow,

Ani ojczyzny kragla tarcz wyszczerbie,

Owszem: z tych, ktore razq cie dzis, planow,

Z kres tych na Grecji idealnym herbie,

Z liczebnych réownan w sit zmienionych dZwignie
(Lubo promiennosé uroku w nich stygnie),

Ktéz wie? — powtarzam — czy lud w sobie drobny,
Bezsilny ciatem — jak wyspa osobny,

Sykulow mowie, na przyklad, siedziba™,
Tq sily ramion zmnozywszy naukgq,

Nie zdola bronic¢ sie jak morska ryba?. ..

PLATO

Przyjdzie — i tobie dzien zwyciestwa — sztukol. ..
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1 Informatyczny kacik olimpijski (103): Przeciaganie liny

b W tym miesiagcu proponujemy zadanie Przecigganie liny, ktore pojawito

4
f7/

sie w podwarszawskim Jézefowie, podczas zeszlorocznej Baltyckiej

Olimpiady Informatycznej. Zadanie opisuje problem optymalizacji znanej
wakacyjno-urlopowej zabawy. Co ciekawe, warstwa fabularna proponowanego
rozwiazania — cho¢ pozostaje w podobnych klimatach — to jednak odchodzi od

h liny na rzecz plecaka. Ale po kolei:

i j

9e 10

Wierzchotki oznaczono liczbami,
krawedzie — literami. Jedyne mozliwe
przyporzadkowania to:

la, 2b, 3d, 6e, 5¢, 8h, 9i, 7f, 4g, 105 albo
la, 3b, 2¢, 5e, 6d, 8h, 9i, Tf, 4g, 10].

W zadaniu rozwazamy 2n oséb chcacych zabawié¢ sie w tytulowa gre. Lina do
zabawy ma przygotowane 2n uchwytéw, po n z kazdej strony. Kazda z oséb
deklaruje zawczasu dwa uchwyty, przy ktérych chcialaby sie znalezé. Znamy
réwniez site kazdej z oséb, wyrazona przez liczbe naturalng od 1 do s. Naszym
celem jest ustali¢, czy jest mozliwe takie ustawienie uczestnikow zabawy, aby
kazdy dostal jeden z dwoch wybranych przez siebie uchwytéw oraz aby réznica

sit miedzy dwiema druzynami nie przekraczata pewnej danej liczby k.

Ograniczenia opisane w zadaniu wydaja si¢ dos¢
dziwaczne. Najlepiej jest na nie spojrze¢ w nastepujacy
sposéb. Rozwazmy graf G, w ktérym wierzchotki
reprezentuja uchwyty, a krawedzie — ludzi. Krawedz e
laczy wierzchotki u i v wtedy i tylko wtedy, gdy

osoba e zadeklarowala jako ulubione wlasnie uchwyty

w iv. W tym jezyku przyporzadkowanie osobom
uchwytéw sprowadza sie do (wzajemnie jednoznacznego)
przyporzadkowania krawedziom jednego z ich
wierzchotkéw.

Nawet jesli zapomnimy o warunku dotyczacym
zréwnowazenia sit obu stron, nie zawsze jest mozliwe
jakiekolwiek przyporzadkowanie spelniajace wszystkie
preferencje dotyczace uchwytow. Przede wszystkim,
w G kazda spdjna skladowa o m wierzchotkach musi
mie¢ dokladnie m krawedzi. Takie grafy to tak zwane
pseudolasy, a wiec zbiory roztacznych pseudodrzew.
Kazde pseudodrzewo zawiera dokladnie jeden cykl
(dlaczego?). W takim grafie istnieja tylko dwa rézne

przyporzadkowania wierzchotkéw do sasiednich krawedzi.

Dla wierzchotkéw nie lezacych na cyklu mozliwy

jest tylko jeden wybdr. Na cyklu wybory sa dwa:
przyporzadkujemy krawedzie kolejnym wierzchotkom
albo zgodnie albo przeciwnie do ruchu wskazdéwek
zegara.

Wobec powyzszego, nasze rozwiazanie w pierwszej

fazie sprawdza, czy dane wejéciowe rzeczywiscie

tworza pseudolas. Jedli nie, to oczywiscie odpowiedz

na zadanie brzmi réwniez ,nie”. Dalej zaktadamy

wiec, ze mamy do czynienia juz tylko z pewnym
zbiorem pseudodrzew. Jak zauwazyliSmy wcze$niej,

dla kazdego takiego pseudodrzewa mamy tylko dwie
mozliwosci. Dla kazdej z nich obliczmy jaka site do
lewej strony liny wnosi. Te wartosci oznaczmy jako a;
oraz b; dla i-tego pseudodrzewa. Bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze zawsze a; < b;. Widzimy, ze taczna sita
lewej druzyny bedzie réwna co najmniej >, a; i co
najwyzej »_ . b; = >, a; + Y ,(b; — a;), przy czym kazdy
ze sktadnikéw (b; — a;) mozemy dodaé badz nie, wedlug
naszego uznania. Pamietajmy oczywiscie, ze chcemy, aby
ta sita miescila sie miedzy (S/2 — k/2) a (S/2+ k/2),
gdzie S oznacza laczna sile wszystkich oséb.
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To ostatnie spojrzenie na problem z zadania opiszemy

w jezyku tak zwanego problemu plecakowego

(ang. knapsack problem). Rozwazmy plecak o pojemnosci
maksymalnej (S/2+ k/2 — 3", a;) kg. Mamy dostepny
zbiér przedmiotéw (indeksowany i) o wagach (b; — a;) ke.
Pytamy, czy uda si¢ nam zabra¢ przedmioty o tacznej
wadze co najmniej (S/2 —k/2 — >, a;) kg i jednoczesnie
nieprzekraczajacej pojemnosci plecaka.

Problem plecakowy to klasyczny problem, ktory da

sie standardowo rozwiazaé¢ w czasie O(nS). W naszym
zadaniu mozemy jednak znaleZé rozwiazania lepsze (o ile
s < n), bo dzialajace w czasie O(V/S) - O(S) = O(5%/2).

Skorzystamy z zalozenia, ze sila kazdej osoby (a wiec
i wagi przedmiotéw w problemie plecakowym) jest
wyrazona liczba naturalna. Wnioskujemy z tego, ze
istnieje co najwyzej O(v/S) réznych wartosci wag
przedmiotéw (suma m réznych liczb naturalnych

jest réwna co najmniej w = O(m?)). Pozostaje
ostatni krok, zrealizowany za pomoca programowania
dynamicznego:

Tworzymy (poczatkowo wypelniong zerami) binarna
tablice ¢ rozmiaru S, w ktérej bedziemy zaznaczaé, czy
da si¢ przygotowaé plecak o ustalonej wadze. Dzialamy
w petli 0 O(v/S) obrotach, w kazdym obrocie dajac
dostep do kolejnej unikatowej wagi przedmiotu.

Oto pseudokod jednego obrotu, dla nowej wagi w
wystepujacej q razy:

for i = S downto 1 do
if ((t[i]) == 1) then

Ti=q, ] =1

while (z < 0 and t[j + w] == 0) do
ri=x—1;
tj+w):=1,
Ji=J+w

W kazdym kroku petli albo uzyskujemy nowa objetosé¢
plecaka albo konczymy dodawania dla ustalonej
objetosci. Oba zdarzenia moga wystapic¢ S razy, stad
czas dzialania jednego obrotu petli to faktycznie O(S)
tak, jak zapowiedzielidmy.

Tomasz KAZANA



Profesor Krzysztof Maurin
— matematyk, wychowawca, mistrz

W dniu 14 stycznia 2017 roku zmart w wieku 93 lat profesor Krzysztof

Maurin: twérca polskiej szkoly fizyki matematycznej, wieloletni profesor
Uniwersytetu Warszawskiego, zatozyciel i dtugoletni kierownik Katedry

Metod Matematycznych Fizyki, wychowawca licznych pokolen matematykow

i fizykow teoretycznych, autor wielu monografii, a przede wszystkim , kultowego”
wyktadu z analizy matematycznej dla fizykdéw, bedacego podstawa wielokrotnie
wznawianej ,,Analizy” — ksigzki, ktéra nie przestaje fascynowaé swoim
oryginalnym spojrzeniem na matematyke jako na jezyk fizyki.

Francuskie nazwisko odziedziczyl po przodkach — hugenotach. Jako matematyk
byt specjalista w zakresie metod przestrzeni Hilberta oraz reprezentacji grup.
Jednak jego bogata osobowo$¢ nie pozwolita mu zamknaé si¢ w jednej dziedzinie
nauki. Byl myélicielem o niezwykle szerokich horyzontach: opublikowat

m.in. wiele prac filozoficznych i teologicznych, a za jedno ze swych gléwnych
osiagnie¢ uwazal zalozenie (w roku 1970) i prowadzenie niemal do korica zycia
miedzydyscyplinarnego seminarium ,,Systemy otwarte”, ktore do dzi§ gromadzi
nie tylko przedstawicieli nauk $cistych (fizykéw, matematykéw, chemikéw,
biologéw), ale réwniez licznych humanistéw. Na seminarium tym wystepowali
m.in. tacy mysliciele jak Carl Friedrich von Weizséacker, Jozef Tischner czy
Krzysztof Michalski.

Jako student fizyki w latach 1960-65 wystuchalem wielu jego wyktadow,

a w koncu trafilem ,,pod jego skrzydla” jako uczen i asystent. Matematyka,
jaka nam przekazywal, byta czyms$ duzo wazniejszym niz zwyktle, przyziemne
w,rachunki”: podazajac za mysla Cauchy’ego, Weierstrassa, Riemanna czy
Grothendiecka, ktéra nam przyblizal, mieliSmy wrazenie, ze rosna nam skrzydla,
otwieraja sie niedostepne przedtem horyzonty, ze zostaliémy dopuszczeni

do obcowania twarza w twarz ze $§wiatem Idei Platona. Ta swoja fascynacja
chetnie dzieliliémy sie z innymi: pamigtam, jak kolezanki ze szkoly muzycznej
zabawialem teorig liczb rzeczywistych wedtug Cauchy’ego.

Profesor, ktérego miedzy soba, w gronie uczniéw, tytutowalidmy ,,Szefem”,

w trosce o nasz rozwoj naukowy podsuwal nam do referowania na seminarium
Katedry ciekawe, aktualne prace. Mial w tej dziedzinie ogromna intuicje i wiele
waznych kierunkéow badawczych wywodzi si¢ wtasnie z tych ,,obowiazkowych”
referatéw. Uwazal tez, ze trzeba sie ciagle uczy¢: juz nawet po doktoracie czy
habilitacji byliSmy przezen energicznie zachecani do wystuchania co najmniej
dwéch wykltadow monograficznych w kazdym semestrze, a — przede wszystkim
— do uczeszezania na ¢wiczenia i zdawania egzaminéw, na ktore zgtaszaliSmy sie
pokornie wraz ze studentami.

Do najwazniejszych przyjazni naukowych Profesora zaliczytbym te

z Eberhardem Zeidlerem, wybitnym matematykiem niemieckim, zatozycielem
i wieloletnim dyrektorem Instytutu Maxa Plancka ,Matematyka w naukach
przyrodniczych” (Mathematik in der Naturwissenschaften) w Lipsku, miescie
Jana Sebastiana Bacha. Jako student, Zeidler byl jednym z niewielu lipszczan,
ktorzy w 1960 r. protestowali przeciwko zburzeniu trzynastowiecznego koéciota
uniwersyteckiego i zastapieniu go ,,nowoczesna” architektura enerdowskq.
Pokutowal za to dwa lata jako zolnierz Volksarmee. Pod koniec zycia
wielokrotnie méwil mi, ze swoja wizje matematyki, ktéra publikowal w licznych
monografiach, zawdziecza rozmowom z profesorem Maurinem. Przyjazn te
kultywowali telefonicznie niemal do samej Smierci Zeidlera w listopadzie
ubiegtego roku. Jestem przekonany, ze wrécili teraz do przerwanej, na

pewno niezwykle interesujacej, rozmowy. Jedli sie tylko w ktore$ sobotnie
popotudnie trafi do kosciota $w. Tomasza w Lipsku — dlugoletniego miejsca
pracy Jana Sebastiana — na motety w wykonaniu Thomanerchor, chéru kiedys
prowadzonego przez starego mistrza, zapewne da sie ich obu spotkac.

Jerzy KIJOWSKI
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Klub 44

Skrét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2017

czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,
a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl

Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

v Zadania z fizyki nr 634, 635
1
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
V2 634. W pionowym, zamknigtym naczyniu znajduje si¢ ttok, ktéry moze
. przemieszczaé si¢ bez tarcia (rys. 1). Z obu stron tloka znajduja sie jednakowe
Rys. 1 Rys.2 masy tego samego gazu doskonatego. W temperaturze Tp, jednakowej w catym

wartosci T'7

Rys. 3

Rozwigzania zadan z numeru 11/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

626. Na skraju prostokatnego uskoku o wysokosci h lezy jednorodna
kula o promieniu R, przy czym h > % (rys. 3). W stanie poczatkowym
kula znajduje si¢ w stanie rownowagi chwiejnej. Znalezé odleglosé

x miejsca upadku kuli na ziemie, zakladajac, ze jej ruch rozpoczal

sie z zerowg predkoscia poczatkowsa. Nie ma tarcia miedzy kulg

a uskokiem.

627. W pionowo ustawionym cylindrze z tlokiem znajduje si¢
jednoatomowy gaz doskonaly. Odleglos¢ tloka od dna cylindra

wynosi [. Po obcigzeniu tloka ci¢zarkiem o masie m i ustaleniu

sig réwnowagi temperatura bezwzgledna gazu wzrosta dwukrotnie.
Cylinder i tlok wykonane sa z izolatora cieplnego. Obliczy¢ przyrost
energii wewnetrznej gazu. Poming¢ tarcie miedzy cylindrem a ttokiem.
626. Dopoki kula nie traci kontaktu
z uskokiem, dziala na nia sila
ciezkosci mg oraz sita reakceji
podloza Fr (rys. 4). Poniewaz nie
ma tarcia, sila reakcji skierowana
jest wzdluz promienia kuli. Obie
sily maja zerowy moment wzgledem
$rodka kuli, zatem kula porusza
sie ruchem postepowym. Srodek

masy kuli porusza si¢ po okregu  Rys. 4
o promieniu R, a jego rownanie ruchu
ma postac:

mv®/R = mgcosa — Fg.
W momencie, w ktérym kula odrywa sie od uskoku, sita
reakeji znika: mv3 /R = mgcos ag. Z zasady zachowania
energii mamy v3 = 2Rg(1 — cos ag). W chwili oderwania
kat «y, jaki tworzy predkos¢ kuli z poziomem, dany
jest wzorem cos g = 2/3, warto$é¢ predkosci wynosi
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naczyniu, objeto$¢ gazu nad tlokiem jest k razy wieksza niz objetos¢ gazu pod
ttokiem. Jaki bedzie stosunek tych objetosci, gdy temperatura wzrosnie do

635. Do dolnego konca preta o dlugosci [ przyczepiono mala kulke o masie m,
a do gornego konca rurke w ksztalcie walca o wewnetrznym promieniu R. Masy
preta i rurki sa zaniedbywalne. Rurka nasunieta jest luzno na nieruchoma,
pozioma 0§ (rys. 2). Wspdlezynnik tarcia miedzy wewnetrzna powierzchnia rurki

T i osia jest réwny p. Dla jakich wartosci kata ¢ odchylenia preta od pionu tak
skonstruowane wahadlo moze znajdowaé sie w réwnowadze?

vg = v/2Rg/3, a dolny punkt kuli znajduje si¢ na
wysokosci hg = h — R/3 nad ziemia. Po oderwaniu $rodek
masy kuli porusza si¢ w kierunku poziomym ze stala
predkoscia vy, = vg cos o, w kierunku pionowym spada
w polu ciezkodci z predkoscia poczatkowa vg, = vg sin ag
i osigga predko$é v, = \/5v2/9 + 2gho po czasie

t = (v, — voy)/g. Szukana odleglosé dana jest wzorem

1
1+892’10_1>>.
Yo

3 39R
627. Zmiana energii wewnetrznej gazu dana jest
wzorem AU = nc,T, gdzie T jest temperatura w stanie
poczatkowym, n liczba moli, a ¢, molowym cieptem
wlasciwym przy stalej objetosci. Oznaczmy ci$nienia
poczatkowe i koncowe w cylindrze odpowiednio przez p;
i pa. Réwnania Clapeyrona dla tych stanéw maja postac:

p1lS = nRT oraz ps(l — x)S = 2nRT,

gdzie z jest przesunieciem tloka, a S jego polem
powierzchni. Odejmujac te rownania stronami,
otrzymujemy (p2 — p1)lS — poxS = nRT. Z warunkéw
réwnowagi mamy (ps — p1)S = mg, a z pierwszej zasady
termodynamiki ps Sz = AU = ne,T. Stad mgl = nc,T,
uwzgledniajac, ze ¢, = ¢, + R. Szukana zmiana energii
wewnetrznej wynosi

5 202
T = ot + Rsinag = fR(l—i— UO(

mglc
AU = Q’
Cp
a poniewaz gaz jest jednoatomowy, wiec

AU = 3mgl/5.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2017

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
622 (WT = 3,4), 623 (WT = 1,72)
624 (WT = 2,5), 625 (WT = 3,6)

z numeréw 9/2016 i 10/2016

Michatl Kozlik Gliwice 39,32
Marian Lupiezowiec Knuréw 37,97
Tomasz Rudny Warszawa 37,68
Jan Zambrzycki Bialystok 31,58
Jacek Konieczny Poznan 29,51

Zadania z matematyki nr 737, 738
Redaguje Marcin E. KUCZMA

737. Pigciokat ABCDFE jest wpisany w okrag w, przy czym proste BC' i AD
przecinaja sie w takim punkcie F', Zze prosta EF jest styczna do w. Druga prosta
styczna do okregu w, réwnolegta do E'F', przecina proste EA, EB, EC, ED
odpowiednio w punktach K, L, M, N. Udowodni¢, ze odcinki KL i M N maja
jednakowa dtugosé.

738. Wypisujac, jedna za druga, wszystkie liczby catkowite dodatnie, majace
(w systemie dziesietnym) co najwyzej n cyfr, piszemy lacznie ¢, cyfr (np.

c1 =9, co =189); w tym z, zer (np. z1 =0, z0 = 9). Czy réwnosé¢ z, = ¢,—1
jest spelniona dla wszystkich liczb naturalnych n > 27

Zadanie 738 zaproponowal pan Bartlomiej Pawlik z Limanowe;j.
Rozwigzania zadai z numeru 11/2016

Przypominamy tres¢ zadan:

729. W trojkacie ABC bok AC jest dtuzszy niz BC. Punkt P lezy na dwusiecznej
CK kata C, za$ punkt Q lezy na $rodkowej C'M, polowiacej bok AB; przy tym
C MP|AC oraz KQ| BC. Wykazadé, ze odcinek PQ jest prostopadly do CK.

730. Wyznaczy¢ kres dolny zbioru liczb postaci n{n\@} gdyn=1,2,3,...
(tradycyjne oznaczenie: {z} =z — |z] ).

729. Oznaczmy przez X punkt przeciecia przekatnych czworokata
KPQM. Prosta M P, réwnolegla do AC, przecina bok BC

w punkcie N, bedacym $rodkiem tego boku. Skoro éw bok jest
réwnolegly do K@Q, zatem punkt X (lezacy na prostej M N) jest
$rodkiem odcinka K@Q.

7 danych rownoleglosci dostajemy ponadto rownosé katéw
|¥PKX|=|xKCB|=|xKCA| = |<KPX|.

Tréjkat X K P jest wiec réwnoramienny: |KX| = |[PX|. Punkt X,

jako érodek odcinka K@, jest w takim razie srodkiem okregu

opisanego na tréjkacie K PQ. Wynika stad, ze kat K PQ jest prosty

— a to teza zadania.

730. Ustalmy liczbe naturalna n > 1 i oznaczmy |[nv/2 | = k. Oczywiécie
k < nv?2, czyli k? < 2n?, zatem 2n? — k? > 1. Dostajemy oszacowanie

B B _ n(2n® — k?) n
n{nv2} =n(nv2 —k) = Ik /n\/§+k>
n 1

TnEenva 22
Uzyskane ograniczenie dolne okaze si¢ by¢ szukanym kresem dolnym. Pierwsza
z powyzszych nieréwnoéci staje sie réwnoscia, gdy 2n? — k? = 1; druga bedzie
,bliska réwnogci”, gdy stosunek k/nv/2 bedzie bliski 1.

Wskazemy nieskoniczony ciag rozwiazan (n, k) réwnania 2n? — k% = 1.
Para (1,1) jest rozwiazaniem. Dalej, jeli para (n, k) jest rozwigzaniem, to
(0, k") = (3n + 2k, 4n + 3k) tez, bowiem
2(n)? — (k') = 2(9n? + 12nk + 4k%) — (16n? + 24nk + 9k?) =
=2n?% — k2.
Istnieja wiec rozwiazania (n, k) z dowolnie wielka wartoscia n. Gdy (n, k) jest
dowolna z takich par, wéwczas k < nv2 < k+ 1, czyli k = |nv/2 |, wobec czego
(zgodnie z poczatkowym przeksztalceniem)
n(2n? — k?) n

2} = NGRS

1
S VI (WE—1) 22— (1jn)

Liczba n moze by¢ dowolnie wielka, zatem ostatnie wyrazenie moze mie¢ wartosé
dowolnie bliska 1/(2v/2). To dowodzi, ze istotnie liczba 1/(2v/2) jest kresem
dolnym zbioru wartoéci n{nv/2 }.
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Prosto z nieba: Galaktyczny spis powszechny

Astronomowie lubig tatwe do zapamietania, a jednoczesnie
poprawne co do rzedu wielkosci oszacowania réznych
wielko$ci wystepujacych we Wszech$wiecie. Jedna z takich
liczb jest calkowita liczba gwiazd. Na podstawie obserwacji
wiemy, ze w naszej Galaktyce jest ich okoto sto miliardéw
(10'1). Z kolei obserwacje pozagalaktyczne utwierdzaly
nas przez lata w przekonaniu, ze w obserwowalnym
Wszechswiecie jest tyle samo galaktyk, co gwiazd, czyli
réwniez okoto 1011, W sumie daje to 10%? gwiazd.
Czytelnik uwazny zauwazy zapewne, ze uzytem

stow ,catkowita liczba gwiazd” w ,,obserwowalnym
Wszechswiecie”. Czy te dwa sformutowania nie bywaja
czasem w sprzecznosci? Pytaniem tym zajeli si¢ ostatnio
astronomowie korzystajacy z fenomenalnych mozliwosci
teleskopu kosmicznego Hubble’a (obstugiwanego wspdlnie
przez NASA i ESA). Stworzyli oni tréjwymiarowa

mape galaktyk, siegajac daleko w przestrzen, a wiec

i do wezesnych momentéw Wszechswiata. Dodatkowo
zastosowano nowe modele przewidujace liczbe galaktyk
zbyt stabych, by dalo si¢ je obserwowaé przez teleskop

Niebo w marcu

W marcu wszystkim mitosnikom obserwacji prowadzonych
,golym okiem” polecamy koniunkcje. Juz w pierwsza noc
marca Mars znajdzie sie w odleglosci 4° od Ksiezyca. Po
zapadnigciu zmroku, czyli okoto godziny 17:37, oba ciala
niebieskie znajdowaé sie beda okoto 32° nad horyzontem
poludniowo-zachodnim. W momencie najwigkszego
zblizenia, na tle gwiazdozbioru Ryb, Ksiezyc osiagnie
jasnos¢ —10,6™, natomiast Mars 1,0™. Kolejna koniunkcja
marcowa bedzie spotkanie Jowisza z Ksiezycem, ktore
nastapi 14 III. Oba ciala, oddalone o zaledwie 2°, znalezé
bedzie mozna na tle gwiazdozbioru Panny, a ich jasnosci
wynosi¢ beda —12,5™ oraz —2,4™ odpowiednio dla
Ksiezyca i Jowisza. 20 IIT zachecamy do obserwacji
koniunkcji Ksiezyca i Saturna. Oba ciala, oddalone o 3°,
pojawia si¢ na wysokosci 15° nad horyzontem, na tle
gwiazdozbioru Strzelca. Jasnos¢ Ksiezyca wyniesie —11,9™,
natomiast Saturna: 0,1"" — beda one wystarczajace do
obserwacji nawet z terenéw mocno oSwietlonych.

Obserwatorom wyposazonym w teleskopy polecamy w tym
miesiacu Makemake — planete kartowata. Obiekt ten zostal
odkryty w 2005 roku, a jego nazwa pochodzi od béstwa

z wierzen ludnosci zamieszkujacej Wyspe Wielkanocna.
Odkrycie Makemake, i zaraz w tym samym roku, kolejnych
obiektéw tego samego typu (Eris i Haumei), spowodowalo
utrate przez Plutona statusu dziewiatej planety Ukladu
Stonecznego. 23 111 Makemake (rektascensja 12,97h

i deklinacja 25°16") znajdzie siec w opozycji wzgledem
Stonica, na tle gwiazdozbioru Warkocza Bereniki. Obiekt

o jasnosci 16,9™ bedzie widoczny przez wigksza czesé nocy.
Makemake zobaczymy zaraz po zmroku, na wysokosci 25°
nad horyzontem wschodniego nieba. Najwyzszy punkt na
niebie osiggnie okoto pdinocy, a tuz przed switem znajdzie
sie 41° nad horyzontem nieba zachodniego.

Celem trudniejszym do obserwacji, jednak
zdecydowanie wartym uwagi, bedzie kometa
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Hubble’a. Oszacowana w ten sposob liczba galaktyk — 1012
— jest 10 razy wigksza od powszechnie przyjmowanej. Okoto
90% galaktyk to male i niezbyt jasne skupiska gwiazd,

o ktérych niewiele wiemy!

Otrzymane wyniki $wiadcza o ewolucji, jakiej doswiadczaja
galaktyki w trakcie trwania Wszech$wiata — podczas
ostatnich kilku miliardéw lat wiele z nich potaczyto sie
w wigksze, przez co obserwowalna liczba jasnych galaktyk
w poblizu naszej jest mniejsza niz na wczesniejszym
etapie (formowanie sie wiekszych struktur z mniejszych
nazywa sie zargonowo mechanizmem bottom-up). Skoro
jednak praktycznie w kazdym miejscu na niebie znajduje
sie galaktyka, to czemu nocne niebo nie $wieci tak
jasno, jak powierzchnia Stonica? W praktyce powyzej
opisany paradoks Olbersa wyjasnia si¢ kombinacja
réznych prozaicznych czynnikéw: poczerwienieniem
Swiatla odlegltych galaktyk, zwiazana z rozszerzaniem sie
Wszech$wiata oraz pochlanianiem i rozpraszaniem Swiatla
przez miedzygalaktyczny pyt.

Michal BEJGER

73P /Schwassmann—Wachmann. Kometa odkryta zostala
w 1930 roku, a jej nazwa pochodzi od nazwisk odkrywcow
Arnolda Schwassmanna i Arno Wachmanna. W momencie
odkrycia kometa zblizyla si¢ do Ziemi na odleglosé raptem
0,062 j.a., co odpowiada odlegtosci troche wickszej niz

9 milionéw kilometrow. Jak wskazuje symbol P w nazwie,
kometa ta jest obiektem okresowo obiegajacym Stonce.
Cho¢ na jeden obieg wokél naszej Dziennej Gwiazdy
potrzebuje raptem 5,43 lat, to przez ponad pél wicku nie
budzita wielkiego zainteresowania posrod astronoméw.
Sytuacja ulegla zmianie, gdy w 1995 roku zaobserwowano
rozpad komety na czesSci. Podobna sytuacja zdarzyla sie
w roku 2006. Najbardziej sprzyjajaca noca do obserwacji
tegorocznego przelotu 73P /Schwassmann—Wachmann jest
9 III. Tej nocy obiekt znajdzie si¢ na potudniowym niebie,
na wysokosci okoto 17°. Jej odlegloé¢ od Stonca wyniesie
0,98 j.a. oraz 1,40 j.a. od Ziemi. Jasnos¢ komety jest
prognozowana na 12"". Nalezy jednak pamigtaé, ze tak jak
efemerydy, czyli przyszte polozenia komet, astronomowie
potrafia dobrze okredlié, tak juz jasnosci sa trudniejsze do
oszacowania. Wynika to z faktu, ze jasnos¢ danej komety
zdeterminowana jest jej zachowaniem w poblizu Stonca.
W przypadku 73P /Schwassmann—Wachmann podczas jej
przelotu w roku 1995 prognozowano jej jasnosé na 13™,
jednak, w wyniku rozpadu jadra, nastapito pojasnienie
komety az do wartosci 7. Warto zatem kilka dni przed
planowanymi obserwacjami sprawdzi¢, jaka jest aktualna
szacowana jasno$¢ obiektu i tym samym przygotowaé do
obserwacji odpowiednie instrumenty.

W planach obserwacyjnych warto wzia¢ réwniez pod
uwage pelnie naszego naturalnego satelity, ktéra wypada
12 III, natomiast néw 28 III. Warto pamigtac rowniez,

ze réwnonoc wiosenna przypadnie w tym roku 20 III,
natomiast 26 IIT nastapi zmiana czasu z zimowego na letni.

Karolina BAKOWSKA
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Mapa jest regularna, gdy kazdy
wierzcholek ma stopien 3 oraz jesli dwa
kraje sgsiaduja, to wzdluz spdjnego
fragmentu granicy. Kazda mape mozna
do takiej sprowadzi¢ i pomalowanie nowej
mapy jest dobre réwniez dla wyjsciowej:

ooy
@i~ E

X

Rys. 1. Np. Paragwaj, Luksemburg,
wojewddztwo wielkopolskie $wiadcza

o tym, ze do pomalowania odpowiednich
map nie wystarcza trzy kolory.

Rys. 2. Fragmenty map M i M’.

P Q
Rys. 3. n =1, k = 3, wigc @ ma kolor
1-3=-2=1 (mod 3).

d/

Rys. 4. Dwoma kolorowymi bokami
tréjkata zastgpujemy pojedynczg krawedz
drogi d (trzeci bok tego tréjkata).

Literatura: J.H. Cadwell, Topics in
Recreational Mathematics, Cambridge
University Press, 1966.

Kraje, stolice, granice. .. Joanna JASZUNSKA

Styczniowy deltoid poswiecony byl dwubarwnym mapom. Udowodniliémy w nim

Twierdzenie 1. Mape mozna pomalowaé dwoma kolorami wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jej wierzcholek jest stopnia parzystego.
Przyjmujemy te sama terminologie oraz zalozenia o mapach i ich kolorowaniach.

Ograniczmy teraz nasze rozwazania do map regularnych (definicja

na marginesie). W kazdym wierzchotku takiej mapy schodza sie trzy kraje,

z pewnoécia wiec dwie barwy nie wystarcza do pomalowania ich. Co wiecej, jesli
jakis kraj ma nieparzysta liczbe sasiadéw, to nie da sie ich pokolorowaé¢ dwiema
barwami (rys. 1). Dowodzi to jednej z implikacji w ponizszym twierdzeniu.
Twierdzenie 2. Mape reqularng mozna pomalowaé trzema kolorami wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy jej kraj ma parzystq liczbe sqsiadow.

W dowodzie drugiej implikacji przyda sie pojecie mapy M’ dualnej do mapy M:
jej wierzchotkami sa stolice panstw mapy M, a jesli dwa panstwa sasiaduja, to
w poprzek ich granicy rysujemy krawedz laczaca stolice (rys. 2).

Dowédd. Jedli kazdy kraj na mapie M ma parzysta liczbe sasiadéw, to kazdy
wierzcholek mapy M’ ma stopienn parzysty. Na mocy twierdzenia 1 mozemy wiec
mape M’ pomalowaé na czarno-biato. Ponadto kazdy jej kraj jest trojkatem, co
wynika z regularno$ci mapy M. Pomalujemy wierzchotki M’ barwami 0, 1, 2.

Pokolorujmy dowolny wierzchotek P barwa 0. Nastepnie kazdy inny
wierzchotek @) polaczmy z P dowolnym ciagiem réznych krawedzi i pomalujmy
kolorem n — k (mod 3), gdzie n to liczba krawedzi wzdluz tej drogi od P do Q,
ktére maja czarny tréjkat po lewej stronie, a k — po prawej (rys. 3). Aby
zakonczy¢ dowdd, nalezy wykazaé, ze kolor wierzchotka @) nie zalezy od wyboru
drogi.

Rozwazmy dwie rézne drogi d i d’ i deformujmy d do d’, ,mijajac” kolejne
trojkaty jak na rysunku 4. Wéwczas jedna krawedz wliczana do n zastepujemy
dwiema liczonymi do k lub jedna z £ — dwiema z n. Poniewaz 2 = —1 oraz

—2 =1 (mod 3), taka zmiana nie wplywa na kolor wierzchotka Q. Stad faktycznie
kolor ten nie zalezy od wyboru drogi, a barwy sasiednich wierzchotkéw (panistw
mapy M) réznia sie o 1. O

Stynne twierdzenie orzeka, ze kazda mape da si¢ pomalowaé¢ najwyzej czterema barwami.
Dowodu (bardzo trudnego) nie przedstawimy, ale pokazemy réwnowazno$é¢ pewnych warunkéw.
Twierdzenie 3. Mape reqularng mozna pomalowaé czterema kolorami wtedy

1 tylko wtedy, gdy jej krawedzie mozna pomalowaé trzema kolorami tak, by

w kazdym wierzcholku schodzily sie krawedzie trzech roznych barw.

Dowéd. Rozwazmy mape pomalowana czterema kolorami: (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1). Pokolorujmy kazda z krawedzi barwa odpowiadajaca sumie graniczacych
wzdtuz niej panstw, przy czym dodawanie wykonujemy po wspétrzednych

i modulo 2, np. (1,0) + (1,1) = (0,1). Sa wéwczas tylko trzy mozliwe kolory
krawedzi: (0,1), (1,0), (1,1) — sumy szesciu mozliwych par réznych barw krajow.
Zauwazmy, ze kazda barwa zsumowana sama ze soba daje (0,0). Stad suma
koloréw trzech krawedzi w kazdym z wierzcholkéw tez réwna jest (0,0), gdyz
kolor kazdego z panstw jest w niej liczony dwukrotnie. Wobec tego dwie
krawedzie jednego wierzchotka nie moga mieé¢ tego samego koloru, gdyz wéwczas
ich suma bylaby réwna (0,0) i zmienitaby si¢ po dodaniu trzeciej (réznej

od (0,0)). Uzyskalismy wiec odpowiednie kolorowanie krawedzi.

Zalézmy teraz, ze krawedzie mapy pokolorowano barwami (0,1), (1,0), (1,1)

w sposOb opisany w twierdzeniu. Pomalujmy dowolnie wybrany kraj P kolorem
(0,0). Nastepnie kazdy inny kraj @ potaczmy z P dowolna droga nieprzechodzaca
przez wierzcholki mapy i pomalujmy kolorem réwnym sumie barw wszystkich
przekraczanych po drodze granic. Aby zakoticzyé dowdd, nalezy wykazad,

ze kolor panstwa () nie zalezy od wyboru drogi. Rozumowanie to, bazujace

na deformowaniu drogi, przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 1 (tym
razem kazdy wierzcholek ma stopien 3 i suma koloréw dwéch jego krawedzi
réwna jest kolorowi trzeciej). Barwy sasiednich krajéw réznia sie woéwezas

o barwe ich granicy. O
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