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*Syncron Poland

Rozwigzanie zadania M 1528.
Odpowiedz: Na 2'° sposobéw.
Wyréznijmy 15 pdl tablicy, ktére tworza
skrajny dolny wiersz i skrajna lewa
kolumne. Zauwazmy, ze dowolne
kolorowanie tych pél dwoma kolorami
jednoznacznie okresla pokolorowanie catej
tablicy zgodnie z warunkami zadania
kolory pozostalych pél okreslamy

w kolejnosci zadanej przez numery na
rysunku.

10|11{12]13
10[11]12
10(11

—l|w| s |ofo |~
|w|e oo |~
w|e|o|o|~1|ow|wo
oo ||| e

(S8 K-8 BN ] el =)

7 drugiej strony kazdy sposéb
pomalowania wszystkich pél tablicy
jednoznacznie zadaje kolory pél
wyréznionych. To oznacza, ze kolorowania
tablicy o zadanych wlasnodciach sa we
wzajemnie jednoznacznej odpowiednio$ci
z dowolnymi pokolorowaniami
wyréznionych pél, a takich pokolorowan
jest 215,

Uwaga. Podany przyktad zbioru 15 pdl
jednoznacznie kodujacego kolorowanie
catej tablicy nie jest jedyny — mozna
zadaé pytanie, jak wygladaja zestawy 15
pol o takiej wltasnosci i ile ich jest.
Czytelnika Lubigcego Utozsamiac¢ Tablice
z Grafami Dwudzielnymi (a zbiory pol
tablicy z odpowiednimi podgrafami)
zachecamy do udowodnienia, ze omawiane
zbiory pél to drzewa rozpinajgce takich
graféw i jest ich dokladnie 2%,

Z, zycia managera magazynu, czyli jak
skladaé¢ optymalne zamoéwienia?
Agnieszka ABRAMCZYK*

Sprébuj, drogi Czytelniku, wyobrazi¢ sobie, ze zarzadzasz wielkim magazynem
z milionami réznych towaréw na pétkach. W Twoim magazynie znajduja sie
czesci zamiennie do koparek, samochodéw i motocykli, srubki, silniki, narzedzia,
odziez specjalistyczna, smary i oleje napedowe, oraz inne motoryzacyjne cuda.
Jezeli wezute$ sie juz w swoja role, pozwdl, ze zadam Ci pytanie. W jaki sposéb
zarzadzasz towarami? Skad wiesz, kiedy zlozy¢ zaméwienie? Czy masz ustalony
grafik i zamawiasz na poczatku kazdego miesiaca, mimo tego, ze niektore czesci
pietrza sie az po sufit? A moze zamawiasz dopiero wtedy, gdy zabraknie Ci
towaru na pélce? A co, jezeli dostawa trwa dwa miesiace, a przed drzwiami
magazynu rozentuzjazmowany tlum harleyowcéw domaga sie nowego modelu
skérzanych kurtek? By¢ moze, zamawiasz, gdy ilos¢ towaru jest odpowiednio
mala? Ale co to znaczy odpowiednio mata? Czy 5 Srubek to wystarczajaco
malto? A 5 silnikéw do supernowoczesnego, rzadkiego modelu koparki?

Poszukiwanie odpowiedzi na podobne pytania to codziennosé

w Syncronie — moim miejscu pracy. Nasz gléwny produkt jest aplikacja,

dzieki ktérej sie¢ magazynow moze zaoszczedzié pieniadze poprzez m.in.
minimalizacje iloéci przechowywanych towaréw, optymalizacje procesu sktadania
zaméwien i efektywne zarzadzanie taicuchem dostaw. W niniejszym artykule
opowiem o malym wycinku jednej z funkcjonalnoéci, to znaczy o strategii
zamawiania (R, Q). Zasada dzialania tej strategii jest bardzo prosta — skladasz
zamoéwienie o wielkosci @, kiedy zauwazysz, ze ilos¢ towaru spadnie do

poziomu R.

Ile zamawiaé?

Teoretyczne opracowania na temat strategii (R, Q) nie okreslaja jasno, ile
zamawia¢. Wazne jest natomiast, aby wielkos¢ zamowienia nie zmieniala

sie istotnie w czasie. Przy wyborze odpowiedniego @) mozemy kierowadc

sie minimalizacja istotnych kosztéw, np. kosztéw zamawiania (transport,
rozladunek) i przechowywania (koszty zwiazane z zamrozeniem kapitaltu,
skladowaniem, potencjalnym zniszczeniem towaru). W praktyce precyzyjne
oszacowanie poszczegdlnych kosztow jest skomplikowane, dlatego tez w ramach
alternatywy mozemy zastosowaé nieco prostsza formule, Q = D/N, gdzie D to
oczekiwany roczny popyt, a N to planowana liczba zaméwien w roku.

Kiedy zamawiaé?
Przyjmijmy na poczatek, ze popyt i czas dostawy sa deterministyczne. Przy
znanym popycie mozemy doktadnie przewidzieé, kiedy sprzedamy wszystko to,
co mamy obecnie w magazynie. Poniewaz czas dostawy jest ustalony, mozemy
zlozy¢ zamowienie odpowiednio wczeéniej — na tyle wezesnie, aby dostawa
wypadla w dniu, gdy klient kupuje ostatnia sztuke towaru. Formalizujac nieco te
rozmy$lania,

R = wielko$¢ popytu w czasie oczekiwania na dostawe.

W rzeczywistosci popyt nie jest deterministyczny, dlatego tez porzucamy to
zalozenie. Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze mamy do czynienia ze zmienna
losowa o rozktadzie normalnym X ~ N (u,0?), gdzie u to oczekiwany popyt

w czasie oczekiwania na dostawe, a o to niepewnoéé¢ naszej prognozy. Podobnie
jak poprzednio, moglibysmy zlozyé zamdéwienie w momencie, gdy ilosé towaru
w magazynie jest rowna pu. Zauwazmy jednak, ze takie postepowanie daje

nam tylko 50% szans, ze wszyscy klienci zostang obshuzeni (rozklad normalny
jest symetryczny wzgledem $redniej). Ta niepewno$é prognozy sprawia, ze
powinnismy mie¢ dodatkowa pule towaru na ,wszelki wypadek”, czyli, innymi
stowy, zlozy¢ zamowienie nieco wezesniej. Czy duzo wezesniej? To zalezy od
poziomu obstugi, ktéry chcemy zapewni¢ naszym klientom. Pozwodlcie, Zze na
moment zbocze nieco z tematu i wtrace kilka stéw o miarach poziomu obstugi,
ktérych najczedciej uzywa sie¢ w praktyce.
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Rozwigzanie zadania M 1529.
Oznaczmy pewng par¢ przeciwleglych
$cian danego szescianu przez ABCD oraz
A'B’C’D’ w taki sposéb, aby odcinki
AA’, BB', CC’, DD’ byty krawedziami
szeécianu oraz éciana A’ B’C’ D’ nie
zawieralta zadnego z bokéw uzyskanego
w przekroju pigciokata, a krawedz AA’ —
zadnego z jego wierzchotkéw. Niech
ponadto U, V, W, X, Y, Z beda
punktami przecigcia plaszczyzny
przekroju odpowiednio z prostymi AD,
AB, BB, CC’, DD, AA’.

C

/
Q

Zauwazmy, ze czworokat W XY Z jest
réwnoleglobokiem, co wynika

z réwnolegloéci przeciwleglych $cian
szescianu. Okrag wpisany w pieciokat
UVWXY jest wpisany w ten
réwnoleglobok, skad wniosek, ze WXY Z
jest rombem. Wykazemy, ze AA’C’C jest
plaszczyzng symetrii tego rombu;
poniewaz jest to takze plaszczyzna
symetrii wyjsciowego szescianu, wigc
wyniknie stad, ze punkty U i V sa
wzgledem niej symetryczne, co zakonczy
rozwigzanie.

Skoro W XY Z jest rombem, to ma
prostopadle przekatne, a zatem punkty
W oraz Y sa zawarte w plaszczyznie
symetralnej odcinka X Z. Plaszczyzna ta
nie pokrywa sie z plaszczyzng BB’ D’ D
(punkt Z nie nalezy do odcinka AA’),
wigc przecina si¢ z nig wzdluz prostej
prostopadtej do plaszczyzny AA'C'C.
‘Wobec tego punkty W i Y sa
symetryczne wzgledem plaszczyzny
AA'C’'C, a to wtasénie nalezalo
udowodnié.

e CSL (ang. Cycle Service Level) — prawdopodobienistwo zaspokojenia calego
popytu w okresie pomiedzy dostawami wyrazone w procentach,

e [FR (ang. Item Fill Rate) — procent zaspokojonego popytu,

e OFR (ang. Order Fill Rate) — procent zamoéwieni zrealizowanych w caloci.

Aby do$wiadczy¢ réznicy pomiedzy powyzszymi miarami, rozwazmy scenariusz,
w ktérym zamowienie o wielkosci 99 dostarczane jest regularnie pierwszego
dnia miesiaca. Popyt jest staly i wynosi 100 sztuk miesiecznie. Oczywiste jest,
ze IFR =99% i CSL = 0% (bo w kazdym okresie zabraknie jednej sztuki).

OFR zalezy od charakterystyki popytu. Jezeli jeden klient zamdwit 100 sztuk,
to OFR = 0%. Jezeli dwdch klientéw zlozylo po jednym zamoéwieniu na 50 sztuk,
to OFR = 50%, poniewaz tylko jedno z dw6ch zamoéwient zostalo w catosci
zrealizowane.

Wr6émy do ustalenia satysfakcjonujacej wartoéci R. Zalézmy, ze chcemy
zapewnié poziom obstugi CSL réwny n%. Szukamy zatem takiego R,
ze popyt w czasie oczekiwania na dostawe nie przekroczy tej wartosci
z prawdopodobiefistwem n /100, czyli
P(X < R) =n/100.
Znajac rozklad zmiennej losowej X, latwo znajdujemy odpowiednia wartosé R.
Troche wigcej gimnastyki wymaga wyznaczenie R, ktore zapewni z gory zadany
poziom IFR. Zgodnie z definicja,
IFR = (1 — oczekiwany (mezaspokOJony popyt)) -100%.
popyt
Jednak w praktyce stosuje sie dosyé¢ dobre przyblizenie, z ktérym latwiej
pracowad

oczekiwany niezaspokojony popyt

IFR = (1 ) - 100%,

oczekiwany popyt
my w dalszej czeSci bedziemy stosowaé ten wlasnie wzor.

Oczekiwany popyt w okresie pomiedzy zamdwieniami jest rowny @), a warto$é
oczekiwana niezaspokojonego popytu zalezy od R i jest modelowana przez
funkcje straty s

Guo(R) = /(x — R)fu.o(z)dx,
R

gdzie f, - oznacza gesto$¢ rozktadu normalnego o $redniej p i odchyleniu
standardowym o. Przy odrobinie cierpliwosci mozna wykaza¢, ze funkcja G, »
jest Scisle malejaca, istnieje zatem funkcja do niej odwrotna, dzigki czemu R
moze by¢ jednoznacznie wyznaczone. Odpowiednia wartos¢ R uzyskiwana jest
numerycznie. Duzym ulatwieniem przy obliczeniach jest standaryzacja rozktadu,
ktora prowadzi do zaleznosci

R _
Gpo(R) = 0Gos (U“)

oraz formula Go1(R) = fo1(R) — R(1 — ®(R)), ktéra mozna otrzymaé
z wyjsciowego wzoru (®(R) to dystrybuanta rozktadu N(0,1)).

Przyktad

Zalézmy, ze popyt w czasie oczekiwania na dostawe modelowany jest rozkladem
normalnym o $éredniej u = 120 i odchyleniu standardowym o = 40. Czas
oczekiwania na dostawe wynosi 1 tydzien, a zamdéwienie sktadane jest 24 razy
w roku. Naszym zadaniem jest wyznaczenie strategii (R, @), ktéra zapewni
CSL = 80%. Jaki jest oczekiwany poziom IFR dla takiej strategii?

Obliczmy najpierw wielkos¢ zaméwienia:
Q@ =D/N = (120/7 - 365)/24 ~ 261.
Zgodnie z definicja CSL szukamy kwantyla rzedu 0,8 dla zmiennej losowej X
o rozkladzie N(120,402), tzn. takiej wartosci R, ze P(X < R) = 0,8. Korzystajac
z tablic lub dowolnego pakietu statystycznego, otrzymujemy
R =153,6648 ~ 154.

Szukana strategia to (154,261). Teraz sprawdzmy, jaki jest oczekiwany IFR dla
wyliczonej strategii
G120,40(154) = 40G,1(0,85) = 40(]”0,1(0,85) —0,85(1 — @(0,85))) ~ 44.



A zatem,
IFR =1 —4,4/120 ~ 93,33%.

W niniejszym artykule przyjelismy kilka zatozen utatwiajacych zrozumienie
badanego procesu i ulatwiajacych same obliczenia, np. popyt nie zawsze

moze by¢ modelowany rozkladem normalnym. W przypadku towaréw, ktore
sprzedaja sie rzadko i w nieregularny sposéb, konieczne jest uzycie rozktadéw
dyskretnych, np. rozktadu Poissona lub ujemnego dwumianowego. To wiaze

sie nie tylko z zamiang rozktadu w obliczeniach, ale takze ze zmiana sposobu,
w jaki podchodzimy do problemu, np. przy rozkladach dyskretnych nie mozemy
oczekiwaé, ze istnieje moment, w ktérym ilos¢ towaru w magazynie wynosi
doktadnie R. Najczestsza konsekwencja takiego zalozenia jest zbyt pdzne
zamawianie wzgledem modelu i nieosiaganie zadanych pozioméw obstugi klienta.

W zespole Data Science naszym gtéwnym zadaniem jest modyfikowanie
bazowych modeli poprzez ulepszanie i rozwijanie pozadanych funkcjonalnosci.
Dla modelu optymalnego zamawiania sa to m.in. uwzglednienie zmiennosci czasu
dostawy, modelowanie opéznien w centralnych magazynach, rozpatrywanie
wielu réznych dostawcéw, agregacja oraz redystrybucja zaméwien i wiele
innych. Kluczem jest wymyslenie (lub znalezienie w literaturze) takiego modelu,
ktory balansuje teoretyczne wyrafinowanie z praktycznymi mozliwo$ciami
implementacyjnymi i dostepnymi danymi. Czasami warto wybra¢ mniej
dokladny model, ktory pozwala na prostsze i szybsze obliczenia. Warto
u$wiadomié sobie tutaj rozmiar danych, z ktérymi mamy do czynienia — sa to
dziesiatki milionéw zaleznych od siebie czeéci z kilkuletnia historia.

Ztodziej strategii

*Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Jedna z rzeczy, ktore trudno wytthumaczy¢ niematematykom, to dowody
niekonstruktywne. W takim dowodzie autorzy dochodza do wniosku, iz pewien
obiekt matematyczny istnieje, czesto wiedzac o nim bardzo malo. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze stwierdzamy istnienie takiego obiektu, nie prébujac go skonstruowad,
tylko powolujac sie na inne fakty. Jednym z najprostszych przykladéw jest
dowdd przez ,kradziez strategii”, ktéry pokaze¢ na przykladzie prostej gry.

Gra ta beda dzielniki, w ktore gra sie nastepujaco: na poczatku na tablicy mamy
wypisane pewne liczby. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy. Ruch polega
na wybraniu nieskreslonej liczby z tablicy i skresleniu jej wraz ze wszystkimi
jej dzielnikami. Ten, kto nie moze sie ruszy¢, przegrywa. Jak widaé, gra jest
bez elementéw losowych i rozstrzyga si¢ w czasie skonczonym. Dzigki temu
wiemy, ze ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca. Teraz czas na wlasciwe
pytanie: rozwazmy gre w dzielniki na zbiorze liczb od 1 do 100. Ktéry z graczy
ma wowczas strategie wygrywajaca?

Jak nalezy w te gre graé, zeby wygraé¢? Nie wiemy. .. i nie musimy wiedzie¢!
Przy pytaniu o wygrana interesuje nas ,kto” wygra, a nie ,,jak”. I odpowiemy
na to pytanie dzigki nastepujacemu spostrzezeniu: liczba 1 pelni w tej grze
osobliwg role — na pewno zostanie skreslona w pierwszym ruchu. Zanim z tego
skorzystamy, rozpatrzmy gre w dzielniki na zbiorze liczb od 2 do 100. Ktéry
gracz wygrywa w drugiej grze?

Zalozmy wpierw, ze strategic wygrywajaca ma wtedy gracz rozpoczynajacy.
W pierwszym ruchu wybiera liczbe x. W takim razie w pierwszej grze rowniez
wygrywa gracz rozpoczynajacy, w pierwszym ruchu skreslajac x. Potem
wykonuje ruchy jak w grze w dzielniki od 2 do 100, bo to juz ta sama gra,

w koncu jedynki nie mozna wybrac.

Zalézmy teraz, ze gracz drugi ma strategie wygrywajaca w grze ,od dwdjki”.
Wtedy grajac w gre ,od jedynki”, w pierwszej turze skreslamy 1 i od tego
momentu zachowujemy sie jak gracz drugi w grze ,,od dwojki”. .., kradnac jego
strategie i tym samym wygrywajac.

Oznacza to, ze w grze ,,od jedynki” gracz rozpoczynajacy moze wygrywac
zawsze. Ale jak? Nie wiemy i tym sposobem, niestety, sie nie dowiemy. . .

Bartlomiej ZAK*



Co zobaczyta Alicja po drugiej stronie lustra?

Rozwigzanie zadania F 927.
Korzystajac z praw Kirchhoffa dla
obwodéw elektrycznych, znajdujemy, ze
warto$é¢ oporu R powinnismy obliczaé
wedlug wzordéw:
dla metody 1

- Ui Ry o Ry Ry

" Ryl —Ui Ry — R’
a dla metody 2

Us

R=— —Ra=R2— Ra.
I

Odwracajgc obie zaleznosci, otrzymujemy:

RRv
Ry =
R+ Ry
oraz
Ry = R+ Ra,

a wiec wzory uproszczone prowadza do
wyniku zanizonego w przypadku metody 1
i zawyzonego w przypadku metody 2.
Poréwnajmy wartosci bezwzgledne bledow
obu metod i zbadajmy, kiedy metoda 1
jest doktadniejsza:

Ry —R=Ra>R-— R

ta nieréwnos¢ jest spelniona, gdy

R < (RA ++\/4RvRa +Ri) /2~
=~ \/RvRA.

Wypisujac réwnosé przyblizona,
skorzystaliSmy z faktu, ze R4 < Ry .

Marek KORDOS

Chcialbym opowiedzie¢ o najtrudniejszym pojeciu matematyki. Najtrudniejszym,
cho¢ intuicyjnie prostym i uzywanym powszechnie rowniez przez
niematematykéw. Chodzi o orientacje.

Zacznijmy od jednego z najbardziej znanych matematykow — to Charles

L. Dodgson (1832-1898), student, a p6Zniej profesor Christ Church College

w Oxfordzie. Oczywiscie, spiesze uspokoi¢ tych, ktorzy nie odnajduja w swojej
pamieci takiego matematyka: Charles Dodgson nie jest znany jako matematyk i,
na dodatek, nie jest znany pod swoim nazwiskiem. To Lewis Carroll, ktorego
dwie ksiazeczki — Alice’s Adventures in Wonderland (1865) i Through the
Looking Glass (1875) — naleza do (przynajmniej europejskiego) kanonu lektur
dziecigcych. Pierwsza z nich ma ustalona polska wersje tytutu: Alicja w krainie
czarow, druga za$ znana jest w Polsce pod réznymi tytutami, wérdd ktérych jest
i Co zobaczyla Alicja po drugiej stronie lustra?

No wlasnie — co zobaczyta? Nasuwajaca sie odpowiedz to: zobaczyla siebie.
Kazdy jednak, kto np. préobowal z pomoca lustra cos sobie obciaé, powiedzmy
wasy albo grzywke, wie, ze napotkamy przy takiej czynnosci pewne trudnosci

i nasza sprawnos¢ sterowania ruchami widzianych w lustrze nozyc jest znacznie
naruszona. W ogole wydaje sie, ze trzymane w prawej rece nozyce w lustrze
trzymamy w rece lewej.

Pozwala to postawi¢ hipoteze, ze lustro zamienia prawa i lewg strone. Kazdy
zreszta chetnie poprze nasz poglad, uwazajac przy tym, ze wie to od dziecka.
Jesli jednak mamy umyst przenikliwy i zwyczaj zadawania sobie i innym pytania
dlaczego?, natychmiast zaczniemy poszukiwaé¢ odpowiedzi, dlaczego akurat
prawa i lewa, a nie, powiedzmy dét i gore.

Ufni w potege poznawcza doswiadczen, mozemy wykonaé eksperyment: z nagta,
aby kompletnie zaskoczy¢ lustro, obréémy je o 90°. Lustro dalej bedzie
zamienialo prawa i lewa, cho¢ teraz beda one wypadaly w tych akurat miejscach
lustra, w ktorych poprzednio znajdowaly sie niezamieniane dét i géra.

I tak pytanie staje sie¢ powazne, jak kazde pytanie, na ktére nie umiemy daé
zadowalajacej odpowiedzi.

Wiaséciwa odpowiedz jest zaskakujaca: lustro nie zamienia prawej i lewej. Wydaje
sie to bzdura, choé¢ jest prawda. Zrozumienie tej prawdy jest rzecza trudna, bo
tez nie lezy ona w optyce, ale gleboko w strukturze uzywanych przez nas pojec,
wlasciwie wrecz w filozofii.

Chodzi o to, ze uzywane przez nas pojecia pochodza ,z réznych szuflad”. Kazdy
przeciez uzna, ze prostopadlosé i postuszenstwo to pojecia o réznym pochodzeniu
— wywodza si¢ one z zupelnie odmiennych kregéw doswiadczen. Okazuje sig
jednak, Zze r6zne pochodzenie mogg mie¢ pojecia dotyczace tego samego obszaru
dziatania. Dla ilustracji przytocze trzy przyklady. Pierwszy bedzie dotyczyt
etyki, drugi geografii, a trzeci geometrii.

Przyktad I. W okresie najwigkszego rozkwitu Starozytnych Aten dzialala
grupa filozoféw nazywajacych si¢ sofistami. Podstawowym kierunkiem ich
dociekan bylo badanie regul prowadzenia dyskusji. W szczegdlnosci interesowalto
ich, jak mozna wygraé¢ debate niezaleznie od tego, jakie racje sie gtosi i jakie
racje ma do przedstawienia kontrdyskutant. Swoje przemyslenia potrafili

tez zastosowal praktycznie, udzielajac (c6z tu ukrywaé — odplatnie) porad
politykom, na co w demokratycznym systemie Aten bylo duze zapotrzebowanie.
Sofista — nalezacym do koncowego okresu ich dziatalnosci — byt Sokrates. Jego
konicowa konkluzja byta taka, ze gdy za przestanki naszego wywodu przyjmiemy
jedno stwierdzenie z zakresu prawa naturalnego i drugie stwierdzenie z zakresu
prawa moralnego, wowczas bedziemy mogli uzasadni¢ zupelnie dowolna teze. Na
przyklad, jesli w debacie bedziemy powolywac si¢ z jednej strony na wolny rynek
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Rozwigzanie zadania F 928.

Zaréwno wdychane, jak i wydychane
powietrze znajduje si¢ pod ci$nieniem
atmosferycznym, a wiec mozemy przyjac,
ze objeto$¢ molowa w obu przypadkach
jest taka sama i dla temperatury 20°C
(temperatura pokojowa) wynosi okoto 24 1
(wszystkie gazy biorace udzial w
oddychaniu traktujemy jak gazy
doskonale). Utamki objetosciowe
odpowiadajg wigc utamkom molowym
sktadu wdychanego i wydychanego
powietrza. Biorac pod uwage masy
molowe: Ny =28 g, O3 = 32 g,

CO2 = 44 g i fakt, ze w jednym oddechu
wymieniamy = = (0,5 1/24 1) =

= 0,021 mola powietrza, otrzymujemy, ze
w kazdym oddechu tracimy okoto 0,01 g.
W ciggu 8 godzin snu daje to okolo 58 g.

i konkurencje, a z drugiej na solidarno$¢ miedzyludzka i mitosé¢ blizniego, uda sig¢
nam bez trudu uzasadni¢ wszystko, co tylko sie komu zamarzy. Mozna to zreszta
zaobserwowaé w dyskusjach naszych dzisiejszych politykéw. Nie byliby oni
jednak zadowoleni z powyzszego stwierdzenia. Niezadowoleni byli tez politycy
wspolczesnych Sokratesowi Aten, wigc oskarzyli go o bezboznosé i demoralizacje
mtodziezy. Skazali go nastepnie na Smier¢, kazac mu wypi¢ kielich cykuty, co tez
uczynit.

Przyktad II. Dla okreslenia swojego polozenia na kuli ziemskiej zeglarz musi
stwierdzi¢, na jakiej szerokoéci i dlugosci geograficznej sie znajduje. Szerokosé
geograficzna w pogodna noc daje si¢ tatwo okresli¢ — jest to bowiem pojecie
przyrodnicze: wystarczy stwierdzi¢, jaki kat z poziomem tworzy kierunek ku
Gwiezdzie Polarnej. Ten kat to wladnie szerokosé geograficzna na naszej potkuli.
Nie ma natomiast do$wiadczenia przyrodniczego pozwalajacego okresli¢ dlugosé
geograficzna. Juz sam poludnik zerowy jest ustalany umownie — do pierwszej
wojny $wiatowej byly zreszta trzy takie umowy: brytyjska z potudnikiem
zerowym przechodzacym przez londynskie przedmiescie Greenwich, francuska

z zerowym poludnikiem przez Paryz (mam nawet globus z tak zaznaczonym
poludnikiem zerowym) i hiszpanska — przez Kadyks. Dzi$§ powszechnie przyjmuje
si¢ te pierwsza umowe. Do okreslenia dlugosci geograficznej (nawet przez

GPS!) potrzebna jest znajomo$é réznicy czasu astronomicznego z Greenwich
(np. kiedy jest poludnie) — ta réznica czasu w godzinach pomnozona przez 15
daje dlugosé geograficzna w stopniach (wschodnia, jesli nasz zegar jest szybszy
od londyniskiego, a zachodnia, gdy jest wolniejszy). W czasach, gdy nie bylo
dostatecznie doktadnych zegaréw, klopoty z ustalaniem dlugosci geograficznej
byly bardzo powazne (postugiwano si¢ tzw. tablicami astronomicznych
efemeryd). Stad w XVII wieku admiralicje posiadajacych najwigksze floty Anglii
i Holandii ufundowaty wielka nagrode za skonstruowanie morskiego chronometru,
co nie udalo si¢ mimo staran ani Galileuszowi, ani Huygensowi. Dopiero John
Harrison taki chronometr skonstruowat i ten przy niewielkich zmianach dotrwat
do pojawienia sie radia. Inna rzecz, ze Harrison musial przez blisko 20 lat
procesowad sie ze skapymi admiralami, zanim nagrode uzyskal.

Przyktad ITI. Jedli chcemy opisaé¢ rozwartosé jakiego$ kata, wystarczy
podaé, jaka cze$¢ (wlasciwa lub nie) kata pelnego on stanowi. Rozwartos$é

kata pelnego mozemy opisa¢ na rézne sposoby: a to, ze jest to 360°, a to, ze

27 radianéw, a to, ze 400 graduséw (jak chciala Rewolucja Francuska), a to,

ze 6 000 tysiecznych (jak chca artylerzysci) i to wyznaczy rozwarto$¢ naszego
kata. Tak czy owak mozemy poinformowaé¢ o rozwartosci kata, nie odwolujac sie
do zadnego materialnego wzorca. Ten fakt okreslamy, méwiac, ze kat ma miare
naturalng. Natomiast odcinek nie ma miary naturalnej i, aby podac jego dlugosc,
obok podania jakiejs liczby musimy odwotaé sie do jakiego$ materialnego wzorca.
Za czasow mojej mtodoéci byta to szyna z dwoma nacigciami przechowywana

w Sévres pod Paryzem.

Wréémy do Alicji. Sprobujmy — pamigtajac, ze mamy rézne mozliwosci —
przyjrzeé sie pochodzeniu rozmaitych charakterystycznych kierunkéw jej ciata
(wstydliwi moga, oczywiscie, przygladaé sie sobie).

Goéra i dét sa pojeciami przyrodniczymi. Zaréwno fizyka (ciazenie), jak
wynikajaca stad anatomia (nogi u dolu, glowa u géry) wyraznie réznice géry
i dotu wyznaczaja.

Przéd i tyt — tez sa przyrodnicze, bo kazdy z nas co$ innego ma z przodu
(np. nos) niz z tytu.

Natomiast lewa i prawa to tylko konwencja. Do dwdch strzalek prostopadtych
dobieramy trzecia — mozna to zrobi¢ na dwa rownowazne sposoby. Arbitralnosé
widaé¢ w trudnosciach, jakie maja dzieci (czesto do pdznej starodci) z nauczeniem
sie, gdzie jest prawo, a gdzie lewo — chodzi o czysta umowe: tego nie mozna
zrozumiel, tego trzeba sie nauczy¢ na pamie¢. A zarty w rodzaju; lewa reka to
ta, gdzie kciuk jest z prawej strony tylko owa arbitralno$¢ podkreslaja.
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Do tej umowy wrécimy za chwile, ale teraz zakonczmy sprawe z lustrem:

— gbry i dotu zmieni¢ nie moze;

— przéd i tyl, oczywiscie, zamienia: nie zwréciliSmy na to uwagi, ale przeciez
stoimy ze swoim odbiciem nos w nos; zmienia strzatke skierowana do lustra na
skierowang od lustra;

— prawej i lewej tez nie zmienia: przeciez reka z zegarkiem jest z tej samej strony,
co byla; to my zmieniamy jej nazwe!

I tu pojawia sie matematyczne pojecie orientacji. Jest to kolejno$é wzajemnie
prostopadlych strzalek. Wybor tej kolejnosci to orientacja przestrzeni. I tu
zdumiewajacy fakt: zaréwno w jedno-, jak w dwu-, tréj- i wiecej wymiarowej
przestrzeni jest tyle samo orientacji — dwie. Czyli w dowolnie wymiarowej
przestrzeni kazdy zestaw maksymalnej liczby wzajemnie prostopadlych
strzalek z ustalona kolejnoscia daje si¢ przemiesci¢ tak, ze sie natozy na jeden
z ustalonych dwu takich zestawdw. Utarlo sie, ze o jednej orientacji mowimy
dodatnia, a o drugiej — ujemna. W przestrzeni trojwymiarowej funkcjonuja tez
techniczne nazwy: prawoskretna i lewoskretna.

Matematycznie obie orientacje sa rownowazne. Ale w szkole — gdzie wszystko
musi by¢ jednoznacznie zadekretowane, ustalono, by nazywacé je niejako
geograficznie: dodatnia (prawoskretna) orientacja to wschéd-péinoc-gora, na
plaszczyznie wschod-péinoc i na prostej wschéd. Ale nic by sig nie zmienito,
gdybydmy sie uméwili odwrotnie.

Powstaje pytanie, czy przyroda — jak matematyka — jest wobec tych
rownoprawnych mozliwoéci sprawiedliwa. A odpowiedZ jest — nie. Sprawa ma
jednak rézne oblicza.

Zacznijmy od siebie — bylo takie hasto wyborcze: serce masz po lewej stronie,
a po prawej masz wgtrobe. I przewaznie istotnie tak jest. Skad biora si¢ takie
nieregularnosci?

Nieréwnoprawnos¢ w wyborze orientacji przez przyrode dostrzezono dawno.
Najbardziej oczywistym przykladem sa muszle slimakéw — rzeczywiscie
przytlaczajaca wiekszosé¢ z nich odpowiada orientacji prawoskretnej. Od poél
wieku objasnia sie to tak: jakakolwiek nieréwnomierno$¢ wzrostu muszli —

z jednej strony troszeczke szybciej niz z drugiej — powoduje jej ksztalt spiralny;
proces ten pogtebil sie podczas uptywu pokoleni, bo odchylenia si¢ genetycznie
przekazywaty, a w wyniku ewolucji jedna z orientacji stata si¢ dominujaca.

Odkrycie helisy DNA (tez praktycznie zawsze o tej samej orientacji) nie zmienito
pogladu na te sprawe — po prostu jedna z orientacji wygasta.

Asymetria jest tez w chemii — tam zamiast o orientacji mowi si¢ o chiralnosci.
Zlozone zwiazki organiczne maja bardzo skomplikowana strukture przestrzenna
i moga istnie¢ w wersjach o odmiennej chiralnosci (czyli orientacji). Okazuje
sie, ze ma to wielkie znaczenie, gdy zostaja wchiloniete przez zywy organizm

— pozywne substancje w wersji o odmiennej chiralnosci niejednokrotnie staja

si¢ truciznami. Stad znaczenie kontrolowania chiralnosci przy produkowaniu
substancji odzywczych czy tez zwlaszcza lekarstw. Oczywiscie, nie zawsze
substancja odmienna chiralnie od mitej nam musi by¢ dla nas niemita:
przyktadem sa zapachy cytrynowy i pomaranczowy, ktore sa swymi lustrzanymi
odbiciami.

Znaczenie chiralno$ci zostato podkreslone przyznaniem w 2001 roku Nagrody
Nobla wlasnie za chirality-controlled synthesis (chiralno$é i po angielsku jest
chiralnoscia, bo to stowo pochodzi z greki i oznacza reke — patrz zart o kciuku).
Otrzymali ja Wiliam S. Knowles, Ryoji Nyori i K. Barry Sharpless.

Jesli pod turystycznym kompasem potozymy miedziany drucik w kierunku
wskazywanym przez igte magnetyczna i przez ten drucik przepuscimy prad
(wystarczy paluszek AA), to igla odchyli sie. Gdy zmienimy bieguny paluszka
(czyli prad ,poplynie w przeciwna strone”), to igla odchyli sie tez w przeciwna
strone niz poprzednio. Zatem orientacja pary (przeplyw pradu — odchylenie igly)
bedzie znow taka sama.
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Lustrzany czworokat juz nie pasuje do
parkietu.

¥

86

Naturalne krysztaly SiO2 o odmiennej
orientacji

O sytuacjach, w ktorych przy zmianach zachowywana jest orientacja, méwimy,
ze ,niosa” orientacje. Nie watpie, ze Czytelnik Sprytny wskaze bez trudu wiele
sytuacji, ktore niosa orientacje i wiele takich, ktére nie niosa.

W geometrii latwo wskazaé zaréwno obiekty, ktére niosa na sobie orientacje (np.
kostka do gry), jak i te, ktére nie niosa (np. kula). Nie kazdy od razu domysli
sie, ze malujac dwoma kolorami ,zegar pieciogodzinny”, nie mozna uzyskacé
obrazka niosacego orientacje,

OOOOOOO0

a ,szesciogodzinny” juz mozna tak pomalowad,

SN S SSes
SH SIS S S

R

by dwa sposrdd tych ,zegaréw” (ktére?) niosty na sobie orientacje.

Orientacje niesie na sobie kazdy czworokat réznoboczny, o czym przekonuje
rysunek na marginesie. Czytelnik Domys$lny zauwazy, ze patrzac na niego,
mozna odkryé¢ przepis na ulozenie parkietu z dowolnych jednakowych
czworokatnych plytek (jaki to przepis?).

Podobne, a moze jeszcze bardziej ztozone moga by¢ sytuacje w przestrzeni.
Czworoscian widoczny ponizej na rysunku z lewej to (jak kazdy Czytelnik
Dokladny obliczy) jedna szésta szescianu, w ktérym zostal zbudowany. Nie
mozna jednak z jego szes$ciu egzemplarzy zlozy¢ tego szescianu. Jak pokazuje
rysunek srodkowy, trzy z nich musza by¢ jego lustrzanymi odbiciami.

Mimo to same takie czworosciany o jednakowej orientacji moga szczelnie
wypelni¢ przestrzen, o czym przekonuje rysunek prawy: takimi pochylonymi
graniastostupami kazdy potrafi ,wyparkietowa¢” cala tréjwymiarows przestrzen.

Oczywiscie, szescian nie niesie na sobie orientacji, podobnie jak zaden

z pozostaltych czterech wielo$cianéw foremnych, czyli platonskich. Natomiast
wérdd wielodcianéw pétforemnych, czyli archimedesowych (to takie, ktérych
Sciany sa wielokatami foremnymi niekoniecznie jednakowymi, ale naroze

w kazdym wierzcholku jest takie samo) juz takie sa. Na marginesie narysowana
jest siatka wieloscianu archimedesowego, w ktérego kazdym wierzcholku zbiegaja
si¢ cztery tréjkaty réwnoboczne i kwadrat (to ile jest tych tréjkatow?). Jesli
skleimy te siatke tak, aby widoczne byly pokolorowane $ciany kwadratowe,

i drugi raz, tak by kolory schowaly sie w Srodku, otrzymamy dwa rézne, cho¢
lustrzane wielodciany — kazdy z nich niesie wiec orientacje.

Natura sama tez potrafi ,,sklei¢” wielo$cian niosacy orientacje na dwa sposoby.
Obok mamy zdjecie dwoch krysztaléw kwarcu, bedacych swymi odbiciami
lustrzanymi. Tym, jakie krysztaly niosa na sobie orientacje i jakie w ogdle

sa mozliwe, a takze tym, czy Natura wykorzystuje wszystkie matematycznie
dopuszczalne mozliwosci, zajmuje sie lezaca na pograniczu matematyki i geologii
krystalografia. Ale o niej innym razem.
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Rozwigzanie zadania M 1530.
Niech £(P) bedzie dlugoscig tuku
(mierzong zgodnie z ruchem wskazdéwek
zegara) laczacego Py z P, tzn. dla
kazdego i = 0,1,2,...,2" — 1
i(i 4+ 1)

2
Z zaltozen zadania wynika, ze £ jest
bijekcja zbioru wierzchotkéw 2™ -kata
iZn[o,2" —1].
Udowodnimy, ze dla n > 3 zachodzi
réwnosé

(&) = £(F) +2" 2 (mod 2"),

czyli ze zbidér € jest obrazem F przy
obrocie o 90° wokél érodka danego
okregu zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara. Konkretnie, wykazemy, ze dla
kazdego P; € F

£(Pyey) = 0(P;) +2" 72 (mod 2m),
gdzie funkcja
f:{i: P € F} — {i: P; € £} okreslona
jest nastepujaco

L(P;) = (mod 2™).

N B oy dla 2 | 4,
1) = {2"*1 —i—1dla2fi.
‘W obliczu definicji funkcji £ wystarczy
wiec sprawdzié, ze dla kazdego i < 2"}
liczba
9(i) = F@(fG) +1) —i(i+1) — 2"
jest podzielna przez 2"T!. Rzeczywiscie,
bezposrednio z definicji funkcji f
otrzymujemy, ze jezeli 2 | i, to

g(i) = 22" 72 £ i2" =0 (mod 211,
a jezeli 2 {1, to

g(i) =2°"7% — (i +1)2" =0 (mod 2"*+1),

2n —

gdyz 22772 dzieli si¢ przez 2"t dla

n > 3. Pozostaje bezposrednio sprawdzic,
ze dla n = 2 rozwazane zbiory takze sa
przystajace (odpowiednia izometria znéw
jest obrotem o 90°, ale w przeciwna
strong).

Fizyka a obliczenia réwnolegte
Pawel ARTYMOWICZ*

Komputery, najwickszy wynalazek nowozytno$ci, majg coraz wiecej
zastosowan. Jedne pracujg w telefonach komorkowych i urzadzeniach
przenosnych. Innym — superkomputerom — zlecamy np. symulacje historii
wszechswiata. Moze kiedys nauczymy je mysle¢ podobnie do tego jak

sami myslimy. We wstepnym artykule z serii o wspdtczesnych kierunkach
w technikach obliczeniowych (zwlaszcza superkomputerowych) pokazemy,
jak fizyka tranzystora umoZzliwila technologii mikroprocesorowej podwoié
predkosé komputerdw wiecej niz dwadzieScia kolejnych razy (tj. o czynnik
> 220 ~ milion razy), umozliwiajgc szybki internet, smartfony i wspélczesng
nauke obliczeniowq, © dlaczego kontynuacja dotychczasowego wykladniczego
rozwoju techniki komputerowej od trzynastu lat wymaga od programistow
zasadniczo nowego podejscia: programowania wspotbieinego procesoréw
wielordzeniowych.

Komputery sa niezbedne do coraz szerszej listy zastosowan, od uzytkowych
(komunikatory osobiste, media i handel internetowy) i rozrywkowych
(zaawansowane gry) do naukowych i inzynieryjnych, czyli od wymiany

i analizy wartko rosnacego strumienia informacji, do symulacji rzeczywistosci
i prob prawdziwie inteligentnego przetwarzania informacji. Gdy wybiegniemy
nieco w przysztosé, ale sadzac z rosnacego tempa rozwoju inteligencji
maszynowej, w szczegdlnosci uczenia maszynowego — w catkiem niedaleka
juz przyszto$¢, nasze zycie i Swiatowy rynek pracy beda zmieniaé sie szybko
dzieki tej jako$ciowo nowej fali komputeryzacji w stopniu nie mniejszym od
tego, jak mechanizacja produkcji zmienita spolteczenstwa w epoce rewolucji
przemystowej. Niekoniecznie musi to oznaczaé¢ dominacje maszyn i bezrobocie
ludzi. Na przyktad to, ze pojazdy mechaniczne wyeliminowaly konie

i woznicow, nie oznaczalo bynajmniej spadku zatrudnienia w transporcie.
Pojawil si¢ zawdd kierowcy. Niedlugo znajdzie si¢ on na licie zawodow
zagrozonych. Kierowcoéw zastapia komputery z wielkimi bazami danych,
tacznoscia satelitarna, widzeniem i adaptacyjnym uczeniem maszynowym.

W przewidywalnej przysztosci naukowcy czy lekarze i — niestety — rowniez
niektérzy politycy pdjda w Slady zapalaczy lamp gazowych (popularna

w XIX wieku profesja).

Odpowiednikiem maszyny parowej, motoru rewolucji przemyslowej, jest
dzi$ procesor komputera. Obliczenia réwnolegle jednego zadania na
procesorach wielordzeniowych (tj. na wielu kalkulatorach naraz) maja

za$ historyczny odpowiednik w metodzie produkeji masowej rozwinietej

w fabryce samochodéw Forda w 1913 roku — zwigkszaja znacznie tempo
obliczen. Analogia jest o tyle niepelna, ze kazdy pracownik na tasmie
produkcyjnej Forda mdgl byé (z zalozenia) malo wyksztalcony, w odréznieniu
od rzemieslnika tworzacego caly produkt samemu. Dzisiaj natomiast, jak
zobaczymy, zachodzi konieczno$¢ przestawienia sie programisty z mysélenia

i programowania sekwencyjnego na tworzenie programéw wspodtbieznych
albo réwnoleglych (jak jednoczesna produkecja samochodéw na réwnolegltych
tasmach produkcyjnych). A to wymaga nie mniejszych, lecz wigkszych
umiejetnosci niz programowanie zwyklego komputera von Neumanna,

ktory pobiera i wykonuje jedna po drugiej instrukcje przy uzyciu jednego
kalkulatora (rdzenia obliczeniowego).

Postep geometryczny

W latach 60. ubieglego wieku wspotzatozyciel firmy Intel, Gordon Moore,
sformutowal empiryczna regute geometrycznego postepu szybkosci
komputeréw w ich kolejnych, regularnie co dwa lata (lub nawet nieco
czedeiej) powstajacych pokoleniach procesoréw komputerowych. Sciélej, prawo
Moore’a mowi, ze liczba tranzystorow na jednostke powierzchni, tj. gesto$é
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Rys. 1. Fragment procesora Apple A7,
gdzie dziesig¢ tranzystoréw utozonych jest
na odcinku 1138 nm. Procesor ten,
znajdujacy sie w telefonach iPhone 58S,
oparty jest na potaczeniach o grubosci
28 nm, tj. rzedu 70 odleglosci migdzy
atomami krzemu. (W latach 2010-2014
szerokos¢ Sciezki procesoréw Intel Corp.
zmalalta z 32 i 28 nm do 22 nm,

a nastepnie do 14 nm). Szybko rosnacy
koszt produkcji tych niezawodnych,
mikroskopijnych uktadéw musi sie
producentom zwrécié. To zmusza ich do
nieco rzadszej niz dawniej zmiany
technologii produkcji. Pesymisci oglosili
wrecz, ze pokolenie procesoréw

w technologii 10 nm bedzie juz ostatnim
optacalnym, czyli koricem technologii
krzemowej. To niekoniecznie prawda.

W odwodzie sg tez nowe substraty,

np. grafen, prawdziwie 2-wymiarowa,
heksagonalna sie¢ atoméw wegla, ktéra
moze kiedy$ zastapi krzem. Istnieje
powazny, atomowo-kwantowy limit
miniaturyzacji, zwigzany z odleglosciami
miedzy atomami krzemu réwnymi

0,43 nm. Standardowy tranzystor nie
bedzie dziatal klasycznie po
miniaturyzacji do kilku nanometréw

i schemat funkcjonowania komputera
musi by¢ wtedy wymyslony od podstaw.

upakowania tranzystoréw w plaskim uktadzie scalonym podwaja sie co
okoto dwa lata. Prawo jest szeroko znane, gdyz faktycznie tak zmieniata
sie ta liczba przez niestychanie wiele pokolen technologii procesorowych:
ponad 20 (czyli przez ostatnie 40 lat) i poniewaz taki wykladniczy przyrost
liczby bramek logicznych i komérek pamieci lokalnej w procesorze lezy

u podstaw blyskotliwej kariery komputera, a w miare jak komputery
staja sie niezbedne, postepu technicznego cywilizacji. Spéjrzmy na liczby
opisujace typowy zaawansowany procesor gtéwny (CPU, od ang. Central
Processor Unit) w roku 1975 i 2015. Szybkosé dzialania CPU mierzona
jest liczba najprostszych dziatan arytmetycznych zmiennoprzecinkowych
na sekunde (jednostka zapisywana jako FLOP albo FLOP/s, to wlasnie
oznacza: floating point operation per second). Wynosita w roku 1975
okoto 0,1 MFLOP (0,1 miliona FLOP). Czterdziesci lat péZniej procesor
CPU byt juz milion razy szybszy, 0,1-0,3 TFLOP (teraflop to 102
dzialani/s), a koprocesory obliczeniowe osiagnely 1 TFLOP w podwdjnej
precyzji obliczen. Liczba tranzystorow w procesorach dochodzi do okoto
10 miliardéw.

Prawo Moore’a nie byto przypadkiem. Przeciwnie, byto decyzja przemystu
elektronicznego, umozliwiong szczesliwie przez prawa fizyki. Projektanci
procesoréw (np. Intel) miniaturyzowali podzespoly tak, by nastepna
generacja procesora na tej samej powierzchni miescita dwa razy wiecej
tranzystoréw. To prawo Moore’a. Ale gdyby krok miniaturyzacji wymuszatl
np. dwa razy wigksze straty cieplne, to taka miniaturyzacja musiataby by¢
zatrzymana po kilku etapach miniaturyzacji. Kontynuowana, doprowadzitaby
do tego, ze obecnie komputer domowy zuzywalby megawaty mocy, a telefon
komorkowy roztadowywalby baterie w utamku sekundy. Sprawdzmy

zatem konsekwencje skalowania rozmiaru dla mocy pobieranej przez
procesor, zamienianej na ciepto wskutek zjawiska opornosci elektryczne;j.
Odprowadzenie znacznej ilosci ciepla jest w istocie wiekszym wyzwaniem,
niz dostarczenie energii elektrycznej, cho¢ koszty energii sa niebagatelne.

W przypadku superkomputeréw sa poréwnywalne z kosztem ich zakupu.

Bariera energii

Pierwsze mikroprocesory malo sie grzaly. Za to teraz zderzyliSmy sie we
wszystkich rodzajach obliczen, od telefonii do centrum obliczeniowego,

z bariera energetyczna. Pojedyncze procesory (CPU, koprocesory
arytmetyczne i karty graficzne) nie moga pobiera¢ wiecej niz P = 200 W,

a najwyzej 300 W, inaczej byloby trudno je zasila¢ w budynku mieszkalnym
i rownie trudno bytoby wentylowaé pokoje komputerowe. Na limit mocy
napotykaja tez procesory w telefonach komérkowych i tabletach: dtugosé
pracy urzadzenia bez tadowania baterii jest odwrotnie proporcjonalna do P,
co naktada na moc goérne ograniczenie.

Energia elektryczna potrzebna do obliczen szybko rosnie z czestotliwoscig, f
zegara procesora, jak i liczba IV tranzystoréw. Bramka logiczna ma jeden
lub wiecej tranzystoréw o efektywnej pojemnosci elektrycznej C (jest to
stosunek ladunku do potencjatu elektrycznego, C' = Q/V). Ma takze pewna
opornosé. Zmiana stanu bramki wymaga naladowania pojemnoéci C' poprzez
opornik od potencjatu zerowego do napiecia operacyjnego V. Przeptywajac
przez zrédlo napiecia V, tadunek Q uzyskuje energie QV, czyli CV2.
Sumowanie przyczynkéw do elektrostatycznej energii potencjalnej tranzystora
pokazuje, ze niezaleznie od wartosci opornoéci bramki polowa energii zZrodia
gromadzona jest na tranzystorze, a polowa zamieniana w czasie tadowania
na ciepto. Tylko nieliczne procesory potrafia odzyskac¢ te pierwsza energie
potencjalna, wiekszoé¢ w korcu traci caloéé dostarczonej energii C'V2.
Maksymalna moc rozpraszana w czasie obliczenn prowadzonych f razy na
sekunde na N bramkach logicznych procesora zalezy wiec od f i V:

P~NCV?f.



Jak zmieniajg sie parametry tranzystora przy zmianie generacji,

tj. zmniejszeniu jego struktury o czynnik liniowy /2, a pola powierzchni

o czynnik 27 Spdjrzmy na kolejne czynniki powyzszego wyrazenia na

moc P. Liczba tranzystoréw N podwaja sie. Pojemnosé C' to pewna stala
materialowa razy pole powierzchni elektrod (np. oktadek kondensatora),
podzielone przez odleglo$é miedzy nimi (to wynika z praw Coulomba

i Gaussa w elektrostatyce). Poniewaz pole powierzchni spada dwukrotnie,

a wszystkie odlegtoéci o czynnik skalowania v/2, to pojemno$é C' bramki
spada o czynnik v/2. Inzynierowie przy zmniejszeniu rozmiaréw tranzystoréw
zmniejszali tez o czynnik /2 réznice potencjatu V tak, by pole elektryczne
(tzn. potencjal podzielony przez odlegltodé elektrod) pozostalo stale.

Przy niezmienionym V' pole elektryczne za bardzo by w koncu wzrosto,
niszczac wlasciwosci polprzewodnika. Zmiany stanu poétprzewodnikdw

w tranzystorze zajmuja pewien czas, ktéry jest tym wiekszy, im grubsze sa
warstwy poétprzewodnika. I odwrotnie — zmniejszenie grubosci pozwalato na
zmniejszenie czasu przetadowania tranzystora. Dlatego czestotliwoéé f byta
zwiekszana przy miniaturyzacji v/2 razy. Zmiany wielkoéci po prawej stronie
wyrazenia na P zebrane w jedna liczbe daja stala warto$é rowna

(2)(1/vV2)(1/vV2?*(V2) = 1.

I tu wtasnie lezy tajemnica trzydziestoletniego sukcesu procedury skalowania:
nie wymagalo ono dostarczenia wigkszej mocy tranzystorom na centymetrze
kwadratowym powierzchni. Pobér mocy procesora rost z innego powodu,
takiego, ze pole jego powierzchni w umiarkowanym tempie zwigkszano.
Liczba tranzystoréw powiekszala sie o wiecej niz czynnik 2. Mozna byto uzyé
tak liczne tranzystory do zwigkszania ztozonosci logiki procesora oraz na
wewnetrzna, szybka pamieé zwana podreczna (ang. cache). Bylo to potrzebne
do maskowania narastajacej od 2000 r. powolnoéci pamieci operacyjnej

RAM (Random Access Memory) w stosunku do CPU. Zastosowano coraz
bardziej skomplikowane kolejki danych i instrukcji $ciaganych przedwcze$nie
do pamieci podrecznej. Dzieki takim metodom szybko$é zegara pomiedzy
generacjami procesoréw rosta nie o czynnik /2, lecz okoto dwukrotnie.
Tempo rozwoju techniki obliczeniowej byto fenomenalne.

Idylla skalowania zakonczyla sie w latach 20032004,
(sr6dlo — Intel) kiedy inne niz oporno$é elektryczna zjawisko doréwnato

dyssypacji energii w tranzystorze. Jest to prad ucieczki
. / (ang. leakage current), przeciekanie elektronéw przez

nominalnie nieprzewodzaca warstwe polprzewodnika.
4 Zjawisko bylo drugorzedne przy duzych poczatkowo

wartosciach V' ale po kolejnym zmniejszeniu V' dyssypacja
energii zwigzana z pradem ucieczki zaczeta dominowac.
Wynik byt natychmiastowy, cho¢ nienagtasniany. Od

tej pory utrzymywano V = const. Aby wydzielana
moc cieplna P nie przekroczyla bariery energetycznej,

konieczne tez byto praktyczne zamrozenie szybkiego
uprzednio przyrostu czestotliwosci f. Ilustruje

to rysunek 2 pokazujacy historie zmian N, f i P
w latach 1970-2010. Po roku 2004 szybki przyrost f

0 zakonczyl sie. Dla oszczednosci energii redukowano
w niektérych urzadzeniach f ponizej wartosci 2—4 GHz
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osiaganych wczesniej. Tak jest np. w nowych procesorach
arytmetycznych Intel Xeon Phi oraz procesorach
graficznych (GPU), ktére maja obecnie f ~ 1—1,5 GHz.

0
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Rys. 2. Wzrost w kolejnych latach liczby tranzystoréw
N w tysigcach (m), czestotliwosci zegara procesora f
w megahercach (e) i mocy elektrycznej jego zasilania P

w watach (A).

W cieniu bariery energetycznej wymuszajacej P < 300 W,
f <4 GHz oraz V =~ const, predkos¢ obliczen do$é¢ trudno
jest dalej podnosi¢. Jest to absolutnie niemozliwe, jesli
zachowamy dawna architekture procesora z tylko jednym,
szybkim, centralnym kalkulatorem.
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Mysle¢ réwnolegle

Swiat (techniki obliczeniowej) uratowata po roku 2004 wielordzeniowosé
procesorow. To, ze sprzedaje sie teraz w sklepach procesory o coraz wigkszej
liczbie niezaleznych rdzeni N,., przyspiesza komputer proporcjonalnie do N,.,
ale tylko pod warunkiem odpowiedniego dostosowania algorytméw. Gdyby
nie dzialala nieublagana fizyka, w tej chwili moglibysmy liczy¢ na jednym
rdzeniu CPU o f = 30 GHz, zamiast na 10 rdzeniach CPU o f =3 GHz
albo na 60 rdzeniach procesora Xeon Phi o zegarze 1,1 GHz. Programowanie
bytoby tradycyjne, tatwiejsze, i wszystkie rodzaje zadan wykonywatyby

si¢ szybko. Ale w realnym $wiecie nie mogliby$my tego robi¢ w budynku
mieszkalnym, gdzie nadmierny pobér pradu aktywowalby bezpieczniki!

Obecna ewolucja procesora polega na powielaniu w mniejszej skali
przestrzennej rdzenia obliczeniowego o ograniczonej liczbie tranzystoréow

tak, aby obliczenia szly coraz wicksza liczba réwnoleglych toréw (watkow
programu). To pozwolilo procesorom kontynuowaé bicie rekordéw
sumarycznej mocy obliczeniowej (to temat nastepnego artykulu z tej serii).
Ulatwilo procesorom, ale nie wszystkim programistom, i nie we wszystkich
zastosowaniach. Rewolucja wielowgtkowosci zostata programistom narzucona
przez inzynieréw, ale — jak widzieliSmy — byl bardzo istotny powdd: energetyka
tranzystora. Niektérzy opieraja sie do dzis idei programowania kart graficznych
do celow obliczeniowych, mimo ze do niektérych zastosowan w tej dekadzie
beda to urzadzenia zdecydowanie najszybsze (m.in. do uczenia maszynowego).
Dla nich najlepszym rozwiazaniem moga by¢ procesory MIC (Many Integrated
Cores), czyli Liczne Zintegrowane Rdzenie, jak Xeon Phi firmy Intel.
Uruchamianie na nich programu, zwlaszcza wczesniej dzialajacego programu
sekwencyjnego, trwa krocej niz w przypadku GPU, urzadzenia o podobnej
liczbie N, ale odmiennej architekturze i hierarchii pamigci. W obu przypadkach
nietrywialne programowanie nowoczesnych maszyn obliczeniowych jest jednak
ciekawe, gdyz ich moce obliczeniowe nadal bardzo szybko rosng i pozwalaja
atakowac dotychczas nierozwiazywalne problemy. Celem wytyczonym przez
ministerstwo energii USA jest budowa do 2020 roku komputera robiacego

10'® dzialan arytmetycznych na sekunde (exaflop). Mozna tez zbudowad
mini-superkomputer u siebie w domu i prowadzi¢ obliczenia, np. dynamiki
gazu, o czym opowie trzeci odcinek z tej serii.

A co dalej? Komputer kwantowy

Przewodniki w najnowszych CPU majg grubo$é¢ 14 nm albo 40 warstw
atomowych krzemu. Zmniejszenie ich 10 razy spowoduje, ze procesor zacznie
zachowywacé si¢ dziwnie, nieprzewidywalnie, gdyz elektrony i atomy beda
przejawialy cechy kwantowe. Koncepcje obliczen kwantowych sformutowatl
fizyk, Richard Feynman, w 1981 roku. W wielu laboratoriach na $wiecie

juz teraz fizycy i inzynierowie dokonali w praktyce przeskoku do warstw
jednoatomowych i koniecznego przy tym przejscia do fizyki kwantowej.
Oczekujemy, ze za okolo dziesie¢ lat zbudowane zostang pierwsze uzytkowe
egzemplarze komputeréw kwantowych. Czastki reprezentowaé¢ moga
jednoczesnie wartoéci logiczne zera i jedynki na zasadzie superpozycji
stanéw kwantowych (w takim podwdjnym stanie jest kot w stynnym
eksperymencie myslowym Schrodingera). Jest wigc pewne, ze mozna bedzie
niestychanie szybko sprawdza¢ wyniki wszystkich mozliwych kombinacji

zer i jedynek w obliczeniu probabilistycznym badz kryptologicznym, jak

i w niektérych problemach optymalizacji. Problem rozktadu duzej liczby
naturalnej na czynniki pierwsze (wazny przy deszyfracji kodéw) zostal
kwantowo-algorytmicznie rozwigzany 23 lata temu. Nie jest tylko jasne, do ilu
problemoéw spoza kombinatoryki i probabilistyki komputer kwantowy bedzie
sie nadawal, czy bedzie mial funkcjonalno$é komputera von Neumanna. Jesli
tak, to czeka nas zmiana paradygmatu obliczen. Entuzjastyczne badania
trwaja, ale przez najblizsze 25 lat nie pozbywalbym si¢ jeszcze komputera
klasycznego.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Kolorowanie ptlaszczyzny, prostych
i okregow

Jadwiga CZYZEWSKA*

Na drugim etapie VIII Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw (obecnie
Olimpiady Matematycznej Junior6w) pojawilo sie nastepujace zadanie:

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowac na pewien kolor w taki sposob, aby
kazda prosta byla jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza moZzliwa
liczba kolorow, ktorych mozna uzyé do pomalowania punktéw tej plaszczyzny?
Odpowiedz uzasadnij.

Odpowiedz brzmi: trzy kolory. Udowodnijmy najpierw nie wprost, ze nie
mozemy uzy¢ czterech koloréow. Zalézmy, ze mozna uzy¢ czterech koloréw —
wybierzmy zatem cztery réznokolorowe punkty. Zauwazmy, ze zadne trzy z nich
nie sa wspotliniowe, bo w innym przypadku znalezlibysmy trzykolorowa prosta.
Oznaczmy wybrane przez nas punkty A, B, C', D w taki sposob, by proste

AB i CD sie przecinaly. Ich wspoélny punkt oznaczmy jako E (rys. 1). Jesli
punkt F ma taki sam kolor co punkt A czy B, to prosta C'D jest trzykolorowa.
W innym przypadku prosta AB jest trzykolorowa. Dowiedli$émy, ze kolorujac
plaszczyzne przy uzyciu czterech koloréw, zawsze znajdziemy trzykolorowa
prosta. Teraz pokaze kolorowanie ptaszczyzny trzema kolorami, spelniajace
warunki zadania. Pokolorujmy cala plaszczyzne jednym kolorem, np. zielonym.
Wybierzmy dowolna prosta i pokolorujmy ja innym kolorem, np. niebieskim.
Na prostej wybierzmy dowolny punkt i pokolorujmy go trzecim kolorem, np.
czerwonym. Wtedy kazda prosta jest co najwyzej dwukolorowa (rys. 2).

Po zawodach zadalam sobie nastepujace pytanie. Zalézmy, ze kazda prosta
jest co najwyzej trzykolorowa. Jak wiele koloréw moglismy wtedy uzy¢ do
pokolorowania punktow plaszczyzny? Odpowiedz jest w tym przypadku
zaskakujaca: mogliSmy uzy¢ nieskonczenie wiele koloréw! Pokolorujmy cata
plaszczyzne jednym kolorem. Wybierzmy dowolny okrag i pokolorujmy kazdy
jego punkt innym kolorem. Jesli prosta nie ma punktéw wspdélnych z okregiem,
jest jednokolorowa. Jesli jest do niego styczna, jest dwukolorowa, a jesli prosta
przecina okrag, jest trzykolorowa. Mozemy postawi¢ analogiczne pytania

dla okregéw: na ile koloréw mozemy pokolorowa¢ punkty plaszczyzny, jesli
kazdy okrag moze by¢ co najwyzej dwu- czy trzykolorowy. Rozwiazania tych
probleméw sa bardzo podobne do tych postawionych dla prostych, dlatego
znalezienie odpowiedzi pozostawiam Czytelnikowi.

Moja praca odpowiada na jeszcze bardziej zlozone pytanie niz to postawione
podczas olimpiady: na ile koloréw mozna pokolorowaé¢ punkty ptaszczyzny, jesli
kazda prosta moze by¢ co najwyzej m-kolorowa, a kazdy okrag co najwyzej
n-kolorowy. W pracy udalo mi si¢ znalez¢ odpowiedz dla prawie wszystkich
wartosci m i n — wyjatkiem jest przypadek m = n = 3 — umiem pokazaé, ze

w takim przypadku mozemy uzy¢ czterech koloréw, ale nie szesciu. W dalszej
czesdci artykutu zaprezentuje dowody dotyczace tego problemu. Przypadek pieciu
koloréw jest otwarty.

Twierdzenie. Niech k bedzie maksymalng liczbg kolorow, na ktére mozemy
pokolorowac punkty plaszczyzny tak, Ze kazda prosta i kazdy okrgg bedg co
najwyzej trzykolorowe. Wtedy 4 < k < 6.

Na poczatku pokaze kolorowanie plaszczyzny czterema kolorami, takie, ze kazda
prosta i kazdy okrag sa co najwyzej trzykolorowe. Pokolorujmy cata ptaszczyzne
jednym kolorem, np. fioletowym. Wybierzemy okrag i pokolorujmy go innym
kolorem, np. brazowym. Na okregu wybierzmy dwa punkty i pokolorujmy je na
jeszcze inne kolory, np. czerwony i zielony. Wtedy kazdy okrag i kazda prosta
beda co najwyzej trzykolorowe (rys. 3). Stad k > 4.

12



Rys. 5

Zalézmy teraz, ze mozemy pokolorowaé plaszcezyzne szedcioma kolorami —
wybierzmy sze$é réznokolorowych punktéw. Zauwazmy, ze mozemy znalezé
prosta przechodzaca przez co najmniej dwa punkty, taka ze pozostale wybrane
punkty beda leze¢ po jednej stronie tej prostej. Z drugiej strony zauwazmy, ze
na takiej prostej moga lezeé¢ co najwyzej trzy wybrane punkty, bo w innym
przypadku znalezlibySmy czterokolorowa prosta. Rozpatrujemy zatem dwa
przypadki ze wzgledu na liczbe wyrdznionych punktow na wybranej proste;j.
Ponizej przedstawie jeden z nich (rozumowanie dla drugiego z nich jest
analogiczne i pozostawiam je Czytelnikowi).

Zalézmy, ze na prostej leza dokladnie dwa wybrane punkty — oznaczmy je

jako A i B, a pozostale jako Py, P, P3, i Py. Spo$rod katow AP, B, AP, B,
AP;B i APyB wybierzmy ten o najwiekszej mierze — AP; B (zauwazmy, ze
gdyby byly dwa takie katy, to znalezliby$my czterokolorowy okrag). Punkt P;
oznaczmy jako C. Sposrdd pozostalych katéw wybierzmy ten o minimalne;j
mierze — AP;B (jest tylko jeden taki kat). Punkt P; oznaczmy jako D. Pozostale
punkty oznaczmy jako F i F. Zauwazmy, ze punkt C lezy wewnatrz okregu
AFEB. Rozpatrzmy teraz dwa przypadki:

1. Punkty C, D i F sa wspoélliniowe. Jeden z punktéw przeciecia prostej CDF
z okregiem AFEB oznaczam jako G. Jedli punkt G ma taki sam kolor co
ktérys z punktéw C, D lub F, to okrag AEB jest czterokolorowy. W innym
przypadku prosta CDF jest czterokolorowa (rys. 4).

2. Punkty C, D, F nie sa wspoélliniowe. Jeden z punktéw przeciecia okregu
CDF z okregiem AEB oznaczam jako G. Jesli punkt G ma taki sam kolor
co ktérys z punktow C, D, F, to okrag AEB jest trzykolorowy. W innym
przypadku okrag CDF jest trzykolorowy (rys. 5).

W kazdym przypadku (takze dla trzech wybranych punktéw na prostej)
znajdujemy czterokolorowa prosta lub okrag. Zatem nie mozemy wykorzystac
szesciu kolorow do pokolorowania punktéw plaszezyzny w taki sposob, zeby
kazda prosta i kazdy okrag byly co najwyzej trzykolorowe. Zatem 4 < k < 6.
Co ciekawe, w przypadku gdy kolorujemy punkty plaszczyzny z zachowaniem
warunku, ze kazda prosta jest co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co
najwyzej czterokolorowy, mozemy uzy¢ nieskonczenie wielu koloréw. Aby to
wykazaé, potrzebujemy nastepujacego lematu:

Lemat. Istnieje taki zbior punktow X o nieskonczonej liczbie elementow, Ze
zadne trzy punkty nalezgce do X nie lezq na jednej prostej i Zadne cztery nie lezq
na jednym okregu.

Zdefiniujmy przez indukcje ciag zbioréw X1, X, ..., X,,. .., ktére spelniaja
nastepujace warunki:

LA CXC...CX,C...,

2. dla kazdego n zadne trzy punkty nalezace do zbioru X,, nie sa wspoétliniowe,

3. dla kazdego n zadne cztery punkty nalezace do zbioru &), nie leza na jednym
okregu,

4. zbiér X,, zawiera n + 3 punkty.

Zbiér X zawiera wierzchotki dowolnego tréjkata i jego ortocentrum, zatem
spelnia wszystkie zadane warunki. Nowy zbioér &), 41 ze zbioru X, tworzymy
w nastepujacy sposob: przez kazde dwa punkty zbioru X, prowadzimy prosta,
a przez kazde trzy okrag. Niech narysowane obiekty tworza razem zbiér Z.
Zauwazmy, ze liczba prostych i okregéw jest skonczona. Wybierzmy prosta,
ktora nie nalezy do zbioru Z. Proste i okregi przecinaja ja w skorniczonej
liczbie punktow. Wybierzmy zatem punkt P, ktéry nie lezy na zadnej prostej
czy okregu nalezacym do zbioru Z. Wtedy X, 11 = X, U {P}. Rozwazmy
zbiér X, bedacy suma wszystkich zbioréw X,,. Zauwazmy, ze zbiér X' zawiera
nieskoniczenie wiele elementéw. Ponadto zadne trzy punkty nalezace do tego
zbioru nie sa wspdélliniowe, a zadne cztery nie leza na jednym okregu. Zatem
zbiér X jest szukanym przez nas zbiorem.
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metoda 1

()

L

metoda 2

Py

Jak, majac taki zbiér, mozemy pokolorowac¢ plaszczyzne tak, by kazda prosta
byla co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy?
Pokolorujmy cala plaszczyzne jednym kolorem. Nastepnie wezmy taki zbior
punktéw X o nieskonczonej liczbie elementéw, ze zadne trzy punkty, ktére do
niego naleza, nie sa wspotliniowe, zadne cztery nie lezg na jednym okregu. Kazdy
punkt nalezacy do zbioru X pokolorujmy innym kolorem. Wtedy kazda prosta
bedzie co najwyzej trzykolorowa, a kazdy okrag co najwyzej czterokolorowy.
Rozwiniete zadanie z Olimpiady Matematycznej Junioréw okazato sie bardzo
ciekawym problemem. Obecnie pracuje nad jego uogdlnieniem w trzecim
wymiarze.

Kornczac, chciatabym bardzo podzigkowaé opiekunowi mojej pracy, Panu
Wojciechowi Guzickiemu za zaproponowanie mi tego tematu oraz pomoc przy
tworzeniu pracy.

Redaguje fukasz BOZYK

M 1528. Kazde pole tablicy o wymiarach 8 x 8 nalezy pomalowaé¢ na czarno
albo na bialo. Na ile sposobéw mozna uczyni¢ to tak, aby kazdy kwadrat 2 x 2
zawieral parzysta liczbe czarnych pél?

Rozwiazanie na str. 1

M 1529. Szescian przecieto plaszczyzna, uzyskujac w przekroju pieciokat
opisany na okregu. Udowodnié, ze ten pieciokat ma oS symetrii.
Rozwiazanie na str. 2

M 1530. Na okregu o dlugosci 2™ (n > 2) znajduja sie punkty Py, Pi, ..., Pan_1
bedace wierzcholkami 2"-kata foremnego, oznaczone w taki sposéb, ze dlugosé
tuku P;_1 P;, mierzonego zgodnie z ruchem wskazowek zegara, jest réwna ¢ dla
kazdego i = 1,2,...,2" — 1. Niech

E={P:2]|i} oraz F={P:i<2"'}.
Udowodnié¢, ze £ 1 F sa przystajace (jako podzbiory plaszczyzny).

Uwaga. Mozna udowodnié, ze dla kazdego n > 2 istnieje etykietowanie
wierzchotkéw 2™-kata foremmnego o opisanych wlasnosciach — jest to rownowazne
zadaniu 2 z I etapu LX OM, ktorego rozwiazanie mozna znalez¢ na stronie
archom.ptm.org.pl/?gq=node/9. Rysunek przedstawia przypadek n =4

z zaznaczonymi zbiorami £ oraz F.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 927. Mamy do dyspozycji woltomierz o oporze wewnetrznym Ry

i amperomierz o oporze wewnetrznym R 4. W celu wyznaczenia nieznanej
wartosci oporu R opornika mozemy zestawi¢ obwod pomiarowy na dwa rézne
sposoby (rysunek). Wykonujac pomiary metoda 1, odczytaliSmy wartosé pradu
rowna I i napiecie réwne Uy, a pomiary metoda 2 daty wyniki Iy i Uy. W jakich
warunkach warto$¢ obliczona na podstawie uproszczonego wzoru Ry = Uy /15 jest
dokladniejszym przyblizeniem dokladnej wartosci R niz warto$¢ Ry = Us/I2?
Zaktadamy, ze kazdorazowo woltomierz poprawnie pokazuje réznice potencjatéw
na jego zaciskach, a amperomierz poprawnie podaje warto$¢ pltynacego przezen
pradu.

Rozwiazanie na str. 4

F 928. Oszacuj, o ile zmienia si¢ masa czlowieka w ciagu dobrze przespanej
nocy (8 godzin snu). Dorosty czlowiek w spoczynku wykonuje $rednio 12
oddechéw na minute, a w kazdym oddechu ,wymienia” okoto 0,5 | powietrza.
Sktad wdychanego powietrza to (objetosciowo) w 78% azot i 21% tlen, a
wydychanego powietrza w 78% azot, 17% tlen i 4% dwutlenek wegla.
Rozwiazanie na str. 5
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*Dombrova Research

Na nasze potrzeby mozemy przyjac
uproszczony obraz obiektéw.

Obiekty sa prostokatami (pojemnikami,
pudetkami, ...). Zmienne wystepuja tylko
w obiektach. Wartoscig zmiennej jest albo
liczba, albo obiekt.

Re = 3.0
] Im = -4.5
u= |—
t= —
T 7™ Re =-21.9
Im = 21.9

Zmienne t i u wskazujg na dwa obiekty.

Po wykonaniu polecenia v<—u mamy taki

obraz.

Re = 3.0
_/
wu= —
t= [T—t=—,] Re=-219
Im = 21.9

Zmienne u i v wskazuja na ten sam obiekt.

Wartoéci wyrazen u.lm oraz v.Im sg réwne.
‘Wykonanie polecenia v.Re < 50
spowoduje, ze od tej pory wartosé
wyrazenia u.Re bedzie rowna 50. W takim
przypadku méwi sie o aliasingu
zmiennych u i v.

Po wykonaniu polecenia delete(u) .

Re =-21.9
Im = 21.9

= SN

Od tej pory obiekt wskazywany przez
zmienng u nie istnieje (u=null).

A zmiennej v nie odpowiada zaden obiekt!
Préba wyznaczenia wartosci u.Re lub u.Im
spowoduje zgloszenie bledu. Wartosci
wyrazen v.Re i v.Im sa falszywe.
Obliczenie jest kontynuowane, bez
ostrzezenia o bledzie!!

Na tym polega btad DANGLING
REFERENCE. Grozne jest to, ze program
nie sygnalizuje bledu. Programista moze
straci¢ miesigce na zrozumienie, co zaszlo,
i wykrycie takiego btedu. Koszty?

Co si¢ dalej moze zdarzy¢? Sprzeczna
interpretacja danych, gdy na zwolnionym
miejscu pojawi sie inny obiekt.

T =-4.5
Z= z= —» H= 20
v=""] K =11.97
v =
u=nmnull | e > Re =-21.9
t = - Im = 21.9

Wida¢ to wyraznie z rysunku: wartosé
v.Re jest nie tylko falszywa numerycznie,
typy usunigtego obiektu i obiektu z sa
rézne.

Wiszace referencje.

Czy mozna wyeliminowaé to zagrozenie?

Andrzej SALWICKI*

W tej pracy przedstawimy grozne zjawisko — blad wiszacych referencji — jakie
wystepuje w programowaniu obiektowym, np. w C++, Pascalu, C. W kolejnym
artykule oméwimy rozwiazanie pozwalajace wyeliminowaé ten blad. Zacznijmy
od krétkiej ekspozycji problemdw, jakie napotykamy podczas zarzadzania
pamiecia obiektow w kazdym jezyku programowania obiektowego.

Obiekty sa 1° tworzone, 2° wspéldzielone, 3° wykorzystywane i 4° ewentualnie
staja sie niepotrzebne.

Bedziemy tutaj abstrahowac¢ od wielu szczegdtow, takich jak rozmiar obiektu,
jego typ, sposoby zarzadzania odzyskiwana pamiecia, itp.

Obiekty tworzymy, wykonujac polecenie x<—new(. .. ), ktére tworzy nowy obiekt o
i przypisuje go jako warto$¢ zmiennej x. Np. u < new(Re + 3.0,Im + —4.5).

nowy obiekt o

Obiekt o utworzony przez polecenie new moze staé¢ sie wartoscia kilku
zmiennych. Np. w ten sposéb: y<—x; ...; z<—y. Ma wtedy miejsce wspéldzielenie
(ang. aliasing, sharing) obiektu o przez zmienne x,y,z.

Wspolprace z obiektem o, ktory jest warto$cia zmiennej x, mozna sprowadzi¢ do
trzech przypadkow:

e inspekcja — ma miejsce wtedy, gdy odczytujemy warto$é zmiennej zapisanej
w obiekcie, np. trzeba wyznaczy¢ warto$¢ wyrazenia x.attr.

o uaktualnienie — gdy przypisujemy nowa wartos¢ zmiennej w obiekcie x, np.
x.at+17.

o serwis — gdy wykonujemy polecenie wykonania ustugi zdefiniowanej
w obiekcie, np. call x.NarysujOkrag(p,12).

Wszystkie trzy przypadki powinny rozpoczynaé sie od sprawdzenia, czy
wartoscia zmiennej x jest jaki$ zywy obiekt, czy tez specjalna wartosé null.

Na koniec sytuacja, gdy program zaniecha wspolpracy z obiektem o i gdy
przestaje on by¢ wartoscia jakiejkolwiek zmiennej. Taki obiekt nazywany jest
smieciem. Madry programista pozbedzie si¢ Smieci, uwalniajac pamieé¢ zajeta
przez te obiekty.

Jakie problemy stwarza zarzadzanie pamiecia obiektéw? Dwa glowne zagrozenia
dla obliczen naszego programu to:

e wiszace referencje i e zaSmiecanie pamiegci.

Najwiecej szk6d wyrzadza blad wiszacych referencji (ang. dangling reference
error). Mozna go nazwaé cichym zabdjcqg, poniewaz program, w ktérym
usadowil sie taki blad, moze wydawaé sie bezpieczny przez dlugie miesiace

i lata, zanim uzytkownicy zorientuja sie, ze program dziata nieprawidtowo.
Koszty nieprawidlowego dzialania moga okazaé sie bardzo wysokie. (Zdarzalo
sie, ze nieprawidlowe dzialanie programu powodowalo nawet $mieré ludzi!)
Koszty wykrycia bledu i zlokalizowanie miejsca w programie, w ktorym ten
btad wystapil, tez nie sg bagatelne. Nie umiem podacé rzetelnych statystyk.
Na pewno jednak tylko finansowe straty w ostatnich trzydziestu latach to
kwoty rzedu setek milionéw euro. Czy mozna skonstruowaé taki program,
ktory analizowalby programy i wykrywal miejsce wystapienia bledu wiszacych
referencji w programie?

Niestety, taki algorytm nie istnieje. Wyttumaczenie jest proste: gdyby
istnial taki algorytm A, to mogliby$my skonstruowaé inny algorytm H,
ktory wykrywalby, czy dowolny dany tekst programu zakonczy obliczenia

w czasie skonczonym, czy tez obliczenie bedzie przedluzane bez ograniczenia
(czyli program zapetli sie). Jednakze — jak wiadomo — ten problem jest
nierozstrzygalny.
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Inny blad — opézZnionej destrukcji
wystepuje, gdy zostanie wykonane
polecenie delete(v).

null N Re =-21.9
t= Im = 21.9

W efekcie usunigto poprawny i potrzebny
obiekt z, zamiast wczedniej usunigtego
obiektu u.

Jak powstaja obiekty $mieci?

Re = 3.0
v = V=—" Im=-45
:/
u=
t= [T7t=—y Re=-219
Im = 21.9

Po wykonaniu polecenia u<—null

Re = 3.0
v = v= Im = -4.5

u = null
US | t=—| Re =-21.9
Im = 21.9

Po wykonaniu v<—null

Re = 3.0

u = null
6= T t=—] Re =-21.9
Im = 21.9

Na tym obrazku pojawil si¢ Smieé!
Wskaz go!.

Zobacz str. 374 w Java Language
Specification v. 8

Majac to na wzgledzie, tworcy jezyka programowania Java postanowili:
pontewaz bled wiszqcych referencyi jest tak groiny i poniewaZz nie jest moZzliwe
skonstruowanie kompilatora, ktory by sygnalizowal wystgpienie tego bledu przed
uruchomieniem programu, to w jezyku Java instrukcji delete(u) nie bedzie. Jak
postanowili, tak uczynili.

Ale czyniac tak, nasladuja pewnego kréla Albanii.
Rzecz dziala sie dawno, ponad sto lat temu. Pomiedzy stolica Tirana
i portem Dirres istniata jedyna w kraju linia kolejowa, dluga na
40 kilometrow i opadajaca stromo w dot. Ot6z jednego dnia krél wydat
takie rozporzadzenie: Poniewaz na linii kolejowej czesto zdarzajg sie
katastrofy i poniewaz w katastrofach tych wykolejeniu ulega ostatni wagon,
przeto zarzgdzam, by od dzis do pociggu nie doczepiacé ostatniego wagonu.

W przypadku Javy okazalo sie, Ze na programiste uwolnionego od potwora
Charybdy czeka inny potwoér Scylla (pamietasz, Czytelniku, jak Odyseusz
zeglowal pomiedzy tymi potworami?). Okazalo sig, ze programy w Javie
uwolnione od zagrozenia bledem wiszacych referencji wpadly w putapke
za$miecania pamieci (ang. memory leakage).

Tworcy Javy zaoferowali programistom narzedzie znane od dawna: od$miecacz
(ang. garbage collector). Algorytm ten uruchomiony podczas wykonywania
programu potrafi zlokalizowa¢ wszystkie istniejace obiekty-$mieci i je usunac.
Odzyskang pamie¢ mozna przeznaczy¢ na nowe obiekty. Koszt od$miecania nie
jest bagatelny, ale pozbywamy sie zagrozenia wiszacymi referencjami (twierdzili)
i dajemy Ci narzedzie pozwalajace kontrolowaé¢ koszt pamieciowy Twego
programu. Ty okreslisz, co jest Smieciem, a my pozbedziemy si¢ wszystkich
$mieci.

Zapanowala euforia, ale trwala krotko. Niebawem okazalo sie, ze mnoza sie
sytuacje podobne do trzeciego rysunku po lewej stronie. Programista wykonat
polecenie u<—null; ale zapomnial, Ze obiekt o jest nadal wskazywany przez
zmienng v. Od$miecacz nie ma podstaw, by go usunaé! Zreszta, nie zawsze blad
taki lezy po stronie programisty. Programisci wykorzystuja klasy napisane przez
kogo$ innego, a tam moze ukrywac sie polecenie podobne do v < u z naszego
przyktadu.

Podsumujmy sytuacje:

Charybda  Wiszgce referencje stanowia Nie istnieje algorytm
realne zagrozenie. wykrywania takiego btedu
w kodzie zrédtowym
programu.
Scylla Zjawisko za$miecania pamieci Od$miecacz jest bezsilny, gdy

zagraza zmniejszeniem
szybko$ci wykonywania
obliczen, a nawet
zablokowaniem pracy
programu, gdy zabraknie
miejsca na kolejny nowy
obiekt.

w trakcie wykonywania
programu obiekt juz
niepotrzebny nadal

jest wartoscia jakiej$
(zapomnianej) zmiennej.

Co pozostaje? Programisci Javy moga korzystaé¢ z efemerycznych stabych
referencji. Pojecie to pojawito sie trzy lata p6zniej niz Java. Nie zyskalo uznania
i w najnowszej wersji Javy pozostal po nim tylko slad. Programistom w C++
oferowane sa rézne narzedzia do monitorowania pracy programu (np. debugging).

A przeciez ponad 35 lat temu Antoni Kreczmar (1945-1996), profesor
informatyki Uniwersytetu Warszawskiego, wynalazt bezpieczny i tani

(w eksploatacji) system przeksztalcania bledéw wiszacych referencji

w ostrzezenia o ich obecnosci. Przypomnijmy sytuacje na obrazku z poprzedniej
strony, trzecim od géry. Bledem (groznym!) jest korzystanie ze zmiennej v,
poniewaz zmienna ta wskazuje na nieistniejacy juz obiekt. Natomiast préba
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Zajrzyj do hasta Antoni Kreczmar
w Wikipedii.

Wiele informacji o jezyku Loglan, jego
kompilatorach dla Linuxa i Windows
(dzialaja do dzis!), o problemach
badawczych sformulowanych

i rozwigzanych w zwigzku z Loglanem
znajdziesz w repozytorium:

lem12.uksw.edu.pl

wykorzystania zmiennej u zakonczy sie ostrzezeniem: referencja wskazuje na
null. Ostrzezony programista moze tatwo odnalezé blad i (z pewnym trudem) go
naprawic.

Zadanie, jakie postawil sobie Kreczmar:

1) Zapewni¢ prawdziwo$é wszystkim formulom postaci

((fi =+~ = Jx) A f1 # none) = [kill(f)] (i = - = fx = none)
——
warunek poczatkowy instrukcja warunek koncowy

Formule te nalezy czytaé tak: jesli na pewien obiekt o wskazuje k zmiennych
fis-- fr, to po wykonaniu instrukcji kill( f;) wszystkie zmienne przyjmujq
warto$¢ none, a miejsce zajmowane przez obiekt zostaje zwrécone do puli
wolnych miejsc.

2) Wykonanie instrukeji kill ma zajaé tyle samo czasu, niezaleznie od liczby k
zmiennych wspéldzielacych obiekt.

3) Koszt sprawdzenia, czy obiekt jest zywy, ma by¢ staly O(1) i niewielki. Ma
to znaczenie, poniewaz sprawdzenie takie dokonuje sie przy kazdym dostepie
do obiektu.

Kreczmar nie tylko rozwiazal ten problem, ale takze byl bardzo waznym
wspoltworca jezyka programowania Loglan’82 i zaprogramowal maszyne
wirtualna tego jezyka.

Pare stéw o projekcie badawczym Loglan

Prace nad jezykiem zostaly podjete w roku 1977 w Zaktadzie Teorii Obliczen
Instytutu Informatyki UW. Rok péZzniej Zjednoczenie MERA, producent
minikomputeréw Mera 400, zawarto z nami umowe na stworzenie jezyka
programowania obiektowego i wspoltbieznego Loglan oraz na zaprogramowanie
kompilatora tego jezyka na komputery Mera 400. Otrzymalismy niezbyt duza
kwote pieniedzy (rzedu 40 milionéw éwezesnych zlotych, z czego wicksza czesé
pochlonal zakup 2 komputeréw Mera 400), i co najwazniejsze, dwa komputery
do dyspozycji Instytutu. Prace zakonczyty sie powodzeniem: opublikowalismy
raport zawierajacy definicje jezyka Loglan, przekazaliSmy kompilator Loglanu
dla komputeréw Mera 400, zorganizowaliémy dwie konferencje miedzynarodowe
(1983, 1984), szkote PTI nt. Loglanu w 1985, nawiazaliémy owocna wspdlprace
z Uniwersytetami w Kilonii i w Rzymie, ...

Pragne podkresli¢, ze:

e W projekcie uczestniczylo kilkanascie 0os6b z mojego Zakladu, wiele z nich
to dzi$ profesorowie uczelni w Polsce, Niemczech, Kanadzie, USA, Meksyku,
Szwecji, ... Niestety, nie ma dzi§ z nami Antoniego Kreczmara.

e Bardzo cenny wklad wniesli doktoranci i studenci. Student Bolek Ciesielski
(1988) wymyslil i zrealizowal nowy protok6! wspélpracy pomiedzy obiektami
proceséw — alien call. Jego odkrycie wciaz czeka na uznanie szerszej
publicznodci.

Doktorant Oskar Swida (1996) zrealizowal koncepcje laczenia loglanowskich
maszyn wirtualnych w rozproszony, sieciowy klaster loglanowski.
Z braku miejsca nie wspomne o wielu innych osobach.

e Lista probleméw badawczych, ktére sformulowano i rozwigzano, by uzyskaé
odpowiednia jako$é¢ jezyka i jego kompilatora, zawiera dziewie¢ pozycji.
Tu omoéwilisSmy problem zapobiegania btedowi wiszacych referencji.

e Loglan $wietnie nadaje si¢ jako platforma nauczania programowania,
poniewaz zawiera prawie wszystkie mechanizmy programowania obiecktowego
i rozproszonego.

e Loglan jest dobrym punktem wyjscia do prowadzenia badan nad kolejnymi
problemami, np. jak zarzadzaé obliczeniami w komputerze wieloprocesorowym.
Zaden z obecnie stosowanych jezykéw programowania nie ma odpowiednich do
tego narzedzi.

Jak to rozwigzac?

Czy potrafisz odgadnac, jak dziala system zarzadzania pamiecia obiektow
zbudowany przez Antoniego Kreczmara? Pamietasz wymagania? Sprébuj swych
sit! Jezeli wymyslisz co$ lepszego, to — Autor obiecuje — otrzymasz nagrode

50 EUR.
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Migawka informatyczna

Po co komu dowo6d?
(albo stéw kilka o sztucznej inteligencji)

Drogi Czytelniku Majsterkowiczu! W tym odcinku Migawki
wreszcie bedzie ciekawie. Opiszemy, jak samodzielnie
skonstruowaé prawdziwy zegarek mechaniczny!

Postawmy jednak sprawy bardzo uczciwie: nie mamy
zielonego pojecia, jak taki zegarek dokladnie dziata. Nasza
wiedza sprowadza si¢ do bardzo prostych faktéw: taki
zegarek sklada sie z: kilku (a moze kilkunastu?) zebatek

o pewnej (zapewne nie za duzej) liczbie zebéw; pewnej liczby
metalowych rurek (o réznych $rednicach i dtugosciach);
sprezyny zwinigtej spiralnie (takze opisanej kilkoma
parametrami); wskazéwek, pokretel, obudowy itp. itd.

Generalnie: cel w konfrontacji z nasza wiedza wydaje si¢
zupelnie nieosiggalny. Sprébujmy wiec do sprawy podej$é
metoda tak zwanej brutalnej sily. To znaczy: sprébujmy

(po kolei!) skonstruowaé wszystkie mozliwe maszyny

ztozone z czedci opisanych wyzej. Juz samych elementéw
(uwzgledniajac parametry) jest bardzo duzo, a do tego jeszcze
mozemy bardzo réznie ustawiaé je wzajemnie w przestrzeni.
Innymi stowy: ilo$¢ maszyn-kandydatek na dziatajacy zegarek
jest astronomiczna. Wiekszo$¢ z nich w ogdle nic nie robi,
ALE przynajmniej jedna z nich bedzie dziatata zgodnie

z naszymi oczekiwaniami.

Nasza metoda jest wiec nastepujaca: buduj maszyny po kolei;
kazda testuj, sprawdzajac, czy aby nie zbudowal sie nam
prawdziwy zegarek; jesli test wypadnie pozytywnie — przerwij
dalsze poszukiwania.

Nie da si¢ zaprzeczy¢, ze powyzszy algorytm opisuje
poprawna metode konstrukcji zegarka mechanicznego. Ma
ona, oczywidcie, ewidentne wady. Pierwsza jest taka, ze
metoda dziata niestychanie wrecz wolno. Druga, moze nieco
bardziej subtelna, bierze sie z faktu, ze maszyne uznajemy
za poprawna, gdy ja (jak to okreéliliémy) przetestowali$my.
Mozna by dtugo dyskutowaé, co to wlasciwie znaczy i kiedy
jaka$ maszyne wolno nam zweryfikowaé jako Prawdziwy
Zegarek Mechaniczny. Niemniej jednak — postawiony cel
osiagnelidmy!

Powyzej opisany spos6b postepowania nie jest li tylko mato
udanym zartem. Daje on pewne intuicje o tym, na jakiej
zasadzie dziata tak zwana sztuczna inteligencja, a bardziej
konkretnie — uczenie maszynowe oparte o sieci neuronowe.

Opiszmy jaki$ przyklad. Proponuje rozwazyé problem
rozpoznawania cyfr napisanych odrecznie przez cztowieka.
Chcielibyémy mieé¢ algorytm, ktéry potrafi to zadanie
rozwigzywaé automatycznie. Innymi stowy, chcemy stworzy¢
program komputerowy, ktéry na wejéciu dostanie zdjecie
kartki papieru, a na wyjsciu okresli, jaka cyfra zostala
sfotografowana (upraszczamy problem do rozpoznawania
jednego znaku).

Aby taki algorytm stworzyé, postgpimy analogicznie jak przy
konstrukcji zegarka mechanicznego. To znaczy: skonstatujemy
na poczatku, ze nie mamy konkretnego planu, jak by sie do
tego zadania zabra¢ wprost. Jaka$ tam wiedze ogdlng jednak
mamy. Wiemy, ze pewna bardzo skomplikowana struktura

— moézg ludzki — radzi sobie Swietnie z takim zadaniem.
Niestety, nie umiemy zaimplementowaé¢ w komputerze
ludzkiego mézgu. Z drugiej strony, ludzki mézg wykonuje
zadania znacznie bardziej skomplikowane niz rozpoznawanie
cyferek, wiec pewnie jaka$ o wiele prostsza struktura, ale
jednak do mézgu choé¢ troche podobna, ma szanse zadziatad.
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Zakladamy wiec, ze nasz algorytm bedzie dzialal na obraz
i podobienistwo BARDZO uproszczonego mézgu.

Zaczniemy od definicji klockéw konstrukcyjnych. Bedg nimi
sztuczne neurony, ktére bedziemy mogli dowolnie taczy¢,
tworzac sie¢. Pojedynczy sztuczny neuron dziata bardzo
prosto. Na przyktad w modelu McCullocha—Pittsa zaktadamy,
ze moze on mieé wiele wejéé (ale jedno wyjscie), ktérym
przekazywane sa jakie$ liczby, a wyjscie jest ich jaka$ (bardzo
prosta) funkcja. Nasz docelowy algorytm bedzie zawieral opis
sieci takich prostych neuronéw wraz z opisem ich parametrow
(np. opisem ich wewnetrznej funkeji). Samo obliczenie bedzie
polega¢ na tym, ze wejéciowe zdjecie przerobimy na ciag
bitéw, ktére beda z kolei wejéciem do pewnego (ustalonego)
zbioru neuronéw. Nastepnie wszystkie neurony wewnetrzne
dokonaja obliczen zgodnych ze swoim opisem i zastanym
wejsciem, az neuron wyjsciowy poda wynik. Oczywiscie, cala
sztuka polega na znalezieniu wtadciwej sieci i wlasciwego
zbioru parametréw.

Sam algorytm poszukiwania wlasciwego algorytmu (sic!)
moglby dziataé¢ nastepujaco: buduj po kolei rézne algorytmy
(kandydatéw); kazdy kolejny testuj, az uda sie znalezé jakis$
dziatajacy poprawnie.

(W rzeczywistosci dzialamy nieco sprytniej: wcale nie
przeszukujemy kandydatéw zupelnie losowo po kolei.
Parametry kolejnych rozpatrywanych algorytmoéw sa,
zalezne od wczesniejszych testow. Np. przyjmujemy
(heurystycznie), ze gdy jaki$ kandydat dziata juz calkiem
niezle, to staramy sie dalej szukaé¢ w jego poblizu, a wiec
nieznacznie modyfikujac jego parametry.)

Dodatkowo musimy wyjasnié¢, czym jest w tym przypadku
testowanie. Ot6z, aby to wszystko mialo sens, musimy mieé
(najlepiej bardzo duza) baze danych zdjeé cyfr napisanych
odrecznie przez ludzi wraz z poprawng informacja, o jakie
cyfry chodzi. Woéwczas testowanie to po prostu weryfikacja,
jak nasz algorytm poradzilby sobie z dana bazg danych.

To wszystko wyzej brzmi pewnie troche surrealistycznie.

A jednak — okazuje sie, ze gdy rozwazane sieci sg
odpowiednio duze, nasze komputery odpowiednio szybkie,
nasze heurystyki w wyborze kolejnych kandydatéw trafione,
a nasze bazy danych odpowiednio duze — to po prostu
dziata! W rozsadnym czasie potrafimy znalez¢é algorytm,
ktéry radzi sobie niezle z postawionym problemem. Wiecej,
opisana wyzej metoda dziala zaskakujaco dobrze z jeszcze
trudniejszymi zadaniami, takimi jak rozpoznawanie przeszkod
z obrazu kamerki samochodowej czy dobieranie wtasciwej
reklamy do uzytkownika serwisu internetowego.

To, co jednak powinno przerazaé (szczegdlnie matematyka),
to fakt, iz informatyk, ktory znalazt jaki$ algorytm w stogu
neuronowego siana, ani nie wie tak naprawde, jak on dziata,
ani tym bardziej nie potrafi nic o nim udowodnic. . .

Tomasz KAZANA

PS. Drugi rozdzial swojej ksiazki ,,O Matematyku, rycerzu
Gwiazdy Pitagorejskiej” nasz redaktor naczelny, Marek
Kordos, konczy tak: I z pewnym niepokojem nalezy
uswiadomic sobie, Ze dzisiejsza, prawie juz dyrygujgca
Swiatem informatyka tez odstepuje od dowodzenia swoich
algorytmow, zadowalajgc sie przetestowaniem powstajgcych
programéw. Po przeczytaniu tych stéw miatem, oczywiscie,
mieszanie uczucia. Ze nie do konca, ze nie zawsze. Ale

w sztucznej inteligencji przyznaje: do konca i zawsze.



Informatyczny kacik olimpijski (105): Odtwarzanie drzewa

W tym miesiacu oméwimy zadanie New Year and Forgotten
Tree, ktére pojawito sie na konkursie Good Bye 2015 na
platformie Codeforces.

Standardowym opisem nieskierowanego drzewa o n
wierzchotkach (ponumerowanych od 1 do n) jest podanie
n — 1 par liczb reprezentujacych jego krawedzie. Na
wejsciu analizowanego zadania dany jest taki wtadnie opis,
jednakze kazda cyfra zostata zastapiona znakiem ’?’. Na
przyktad, krawedz miedzy wierzchotkami 90 i 123 bytaby
reprezentowana jako ,,?7 777”. Naszym zadaniem jest
odtworzy¢ jakiekolwiek drzewo pasujace do danego opisu
badz stwierdzié, ze takie drzewo nie istnieje.

Niech k oznacza najwieksza mozliwg liczbe cyfr etykiety
wierzchotka (czyli k ~ log;,n). Wierzchotki o tej samej liczbie
cyfr sa, oczywiscie, reprezentowane przez ten sam napis, wiec
w naturalny sposéb podzielmy wierzchotki na k grup, zgodnie
z liczbg cyfr etykiety wierzchotka. Dla kazdej pary takich
grup znamy zadang liczbe krawedzi miedzy wierzchotkami
tych grup.

Okazuje sie, ze préba prostego zachtannego odtwarzania
naszego drzewa nie rozwiazuje zadania. Réwniez (by¢

moze narzucajace si¢) uzycie twierdzenia Halla (dla 2"
zbioréw grup) tez nie jest poprawne. Dobrym pomystem
jest natomiast konstrukcja, w ktérej utrzymujemy caly czas
jedna spdjng sktadowa i dokladamy do niej nowe krawedzie
i wierzchotki.

Sprébujemy w kazdej grupie wyrdznié jeden wierzchotek
w sposob prowadzacy do pewnych dwéch wlasnosci. Po
pierwsze, chcemy, by krawedzie miedzy wyréznionymi
wierzchotkami taczyly je w jedna spdjna sktadowa.
Réwnowaznie, migedzy k wyrdznionymi wierzchotkami
potrzebujemy k — 1 krawedzi.

Rozwazmy dowolne rozwiazanie (drzewo pasujace do
zadanego opisu). Wybierzmy jedna dowolna krawedz

miedzy dwoma wierzchotkami z réznych grup i wyréznijmy
te dwa wierzchotki. Dopéki wyréznionych jest mniej

niz k wierzchotkéw, powtarzajmy nastepujace kroki.

Grupe nazwijmy nowa, jesli nie zawiera jeszcze zadnego
wyréznionego wierzchotka. Wierzchotek nazwijmy osiggalnym,
jesli da sie do niego dojéé¢ z jednego z juz wyrdznionych
wierzchotkow bez przechodzenia przez wierzchotki z nowych
grup. Z takich definicji wynika, ze istnieje krawedz miedzy
osiggalnym wierzchotkiem i wierzchotkiem z nowej grupy. Te
dwa wierzchotki oznaczmy jako w i v. Jesli u jest wyrdznione,
to po prostu wyrézniamy tez v. W przeciwnym przypadku
zastapmy najpierw krawedz miedzy u i v krawedzia miedzy
v 1 wierzchotkiem wyréznionym w grupie z v (nazwijmy go
u'). Powstaly graf wciaz pasuje do tego samego opisu oraz
wcigz jest drzewem, bo po usunieciu krawedzi uv wierzchotki
uiu' sa w jednej skladowej (bo u byto osiagalne). Teraz
mozemy wyrézni¢ v i wciaz spelniony jest zadany warunek,
ze krawedzie miedzy wyrdéznionymi wierzchotkami tacza je
w jedng sktadowa.

Po drugie, niech kazda krawedZ w drzewie dotyka co
najmniej jednego wyréznionego wierzchotka. Jedli tak nie
jest, to spojrzmy na dowolna krawedz uv miedzy dwoma
niewyréznionymi wierzchotkami z réznych grup. Jako u’

i v’ oznaczmy wyrdznione wierzchotki z grup zawierajacych
odpowiednio u i v. Usunmy krawedz uv, co dzieli drzewo na
dwie sktadowe. Wiemy, ze wyrdznione wierzchotki sa ze soba
polaczone w jedna skladows, zatem v’ i v’ sg wcigz w jednej
sktadowej. Po usunigciu krawedzi uv wierzchotki u i v musza
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by¢ w dwdéch réznych sktadowych, zatem jeden z nich musi
byé w tej samej sktadowej co v’ i v'.

Bez straty ogélnosci powiedzmy, ze wierzchotek w jest

w tej samej sktadowej co u' i v’. Zatem wierzchotek v jest

w innej sktadowej i mozemy go potaczy¢ nowa krawedzia

z u’. Nowe drzewo wcigz pasuje do zadanego opisu. Podobne
rozumowanie mozna zastosowaé dla krawedzi miedzy dwoma
niewyréznionymi wierzchotkami z tej samej grupy, co
pozostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie. Skoro
mozemy pozbywac sie krawedzi miedzy niewyréznionymi
wierzchotkami, to musi istnie¢ rozwiazanie, ktore takich
krawedzi nie ma wcale.

Pokazalidmy, ze jedli istnieje jakiekolwiek rozwiazanie,

to istnieje tez takie, w ktérym da sie¢ wyrdznié po

jednym wierzchotku w kazdej z k grup w taki sposdéb,

ze pewien podgraf drzewa jest drzewem rozpinajacym

k wyréznionych wierzchotkow oraz ze nie ma krawedzi
miedzy niewyréznionymi wierzchotkami. Mozemy bez
straty ogdlnosci powiedzieé, ze wyrdzniamy wierzchotki

o numerach 10%. Skoro k jest bardzo mate, to po prostu
rozwazmy kolejno wszystkie k*~2 drzewa rozpinajace o tylu
wierzchotkach. W zadaniu tym mozna to zrobi¢ brutalnie
na rézne sposoby, natomiast zainteresowanym Czytelnikom
polecamy zapoznanie si¢ z kodami Priifera, ktére opisuja
wydajng metode iteracji po wszystkich etykietowanych
drzewach o ustalonej liczbie wierzchotkéw.

Powiedzmy, ze ustaliliémy k — 1 krawedzi miedzy k
wyrédznionymi wierzchotkami. Pozostale n —1— (k—1)=n—k
krawedzi nazwijmy zwyklymi. Zwykta krawedz dotyka
doktadnie jednego wyrdznionego i jednego niewyréznionego
wierzchotka. Kazda taka krawedz musi dotykaé innego
niewyroéznionego wierzchotka, bo takich wierzchotkow jest

n — k, czyli tyle, ile jest zwyktych krawedzi. Kolejnosé
niewyréznionych wierzchotkéw w grupie nie ma znaczenia,
bo kazdy z nich jest reprezentowany przez ten sam napis

na wejsciu. Pozostaje zatem dla kazdej takiej krawedzi
zdecydowaé, w ktérej z dwéch grup ma ona dotykaé
wyroznionego wierzchotka, a w ktérej ma dotykaé nowego
niewyréznionego wierzchotka. Pamietajmy, ze w kazdej
grupie znamy docelowg liczbe niewyréznionych wierzchotkdéw.

Te ostatnig czgs¢ zadania mozemy rozwiaza¢ za pomocy
algorytmu maksymalnego przeptywu. Tworzymy k
wierzchotkéw g1, ..., gr reprezentujacych grupy. Prowadzimy
z nich do ujscia krawedzie o przepustowosciach réwnych
liczbom niewyréznionych wierzchotkéw w odpowiednich
grupach. Tworzymy tez w wierzchotkow e; ;, do ktérych
ze zrédla prowadzimy krawedzie o przepustowosciach
réwnych liczbom zwyktych krawedzi miedzy grupami ¢ i j.

Z e;,; prowadzimy krawedzie do ¢; i do g; o nieskonczonych
przepustowosciach. Przeptyw o wartosci = z e; ; do g; nalezy
interpretowac jako decyzje, by x krawedzi miedzy grupami ¢
i j dotykato niewyréznionych wierzchotkow w i.

Rozwazy¢ musimy wszystkie k¥ =2 drzew rozpinajacych na

k wierzchotkach i dla kazdego znalezé przepltyw w grafie

o O(k?) wierzchotkach i krawedziach. Przyktadowa ztozonogé
takiego programu to O(k*~2 - k® + n) = O(K*** 4 n), gdzie
obecnos¢ sktadnika n wynika z koniecznosci wtasciwego
odtworzenia i wypisania drzewa o n wierzchotkach.

Zainteresowanym proponujemy zastanowié sie, czy mozemy
zamiast metody maksymalnego przepltywu uzy¢ twierdzenia

Halla.
Kamil DEBOWSKI
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Czaszki amerykanskich bizonéw przed zmieleniem

ich na nawéz (fotografia z 1870 roku).
Bez komentarza.

Bizony, tury, zubry

O zubrach méwi sie czesciej, gdy dzieje sie cokolwiek wokot Puszczy
Bialowieskiej. Dzis — w obliczu planowanej jej wycinki i rozméw o odstrzale
zubréw (podobno chorujacych na gruzlice). Gdy chee si¢ dowiedzie¢ wigcej

o historii genetycznej zubra, sprawa komplikuje si¢, réwniez z powodu polskiego
nazewnictwa (zubr, bizon, tur), ktére bez lacinskich nazw gatunkowych latwo
wprowadza w zaklopotanie (w dodatku, gdy sie nie jest specjalistka, jak ja).
Pomaga czesciowo Wikipedia.

Zubr europejski, (Bison bonasus) — gatunek lozyskowca z rodziny wolowatych,
rzedu parzystokopytnych. W 2013 roku Swiatowa liczebnosé¢ gatunku wynosila
5249 osobnikow, z czego 3626 zyto w wolnych i w pétwolnych populacjach.
Wedtug danych z 2013 roku w Polsce zylo 1138 osobnikéw w stadach
wolnosciowych, ponad polowa w Bialowiezy. Ten gatunek zubra jest jedynym
ze swojego rodzaju, ktéry ostal sie w Europie w holocenie (epoka wspdlczesna,
liczona od 12 tysiecy lat).

Pare lat temu naukowcy polscy proponowali projekt odtworzenia réznych
wymartych gatunkéow — jednym z nich byt polski tur, ostatni odstrzelony

w XVII wieku. Wydaje sie, ze wraz z zanikiem zainteresowania klonowaniem
ssakow projekt ten takze sig zakonczyl.

Na granicy plejstocenu i holocenu, jak mowia o tym badania paleogenetyczne,
doszlo do skrzyzowania pierwotnego bizona z turem. Stwierdzenie, ze
hybrydyzacja ssakéw moze doprowadzi¢ do powstania nowego gatunku, bylo
waznym odkryciem genetycznym ostatnich lat (2016/17). Sformulowano te
teze dzieki badaniom mitochondrialnego DNA i ocalalych sekwencji jadrowego
DNA 64 bizonéw poéznego plejstocenu z trzech rejonéw Europy: Uralu, Kaukazu
i wybranych miejsc zachodniej Europy (tu dane z Polski), ktére poréwnano

z danymi dla bizonéw Ameryki Pélnocnej. Bardzo interesujacym komentarzem
do tych wspédlczesnych i nowoczesnych badan byta takze analiza naskalnych
rysunkéw bizonéw wykonanych ponad 15 tys. lat temu na Scianach jaskin
potudniowej Europy. Zaréwno ogdlny zarys ciala, jak i rodzaj rogdw, dobitnie
Swiadcza o istnieniu réznych gatunkéw bizondéw na tych terenach.

Paleogenetycy zainteresowali sie takze historig opanowania Ameryki Pélnocnej
przez bizony. Uwaza sie, ze pojawilty sie tam w dwu falach imigracyjnych

z Syberii, ponad 130 tysiecy lat temu i 45-21 tysiecy lat temu. W publikacjach
paleontologéw amerykanskich z 2017 roku — po pobraniu i analizie DNA

42 bizonéw (dwudziestu sze$ciu péinocnoamerykanskich sprzed 400 i 45 000 lat,
dziesieciu wspdlezesnych i szeSciu syberyjskich) — ustalono, ze po przybyciu

na te tereny bizony szybko rozprzestrzenity sie. Poréwnywano DNA
mitochondrialny koéci pobierany z lokalizacji w kanadyjskiej prowincji Yukon,

i (znaleziony wezesniej) w Colorado, w tej samej warstwie wulkanicznej,
przypisywanej okresowi sprzed 124 tysiecy lat. Doktadna analiza DNA sugeruje,
ze bizony Yukonu to bizony stepowe, B. priscus, a te z Colorado to giganty

o wielkich rogach, (B. latiphrons). Majac te dane, mozna bylo zaproponowaé
drzewo genealogiczne. DNA bizonéw z Yukonu i z Colorado lokuja je
blisko podstawy drzewa genealogicznego, co sugeruje, ze byty bliskimi
potomkami pierwszych kolonizatoréw z Syberii. Ich wspdlny zenski
przodek datowany jest na okres 195-135 tysiecy lat temu. Potomkowie,
szybko zmieniajac srodowisko zycia, ulegli tez szybkiemu réznicowaniu na
odrebne gatunki.

Wspodlcezesne badania wskazuja na istnienie dzis wymartych czterech
gatunkéw, z ktérych trzy zamieszkiwaly Ameryke Polnocna, czwarty
spotykano wlasciwie na calej pélnocnej potkuli (sa o tym $wiadczace
wykopaliska z terenéw dzisiejszej Japonii). Jak wiadomo, bizony
w Ameryce Polnocnej wymarly z powodéw nienaturalnych — zostaty
wybite przez bialych kolonizatoréw w celu odciecia miejscowej ludnosci
od zrédla pokarmu.

Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bardzo szybki dostep, i to na zimno,
prosto z Bialegostoku

Poszukiwanie nowych sposobow przechowywania informacji
jest nie tylko ciekawe poznawczo, ale moze mie¢ konkretne
zastosowanie praktyczne. Z tego ostatniego punktu
widzenia pozadane sg rozwiazania o duzym stopniu
niezawodnosci, szybkie, o duzym stopniu upakowania
informacji oraz zuzywajace jak najmniej energii.

W ostatnim kryterium chodzi nie tylko o oszczednosé, lecz
takze o problemy z chtodzeniem.

Ostatnio ukazala sie praca [1], w ktérej zademonstrowano
rozwiazanie spelniajace trzy z tych czterech warunkéw,

z realnymi mozliwosciami spelnienia réwniez

czwartego (upakowania). Wykorzystuje ono pojedynczy
femtosekundowy impuls laserowy do zapisu lub odczytu
bitu w przezroczystej warstwie ferromagnetycznego
dielektryka. Zmiana polaryzacji liniowej impulsu pozwala
przetaczyé o magnetyzacji, zapisujac w ten sposob bit
informacji powtarzalnie, trwale i odwracalnie. Préby
wykorzystywania swiatla do modyfikacji magnetycznej
orientacji ferromagnetykéw trwaja od wielu lat. Interakcja
Swiatla z metalem zawsze prowadzi jednak do silnego
grzania. Metale sg nieprzezroczyste, bo wolne elektrony
tylko czekaja, zeby kazde Swiatto pochtonagé¢. Kluczowe
okazalo sie uzycie zamiast metalu dielektryka, w ktérym
mozna zmienié¢ orientacje za pomoca Swiatta bez
znaczacego podgrzewania probki. Zwyktle dielektryki nie
wykazuja jednak silnych wlasnosci magnetycznych. Trzeba
je w nie wzbogacic.

Uzytym materiatem byla cienka warstwa itrowo-zelazowego
granatu domieszkowanego jonami kobaltu. Wlasnie

jony kobaltu w tym granacie sq odpowiedzialne za

silne sprzezenie momentu magnetycznego elektronu

z momentem pedu jego ruchu orbitalnego, tzw. sprzeienie
spinowo-orbitalne. Swiatlo liniowo spolaryzowane

moze skutecznie zmieni¢ ruch orbitalny elektronow

w jonach, tym samym zmieniajgc kierunek momentu
magnetycznego. Zjawiskiem odpowiedzialnym za te zmiany
jest tak zwany efekt fotomagnetyczny, obecno$é ktorego

w warstwach granatow juz w temperaturze pokojowej
zademonstrowano [2] w Zakladzie Fizyki Magnetykdw
Uniwersytetu w Bialymstoku. [3]

Uzyskano metode, ktéra pozwala na niezwykle szybka
manipulacj¢ orientacja magnetyczna. Przelaczenie
nastepuje w okoto 20 pikosekund. To trzy rzedy wielkoSci
szybciej niz w najlepszych z obecnie stosowanych
pamieci RAM. Natomiast straty energii zwiazane

z rozpraszaniem ciepla sa nawet cztery rzedy wielkosci
mniejsze niz w obecnie stosowanych rozwiazaniach.
Przezroczysto$¢ warstwy pozwala mysle¢ o istotnym
zwiekszeniu nierewelacyjnego na razie upakowania
poprzez wykorzystanie wielowarstwowosci. Droga do
komercyjnego wykorzystania pomystu jest jednak jeszcze
doé¢ diuga i wyboista. Miejmy nadzieje, ze istotny
wklad bialostockiego zespolu wspotpracujacego z grupa
z Holandii przelozy sie na sukces technologiczny, a moze
i na komercyjny, kto wie.
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Egzotyczne trajektorie
przez trzy szczeliny

Stynny dwuszczelinowy eksperyment Younga, ktéry
przekonywal o falowej naturze sSwiatta, tak naprawde
dowodzi jego kwantowej natury. Interferencja nie znika,
kiedy przepuszczamy przez szczeliny pojedyncze fotony,
a nawet gdy zastapimy je pojedynczymi obiektami tak
skomplikowanymi jak fulereny.

W paradygmacie humanisty zadomowito si¢ jednak

pojecie dualizmu korpuskularno-falowego, pomimo tego ze
pochodzi ono z przedkwantowego stownika. A moze wlasnie
dlatego?

Natomiast wedlug obecnie najlepiej funkcjonujacego
modelu rzeczywistodci interferencja bierze si¢ z dodania
amplitud odpowiadajacych wszystkim trajektoriom, nawet
tym najbardziej egzotycznym. Im dziwniejsza droga, tym
przyczynek od niej mniejszy. Dlatego w eksperymencie

z dwiema szczelinami wystarczy uwzgledni¢ amplitudy
drog przez kazda ze szczelin.

Podobnie jest w przypadku trzech szczelin. Wtedy
jednak latwo zauwazy¢ pewne umiarkowanie egzotyczne
trajektorie. Zamiast rozpatrywaé dodatkowa droge,

np. dookota uktadu alfy Centauri (Srodek dydaktyczny
Feynmana, propagatora calek po trajektoriach), wystarczy
wyobrazi¢ sobie, ze foton np. moze przejé¢ przez pierwsza
szczeline, wrocié druga, by ostatecznie przejéé trzecia.
Pamietajac ze szkoly, ze $wiatlo (w prézni) rozchodzi

sie po liniach prostych, wydaje sie, ze mozemy te
umiarkowanie egzotyczna marszrute uznaé za egzotyczna
w stopniu wystarczajacym, zeby jej wplyw zignorowac.

Okazuje sig, ze zbyt pochopnie. Autorom pracy [4]

udato sie zaobserwowaé jej wplyw na rejestrowany

obraz interferencyjny. Osiagneli to dzieki wzmocnieniu
efektu poprzez plazmoniczne wzbudzenia na powierzchni
metalowej przestony, co znaczaco zwigkszyto
prawdopodobienstwo podazania fotonu egzotyczna
trajektoria. Interferencje obserwowali wtedy, gdy
oswietlana byta tylko jedna szczelina, co pozornie jest
sprzeczne 7z zasada superpozycji kwantowej. Pozornie, bo
po uwzglednieniu w obliczeniach egzotycznych trajektorii
uzyskuje sie przewidywanie zgadzajace si¢ z obserwowanym
obrazem.

Jest to kolejny spektakularny przyktad nieadekwatnosci
niekwantowej wyobrazni. Wziecie tego efektu pod uwage
moze mie¢ niebagatelne znaczenie tak w badaniach
testujacych kwantows rzeczywistosé, jak i ich praktycznych
zastosowaniach.

Piotr ZALEWSKI
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Zadania z matematyki nr 741, 742
Redaguje Marcin E. KUCZMA

741. Niech W bedzie wieloscianem wypuklym, srodkowo-symetrycznym, i niech
7w bedzie ustalong plaszczyzna, przechodzaca przez srodek symetrii. Przekréj
wieloScianu W plaszczyzna 7 jest zawarty w kole o promieniu r. Udowodni¢,

ze przekrdj wielodcianu W kazda plaszczyzna, réwnolegla do m, jest zawarty

w pewnym kole o promieniu r — lub podaé¢ przyktad, pokazujacy nieprawdziwosé
takiego stwierdzenia.

742. Niech p bedzie liczbg pierwsza postaci p = 4k + 1. Dowie$¢, ze istnieje
liczba catkowita dodatnia s, mniejsza od p, dla ktérej réznica sp — |/3p |? jest

kwadratem liczby catkowitej dodatniej.

Zadanie 742 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
727 (WT = 3,22) i 728 (WT = 1,60)
z numeru 10/2016

Marek Spychata Warszawa 42,75

Witold Bednarek Lédz 42,32 sig zbudowaé tréjkata
Zbigniew Skalik Wroclaw 41,22 . -
Roksana Stowik Knuréw 38,41
Franciszek S. Sikorski Warszawa 38,08
Adam Dzedzej Gdansk 35,68
Patryk Jasniewski Gdansk 31,78

n

p+a,_—aq p
§ ay “k+1>§ ay

k=1

733. (a) Wezmy dowolny czworo$cian oraz jego najdiuzsza
krawedz. Przyjmijmy, ze ma ona dlugosé¢ a, zas dwie
przyleglte do niej Sciany maja krawedzie dtugosci a, b, ¢ oraz
a,d,e, przy czym krawedzie a, b, e maja wspolny koniec oraz
krawedzie a, ¢, d maja wspdlny koniec. Wowczas a < b+ ¢
oraz a < d + e; stad 2a < b+ ¢+ d + e, wobec czego musi
zachodzié¢ co najmniej jedna z nieréwnosci a < b + e lub

a < ¢+ d. Zatem co najmniej jeden z koncéw krawedzi a

nie jest wierzchotkiem ciekawym.

(b) Doktadnie jeden wierzchotek ciekawy jest mozliwy.
Rozpocznijmy od przyktadu czworoécianu zdegenerowanego
do czwdérki punktéw na plaszczyznie w konfiguracji: ABC —
tréjkat prostokatny; D — $rodek przeciwprostokatnej AB;
|BC| =a, |CA| =b, |AB| = |BD| = ¢, przy czym
a<c<b<2a (np.a=16,b=230,c=17). Z punktu A
wychodzg krawedzie dtugosci b, ¢,2¢; z punktu C: a,b,c;

z punktu D: ¢, c,c; kazda z tych trojek spelnia warunek
trojkata. Pozostaje wierzcholek B — jedyny ciekawy (wspdlny
koniec krawedzi a, ¢, 2¢). Teraz wystarczy wyj$é w przestrzen
i nieznacznie przemiesci¢ wierzcholek D, usuwajac go
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Rozwigzania zadain z numeru 1/2017

Przypominamy tresé¢ zadan:

733. Wierzchotek czworoécianu nazwijmy ciekawym, jesli z trzech wychodzacych zen krawedzi nie da

(a) Czy istnieje czworoscian, ktérego wszystkie wierzchotki sa ciekawe?
(b) Czy istnieje czworoscian, majacy dokladnie jeden ciekawy wierzchotek?

734. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych
dodatnich p, q, a1, ..., a, zachodzi nieré6wnosé

n
(przyjmujemy an41 = a1).

k=1

prostopadle z pltaszczyzny ABC. Wychodzace zen krawedzie
troche si¢ wydtuza. Przy malym przemieszczeniu rozwazane
nieréwnosci (ostre) pozostana w mocy; punkt B nadal bedzie
jedynym wierzchotkiem ciekawym.

734. W nieréwnosci Bernoulliego (1 +#)*T > 1+ (a+ 1)t
(stusznej dla t > —1, a > 0) wykonujemy ,,przesuniecie
zmiennej” 1+ t = x, uzyskujac postac

T > (a+ 1)z -« (dla z >0, a=>0).

Podstawiajac a = q/p oraz © = (a/ar+1)?, dostajemy

( ar )p+q>p+q< ak )p_g
Ak41 - p Ak+1 p

Mnozymy stronami przez aj 11, otrzymujac

(dla k=1,...,n).

pt+q

a
> (14 D) -dap,
Appyr P P
Suma tych nieréwnosci (dla k =1,...,n) to teza zadania.
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Zadania z fizyki nr 638, 639
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

638. Uklad sklada sie z czterech jednakowych, lekkich pretéw o dlugosci [

i lekkiej sprezyny o dlugosci 21 (rys. 1). Prety polaczone sa przegubowo

za pomoca malych kulek o jednakowych masach. Uklad zamocowany jest

w punkcie A i znajduje sie w polu ciezkoséci. W stanie réwnowagi prety tworza

Termin nadsylania rozwigzai: 31 VII 2017 kwadrat. Znalezé czesto$é malych drgan ukltadu, przy ktérych punkt C' porusza
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sie po linii pionowe;j.

639. Lis biegnie po linii prostej ze stata predkoscig v;. Lisa goni pies, ktorego
predkosé ma stala warto$é vs i skierowana jest caly czas na lisa. W chwili, gdy
predkosci vy i vo sa do siebie prostopadle, odleglosé miedzy lisem a psem wynosi
[. Jakie jest w tym momencie przyspieszenie psa?

Rozwigzania zadain z numeru 1/2017

Przypominamy tresé zadan:

630. Samolot leci z predkoscia u po prostej poziomej, przechodzacej nad glowa obserwatora.

/ pewnej chwili obserwator widzi samolot w kierunku, ktéry tworzy z pionem kat ¢. Jaki kat
z pionem tworzy w tej samej chwili kierunek, wzdtuz ktérego dociera do obserwatora dzwigk silnika
samolotu? Predkos$é¢ dzwigku wynosi v. Rozwaz przypadki v < v oraz u > v.

631. Na powierzchni poziomej znajduja si¢ dwa jednakowe, cienkoscienne walce o masie m kazdy.
Osie walcow sa réwnolegle, promienie sg réowne R. Na poczatku jeden z walcéw spoczywa, a drugi

0] toczy si¢ bez poslizgu w kierunku pierwszego z predkoscig ruchu postepowego vg az do centralnego,
sprezystego zderzenia. Wspélezynnik tarcia kinetycznego walcéw o podloze jest réwny p, tarcie
Rys. 2 miedzy walcami jest zaniedbywalne. Znalezé maksymalng odleglo$¢ miedzy walcami po zderzeniu.
. Niech obserwator, znajdujacy si¢ w punkcie widzi ozwiazania tego réwnania maja postac
630. Niech ob tor, znajdujacy keie O, wid R t t
samolot w punkcie S i styszy wystany przez samolot
z punktu B dzwiek, ktéry dotart do niego po czasie t. tg " tg2p 1
. . Xr1,2 = — .
Zgodnie z rysunkiem 2 ' w2 v2\2 2 w2
& Y -z (I1-32)* cos?o(l—13)

(1) tgp =tga+ vicosa’ Gdy predkosé dzwieku jest wieksza od predkosci samolotu
(v > u), wyrdznik réwnania (2) jest dodatni dla kazdego ¢,
gdzie a jest szukanym katem. Wprowadzmy oznaczenie x1 > 0, z2 < 0, zatem x = z1. Dla samolotu naddzwickowego

r:=tgp —tga > 0.

(u > v) wyréznik réwnania (2) jest dodatni, gdy cosp < =
— réwnanie (2) ma wtedy dwa pierwiastki dodatnie. Kazdy

Q)

£

- By, gdy sin g = cos g = . W nastepnych chwilach do
obserwatora docierajg czota dwéch fal kulistych (rys. 4)

i wydaje mu sie, ze z punktu By poruszaja si¢ w przeciwne
strony dwa zrédta dzwieku.

U

0
Rys. 3

631. Poniewaz tarcie miedzy walcami jest zaniedbywalne,

punkt trajektorii samolotu jest zrédlem fali kulistej,
obwiednia tych fal tworzy powierzchnie stozkowa (rys. 3),
ktéra przesuwa sie z predkoscia samolotu u. Po raz pierwszy
B, g obserwator styszy dzwiek wystany przez samolot z punktu
1

Qg
Qg

-
-

u walec dziala sita tarcia skierowana do przodu. Jego predkosé
ruchu postepowego roénie liniowo z czasem: v = ugt,

predkosé katowa ruchu obrotowego pierwszego walca
wo = %0 nie zmienia sie w wyniku zderzenia. Z zasad
zachowania pedu i energii (zderzenie sprezyste) wynika,
ze po zderzeniu predkos$é ruchu postepowego pierwszego
B B, S walca wynosi zero, a drugiego vo. Po zderzeniu na pierwszy
2

(0]

Rys. 4

Zgodnie z (1) mamy

predkosé katowa ruchu obrotowego maleje liniowo z czasem:
w=wy— ’%t. Po czasie to, gdy spelniony jest zwiazek v = wR,
rozpoczyna si¢ toczenie bez poslizgu. Stad tg = 2‘%. Na drugi
walec dziala sita tarcia skierowana do tytu. Jego predkosé
ruchu postepowego maleje liniowo z czasem, predkosé ruchu

obrotowego roénie liniowo z czasem. Po czasie to drugi

_u 2= ¢ )2
=7 \/1 +tgta = v \/1 +(tgy —2)* walec réwniez zaczyna toczy¢ sie bez poslizgu. Od chwili ¢o

Otrzymujemy stad réwnanie kwadratowe

predkosci ruchu postepowego obu walcéw wynosza 5. Drogi
przebyte przez walce w czasie to wynosza odpowiednio

) 2t o 1 51 = % isy = Sﬂf‘)to. Maksymalna odleglosé, na jaka sie
(2) Tt T =0 oddala, jest réwna As = i
-1 cos? p(Zz — 1) &, ] = Sug-
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Prosto z nieba: Brakujace ogniwo

W okragta piec¢dziesiata rocznice odkrycia pulsaréow
dostarczamy garsé nowych informacji o tych fascynujacych
— relatywistycznych i niezwykle gestych — obiektach.

Jedna z podstawowych i wciaz nierozwigzanych zagadek
zwigzanych z pulsarami jest mechanizm powstawania
promieniowania radiowego. Z obserwacji ponad dwdéch
tysiecy pulsarow w Galaktyce oraz poza nig wiemy, ze

do powstania pulsu potrzebna jest szybka rotacja (setki
obrotéw na sekunde) gwiazdy wyposazonej w ogromne,

jak na gwiazdowe standardy, pole magnetyczne: 10* T

lub wigksze. Pulsar jest w istocie gigantycznym dipolem
magnetycznym o osi niepokrywajacej sie z osia rotacji
gwiazdy. Otoczenie gwiazdy — magnetosfera — jest
wypelnione plazma (natadowanymi czastkami: elektronami,
pozytonami, protonami) ,wyrwanymi” z powierzchni
gwiazdy przez ogromng réznice potencjaléw wywotana
polem magnetycznym. Pole zmusza plazme do obrotu

z czestotliwoscia obrotu gwiazdy az do miejsca, w ktérym
predkosé liniowa plazmy przekroczylaby predkosé $wiatla.
Krytyczna odlegtoéé wyznacza ,,cylinder $wietlny”, dzielacy
magnetosfere na obszary, w ktérych linie pola magnetycznego
sa zamkniete wewnatrz cylindra (w okolicach réwnikowych
dipola), oraz obszar otwartych linii (w okolicach biegunowych
dipola). Plazma obszaru otwartych linii jest zrédtem
promieniowania radiowego. Czastki sa przyspieszane wzdtuz
linii pola, emitujac m.in. promieniowanie krzywiznowe,
oraz oddzialujac z fotonami (kreacja i anihilacja par
elektron-pozyton); moga takze opuscié okolice pulsara.
Podobnie do $wiatta latarni morskiej snop spojnego
promieniowania z okolic biegunowych magnetosfery dociera
do dogodnie usytuowanego obserwatora.

Niebo w maju

Dobrym celem obserwacyjnym w trakcie majowych nocy
bedzie gromada kulista M5 (oznaczana jako Messier 5 lub
NGC 5904). Gromade te odkryt Gottfried Kirch w 1702 roku,
przy okazji obserwacji komety C/1702 H1, natomiast Messier
uwzglednil ja w swoim katalogu, jako obiekt mglawicowy,
jednak nie dostrzegt tam gwiazd. Dopiero pod koniec

XVIII wieku Herschel zaobserwowal okoto 200 gwiazd

w gromadzie M5. Obecnie wiemy, ze gromada ta zawiera
ponad pél miliona gwiazd, co czyni ja jedng z najwigkszych
i najmasywniejszych gromad na naszym niebie. M5 znajduje
si¢ w gwiazdozbiorze weza (tac. Serpens), a dokladniej w jego
glowie (lac. Serpens Caput). Co ciekawe, Waz jest jedynym
gwiazdozbiorem podzielonym na dwie czesci — Glowe Weza
oraz Ogon Weza, rozdzielonych gwiazdozbiorem Wezownika.
Szukajac M5, warto poszukac najjasniejszej gwiazdy
konstelacji Weza, czyli o Ser (znanej jako Unukalhai)

o jasnosci 2,6™. Gromada M5 znajduje sie okoto 10 stopni na
poludniowy-zachéd od « Ser, a dokladniej na wspétrzednych:
rektascensja 15,3 h i deklinacja +02°04’. W maju bedzie
widoczna od 22:00 do 3:00 rano, czyli praktycznie przez

cata noc. Po zmroku M5 znajdowaé sie bedzie 31° nad
potudniowo-wschodnim horyzontem, przed switem natomiast
32°) patrzac w kierunku potudniowo-zachodniego nieba.
Jasno$é gromady to 5,8™ jest to zatem obiekt raczej do
obserwacji przez lornetki lub mate teleskopy.

Mitlosnikom spadajacych gwiazd polecamy majowy rdj
n-Akwarydy. Ten deszcz meteoréw dostepny do obserwacji
bedzie od 24 IV do 20 V, a jego maksimum wypadnie 6 V.
n-Akwarydy sg jednym z najciekawszych rojéw o duzej
aktywnosci, gdyz raptem w ciagu jednej godziny mozna
dostrzec ponad 40 $ladéw. Radiant znajduje sie w konstelacji

24

Powyzszy opis jest z grubsza poprawny w przypadku
zwyklych pulsaréw w rodzaju pulsara w mglawicy

Krab (okres obrotu 0,034 s). Oprécz nich istnieje inna
podgrupa gwiazd neutronowych o niezwykle silnym

polu magnetycznym, zwanych magnetarami. To obiekty

o polach rzedu 10" T, ktére obracaja si¢ o wiele wolniej
niz przecietne radiopulsary: przecietny okres obrotu to kilka
sekund. Charakterystyczna cecha niektérych magnetaréw
sg niezwykle potezne, krétkotrwale ,wybuchy” i emisja
promieniowania X i gamma (powtarzalne zrédta migkkich
promieni gamma, ang. soft gamma repeaters), a innych —
regularne pulsacje promieniowania X (anomalne pulsary
rentgenowskie, ang. anomalous X-ray pulsars). Uwaza sig,
ze zrodtem emisji magnetaréw nie jest, jak w przypadku
zwyklych pulsaréow, energia kinetyczna rotacji gwiazdy, lecz
energia zmagazynowana w skomplikowanym i ewoluujacym
polu magnetycznym.

Do niedawna wydawalo sie¢, ze klasyczne radiopulsary

i magnetary to przedstawiciele zupelnie réznych klas
obiektéw. Sytuacje zmienity zesztoroczne obserwacje
rentgenowskich teleskopéw Fermi, Swift i NuSTAR.
Zarejestrowaly one serie typowo magnetarowych blyskéw
twardego promieniowania emitowanych przez radiopulsar
PSR J1119-6127 (okres obrotu 0,4 s), ktéry do tej pory
nie wykazywatl si¢ niczym nadmiernie interesujacym. Po
gwaltownym epizodzie pulsar powrécil w ciagu 10 dni do
zwyktlej emisji radiowej. Astronomowie wiaza duze nadzieje
ze zbadaniem tego niezwyklego , brakujacego ogniwa”,
ktére moze poméc w lepszym zrozumieniu mechanizméw
pulsarowej emisji w réznych energiach, oraz ewolucji tych

obiektéw. Michal BEJGER

Wodnika na wspoélrzednych: rektascensja 22,5 h i deklinacja
—01°04’. Takie potozenie powoduje, ze réj widoczny

bedzie w drugiej polowie nocy, nisko na niebie — raptem

12° nad wschodnich horyzontem. Tak niskie potozenie
radiantu powoduje, iz mozna zaobserwowaé przesuwanie

sie w gére meteordéw, poruszajacych sie z predkosciami okoto
66 km/s i zostawiajacych dtugie smugi. Warto pamigtad,

ze n-Akwarydy sa zwigzane z najstynniejsza kometa
wszechczasow, czyli z kometa Halleya.

W maju warto obserwowaé i fotografowaé trzy bliskie
spotkania naszego jedynego naturalnego satelity z planetami
Uktadu Stonecznego. Cztery dni po pelni przypadajacej
6 V, w odleglosci niecalych 2° od Ksiezyca zobaczymy
Jowisza. Para pojawi sie zaraz po zachodzie Storica, 28° nad
horyzontem poludniowo-wschodnim, a jej obserwacje beda
mogtly potrwaé az do godziny 03:12 nad ranem. Jasno$é
Ksiezyca wyniesie tej nocy —12,5™, natomiast Jowisza
—2,4™ a oba obiekty zobaczymy na tle gwiazdozbioru Panny.
W maju Saturn znajdzie sie 3°04" od Ksiezyca. Obserwacje
tej pary nie beda proste, zaréwno dlatego, ze oba ciata
wzniosg si¢ tylko 15° nad horyzont, w dodatku najlepszy
czas do ich obserwacji wypadnie okolo godziny 2:52. Saturn
osiagnie jasno$¢ 0,0™, Ksiezyc za$ —12,4, i znajda sie na tle
gwiazdozbioru Strzelca. W drugiej potowie miesiaca mozna
réwniez sprobowac obserwacji spotkania Ksiezyca i Neptuna,
oddalonych od siebie tylko o 0°26’. Jednak uktad tych ciat
zobaczymy raptem 14° nad horyzontem, dwie godziny przed
wschodem Stonca. Jasnos¢ Neptuna wyniesie 7,9™, natomiast
Ksigzyca (bedacego 5 dni przed nowiem wypadajacym 25 V)
—11,6™. Znajdziemy je na tle konstelacji Wodnika.

Karolina BAKOWSKA



A\

Rys. 5. [F| oznacza pole figury F.

Zadanie 2 pochodzi z LIIT Olimpiady
Matematycznej, dwa inne rozwiagzania
opisano w deltoidach 17 i 29

(Delta 5/2009 i Delta 5/2011.

Niby nic Joanna JASZUNSKA

W dowolnym tréjkqcie odcinek lgczqcy srodki dwoch bokow jest
rownolegly do trzeciego boku i dwukrotnie od niego krotszy.
Ten prosty fakt okazuje si¢ zadziwiajaco przydatny.

1. Punkty X, Y sg srodkami odpowiednio bokéw AD i BC czworokata
wypuktego ABCD. Udowodnij, ze XY < %(AB + CD), przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy AB || CD.

2. Na bokach AB i AC tréjkata ABC zbudowano, po jego zewnetrznej stronie,
kwadraty ABDE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami odcinkéw
DG i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC.

3. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD sa réwnej dlugosci.
Punkty F i F' sa odpowiednio $rodkami bokéw AD i BC. Udowodnij, ze prosta
EF tworzy réwne katy z przekatnymi AC i BD.

4. Czworokat ABCD nie jest rownolegtobokiem oraz AB = C'D. Punkty E'i F
sa odpowiednio srodkami przekatnych AC i BD. Wykaz, ze rzuty prostopadle
odcinkow AB i C'D na prosta FF sa réwnej dlugosci.

5. W szedciokacie wypuklym ABCDFEF o polu 1 punkty K, L, M, N,O, P sa
srodkami odpowiednio przekatnych AC, BD,CE,DF, EA, FB i tworzg sze$ciokat
wypukly K LM NOP. Wyznacz jego pole.

Rozwigzania

R1. Niech Z bedzie $rodkiem przekatnej AC (rys. 1). Woéwezas X Z || CD,

XZ = %CD, ZY || AB oraz ZY = %AB. Stad na mocy nieréwnosci trojkata
dla punktéw XY, Z mamy XY < XZ + 7Y = %(AB + CD), przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy XZ || ZY, czyli gdy AB || CD. O

R2. Niech P bedzie $rodkiem odcinka EG (rys. 2). Wéwczas PM || ED || AB,
PM = 1ED = {AB, PN || GF || AC oraz PN = 3GF = 1 AC. Wobec tego
trojkaty PM N i ABC sa podobne w skali 1:2, a wiecc MN : BC=1:2. [

R3. Oznaczmy $rodek boku CD przez M (rys. 3). Woéwczas ME = %AC’ =
= %BD = MF'. Wobec tego tréjkat M EF jest rownoramienny i podstawa EF

tworzy réwne katy z bokami M E i M F. Jednocze$nie ME || AC oraz MF || BD,
co konczy dowdd. O

RA4. Niech M bedzie $rodkiem boku BC. Wéwezas ME || AB, MF || CD
oraz ME = 1AB = 1CD = MF (rys. 4). Wobec tego tréjkat M EF jest
réwnoramienny (E # F, gdyz ABCD nie jest réwnoleglobokiem). Stad rzut
M na prostg E'F jest srodkiem podstawy FF, a wiec rzuty bokow M E i M F
na prosta FF sa réwnej dlugosci jako potowki podstawy. Wobec tego réwniez
dwukrotnie od nich dtuzsze rzuty odcinkéw AB i C'D sg rownej dtugoscei. [
R5. Niech a oznacza miare nie wiekszego z katéw pomiedzy przekatnymi AC
i BD, wéwczas [ABCD] = LAC - BD - sina (rys. 5). Jednoczesnie MO || AC,
MO = %AC’, NP || BD oraz NP = %BD, zatem kat pomiedzy odcinkami MO
i NP takze jest réwny « oraz

[MNOP] = iMO-NP sina= tAC - BD -sina = {[ABCD)].
Analogicznie [PKLM] = 1[DEFA], stad [KLMNOP] = :[ABCDEF] = 1. O

Zadania domowe

6. Niech K, L, M, N beda srodkami kolejnych bokéw czworokata ABCD.
Wykaz, ze KLMN jest réwnolegtobokiem, ze AC' | BD < KM = LN, ze
AC = BD < KM 1 LN oraz wyznacz stosunek pél [K LM N]| : [ABCD].

7. Dany jest tréjkat ABC o bokach AB = 2 oraz AC' = BC' = 3. Punkt K jest
srodkiem boku BC|, punkt L lezy na boku AC oraz KL = 1. Wyznacz dtugosc¢
odcinka AL.

Wskazowka. AL = % to tylko jedna z mozliwosci.
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