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O modelach obliczenn komputerowych

Zastanéwmy sie nad nastepujacym pytaniem: czym jest
komputer? Sadze, ze odpowiedz na tak zadane pytanie
moze zaleze¢ w znacznej mierze od tego, kogo o to pytamy.
Taka sytuacja nie jest, oczywiscie, czym$ wyjatkowym.
Jesli zamiast informatyka zajmiemy sie cukiernictwem

i zapytamy: czym jest tort, to tez rézne osoby beda
réznie odpowiadaé. Cukiernik opisujacy tort widzi go
jako kolejne poziome warstwy, ktére musi odpowiednio
przygotowaé i w dobrej kolejnosci utozyé¢. Lakomezuch

— raczej widzi jego przekrdj pionowy, stanowiacy brzeg
konkretnego kawaltka. Jesli zostaniemy przy gastronomii,
ale przeskoczymy tym razem do piecykéw kuchennych,
znowu zaobserwujemy postulowana dwoisto$é. Inzynier
projektujacy piecyk mysli o jego wydajnosci, o precyzji
nastawienia temperatury, o tym, jak sprawié, zeby piecyk
odpowiednio szybko sie nagrzatl itp., itd. Z kolei kucharz
zaklada, ze piecyk spelnia zalozenia podane w jego
instrukeji i skupia si¢ przede wszystkim na mysleniu, jak
za jego pomoca wyczarowaé cos pysznego.

Spojrzenie na komputery jest w jakim$ stopniu podobne do
tego opisywanego wyzej. To znaczy mamy konstruktoréw
(fizykéw, inzynieréw), ktérzy chea zbudowaé odpowiednio
szybka i sprawna maszyne. Z drugiej strony, mamy
uzytkownikéw (informatykéw, matematykow), ktorzy
chcieliby z tego urzadzenia po prostu korzystaé¢. Te dwa
spojrzenia moga by¢ bardzo rézne, dlatego potrzebujemy

Tomasz KAZANA

czegos$, co jest odpowiednikiem instrukcji obstugi piecyka.
To znaczy czegos$ na tyle konkretnego, zeby konstruktorzy
wiedzieli, co maja stworzy¢, a z drugiej strony — na tyle
abstrakcyjnego, zeby uzytkownicy mogli z komputera
korzystac, wcale nie znajac szczegdléw jego budowy. Tym
czyms jest wladnie tytulowy formalny model obliczen.

Zanim przejdziemy do opiséw konkretnych modeli obliczen
— mala dygresja. Otéz przyklad przejscia od swiata fizykdw
i inzynieréw do $wiata informatykdéw to szczegdlny przyklad
ogoélniejszego zjawiska — tak zwanego abstrahowania. Pojecie
to ma, pozwole sobie tutaj na arbitralne stwierdzenie,
fundamentalne znaczenie w calej informatyce. Wiecej

— czesto wystepuje szeregowo, jako zbior tak zwanych
kolejnych warstw abstrakcji. Jest to z pewnoscia temat na
caly oddzielny szczegdlowy artykut. Tym razem podam
tylko ogélnikowy przyklad: sie¢ Internet sklada si¢ z warstw
abstrakcji: fizycznej, lacz danych, sieciowej, transportowej,
sesji, prezentacji i aplikacji. Zawsze polega to na tym, ze
projektujac pewng warstwe, zapominamy o szczegdlach
warstwy nizszej, pozostawiajac w naszej glowie tylko ogdlna
instrukcje jej obstugi. I dalej: efektem naszej pracy ma

by¢ nie tylko jaki$ bardziej ztozony produkt, ale réwniez
uproszczona instrukcja obstugi do niego. Czyli jak w zyciu:
réwnie wazne (a moze i wazniejsze) od tego, z kim warto
sie zna¢ i z kim si¢ spotykaé, jest to, kogo nie warto znaé

i gdzie nie bywac.

Po tym (przyznaje, przydlugim) wstepie czas juz przej$é¢ do konkretéw. Zacznijmy

for)

wiec od modelu obliczen klasycznego komputera.

Dla programisty komputer to cos, co:
e ma pamied, do ktérej potrafimy wpisaé jakie$ dane;

e potrafi uruchomié¢ zaprojektowany (w specjalnym jezyku) przez uzytkownika

for)

program i jego wynik zapisa¢ do pamieci;
e pozwala na odczytanie zawartosci pamieci.
Oczywiscie, modele takie jak wyzej moga sie istotnie réznié, zaleznie od tego, jaki

charakter ma pamie¢ (zwykle ciag bitéw ustalonej dtugosci) oraz — przede wszystkim
— jaki jezyk opisu programu dopuszczamy. Przykladowe modele w tym duchu to:

b, b, by b,
Obwéd obliczajacy, czy liczba (babsbabi)a

zapala zaznaczony segment na
wys$wietlaczu kalkulatora

[] wejsciowych”).

model maszyny Turinga, model maszyny RAM (random-access machine), interpreter
jezyka Java czy model oparty o obwody logiczne zlozone z bramek. Skupmy si¢ na
chwile na tym ostatnim.

Model obwodéw logicznych mogliby$my opisaé, na przyklad, tak (modele tego typu

sa bardzo czesto stosowane do opisu ukladéw scalonych):

e pamieé stanowia dwa wektory: vy, € {0,1}" oraz veu € {0,1}™. Uzytkownik
potrafi dowolnie ustali¢ warto$é wektora vy, (czyli, Zargonowo, ,mamy n bitéw

e Uzytkownik moze opisa¢ dowolna sie¢ co najwyzej T' bramek OR, AND oraz NOT
taczacych wektor vy, z wektorem vo,;. Wowcezas komputer jest w stanie przypisaé
l do wektora v,,t wynik obliczen opisanej sieci na wektorze viy.
e Uzytkownik po skonczonym obliczeniu potrafi poznaé¢ warto$¢ wektora voys.

Przykltad programu w tym modelu pokazuje rysunek obok.

urzadzenie, ktére:

Uktad programowalny Altera Stratix IV
GX FPGA realizujacy model obliczen
oparty o obwody logiczne

1

Poziom abstrakcji w tym przykladzie jest chyba do$é¢ jasny. Inzynier projektujacy
tak zdefiniowany komputer (Czytelnik Lubiacy Konkrety moze zapoznaé sie
z technologia FPGA) ma na celu zastanowienie sig, w jaki sposéb stworzy¢

e zawiera i potrafi (na zadanie uzytkownika) ustawi¢ dowolnie 7' bramek logicznych;
e potrafi przyja¢ podane przez uzytkownika dane wejsciowe (opis wektora vy, );

e potrafi dokonaé obliczenia i zwrécié uzytkownikowi wynik obliczen, czyli voyt-
Powyzsze zadanie zapewne jest bardzo trudne, wymaga znajomosci fachowej wiedzy
z elektroniki, wiedzy o dziataniu tranzystoréw itp., itd.

7 drugiej strony: informatyk, ktory z takiego urzadzenia chce korzysta¢, moze
zupelnie nie znaé fizyki i juz mysle¢ tylko o algorytmice, czyli — w tym przypadku



Istnieje wiecej niz jeden model obliczen
kwantowych. Ten opisywany tutaj uznaje
sie za standardowy. Inne modele to np.:
kwantowe automaty komoérkowe,
jednokierunkowe komputery kwantowe,
topologiczne komputery kwantowe czy
adiabatyczne komputery kwantowe.

W tym numerze Delty odnosimy sie
niemal wylgcznie do modelu
standardowego, z wyjatkiem artykutu
ze stron 12—15, ktéry skupia sie

na modelu adiabatycznym.

bin(k) oznacza binarny zapis liczby k.

— nauce o takim przestawianiu klockéw (bramek), zeby obliczalo sie dokladnie to, co
chcemy i to mozliwie szybko (a wiec przy uzyciu mozliwie malej liczby bramek).

PrzejdZzmy teraz do tego, co stanowi esencje calego tego numeru Delty, czyli

do komputeréw kwantowych. Za chwile przedstawimy formalny model obliczen

dla komputera kwantowego (czyli jego ,instrukcje obstugi”). To, jakie problemy
natury fizycznej napotykaja projektanci takich potencjalnych komputeréw, opisuje
Rafal Demkowicz-Dobrzanski (str. 6-9). Z drugiej strony — jakie cuda potrafilby
zdziala¢ informatyk majacy dostep do takiego (hipotetycznego) urzadzenia opisuje
Wojciech Czerwinski na stronach 10-12, przyblizajac szczegdly algorytmu Shora na
rozklad duzych liczb na czynniki pierwsze. Prezentowany model korzysta z jezyka
abstrakcyjnej algebry liniowej. Podstawy tej dziedziny prezentuje Maciej Zdanowicz
na stronie 5 (oraz Marek Kordos na stronie 4), przy okazji dowodzac, ze programisci
za kilkadziesiat lat beda musieli znaé chyba troche wigcej matematyki niz ci obecni.
Na ile blisko (a na ile daleko) od stworzenia Prawdziwego Komputera Kwantowego
jestesmy w tej chwili pisze Piotr Zalewski na stronie 24. Dodatkowo w artykutach
na stronach 12-15 1 16-17, kwartet Gardas, Jalowiecki, Dajka, Mierzejewski

oraz (solo) Lukasz Rajkowski prébuja przyblizy¢ Czytelnikowi, co juz dzi§ jest
komercyjnie dostgpne. Po pierwsze omawiamy komputer D-Wave, ktéry jednak
realizuje (na 2048 kubitach) inny niz tu opisany model obliczen kwantowych.

Po drugie: omawiamy praktyczny protokét BB84, zakladajacy istnienie oraz
mozliwosé szybkiego i taniego tworzenia ,komputeréw jednokubitowych” na zadanie.
Goraco zachecam do lektury tych i innych artykuléw z tego numeru i bezzwlocznie
przystepuje do prezentacji modelu obliczen kwantowych.

e Do opisu stanu pamieci komputera kwantowego potrzebne sg liczby zespolone,
ktorych zbior oznaczamy symbolem C (wiecej o nich pisze Marek Kordos na
stronie 4). Zazwyczaj operowaé bedziemy ciagami m liczb zespolonych (tak
zwanymi zespolonymi wektorami wymiaru m), ktérych zbiér oznaczamy C™.
(Przykladowo: ¢ = (2 +1,6,10 — 34,i) € C*.) Dla wektoréw okreglamy ich dtugoéé
jako pierwiastek z sumy kwadratéw moduléw jego kolejnych wspétrzednych.

W naszym przyktadzie dlugosé ¢ wynosi wiec:

V]2 + 42 +16]2 + [10 — 32 + |i]2 = /5 + 36 + 109 + 1 = V/151.

Opisem stanu pamieci komputera kwantowego jest jeden wektor o dhugosci 1

z przestrzeni C2*, np. ¢ = (0,0,0, 10, %, 0,5) € C?’. W $wiecie kwantowym

czesto zapisujemy to samo w nieco innym (réwnowaznym) jezyku, mianowicie:

1 iv2

Y = 3 [011) + -
gdzie (jak latwo sie domyséli¢) |bin(k)) oznacza wektor zlozony z (2" — 1) zer
i jedynki na (k + 1)-szej wspoélrzednej, np. |011) = (0,0,0,1,0,0,0,0).
Wektory |bin(k)) nazywamy wektorami bazy standardowej. Stany pamieci, ktére
nie sg takimi wektorami, a wigc sg suma co najmniej dwéch réznych wektordw
bazowych, fizycy lubia nazywaé¢ superpozycjq.
Jegli stan pamieci jest opisany wektorem z C2", to méwimy, ze nasz komputer
operuje n kubitami. Warto zwréci¢ uwage, ze stan pamieci klasycznego komputera
operujacego n bitami opisujemy po prostu jednym ciggiem zer i jedynek
dlugoscei n (np. bybs...b,), co mozemy interpretowaé jako ustalenie jednego
wektora bazy standardowej |b1bs ...b,) € C?". Przewaga komputera kwantowego
polega za$ na tym, ze w pamieci mozemy trzymac bardziej wyrafinowane obiekty,
a wiec kombinacje liniowe takich wektoréw (superpozycje), jak chociazby opisany
wyzej wektor 1, bedacy przykladem stanu pamieci komputera tréjkubitowego.

e Stan poczatkowy komputera uzytkownik moze ustali¢ zupelnie dowolnie, przy
czym moze uzywaé iloczynu tensorowego do opisu (ta uwaga jest o tyle istotna, ze
cala przestrzen ma wymiar wykladniczy, wigc sam opis moze czasem by¢ ogromny;
iloczyn tensorowy jest tu wiec potencjalnym ulatwieniem). Iloczyn tensorowy
® wektorow to bardzo prosta operacja, o ktérej wiecej piszemy na stronie 5. Na
razie wystarczy nam tylko wlasnosé by ...b,) ® |b]...bL,) = |b1...b,b) ... b)), by
zrozumied, ze ten sam wektor mozna opisa¢ dlugo badz zwigzle:

1
a = £(|0000) + |0001) +[0010) +[0011) — [0100) — 0101) — 0110) — |0111)
+]1000) + [1001) + [1010) + |1011) — [1100) — |1101) — |1110) — [1111))

1101) + ;|111>,

lub
o= i(l()) +11)) @ (10) = 1)) @ (10) + [1)) ® (|0) +[1)).
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Tak naprawde opisem obliczenia, na
pewnym poziomie abstrakcji, moze byé
owolna macierz unitarna z przestrzeni
d; 1 t M t
2M x 2™
C

CNOT = [

[=NeNei
oo
= o oo

. W wyniku obliczenia stan
pamieci ¢ zmienia si¢ na M¢.
Uzytkownik moze podaé¢ dowolng macierz,
co wiecej, ma prawo uzywac iloczynu
tensorowego do opisu (bezposéredni opis
mialby rozmiar wyktadniczy). Okazuje
sie, ze (twierdzenie o uniwersalnosci)
kazda macierz unitarng da sie

(z dowolnym przyblizeniem) uzyskaé
(korzystajac z mnozenia i iloczynu
tensorowego), majac do dyspozycji
wylacznie macierze H, T, CNOT

i identycznos$é. Oczywiscie, aby takie
obliczenie byto efektywne, ilo$¢ uzytych
macierzy podstawowych nie moze by¢
ogromna.

W ogdlnosci, przy odczycie z pamieci ¢,
uzytkownik moze wybra¢ dowolng
macierz hermitowsks, ktora — jak
wiadomo z algebry liniowej — rozklada si¢
na sume Zl h; P; przeskalowanych
rzutéw na swoje podprzestrzenie wilasne
(macierze P;). Wynikiem pomiaru jest
pewien indeks ¢ (nic wigcej nie
poznajemy!), ktéry otrzymujemy

z prawdopodobienstwem ¢TP,-,¢ oraz stan
pamigci po pomiarze zmienia si¢ na

Pi¢

\ ?TPig

e Pojedyncze obliczenie na komputerze kwantowym odpowiada przemnozeniu

stanu pamieci przez podana przez uzytkownika (nie byle jaka) macierz. W tym
miejscu Czytelnik Algebraicznie Kulejacy bardzo proszony jest o nieprzerazanie
sie tym pojeciem. Okazuje sie, ze nawet nie musimy dokladnie wiedzie¢, jak sie
mnozy dowolng macierz przez wektor, bo wystarcza nam tylko trzy przyklady (dla
macierzy H, T i CNOT z marginesu oraz macierz identycznosci I):

H(al0) + bl1)) = % ((a+b)0) + (a — B)|1)),

T(al0) + b|1)) = al0) + be'™/4|1),

CNOT(a]00) + b|01) + ¢|10) + d|11)) = a|00) + b|01) + d|10) + ¢|11).
Jak widzimy macierze H i T dotycza tylko wektoréw jednokubitowych, a macierz
CNOT — dwukubitowych. Aby opisaé¢ operacje w wyzszych wymiarach znéw wolno
nam si¢ postuzy¢ iloczynem tensorowym, tym razem zastosowanym do macierzy.
Ponownie jest to do$¢ naturalna operacja (opisana szerzej poznej), a nam na razie
wystarczy tylko wlasno$é (M; @ Ms)(d1 ® ¢2) = M1(¢1) @ Ma(d2), ktora jest
prawdziwa, gdy wymiary sie zgadzajg. Intuicyjnie oznacza ona, ze rozpatrywane
macierze mozna przyktadac lokalnie do dowolnie wybranych wspélrzednych
wielowymiarowego wektora stanu pamieci. Podajmy przyklad, ktéry powinien
rozjasni¢ te operacje:

(HoHe CNOT ® 1) <\}§(|01101> 4 10011>)> -

= ﬁ((H®H®CNOT®I)(|O)®\1)®|10>®|1>)+
+ (HoH® CNOT @ I)(|1) ®(0) ® [01) @ [1))) =

= ((|0>)®H(I1>)®CNOT(\10>®I(I1>))+
+H(| )) ® H(|0)) ® CNOT(|01) ® I(|1)))) =

1 /1
_\/i(\f(|0>+|1>)®ﬂ(|0> 1)) @[11) © 1) +
1

2 V2
1

2\/§(|00111> 01111) + [10111) — [11111) +

+1]00011) + |01011) — |10011) — |11011>).
Uzytkownik moze wybra¢ do opisu obliczenia dowolnie wybrany iloczyn tensorowy
opisanych wyzej macierzy.
Odczyt z pamieci jest w tym modelu bardzo nietrywialny. Przede wszystkim
pomiar (zwykle) nie jest deterministyczny i moze zwrdcié¢ rézne wyniki dla tego
samego stanu pamieci. Sprébujemy zaprezentowaé tutaj pewien uproszczony
(ale wystarczajacy, by $ledzi¢ chociazby artykul ze stron 10-12 o faktoryzacji
Shora) opis odezytu z komputera kwantowego. Uzytkownik, chcac dokonaé
pomiaru pamieci w pewnym n-kubitowym komputerze, musi podaé¢ pewien
podzbiér indekséw (i1, ...,4k) C (1,...,n). Jesli teraz stan komputera to po
prostu |by ...b,) (czyli pewien wektor bazowy), to uzyskamy wynik (b, ,...,b;,).
Jesli natomiast stan komputera jest superpozycja ZUE{O,I}” ay,|v), gdzie ay, € C

®1<0>+|1>>®|01>®1>) -

sa wspOlezynnikami przy wektorach bazowych |[v), to pomiar jest istotnie
niedeterministyczny. Uzyskamy wynik u = (b;,, ..., b;, ) z prawdopodobienstwem
Py =3 cs, lawl?; gdzie S, to zbiér tych wektoréw v € {0, 1}, ktére na
wspoétrzednych 7y, ..., i, maja doktadnie wartosci b;,,...,0b;, .
W komputerze kwantowym stan pamieci po pomiarze zmienia sie (w Swiecie
kwantowym pomiar musi zmienié¢ stan pamieci!) na superpozycje tych sktadowych
starego stanu, ktére sa zgodne z pomiarem. Oczywiscie niektore stare skladowe
nie sg zgodne z pomiarem, w zwiazku z tym te, ktére sa zgodne, musza mieé¢
zmienione wspotezynniki, aby dlugosé calego wektora pamieci pozostala réwna 1.
Konkretnie rzecz biorac, nowy stan pami@ci po pomiarze to:

\/7 Z a|v).

Y veES,
Zauwazmy, ze po pomiarze wspoélrzedne iy, ..., i nie beda juz nigdy istotne, bo sa
i tak zawsze takie same dla kazdej sktadowej.
Uzytkownik moze wykonaé¢ dowolna sekwencje wielu obliczen i odezytéw (moze je
przeplatad).



Liczby zespolone

Suma to taki punkt, ze 0z1 (21 + 22)22
jest réwnoleglobokiem; iloczyn to taki
punkt, ze tréjkaty 01z1 i 0z2(z1 - 22) sa
podobne i majg te sama orientacje.

Liczba (7, ¢) ma, jak latwo zauwazy¢,
wspdélrzedne kartezjariskie
(rcos g, rsiny), czyli r(cos ¢, sin ¢).

Gdy z = (a,b), uzywane sg tez oznaczenia
Rez =a, Imz =b.

Oczywiscie, mozna te sposoby mieszac.
Czesto zapisuje sie np. liczby w postaci
algebraicznej za pomoca modutu

i argumentu

r(cos ¢ + isinp).
Jest to szczegdlnie wygodne, poniewaz
e’ = cos ¢ + i sin @,

ale to juz inna sprawa.

czterema sposobami

Marek KORDOS

Jezeli okreslimy dodawanie i mnozenie punktéw plaszcezyzny, z wyrdznionymi
punktami 0 i 1, w sposéb przedstawiony na rysunku, to otrzymamy liczby
zespolone. Ten szybki, jasny sposob wprowadzenia liczb zespolonych — zwany
geometrycznym — okazal sie jednak malo praktyczny. Spojrzmy teraz na te
liczby inaczej, jak na wektory o poczatku w 0. Poniewaz wszystkie maja ten
sam poczatek, wiec bedziemy je nazywaé tak jak ich konce. Kazdy z nich moze
by¢ uzyskany z wektora 1 za pomoca podobienstwa spiralnego o srodku 0
(podobienstwo spiralne to zlozenie jednoktadnosci i obrotu o tym samym
§rodku; jedynie wtedy obojetna jest kolejno$é wykonywania tych przeksztalcen).
Dodawanie liczb zespolonych w tej postaci — nazwijmy ja wektorowq — to sktadanie
przesunie¢ odpowiadajacych skladnikom, natomiast mnozenie to sktadanie
podobienstw spiralnych (prosze na rysunku sprawdzi¢, ze wektor 1 przy wykonaniu
podobienstw spiralnych, odpowiadajacych z; i z9, stanie si¢ wektorem (27 - 22)).
Takie ujecie liczb zespolonych pozwala zauwazy¢, ze kazda z nich jest okreslona
przez liczbe r mdéwiaca, ile razy musial si¢ przedtuzyé wektor 1, aby ja otrzymad
i liczbe ¢ méwiaca, o jaki kat wektor 1 musial sie obroci¢. Pierwsza z tych liczb
nazywamy modutem liczby zespolonej, a druga argumentem. Jezeli przedstawimy
liczbe zespolona w postaci (r, ), to — wobec powyzszych uwag — wzdér na mnozenie
bedzie wygladal tak:
(11,01) - (2, p2) = (71 - T2, 01 + P2).

Przetlumaczenie tego na zwykle wspoélrzedne kartezjanskie daje (bez rachunkéw!)
wzor zwany nazwiskiem de Moivre’a

r1(cos 1, 8in 1) - 72(cos 2, sin a) = (r1 - 72) (cos(p1 + @2), sin(p1 + ¢2)),
co latwo sie uogdlnia na wzory méwiace o potegowaniu i pierwiastkowaniu liczb
zespolonych.
Trzecia postac liczb zespolonych to przedstawienie ich bezposrednio za pomoca
wspoltrzednych kartezjanskich. Dodawanie ma wowczas bardzo prosta postaé

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
bo tak sie przeciez dodaje wektory. Natomiast wzdér de Moivre’a pozwala zobaczy¢,
ze 1 wzor na mnozenie nie jest wiele bardziej skomplikowany:
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc).
Oto uzasadniajacy to rachunek:
jesli (a,b) = (rycospr,risingy), a (¢,d) = (rqcos g, rosin pa), to
(a,b) - (¢,d) = (r1 cos p1,71 8in 1) - (12 COS Pa, T2 SIN o) =

((r1-r2) cos(pr + @2), (r1-r2)sin(pr + ¢2)) =

(r1 . rg)(cos (p1 COS (P2 — SiN Y7 Sin Y2, COS Y1 Sin Y2 + sin ¢ cos cpg) =

= (r1 COS (P1 * T2 COS Yo — 71 SiN (1 - T2 Sin o,

71 COS (p1 - T2 SIN (P9 + 11 Sin Yy - 12 COS 902) =

= (ac — bd,ad + bc).
Mozna uczyni¢ teraz dwie obserwacje. Pierwsza to ta, ze kazda liczba zespolona da
si¢ przedstawic jako
(a,b) = a(1,0) + b(0,1).
Zauwazmy, ze (1,0) to po prostu 1 — kazdy moze sprawdzié, jak sie przez (1,0)
mnozy. Natomiast
(0,1)>=(0-0-1-1,0-14+1-0) = (—1,0),
co jest zwykla minus jedynka, i to tez mozna sprawdzi¢ mnozac. Liczba (0,1)
jest oznaczana przez i (od imaginarius), nazywana jednostkq urojong i stanowi
wielka tajemnice dla r6znego rodzaju filozoféw (bo jak to mozliwe, aby kwadrat
byl ujemny. .. ). Tak algebraicznie ujete liczby zespolone to sumy a + ib, gdzie a i b
to liczby rzeczywiste. Rachunki na nich przeprowadza si¢ tak jak na wielomianach,
pamictajac zawsze, ze 12 = —1. Na przyklad wzér na mnozenie wyprowadza sie
przy tej interpretacji tak:
(a+ib) - (¢ +id) = ac + aid + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc).

Jest to najstarszy i najczesciej stosowany sposéb uzywania liczb zespolonych.
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Zespolona $ciggawka:

|a 4+ bi] = 4/ a? + b2,

dtugosé |lc|| wektora ¢ = (c1,...,¢n)

wynosi v/ |c1]|? + ... |enl?,

a -+ bi =a — bi.

Na przyktad:

1 [1 1 1 |1 1
alt Desl -

Jeszcze o algebrze obliczen kwantowych,

czyli artykut dla Koneseréw Macierzy

Maciej ZDANOWICZ*

W ponizszym artykule postaramy sie przyblizy¢ Czytelnikowi niektére podstawowe
pojecia algebry wieloliniowej nad liczbami zespolonymi, ktéra jest podstawa
rozwazan w kwantowej teorii obliczen. Bez zbednej zwloki przystapimy od razu do
konkretéw.

Stany i bramki kwantowe. Stanem komputera kwantowego obstugujacego n
tak zwanych kubitéw jest jaki§ wektor dlugoécei 1 z C2". Wykorzystujac bardzo
sugestywna notacje Paula Diraca stan s w takim komputerze moze by¢ zapisany

w postaci
s= > sypaclbioob),  dla s, €C
(by...bn)e{0,1}™
Intuicyjnie, mozemy sobie wigc wyobrazaé, ze pamie¢ komputera jest
niedeterministyczna i znajduje sie w stanie (b; ...b,) z prawdopodobiefistwem
Isby .0, |2. Warto zwréeié uwage, ze przy tej uproszczonej interpretacji pomijamy
istotna informacje pochodzaca od zespolonego skierowania wspolrzednych stanu s.

Przystapimy teraz do krotkiej analizy dostepnych operacji na komputerze
kwantowym, ktore odpowiadaja odwracalnym operatorom M zachowujacym diugosci
wektoréw (czyli dla kazdego ¢ ma by¢ [|[M¢|| = ||¢]]). Operacje te nazywamy
operatorami unitarnymi. Dla liczby naturalnej N przez U(N) oznaczaé bedziemy
grupe przeksztalcen unitarnych przestrzeni C. Jak tatwo si¢ przekonaé (zachecamy
do préby udowodnienia tego faktu) grupa ta moze by¢ utozsamiona ze zbiorem
macierzy U rozmiaru N x N spelniajacych réwnoéé U - UT = Iy, gdzie Iy jest
macierza przeksztalcenia identycznosciowego, a operacja U +— U przyporzadkowuje
macierzy [u;;] macierz [uj;], np:

1fi4i 1-d]" 1[1—i 1+ 1f14i 1—d] 1[1—i 144 _[1 0
21— 14i| T2|1+i 1—i| "o 1—i 14| 21+i 1—i| |0 1
Iloczyn tensorowy. W celu zwieztego zapisu bramek kwantowych duzych
rozmiaréw wykorzystuje sie operacje tak zwanego iloczynu tensorowego. Iloczynem
tensorowym przestrzeni wektorowych V' i W, oznaczanym V @ W, nazwiemy
przestrzen generowana przez elementy v ® w, dla v € V i w € W, spelniajace liniowe
zaleznosci , ,
(av+b)@w=aw@w+b'w
V® (aw +bw') = av @ w + bv @ w'
dlav' €V, w' € Wia,be C. Mozna wykazaé, ze dla ustalonych baz vy,..., v,
iwy,...,wy bazg przestrzeni V @ W sa elementy v; ® w;.

Powyzsze zaleZnoéEi oznaczaja, ze C2" ® C*" moze byé utozsamione
z przestrzenia C2 " za pomocy przyporzadkowania okreslonego w bazach Diraca
przy uzyciu formuly [by...b,) @ |b) ... 0) > [b1...bpb) ... 0),).

Operacja iloczynu tensorowego moze by¢ rowniez wykonana na operatorach
¢: V=V i&: W — W. Jest ona oznaczana przez ¢ ® £ i zdefiniowana za pomoca

formuly (0@ (v ®w) = ¢(v) © &(w).
Intuicyjnie, kazdy z operatorow w iloczynie tensorowym dziata ,niezaleznie” na
mniejszym podzbiorze wspoélrzednych.

Okazuje si¢ (ponownie zachecamy do préby samodzielnego udowodnienia tego faktu),
ze jezeli ¢ i £ zadane sa odpowiednio przez macierze A = [a;;] oraz B = [byy] to
¢ ® & zadane jest przez macierz A ® B zdefiniowang nastepujaco:

bi1 ... bin bi1 ... bin
aiq .. Qln
Dot - b Dot - b
AoB = .
[b11 bin | (11 ... by |
An1 e Qpp
I | bna b | | bn1 brn | |




Komputery kwantowe — od Feynmana do Google’a
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Rozwigzanie zadania M 1549.
Oznaczmy przez A, B konce lamanej s.
Niech d bedzie $rednica okregu w
réwnoleglta do AB. Udowodnimy, ze d
spelnia warunki zadania.

Przypusémy przeciwnie, czyli ze tamana s
ma ze $rednicg d co najmniej jeden punkt
wspdélny C i oznaczmy fragmenty

tamanej s od punktu A do punktu C oraz
od punktu C' do punktu B odpowiednio
przez sa oraz Sg.

Rozwazmy symetri¢ o wzgledem prostej
zawierajacej d. Woéwczas, skoro AB || d,
to odcinek Ao (B) jest $rednica w, wobec
czego

1=[Ac(B)| < [sal + |o(s(B))] =

=lsal+lspl =1s] <1,

gdzie |s|, |sal|, |sB| oznaczaja dlugosci
odpowiednich tamanych. Uzyskana
sprzecznosé konczy rozwigzanie zadania.

Rafal DEMKOWICZ-DOBRZANSKI*

yInformacja jest fizyczna” powiedzial Rolf Landauer, fizyk, ktéremu zawdzieczamy
zrozumienie faktu, ze usuniecie 1 bitu informacji z pamieci komputera wiaze

sie z nieuniknionym wytworzeniem ciepta o wartosci kT In 2, gdzie T jest
temperatura otoczenia, a k stala Boltzmanna. Byt to wynik, ktéry pokazat,

ze warto mysle¢ o fizycznych podstawach przetwarzanej przez nas informacji,

aby zrozumie¢ ograniczenia i perspektywy dalszego rozwoju komputeréw. Dzis
wiemy, ze materia na poziomie mikroskopowym opisywana jest przez prawa

fizyki kwantowej. Pojawia sie wiec naturalne pytanie, jak fakt ten odbija sie na
naszych mozliwoéciach przetwarzania informacji. Czy jest to bardziej przeszkoda,
zwigzana z rozmyta naturg stanow kwantowych, powodujaca, ze np. elektrony

nie beda chcialy pozostawaé dobrze zlokalizowane w sytuacji zbyt daleko

idacej miniaturyzacji obwoddéw elektrycznych, czy moze daje to nadzieje na
wykorzystanie potencjatu ukladéw kwantowych mogacych by¢ ,w wielu stanach
jednoczesnie”, aby uzyskaé niewyobrazalne w podejsciu klasycznym zréwnoleglenie
obliczen?

Warto podkresli¢, ze dzialanie dzisiejszych komputeréw, ktére w zargonie
informatykow kwantowych nazywa sie klasycznymi, réwniez oparte jest na
prawach fizyki kwantowej. Pasmowa struktura pélprzewodnikéw wykorzystywana
do produkcji uktadéw scalonych jest makroskopowa emanacjg kwantowej natury
atomow. Wlasnoséci magnetyczne materii wykorzystywane do zapisu danych sa
Scisle zwiazane z jedna z najbardziej kwantowych cech elementarnych sktadnikéw
materii, jaka jest spin. Niemniej, nawet przy obecnym postepie miniaturyzacji,
na kazda elementarna bramke logiczna w uktadach scalonych czy pojedynczy bit
informacji zapisany w pamieci komputera przypada wciaz bardzo duza liczba
atoméw, rzedu miliona. Ten fakt powoduje, ze tak naprawde subtelne wlasnosci
kwantowe materii nie sg w pelni dostepne i kontrolowalne, wiec z bardzo dobrym
przyblizeniem przetwarzanie informacji w takim ukladzie mozna traktowaé

w czysto klasyczny sposob.

Richard Feynman w swoich wizjach rozwoju komputeréw mowil: , jest bardzo
duzo miejsca tam na dole”, majac na mysli, ze rozwijajac nasze technologie wciaz
pozostajemy na poziomie makroskopowym, nie wykorzystujac w petni potencjatu
oferowanego przez $wiat mikroskopowy. Stwierdzenie to, jak widaé¢ z powyzszych
rozwazan, jest aktualne do dzi$. Chcialoby sie zbudowaé¢ komputer operujacy nie
na uktadach milionéw atomoéw, ale na pojedynczych atomach, wykorzystujac do
maksimum ich wlasnosci kwantowe — stworzy¢ komputer kwantowy.

Bawiac sie w futurologie, mozna w zasadzie przewidzie¢ date powstania
komputera kwantowego. Od lat 70. obserwuje si¢ stale postepujaca miniaturyzacje
uktadéw scalonych, powodujaca, ze gestosé upakowania elementarnych
komponentéw elektronicznych rosnie dwukrotnie w czasie mniej wiecej 18 miesiecy.
Obserwacja ta znana jest pod nazwa prawa Moore’a. Mimo pewnych obaw co do
utrzymania tego trendu, obserwujemy go do dzisiaj. Jesli wierzyé¢, ze trend ten sie
utrzyma, mozna oszacowaé¢ moment, kiedy miniaturyzacja uktadéow doprowadzi

do sytuacji, ze pojedynczy tranzystor bedzie rozmiaréw pojedynczego atomu.
Powinno to nastapié¢ okolo roku 2040.

W idei komputera kwantowego nie chodzi jednak tylko o zbudowanie urzadzenia
wykonujacego klasyczne obliczenia na uktadach logicznych zbudowanych

z pojedynczych atomow. W przypadku obliczen klasycznych wartosci bitéw
moga przyjmowac wartosci 0 lub 1. Myslac o kwantowym odpowiedniku bitu,
czyli np. o atomie, w ktorym wartos¢ 0 lub 1 bedziemy zapisywaé¢ poprzez
przygotowanie atomu w jeden z dwéch réznych stanéw energetycznych |0), |1),
musimy pamietac, ze zgodnie z kwantows zasada superpozycji mozemy réwniez
przygotowaé atom w dowolnej superpozycji tych dwéch stanéw [1) = al0) + b|1),
gdzie a,b sa liczbami zespolonymi spetiajacymi warunek |a|? + [b|? = 1, tak
aby [¢) byl wektorem o dlugosci 1. Taki kwantowy bit mogacy znajdowaé si¢

w stanie bedacym dowolna superpozycja |0) i |1) nazywamy kubitem. Dzieki
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Rozwigzanie zadania M 1550.
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x, y oraz
dodatniej liczby catkowitej k zachodzi
nieréwnosé

k
k+1
Rzeczywiscie, przeksztalcajac te
nieréwnosé réwnowaznie, otrzymujemy

2+ ky® > (z+y)°.

a® +ka® +ky® + (ky)? > ka® + 2kay + ky®,

(z—ky)® > 0.
Przyjmujac w powyzszej nieréwnosci
(z,y) = (ag—1,ar) dla k=1,2,...,n,
mnozac otrzymane zwigzki stronami
i korzystajac z zalozenia zadania,
uzyskujemy

[ +rady >
k=1 .

. |
> [y Tl +a0?=
k=1 k=1

1
n+1'

Uwaga. Mozna sprawdzié, ze réownosé
w dowodzonej nieréwnosci zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy

Rozwigzanie zadania M 1551.
Jezeli n jest liczba parzysta, to zadanym
przedstawieniem jest 2n — n.

Przypusémy, ze n jest liczba nieparzysta
i niech p bedzie najmniejsza nieparzysta
liczbg pierwsza, ktéra nie jest dzielnikiem
liczby n. Wéwczas przedstawienie liczby n
w postaci réznicy

pn—(p—1)n
spelnia warunki zadania. Rzeczywiscie,
kazda z liczb pn oraz (p — 1)n ma
doktadnie te dzielniki pierwsze co
liczba n, a ponadto po jednym
dodatkowym — odpowiednio p oraz 2.

zasadzie superpozycji, majac np. N kubitow, mozemy przygotowac¢ stan bedacy
rownoczesng superpozycja stanow, ktére reprezentuja wszystkie liczby N bitowe.
(W modelu obliczen reprezentujemy taka superpozycje przez wektor dtugosei 1

7 przestrzeni (CQN.) Dzieki temu mozliwe jest wykonanie obliczen réwnolegle na
wszystkich sktadnikach superpozycji (poprzez przemnozenie wektora zawartosci
pamieci przez macierz unitarna) i uzyskanie przyspieszenia obliczeri niedostepnego
w ramach klasycznego modelu obliczen. Jest to fundamentalna idea lezaca

u podloza wszystkich algorytmdéw kwantowych, ktorych dziatanie opisane jest
bardziej szczegdlowo w artykule o modelu obliczen kwantowych na stronach 1-3.

Jak wiec zbudowaé komputer kwantowy? Pierwsza decyzja, jaka nalezy podjaé,
jest wyboér architektury obliczen kwantowych. Najpopularniejsza, choé nie jedyna
(popatrzmy chociazby na artykul ze stron 12-15) architektura, jest ta oparta

o bramki kwantowe, ktore podobnie jak w podejsciu klasycznym tworza obwody
logiczne realizujace obliczenia. W przypadku obliczen klasycznych kazdy obwod
logiczny mozna zbudowaé z bramek typu NAND, ktérych dzialanie polega na
zamianie dwoch bitéw wejsciowych z1, 22 na jeden bit wyjsciowy y w taki sposéb,
zey=0,gdy xr1 =x2 = 1,1y =1 w pozostalych trzech przypadkach. Bramka
NAND jest bramka nieodwracalna. Znajac jedynie warto$¢ bitu na wyjsciu,

w ogoblnosci nie mozna odtworzy¢ wartosci bitéw wejsciowych. Zwréémy uwage, ze
utrata jednego bitu informacji, ktéra nastepuje podczas kazdego uzycia bramki
NAND, zgodnie ze wspomniana wczesniej zasada Landauera musi wigzaé sie

z wytworzeniem ciepta o wartosci k7' In 2. W przypadku obliczen klasycznych
mozliwa jest modyfikacja bramek logicznych tak, by staly sie odwracalne,
poprzez przekazanie dodatkowych informacji do wyjscia bramki, unikajac tym
samym wytworzenia ciepta. Odbywa sie to jednak kosztem komplikacji uktadu
logicznego. Nie jest to obecnie stosowane w praktyce, gdyz energia k7T In 2

jest wciaz o wiele rzedéw wielkosSci nizsza niz ciepto wydzielane w obecnie
wykorzystywanych bramkach logicznych. W przypadku obliczen kwantowych
odwracalnosé¢ obliczen ma jednak kluczowe znaczenie. Nie chodzi tu jedynie

o kwestie ciepla, ale o fakt, ze utrata informacji o czesci uktadéw kwantowych
prowadzi w ogélnosci do tak zwanego zjawiska dekoherencji i niszczenia
superpozycji stanoéw pozostatych kubitow. Dlatego tez wszystkie algorytmy
kwantowe formulowane sa w jezyku obliczenn odwracalnych (a konkretnie za
pomoca macierzy unitarnych), a ewentualne efekty nieodwracalne to efekty
wynikajace z niedoskonalej implementacji, przed ktora nalezy chroni¢ obliczenia
za pomoca tzw. protokoléw kwantowej korekcji bteddw.

Okazuje sig, ze podobnie jak w obliczeniach klasycznych, dowolna operacje
kwantowa na N kubitach mozna wykonaé, sktadajac ja z wzglednie prostych
operacji elementarnych. Wystarcza do tego operacje jednokubitowe, czyli
dziatajace na pojedynczy kubit, za pomoca ktérych mozna przeksztatci¢ dowolng
superpozycje stanu kubitu w dowolna inng (wystarcza macierze H i T ze strony 3)
oraz jeden typ bramki dwukubitowej, ktéra najczesciej jest tzw. bramka CNOT
(controlled-NOT). Oznaczmy przez |00), |01), |10), |11) stany dwdch kubitéw,

z ktorych kazdy ma dobrze okreslong wartos$¢ logiczng 0 lub 1. Ogdlny stan dwdoch
kubitéw bedzie dowolna superpozycja tych stanéw. Bramka CNOT zmienia stan
drugiego kubitu na przeciwny w sytuacji, gdy pierwszy kubit jest w stanie |1),

a pozostawia go bez zmian, jesli pierwszy kubit znajduje si¢ w stanie |0):

|00) |00)
|01) c~oT_ |01)
[10) [11)
[11) [10)

Aby dzialanie tej bramki bylo rzeczywiscie w pelni kwantowe, musi ona dziala¢
w sposéb liniowy na dowolne superpozycje standéw wejsciowych, dajac na wyjsciu
odpowiednia superpozycje stanéw wyjsciowych.

Majac juz wybrang architekture obliczenn kwantowych, mozemy sie skupic¢

na jej fizycznej implementacji. Fizycy probuja budowaé¢ bramki kwantowe,
wykorzystujac rézne uktady fizyczne: jony w putapkach elektromagnetycznych,
fotony poruszajace si¢ w wieloramiennych interferometrach optycznych, uktady
nadprzewodzace, neutralne atomy w sieciach optycznych, kropki kwantowe i wiele
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Polak potrafi

‘W dniach 30-31 sierpnia 2017 roku odbyt
si¢ (tradycyjnie w Paryzu)
migdzynarodowy final 31. Mistrzostw
Swiata w Grach Matematycznych

i Logicznych. W finale biorg udzial
reprezentacje poszczegdlnych krajow,
wylonione w drodze krajowych eliminacji.
W roku akademickim 2016/17 polskich
eliminacji nie zorganizowano, jednak do
organizatoréw (Francuskiej Federacji Gier
Matematycznych) zglosity si¢ dwie osoby
z Polski z prosba o indywidualne
dopuszczenie do eliminacji. Prosbe
spelniono i obie dotarty do finatéw

w swoich kategoriach wiekowych,
kontynuujgc w ten sposéb ciag
wezeséniejszych sukceséw polskich
uczestnikéw Mistrzostw: Mirostaw Zajdel
zostal mistrzem $wiata w kategorii GP
(dorosli niezawodowcy), Robert Cigzabka
zajal 7. miejsce w kategorii L2 (studenci).
Zadania mozna znalezé na naszej stronie.

innych. My skupimy sie tutaj na eksperymentach jonowych, gdyz sa one z jednej
strony najlatwiejsze do zrozumienia, a z drugiej dzieki nim osigga sie najwieksze
sukcesy w realizacji bramek kwantowych.

W standardowym eksperymencie tego typu N jonéw umieszczonych zostaje

w tzw. liniowej elektromagnetycznej pulapce Paula, w ktorej ruch jondéw jest
praktycznie jednowymiarowy. Sita odpychania kulombowskiego pomiedzy jonami
powoduje, ze jony znajduja sie w odlegtosciach rzedu kilku-kilkudziesieciu pm, co
pozwala §wieci¢ widzialnym $wiattem laserowym selektywnie na kazdy z jonéw
osobno. Podstawowym warunkiem uzycia danego jonu do obliczen kwantowych
jest istnienie w nim dwoch pozioméw energetycznych o dlugim czasie zycia,

ktére moga pelnié role logicznych stanéw kubitu |0), |1), a ktére w dalszym
ciagu oznaczymy jako |g), |e), od angielskiego ground (podstawowy) i excited
(wzbudzony). Przykladowo, dla jonu wapnia *°Cat beda to stan podstawowy
25, /2 oraz metastabilny stan wzbudzony 2D; /2 0 czasie zycia rzedu 1 s. Wszystkie
jony sa poczatkowo przygotowywane w stanie podstawowym. Nastepnie, Swiecac
przez odpowiednio dobrany czas Swiatlem laserowym o czestotliwosci w rownej
czestotliwodci przejscia atomowego, mozna doprowadzi¢ do pochloniecia przez
jon fotonu i tym samym przeprowadzi¢ go do stanu wzbudzonego. Jesli operacje
te zastosujemy z kolei do jonu, ktéry poczatkowo byl juz w stanie wzbudzonym,
przeprowadzimy go z powrotem do stanu podstawowego (emisja wymuszona).

W ten sposéb realizujemy operacje, ktéra zamienia stany |g) i |€), a tym samym
otrzymujemy kwantowa wersje bramki NOT. Jesli natomiast, na jon w stanie |g)
bedziemy $wieci¢ tym samym $wiatlem przez krotszy czas, nie doprowadzimy do
pelnego wzbudzenia jonu i znajdzie sie on w superpozycji stanéw |g), |e). W ten
spos6b mozemy przygotowaé dowolng superpozycje stanéw |g) i |e), a tym samym
zrealizowaé dowolne operacje jednokubitowe. Wiemy, ze dla realizacji obliczen
kwantowych potrzebujemy jeszcze bramki dwukubitowej, np. CNOT. To jest juz
znacznie wieksze wyzwanie, gdyz musimy wykona¢ operacje, w ktérej ewolucja
stanu danego jonu bedzie zalezata od stanu innego.

7 pomocy przychodzi tu fakt, Zze jony bardzo silnie oddzialuja elektrostatycznie

i w zwiazku z tym mozna je wzbudzi¢ do wspdlnych drgan w putapce. Putapke
mozemy z dobrym przyblizeniem traktowac jako potencjal oscylatora harmonicznego
o czestotliwosci €2, ktéra jest rzedu setek kHz (dla poréwnania czestotliwosé
$wiatla widzialnego jest rzedu 10'°Hz). Drganie jonéw w pulapce jest, oczywicie,
skwantowane i moga one by¢ wzbudzone do energii bedacej catkowita wielokrotnoscia
K. Rozwazmy teraz dwa jony. Wprowadzimy nastepujace oznaczenie opisujace
jednoczesnie stany wewnetrzne jonéw, jak iich ruch drgajacy w putapce. Przyktadowo
niech stan |g) ® |g) ® |n) (dalej bedziemy pisaé¢ skrétowo |g)|g)|n)), odpowiada
sytuacji, gdy oba jony sa w stanie podstawowym oraz sg wzbudzone do ruchu
drgajacego o energii nhf2. Rozwazmy teraz sytuacje, gdy n = 0, czyli stan opisujacy
ruch drgajacy jonéw jest réwniez stanem podstawowym. Jesli teraz poswiecimy

na pierwszy z jonéw bedacy w stanie podstawowym |g) impulsem laserowym

o czestotliwosel w + Q, wzbudzimy go do stanu |e), ale z uwagi na nadwyzke energii
dokonamy jednoczesnie wzbudzenia kolektywnego drgan jondéw o energii h€). Jesli
natomiast atom bylby poczatkowo w stanie |e), padajacy impuls $wiatla o tej
czestotliwodcei nie zmieni jego stanu. Tego typu operacja zachowuje kwantowa
superpozycje stanéw — dlatego pod wpltywem takiego impulsu stan, w ktérym
pierwszy jon znajdowalby sie w dowolnej superpozycji stanéw |g) i |e), zostalby
przeksztatcony do

(alg) + ble))19)|0) — ale)|g)|1) + ble)|g)[0) = [e)]g)(all) + b]0)).
Zwroémy uwage, ze w ten sposéb | przepisaliémy” stan wewnetrzny jonu na
stan drgan jonéw w pulapce. Dzialajac teraz z kolei na drugi jon impulsem
o czestotliwosci w — 0, bedziemy mogli wzbudzié¢ ten jon, ale jedynie w przypadku
obecnosci kwantu energii ruchu drgajacego, niezbednego dla zachowania catkowitej
energii w procesie. W efekcie przeksztatcimy stan do

le)]g)(al1) +0]0)) — ale)|e)|0) + ble)|g)|0) = [e)(ale) + blg))[0).
Nastepnie swiecimy impulsem o czestotliwosci w na drugi jon, wykonujac na nim
operacje NOT, i otrzymujemy ostatecznie stan

le)(ale) +bl9))[0) — [e)(alg) + ble))[0).



i Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

W ten sposéb przeniesliSmy stan wewnetrzny jonu pierwszego na drugi jon.
Pokazuje to, ze dzigki posrednictwu ,magistrali” wspélnych drgan jonéw mozliwe
jest wykonywanie operacji wielokubitowych. Nieco bardziej skomplikowany
wariant powyzszego schematu, ktorego nie bedziemy tu szczegdlowo przedstawiad,
pozwala w szczegdélnosci wykonaé operacje CNOT, a tym samym dysponowac
wszystkimi elementami niezbednymi do zbudowania komputera kwantowego.

Dotychczas w eksperymentach tego typu udalo sie maksymalnie kontrolowac
kilkanascie jonéw. Dalsze zwiekszanie ich liczby prowadzi, niestety, do utraty
stabilnosci uktadu, jony moga ucieka¢ z putapki i pojawiaja sie dodatkowe
efekty psujace kwantowa superpozycje. Obecnie trwaja prace nad ,,chipowymi”
pulapkami jonowymi, gdzie jony znajduja sie w wielu mikroputapkach,

pomiedzy ktérymi moga by¢ przemieszczane za pomoca sterowania polami
elektromagnetycznymi. W ten sposoéb mozna przeprowadzi¢ w swoje poblize jony,
na ktérych akurat w danym momencie chcemy wykonaé¢ dwukubitows, operacje,
nastepnie je rozsunadé, zamieni¢ miejscami z innymi jonami znajdujacymi sie

w innej mikropultapce i w ten sposéb uniknaé¢ klopotéw zwiazanych z jedna duza
putapka, ktéra musiataby kontrolowaé wszystkie jony réwnoczesnie. Jest to bardzo
obiecujaca technologia, prace nad nia trwaja.

Czy faktycznie komputer kwantowy powstanie w roku 20407 Tego nie wiemy

na pewno. Wiemy natomiast, ze rozwdj technologii zwiazanych z prébami
zbudowania komputera kwantowego doprowadzil nas do sytuacji, ktora nie $nita
sig tworcom teorii kwantowej, a w ktérej jestedmy w stanie kontrolowac i mierzy¢
pojedyncze uklady kwantowe, takie jak atomy i fotony. W eksperymentach

z pojedynczymi jonami opisanymi powyzej mozna w zasadzie zobaczy¢ pojedynczy
jon golym okiem. Przebylismy dtuga droge od czasow, gdy eksperymentalnie
dostepne nam bytly jedynie uérednione wielkosci fizyczne zmierzone na bardzo
wielu ukltadach kwantowych, a wizje Feynmana wydawaly sie jedynie spekulacjami
geniusza. W ostatnich latach poza o$rodkami akademickimi w rozwijanie
technologii zwiazanych z obliczeniami kwantowymi zaczynaja angazowac sie
réowniez najwieksi gracze na rynku informatycznym, tacy jak Google, wiec moze
rozwoj nabierze tempa . ..

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 941. Gdy czerwone i zielone $wiatlo sa wlaczone przez
taki sam czas, przed pewnym skrzyzowaniem tworzy sie
korek. Predko$é samochodéw wynoszaca normalnie 6 m/s
w korku spada do $redniej wartosci 1,5m/s (czas wlaczenia

M 1549. Dany jest okrag w o Srednicy 1 oraz z6ltego $wiatla pomijamy). W celu zmniejszenia korka czas
lamana s o koricach nalezacych do tego okregu, ktorej wlaczenia zielonego §wiatla podwojono, nie zmieniajac
dtugosé jest mniejsza od 1. Udowodnié, ze istnieje czasu wlaczenia $wiatla czerwonego. Ile wyniesie srednia
srednica okregu w, ktora jest rozlaczna z s. predkos$é samochodéw w korku, jezeli ich normalna predkosé

Rozwiazanie na str. 6

M 1550. Dodatnie liczby rzeczywiste ag, ai, ..., an
sa takie, ze [];_, (ak—1 + ax) = 1. Udowodni¢, ze

n
H(ai_l +ka) >
k=1
Rozwiazanie na str. 7

nie ulegnie zmianie?
Rozwiazanie na str. 10

F 942. Samochd6d osobowy jedzie réwnolegle do kolumny
ciezaréwek poruszajacych si¢ ze stata predkoscia u

n+1 w jednakowych odleglosciach jedna za druga (odleglosé

przednich zderzakéw kolejnych ciezaréwek wynosi 1). Jezeli

samochd6d osobowy jedzie z predkoscia v = 36 km/h, to co

M 1551. Wykazaé, ze kazda dodatnia liczbe t1 = 10s jest wyprzedzany przez ciezardéwke, a jezeli jedzie
catkowita mozna zapisaé w postaci réznicy dwédch z predkoscia vo = 90km/h, to on co ty = 10s wyprzedza
dodatnich liczb catkowitych, ktére maja te sama ciezaréwke. Co ile sekund cigzaréwki beda mijaé¢ samochdd
liczbe roznych dzielnikow pierwszych. osobowy, jezeli zatrzyma si¢ on na poboczu?

Rozwigzanie na str. 7

Rozwigzanie na str. 10



Rozwigzanie zadania F 941.

Po wlaczeniu zielonego swiatta
samochody nie ruszajg jednoczesnie.
Najpierw rusza pierwszy rzad
samochodoéw, ktore stoja bezposrednio
przy sygnalizatorze, potem kolejno
ruszajg nastepne rzedy — wzdluz korka
rozchodzi sie rodzaj ,fali”. Niech

w czasie T, gdy wlaczone jest zielone
$wiatlo, obok sygnalizatora przejezdza
cze$é korka o dtugosci L. Na czas T
sktada sie czas potrzebny na to, aby
»fala” przebyla droge L i czas potrzebny,
aby samochéd droge L przejechal. Jezeli
v jest predkoscig samochodu (bez
uwzgledniania jego rozpedzania si¢), a u

predkoscig rozchodzenia sie ,fali”, to
L L 1 1
To=—+—=L(-+-].
P —+ =

Jezeli czas, na ktéry jest wlaczone
czerwone Swiatto wynosi 7., to $rednia
predkosé poruszania sie w korku wynosi
Vg = L/(T, + T.). Podstawiajac,
znajdujemy

Ve T 1,1 ot
biTZJrTC v u ’

a stad dla T, = T, otrzymujemy

u = 2vVs/(v—2Vs) =6m/s. Po
podwojeniu czasu T, predko$é samochodu
w korku wyniesie:

Vow = 2T 1 N 1\t
29 = 2T, + T, v u N
2(T, T, 4
— MVS =_Vg= o
2T, + T 3 s

@

Rozwigzanie zadania F 942.
Skoro predkos$é kolumny wynosi u,
a odleglos¢ przednich zderzakéw
kolejnych ciezaréwek wynosi [ to
t1 =1/(u—wv1) ity =1/(v2 —u), gdzie
(uw —wv1) i (v2 — u) sg wzglednymi
predkosciami samochodu osobowego
i kolumny w przypadku (1) i (2). Stad
(uw — 1)ty =1 oraz (vo — u)ta = L.
Rozwiazujac ten uktad réwnan
dostajemy:
v1ty + vata
=1 22
t1 + ta
I= tita(ve — v1)
t1 + t2

Kolejne ciezaréwki bedg mijaly stojacy
samochéd co

. l tita(va — v1)
u vit1 + vata

5s.

Odpowiedz na zadanie ze strony 19:
p1 = —3, p2 =5,
= —4, g2 =7

Algorytm faktoryzacji Shora
Wojciech CZERWINSKI

W 1994 roku Peter Shor, pracujacy wéwczas w Bell Labs w New Jersey, pokazal,
jak przy uzyciu hipotetycznego komputera kwantowego roztozy¢ w czasie
wielomianowym dowolng liczbe naturalna na czynniki pierwsze. W tamtym czasie
algorytmy kwantowe dopiero raczkowaly. To wlaénie odkrycie Shora spowodowato
wielki rozwéj tej dziedziny. Spotecznosé informatykéw zrozumiala, ze gdyby
udalo sie zbudowaé¢ komputer kwantowy rozsadnej wielkosci, to $wiat stalby sie
istotnie inny. Nie jest bowiem znany zaden algorytm dla problemu faktoryzacji,
czyli rozkladu na dzielniki pierwsze, ktéry dziala w czasie wielomianowym na
komputerze klasycznym. Co wigcej, nawet nie znaleziono algorytmu losowego,
ktory z duzym prawdopodobienstwem w zazwyczaj niedtugim czasie faktoryzuje
liczbe: nie jest po prostu znana zupelnie zadna rozsadna heurystyka... W 1994,
ale tez i teraz, w 2017 roku, po prostu nie umiemy rozktada¢ szybko liczb na
czynniki pierwsze. A na trudnoéci faktoryzacji opiera sie m.in. kryptologia,
najbardziej znany kryptosystem RSA dalby sie tatwo lamaé, gdyby$my umieli
szybko rozktadaé liczby na czynniki pierwsze. Drugim najbardziej popularnym
problemem, na ktérego trudnodci opiera sie wiele w kryptologii, jest problem
logarytmu dyskretnego (dla danych a,b € N i liczby pierwszej p znajdz k takie, ze
a® = b mod p). Warto wiedzieé, ze w tym samym artykule Shor udowodnit réwniez,
ze komputer kwantowy umie rozwiazywac problem logarytmu dyskretnego

w czasie wielomianowym. Algorytm Shora nie tylko zainspirowal intensywne
badania w tej dziedzinie, ale chyba do tej pory jest najbardziej znanym

i celebrowanym algorytmem kwantowym.

W tym artykule postaramy si¢ zrozumieé¢ najistotniejsze idee w algorytmie Shora.
Niektére szczegdlty techniczne pominiemy, gdyz thumaczenie wszystkiego zajetoby
raczej kilkanascie stron niz kilka.

Sprecyzujmy problem. Dostajemy liczbe n € N. W naszych rozwazaniach skupimy
sie na przypadku, gdy n jest iloczynem dwoch liczb pierwszych, tj. n = p1ps. Ten
przypadek jest réwniez trudny (nie ma dla niego zadnych szybko dziatajacych
heurystyk), a algorytm Shora w ogélnosci dziata prawie identycznie, jak dla

tego przypadku. Nasz cel to znalez¢ liczby py i p2. Po pierwsze powiedzmy

sobie od razu, ze algorytm Shora jest oparty na losowosci. Uruchomiony wiele
razy z pewnym duzym (bliskim 1) prawdopodobieristwem znajdzie rozklad

n = p1pz. Myslmy, ze zaréwno pi, jak i po maja po 100 cyfr, wtedy bedziemy mieli
odpowiednie wyobrazenie o tym, co sie da, a czego nie da sie szybko zrobié.

Pierwszy krok, niemajacy jeszcze zadnego zwiazku z kwantami, to redukcja
faktoryzacji do problemu rzedu elementu modulo n. Problem ten, dla danych
x,n € N, pyta o najmniejsze naturalne r > 0 takie, ze " = 1 mod n (takie

r nazywamy rzedem x modulo n). Przy zalozeniu, ze umiemy w czasie
wielomianowym znajdowa¢ rzad elementu (wszedzie tu uzywana jest losowosé,
wiec przestaniemy sie na niej skupiaé, a czasem nawet o niej wspominad),
pokazemy, jak rozlozy¢ n na czynniki w czasie wielomianowym. Rozwazmy

n = p1pe2 i wylosujmy liczbe x ze zbioru {1,...,n — 1}. Jedli nwd(z,n) # 1

(co mozemy szybko sprawdzi¢ algorytmem Euklidesa), to $wietnie, bo wtedy
nwd(z,n) = p; albo nwd(z,n) = py i znalezliémy rozklad. Ale to si¢ zdarza rzadko.
Zalézmy wiec, ze nwd(z,n) = 1. Mozna wykazaé (nie bardzo trudno, szczegoly
pominiemy), ze dla co najmniej jednej czwartej wylosowanych z zachodza
nastepujace dwa warunki: 1) r, czyli rzad z, jest parzysty, 2) 2 # +1 mod n.
Dla takiego # mamy n | (2" — 1) = (2% — 1)(2% + 1). Jednak skoro n nie dzieli
zadnego z dwoch nawiaséw, to musi by¢ tak, ze p; dzieli jeden z nich, a po drugi.
Zatem nwd(n,z2 — 1) jest réwne albo py, albo ps. Latwo je obliczy¢ algorytmem
Euklidesa, a tym samym znalezé rozklad n. A wigc wystarczy skupié sig¢ na
znajdowaniu rzedu liczby x modulo n, co zrobimy przy uzyciu algorytmu
kwantowego.

Ustalmy pewne ¢, ktére nalezy do przedziatu (n?, 2n?] oraz jest potega dwojki,
niech ¢ = 2¢. Nasz algorytm na wejéciu bedzie mial 2¢ drutéw, czyli bedzie
operowal na 2¢ kubitach (albo jeszcze inaczej: stan pamieci moze by¢ opisany
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przez wektor dlugosci 1 z (CQM). Te 2¢ drutéw podzielimy na dwa segmenty

po ¢ drutéw. Zaczynamy od stanu pamieci réwnego 0 na wszystkich kubitach.
Czyli, formalnie rzecz biorac, jest to stan |0...0), gdzie ciag zer ma dlugosé 2¢.
My jednak na potrzeby naszego algorytmu bedziemy o nim mysleli jako

0 [0%) ®]0%), co bedziemy zapisywaé w skrécie jako |07)|0¢).

Caly obwdd kwantowy realizujacy algorytm Shora przedstawiony jest na
rysunku. Wchodzi do niego 2¢ drutéw po lewej, do ktorych po kolei aplikowane
sa bramki kwantowe i na koncu wykonywany jest pomiar. Fakt, ze algorytm jest
wielomianowy, oznacza, ze w obwodzie jest wielomianowo wiele podstawowych
bramek (czyli bramek Hadamarda H, obrotu 7' i kontrolowanej negacji CNOT,
z ktérych skladamy wszystkie macierze unitarne, potrzebne do obliczen). Teraz
szczegblowo opiszemy, co dzieje sie po kolei (od lewej).

Najpierw robimy to, co czesto robia na poczatek algorytmy kwantowe, czyli
zamieniamy stan ,,same zera” na superpozycje wszystkich mozliwych stanéw
bazowych, kazdy z réwnym prawdopodobienstwem. Tyle, ze my teraz zrobimy
to tylko na pierwszych ¢ kubitach, tj. w pierwszym segmencie. Aby to zrobié,
uzywamy, jak zawsze w takim przypadku, bramek Hadamarda

11 1
1= ]

Bramka H przeksztalca |0) na H|0) = %(|0) + |1)), czyli na superpozycje
[0) i |1) z réwnym prawdopodobienstwem. Jesli zastosujemy bramke H do
kazdego z pierwszych £ kubitéw, to stan |0¢)|0°) zostanie przeksztalcony na stan

Z;é(%)l\aHOZ) = Z;(l) ﬁ|a)|0e), gdzie przez |a) rozumiemy stan okreslony
przez binarng reprezentacje a, np. dla £ = 4 przez |9) = |1001). Formalnie rzecz
biorac, powyzej przyltozyliSmy do aktualnego stanu przeksztalcenie bedace
produktem ¢ macierzy Hadamarda H i ¢ macierzy identyczno$ciowych I. Jednak
warto patrze¢ na to intuicyjnie, jako na przylozenie bramki Hadamarda do
kazdego kubitu oddzielnie, bo takie jest wlaénie znaczenie produktu tensorowego.

Nastepnie w algorytmie przyktadamy do wszystkich drutéw bramke, ktora liczy
funkcje f: €2 — €2 (czyli z 2¢ kubitéw w 2¢ kubitéw) taka, ze
f(1a)|0%)) = |a)|z* mod n).
Przypomnijmy, ze x to nasza wylosowana liczba ze zbioru {1,...,n —1}.
Na rysunku obwdéd obliczajacy funkcje f oznaczamy przez Oy. Sprawdzenie,
ze obliczenie funkcji f jest unitarne oraz ze da sie je zrealizowaé¢ obwodem
o wielomianowej liczbie matych bramek, nie jest specjalnie trudne. Tutaj jednak
pominiemy szczegbly. A wiec po przejsciu przez bramke Oy stan jest nastepujaca

superpozycja:
q—1

1

—|a)|z®* mod n).
2.7
Teraz wykonujemy pomiar na drugim segmencie, czyli na drugich ¢ kubitach.
W wyniku pomiaru zmierzona zostaje jaka$ (nie wiemy z gory jakal)
warto$é |x® mod n). Przy czym nie wiadomo wcale, czy na pierwszych ¢
kubitach jest warto$¢ s. Moze by¢ rowniez tak, ze jest tam warto$é¢ s + r,
gdyz 257" = 2% - 2" = 2° - 1 = 2° mod n. Podobnie moze byé tam wartoéé
s+ 2r, s+ 3r, ... Tak jak po kazdym pomiarze, teraz stan uktadu jest
superpozycja tych stanéw bazowych sprzed pomiaru, ktore sa zgodne z pomiarem.

W dalszej czesci rozwaza si¢ dwa przypadki. Pierwszy, gdy r | ¢, jest latwiejszy,

a drugi, gdy r { ¢ trudniejszy. My przyjrzyjmy sie pierwszemu, bo idea jest w obu
przypadkach podobna, tylko w drugim jest wiecej szczegdtow technicznych.

W tym przypadku z pomiarem z® mod n (dla 0 < s < r) zgodne sa wartosci

$,8+1r,s+2r,...,s+ (¢ —r) na pierwszych ¢ kubitach. Zatem po pomiarze stan
uktadu na pierwszych ¢ kubitach jest postaci
1 (q/r)—1

NG Z |s + jr).

Wida¢ teraz, ze r jest jakos zwiazane ze stanem ukladu. Pytanie tylko, jak je
z niego wydoby¢. Jedli zmierzymy po prostu wartos¢ tych kubitéw, to otrzymamy
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pewng liczbe s + jr, ktéra bedzie jaka$ liczba ze zbioru {0,...,q — 1}, wiele
nam nie powie. Nie znamy przeciez s, zeby méc obliczy¢ jr, a tym bardziej nie
znamy j, zeby obliczy¢ z jr warto$é r. Musimy wiec postepowaé inaczej.

Tu w sukurs przychodzi nam dziedzina, ktéra wielu Czytelnikom zapewne wcale
nie kojarzy sie z faktoryzacja liczb pierwszych. Przyjrzyjmy sie jeszcze raz
naszemu pytaniu, z nieco innej strony. Mozemy pomysle¢ o naszej superpozycji
jako o ciagu wartosci |a), dla ktérych przy wiekszosci jest wspétezynnik 0,

ale dla niektérych niezerowy wspoélezynnik —A—. Te wartosci o niezerowych

Valr

wspolczynnikach powtarzaja sie co r i chcemy odkryé, z jakim okresem to robig.
Wréémy na chwile do $wiata niekwantowego i zastanéwmy sie, co nalezy robic

w takich sytuacjach, jak znalezé okres pewnego okresowego zjawiska. Zauwazmy,
ze nasze ucho robi to przez caly czas. Dzwiek, ktory styszymy, rozklada sie
bowiem na wiele sktadowych o réznych czestotliwosciach. Ucho wtadnie rozklada
dzwiek na sktadowe, ktére wygladaja jak sinusy i kosinusy. To, co robi, nazywa

si¢ w matematyce transformata Fouriera. Okazuje sig¢, ze kazda funkcje okresowa
da si¢ roztozy¢ na nieskonczona sume sinuséw i kosinuséw. Podobnie robi sie, gdy
mamy sygnal, ktory nie jest ciagly, lecz dyskretny. Tylko, ze wtedy rozkltadamy na
skonczona sume prébkowan kosinuséw. Czytelnik Zapoznany Z Algebra Liniowa
moze sobie wyobrazaé¢ oba przeksztalcenia jako wyrazanie funkcji okresowej (badz
jej prébkowania) po prostu w innej bazie, zlozonej z sinuséw i kosinuséw (badz ich
prébkowan). Ciekawostka moze byé, ze ta sama transformata jest wykorzystywana
w innych miejscach informatyki, np. w formatach jpeg lub mpeg.

A wige w $wiecie kwantowym, jesli chcemy odnalezé co§ w stylu okresu w naszym
stanie, tez powinnismy zastosowa¢ transformate Fouriera, tylko ze kwantowa.
Szczesliwie rzeczywiscie istnieje kwantowa transformata Fouriera (QFT — quantum
Fourier transform), ktéra okazuje sie unitarna i daje si¢ zaimplementowaé za
pomoca wielomianowej liczby podstawowych bramek kwantowych. Przylozenie jej

do naszej konfiguracji \/% Zylz/g)*l |s + jr) na wyjsciu daje wspdlezynniki przy
a/r

odpowiednich okresach. Dostajemy pewna superpozycje Zg;é ¢;l7). Okazuje sig,
ze dla przypadku gdy ¢ | r wspdlczynniki ¢; sa niezerowe jedynie dla j bedacych
wielokrotno$ciami ¢/r. A wiec mozemy teraz wykonaé¢ pomiar i jesteSmy pewni, ze
otrzymali§my jaka$ wielokrotnosé ¢/r. Gdy wykonamy wiele (ale wielomianowo
wiele) takich pomiaréw i wezmiemy minimum albo nwd, to obliczymy z duzym
prawdopodobieristwem ¢/r. A zatem poznamy réwniez i rzad r, co koficzy nasza
opowiesé.

Czytelnikom Zainteresowanym Szczegétami polecamy oryginalny artykul Petera
Shora dostepny pod adresem: arxiv.org/abs/quant-ph/9508027.

Kwantowe wyzarzanie ,,klasycznej” optymalizacji

Komputer D-Wave, opisywany w tym
artykule, nie realizuje standardowego

modelu obliczen kwantowych ze stron 1-3.

Realizuje tak zwany model
adiabatycznych obliczen kwantowych,
ktory — cho¢ jest koncepcyjnie zupelnie
inny — to jest (wielomianowo)
réwnowazny obliczeniowo modelowi
standardowemu.

Konrad JALOWIECKI, Barttomiej GARDAS,
Jerzy DAJKA, Marcin MIERZEJEWSKI

Wstep

Wydaje sie, ze moc, szybkos¢ obliczeniowa wspodtczesnych komputeréw,
bazujacych na krzemie, osiaga swoje plateau wynikte z ograniczen natury
materiatowej. Jednoczeénie w wielu dziedzinach zycia codziennego, poczynajac
od préb unikania korkow w planowanej podrézy, poprzez minimalizacje
kosztochtonnoéci produkcji az po liczne zaawansowane zagadnienia badawcze
z zakresu teorii sterowania, staramy sie optymalizowaé nasze postepowanie.
Wobec wspomnianych ograniczen sprzetowych pozostaje nam poszukiwanie
nowych algorytmoéw dla optymalizacji lub zupelnie nowych paradygmatow
obliczeniowych — byé¢ moze kwantowych?
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Jak si¢ okazuje, istnieje wcale niemata grupa zagadnien,
ktére mozna wyrazi¢ w jezyku fizyki poprzez
przetlumaczenie ich, odwzorowanie na stary problem
poszukiwania minimalizujacej energie konfiguracji szkta
spinowego w starym i powszechnie szanowanym modelu
Isinga. Informatykowi wystarczy wiedzieé, ze rzecz tyczy
problemu znalezienia globalnego minimum, najmniejszej
wartoéci funkeji wielu zmiennych o argumentach
binarnych. Tak naprawde funkcja ta opisuje energie
ukladu, a zmienne binarne to wartosci spinu w weztach
pewnej sieci.

W zwiazku z tym, ze problem poszukiwania konfiguracji
szkla jest NP-trudny, to poszukiwanie nowych metod
jego rozwiazywania jest bardzo ciekawe i pozadane.
Jednym z przykladéw takich préb jest algorytm
symulowanego wyzarzania, w ramach ktorego wczesniej
,podgrzany” uktad w procesie powolnego ,schtadzania”
relaksuje do szukanej konfiguracji minimalizujacej
energie. Inna strategia, wiazaca si¢ z intensywnym
rozwojem nowego paradygmatu obliczeniowego,
nazywanego dzi§ powszechnie obliczeniami kwantowymi,
zaowocowala powstaniem i — co bardzo wazne —
komercyjna implementacja algorytmu wyzarzania
kwantowego.

Klasyczny problem optymalizacyjny: przyktad

Zal6zmy, ze mamy dany prosty graf nieskierowany G

o wierzchotkach V' i krawedziach E. W jaki sposob
wydajnie podzieli¢ V' na dwa rozlaczne i niepuste
podzbiory tak, aby liczba krawedzi laczacych wierzchotki
nieznajdujace sie¢ w jednym zbiorze byta mozliwie
najwigksza? Mimo prostego sformultowania rozwiazanie
powyzszego problemu nie jest trywialne, nie jest

znany ogdélny algorytm pozwalajacy rozwiazaé go

w wielomianowym czasie na znanych nam z codziennej
pracy klasycznych komputerach.

Zanim przedstawimy alternatywny sposob, w jaki
wspdlezesna fizyka pozwala nam zaatakowaé powyzszy
problem, sprébujmy znalezé najpierw jego matematyczne
sformutowanie, ktore ma, jak okaze si¢, wiele wspolnego
ze znanym fizykom modelem Isinga. Ponumerujmy
zatem wierzchotki naszego grafu kolejnymi liczbami
naturalnymi. Wéwczas podziat zbioru V' to przypisanie
kazdemu z wierzcholkéw jednej z liczb {0, 1}. Oznaczmy
liczbe przypisana i-temu wierzchotkowi przez ¢;. Wtedy
liczba krawedzi, ktére tacza wierzcholtki znajdujace sie
w roznych podzbiorach, jest dana wzorem:

(1) f(q17...7qn):2(qi_qj)2:
(i,5)

= Z q; + q; — 2q:q;,
(3,7

gdzie sumowanie odbywa sie po sasiadujacych ze
sobg wierzchotkach, przy czym kazda pare takich
wierzcholkéw zliczamy tylko raz. Rozwiazanie naszego
problemu sprowadza si¢ wiec do znalezienia takiej
konfiguracji {¢;}, dla ktérej wartosé funkeji f jest
najwigksza — lub réwnowaznie — wartos¢ funkcji
H = —f jest najmniejsza. Zauwazmy, ze jesli funkcje H
interpretujemy jako ,energie” ukladu, otrzymujemy
model typu Isinga. Funkcja f ma pewna istotna ceche
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— jest funkcja kwadratowa zmiennych zero-jedynkowych.
Problemy minimalizacyjne zadane za pomoca takich
wlasnie funkcji, nazywane w skrécie QUBO, stanowia
klase probleméw, ktore mozemy rozwiazaé¢ za pomoca
kwantowego wyzarzania. Idea jest bardzo prosta i opiera
sie na przejawianej przez uklady kwantowe tendencji

do pozostawania w stanie o najnizszej energii — stanie
podstawowym — o ile ich ewolucja przebiega dostatecznie
wolno, czyli adiabatycznie.

Razaco stronnicza historia informatyki kwantowej
napisana w kontek$cie wyzarzania

Mechanika kwantowa powstata na poczatku XX stulecia
w do$¢ typowy dla nauki sposéb: jako teoria probujaca
wyjasni¢ problemy i zjawiska, z ktérymi éwczesna
fizyka nie mogta sobie poradzié¢. Jako pierwszy

pojeciem kwantyzacji postuzyt sie Max Planck, ktéry
zaproponowal rewolucyjny model promieniowania

ciala doskonale czarnego, w ktérym przyjal, ze energia
fal elektromagnetycznych emitowanych przez cialo
doskonale czarne nie jest ciagla, ale moze przyjmowac
jedynie wartosci bedace wielokrotnosciami pewnej
elementarnej porcji (kwantu) energii. Analogiczny
pomyst zostat zastosowany w 1905 roku przez Einsteina,
ktory zakladajac kwantowanie energii, wyjasnit zjawisko
fotoelektryczne. Dalszy rozwdj mechaniki kwantowej to
efekt pracy wielu stynnych fizykéw.

W mechanice klasycznej opisujemy uktad, podajac

jego polozenie i ped, jakie ma w konkretnej chwili.

W mechanice kwantowej jest inaczej: opisywany przez
nas uktad reprezentujemy przez tzw. wektor stanu,

czyli jednostkowy wektor w pewnej, dosé¢ abstrakcyjnej,
przestrzeni Hilberta. Najprostszym ukladem kwantowym
jest spin, a jako ze mowimy tu o obliczeniach
kwantowych — kubit. Przestrzen Hilberta takiego uktadu
jest dwuwymiarowa, a jej baze tworza dwa bity |0)

oraz |1). Wielkosciom obserwowalnym, obserwablom
takim jak energia, odpowiadaja dwuwymiarowe macierze
hermitowskie dane przez kombinacje liniowe macierzy
jednostkowej oraz stynnych macierzy Pauliego oy, .
Wartosci wlasne obserwabli to mozliwe do uzyskania

w drodze pomiaru wyniki.

Przestrzen Hilberta jest liniowa, zatem stany ukladu
tworza, superpozycje — kombinacje liniowe wektoréw bazy
(bitéw) a|0) + b|1), gdzie skalary a,b sa tak dobrane,
aby spelnialy warunek unormowania |a|? + [b]? = 1

oraz, co istotne, sg liczbami zespolonymi, co, jak

mozna si¢ domyslié¢, nie utatwia ich narysowania. To
wlaénie zjawisko superpozycji, niemajace swojego
klasycznego odpowiednika, lezy u podstaw informatyki
kwantowej, gdyz superpozycja bitow tworzy kubit, czyli
kwantowa jednostke informacji. Wéréd pomystodawcow
wykorzystania kwantowych zjawisk do wykonywania
obliczenn wymienié mozna takich fizykéw jak Paul
Benioff, Yuri Manin, Richard Feynman czy David
Deutsch. Istnieje dzi$ kilka modeli obliczen kwantowych:
kwantowe obwody logiczne, kwantowe maszyny Turinga
czy adiabatyczne obliczenia kwantowe. Wszystkie je
taczy idea wykorzystania do obliczen kubitéw w miejsce
bitéw klasycznych, co czyni komputer kwantowy
fundamentalnie ré6znym od komputera klasycznego.



Koniec XX i poczatek XXI wieku to okres intensywnych
prac nad teoria obliczen kwantowych i kwantowych
algorytmow, jak réwniez nad prébami fizycznych
implementacji tychze teorii. Prawdopodobnie
najstynniejszym algorytmem kwantowym jest stuzacy
do faktoryzacji duzych liczb naturalnych algorytm
zaproponowany w 1994 roku przez Petera Shora.
Algorytm ten doczekal sie kilku swoich implementacji,
jednak wykorzystujacych zbyt mala ilos¢ kubitéw, by
mozna je byto uznaé¢ za praktyczne, a wiec zagrazajace
stosowanym dzis§ kryptosystemom. Warto wspomnieé, ze
istnieja inne algorytmy pozwalajace na faktoryzacje liczb
naturalnych przy uzyciu nieco innego modelu obliczen
kwantowych, przy czym ich najnowsze implementacje
na komercyjnie dostepnych urzadzeniach pozwalaja na
faktoryzacje liczb rzedu kilkuset tysiecy.

Adiabatyczne obliczenia kwantowe zostaly
zaproponowane jako alternatywa dla obliczen
kwantowych opartych na paradygmacie sformutowanym
przez Alana Turinga. Dzi$ wiemy, iz ta niestychanie
prosta koncepcja jest rownowazna kwantowym obwodom
logicznym. Idea adiabatycznych obliczen kwantowych
sprowadza si¢ do na tyle powolnego zmieniania
wybranego parametru uktadu, aby przez caly czas

byt on opisywany przez stan o najnizszej chwilowej
energii. Intencja tego dziatania jest, lub powinno

by¢, przeprowadzenie uktadu ze znanego i tatwego do
przygotowania stanu poczatkowego, ktory jest wektorem
wilasnym Hamiltonianu Hy, do stanu koncowego, ktéry
jest wektorem wlasnym operatora Hy, a ktory zawiera
zakodowane rozwigzanie interesujacego nas problemu,
takie jak poszukiwana przez nas konfiguracja szkla
spinowego. Ewolucje taka mozna otrzymac, zmieniajac
w sposéb ciagly parametr s € [0, 1] pomiedzy dwiema
ustalonymi wartosciami H(s) = (1 — s)Ho + sH;.

Jedynym dostepnym dzi$ na rynku komercyjnym
urzadzeniem, ktére realizuje opisana powyzej procedure,
jest D-Wave 2X. Sklada sie on z chipa liczacego

ponad 103 kubitéw polaczonych w strukture zwana
chimera. Fizycznie uktad taki realizuje kwantowy
model Isinga, a jego ewolucja w czasie to kwantowe
wyzarzanie szkla spinowego. Dla s = 0 uklad startuje
ze stanu wlasnego Hy, gdzie wszystkie kubity utozone
sa w jednym kierunku. Konfiguracja taka jest latwa
do przygotowania, wystarczy wlaczy¢ dostatecznie
silne pole magnetyczne. Nastepnie stopniowo

i wolno zmniejszamy pole. W stanie koicowym pole
magnetyczne staje sie zaniedbywalne, a uktad, opisany
przez Hy, osiaga szukana przez nas konfiguracje, ktéra
w drodze pomiaru mozemy odczytac. Jesdli wyjsciowym
problemem byloby poszukiwanie konfiguracji
(klasycznego) szkla spinowego minimalizujacej energie
H, = Z” w;,5¢iq; (na przyktad optymalny podzial grafu
z poprzedniego rozdziatu dla pewnych wartosci w; ;),
wowczas problem kwantowy w komputerze D-Wave
otrzymuje sie poprzez przypisanie zmiennej binarnej

¢; macierzy Pauliego ¢¢, czyli ¢; — o, otrzymujac

Hy =3, jw;jotol. Naturalnym wyborem jest wtedy
Hy =46, 0%, przy czym ¢ to pole magnetyczne, za
pomoca ktorego ,wyzarzamy” rozwiazanie.
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Takie podejscie wiaze sie z wieloma problemami. Aby
dla s =1 ,trafi¢” w stan o najnizszej energii, ktérego
przeciez szukamy, musimy w chwili s = 0 rozpoczaé

w stanie o najnizszej energii (to w zasadzie jest proste),
a potem zmienia¢ pole magnetyczne na tyle wolno, aby
nie wzbudzi¢ uktadu do stanu o wyzszej energii — co juz
jest trudniejsze. Uklad kwantowy pozostanie w stanie
podstawowym, tylko gdy ewolucja przebiegaé¢ bedzie
adiabatycznie. Kiedy dynamika ukladu kwantowego
jest wystarczajaco wolna, aby adiabatyczne obliczenia
kwantowe staly si¢ mozliwe? Niestety, odpowiedz na to
pytanie jest w ogolnosci bardzo trudna. Pesymistycznie
moze sie okazaé, ze czas chlodzenia nie jest wcale
istotnie krétszy niz rozwiazanie badanego problemu
przez komputer klasyczny.

Kolejny przyktad: kolorowanie mapy

Pokazemy teraz, w jaki sposob mozemy wyzarzy¢
rozwigzanie problemu kolorowania mapy. Przypomnijmy
jego sformulowanie: mape podzielona na regiony (na
przyklad polityczna mape Europy lub mape Niemiec
podzielona na landy) chcemy pokolorowaé tak, aby
zadne dwa sasiednie regiony nie byly tej samej barwy.
Okaze sie zaraz, ze problem ten mozna sprowadzi¢

do poszukiwania optymalnej konfiguracji spinéow

w modelu Isinga i uzy¢ komputera D-Wave do jego
rozwigzania. Nasza mapa to graf, ktérego wierzchotki

to regiony mapy, a krawedz taczy dwa wierzchotki wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im regiony sasiaduja
na mapie. Otrzymany w ten sposéb graf jest, oczywiscie,
planarny, a nasz problem sprowadza si¢ do problemu
kolorowania jego wierzchotkéw. Klasyczny rezultat

7z teorii graféw méwi nam, ze wystarcza nam do tego
cztery kolory.

Kolejnym krokiem jest przeformutowanie naszego
problemu do postaci QUBO. Fundamentalna kwestia jest
ustalenie kodowania koloréw. Do zakodowania w postaci
zero-jedynkowej czterech koloréw wystarcza dwa bity.
Okazuje si¢ jednak, ze wybranie takiego kodowania
prowadziloby do wiekszego skomplikowania problemu.
Zamiast tego kolor i-tego regionu zakodujemy w postaci
czterech bitéw q;1, ¢i2, ¢i3, ¢ia, UzZNajac, ze region ten jest
pokolorowany na j-ty kolor wtedy i tylko wtedy, gdy
bit g;; jest ustawiony na 1. Oczywiscie, takie kodowanie
niesie ze soba problemy — co jesli dwa z czterech bitéw
beda ustawione na 1 albo wszystkie cztery beda mialy
wartos¢ 07 Majac to na uwadze, musimy sformutowaé
nasze QUBO tak, aby niepoprawne konfiguracje byty
,hiekorzystne energetycznie”. Innymi stowy, chcemy
skonstruowaé funkcje kwadratowa f(qi1, ¢i2, ¢i3, Gia),
ktora jest zerem dokladnie wtedy, gdy jeden z jej
argumentéw jest jedynka oraz przyjmuje dodatnia
wartos¢ w pozostalych przypadkach. Funkcja taka
jest f(qis iz, @iz, qia) = (1 — i1 — G2 — @iz — qia)*.
Podnoszac nawias do kwadratu i zaniedbujac stala
(dodawanie stalej do QUBO nie zmienia problemu
optymalizacyjnego), mozemy przyjaé
(2) F(@its Gin, @iy Gia) = Y Gk — > Gis-

J#k J
Tak skonstruowana funkcja f, dodana z duza stala
dodatnia do naszej funkcji celu (energii), powinna



zapewni¢ nam znalezienie optymalnego rozwiazania
o dopuszczalnej konfiguracji.

Pozostaje skonstruowanie tego fragmentu funkcji celu,
ktory spenalizuje rozwiazania, w ktorych sasiednie
regiony sa pokolorowane w ten sam sposob. Jezeli i-ty
oraz j-ty region sasiaduja, to dla zadnego k = 1,2, 3,4
nie moze spetniona by¢ réwnosé ¢;; = g;r = 1, lub
réwnowaznie ¢;;q;, = 1. Kolejnym sktadnikiem naszej
wenergii” jest wiec g(qix, ¢jx) = qindjx-

Ostatecznie zatem, poszukujemy konfiguracji szkla
spinowego minimalizujacego energie

(3) Hi(@) =a) > qrgin+BY_ (g, iz, is: Gia),
(i.3) k @

przy czym « i [ to pewne stale dodatnie, a notacja (i, j)

oznacza sasiadujace regiony o numerach ¢ oraz j. Teraz

wystarczy doda¢ Hy i wyzarzaé¢ rozwigzanie.

Koncepcyjnie mamy juz skonstruowany problem
optymalizacyjny, ale, niestety, dla wickszosci map nie
wystarczy to do rozwiazania go na maszynie D-Wave.
Powodem jest topologia grafu tworzonego przez kubity
— graf ten, mimo sporej liczby kubitow, jest dosé rzadki,
ma stosunkowo malo krawedzi, co wida¢ na rysunku na
tylnej oktadce. Bedziemy musieli si¢ wiec uciec do tak
zwanego embeddingu. Idea jest prosta, ale w praktyce
czesto wymagajaca w realizacji: taczymy kilka kubitéw
fizycznych w jeden logiczny. Taki logiczny kubit bedzie
mial wiecej sasiadow niz kazdy ze sktadowych fizycznych
kubitéw. Wynik naszych staran widzimy na rysunku.

Lyzka dziegciu

Zaskakujaco wiele probleméw znanych z klasycznej
teorii obliczen daje sie wyrazi¢ w jezyku spinowego szkta
Isinga. W szczegdlnosci mozna to zrobi¢ w przypadku

Protokoét posiedzenia Jury

wszystkich 21 probleméw Karpa. Czy to oznacza, ze
ich rozwiazanie mozna zawsze wyzarzy¢, uzywajac do
tego maszyn D-Wave? Niestety, jeszcze nie. Jednym

z powoddéw jest wspomniane juz ograniczenie narzucane
przez topologie chimery ukrytej w maszynie D-Wave:
zaskakujaco niewiele sposréd naprawde ciekawych
problemoéw daje sie zapisa¢ na takim typie grafu. Co
wiecej, nawet jesli okazuje sie to mozliwe, wcale nie jest
oczywiste, czy warto to robié¢ (moze si¢ okazaé, ze czas
rozwiazania jest wciaz porownywalny z najlepszymi
rozwiazaniami dla komputeréw klasycznych). Wyniki
intensywnych badan prowadzonych przez fizykéw przy
uzyciu maszyn D-Wave oraz nad maszynami D-Wave
wskazuja, ze oczekiwane ,kwantowe przyépieszenie”
wyzarzania kwantowego nie jest wcale oczywiste.
Uniwersalnym kandydatem na winnego wszelkich
niepowodzen informatyki kwantowej jest wszechobecna
dekoherencja, i cho¢ w porownaniu do wnetrza maszyn
D-Wave przestrzen kosmiczna jest catkiem cieptym
miejscem, nie mozna wykluczy¢, ze D-Wave pracuje

w rezimie nie dos¢ adiabatycznym. Nie mozna jednak
wykluczyé, ze problemem znéw jest chimera, gdyz
pechowym zbiegiem okolicznosci, dla tego typu graféw
wyzarzanie kwantowe jest nie lepsze niz klasyczne
algorytmy, takie jak choéby symulowane wyzarzanie
lub dynamika molekularna. Maszyny D-Wave rosna
jak na drozdzach, na chimer¢ w ich trzewiach sklada
sie coraz to wigcej kubitéw. To dobrze, gdyz daje to
uzytkownikom mozliwos¢ wykorzystania skutecznego
embeddingu i tworzenia kubitow logicznych. Z drugiej
jednak strony dopiero mozliwos¢ implementacji szerszej
klasy mniej chimerycznych graféw da nam odpowiedz,
czy w przysztosci bedziemy wyzarza¢ kwantowo
rozwigzanie naszych probleméw optymalizacyjnych.

XXXIX Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki im. Pawla Domanskiego

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:

Andrzej Komisarski — przewodniczacy jury, Adam Dzedzej,
Andrzej Grzesik, Kamila Lyczek, Zdzistaw Pogoda, Daniel
Strzelecki po wystuchaniu w dniu 20 wrzesnia 2017 roku
w Lublinie prezentacji prac dopuszczonych do finatu,
biorac pod uwage dobdr tematéw, tresé prac i sposéb ich
przedstawienia, postanowito, co nastepuje:

e srebrne medale i nagrody w wysokosci 1200 zt otrzymuja
prace

Podzielnosé silni a suma cyfr Wojciecha Kretowicza

z I LO im. Cypriana Kamila Norwida w Bydgoszczy

oraz

Twierdzenie Sylvestera—Gallai dla okregow Radostawa
Peszkowskiego, Andrzeja Szablewskiego

z Gimnazjum im. Jana Matejki w Zabierzowie

i Tobiasza Szemberga

z VII Liceum Ogdlnoksztalcacego im. Zofii Natkowskiej

w Krakowie;

e wyrdznienie i nagrode w wysokosci 300 zl otrzymuje praca
Paradoks pierwszenstwa, czyli gry zaprzeczajgce intuicjom

o prawdopodobienstwie Malgorzaty Roég
z V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.
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W finale wzielty udzial réwniez prace

Stowo o quasi-kwadratach Pawla Sawickiego

z III LO w Gdyni

i Diagramy Semena Stlobodianiuka

z Ogdlnoksztalcacej Szkoly Muzycznej im. Zenona
Brzewskiego w Warszawie.

Opiekunowie prac: Mariusz Adamczak, Jacek Dymel,
Tomasz Szemberg i Wojciech Tomalczyk otrzymuja
dyplomy honorowe.

Finaliéci i opiekunowie prac otrzymuja réowniez

nagrody rzeczowe ufundowane przez Wydawnictwa
Uniwersytetu Warszawskiego, Wydawnictwo Szkolne Omega
i Wydawnictwo Aksjomat.

Prace nadsylane na Konkurs powinny by¢ samodzielnie
przygotowanym przez uczhia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe tworcze ujecie tematu.

Szczegdltowy regulamin Konkursu znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl Termin nadsytania prac w kolejnej edycji
konkursu to 30 kwietnia 2018 roku.



BB84 zgtlos sie
tukasz RAJKOWSKI

W protokole Diffiego—Hellmana agent B

i admiral M ustalajg najpierw duzg liczbe
pierwszg p oraz niezerows reszte g

z dzielenia przez p (i nie boja si¢ , ze
wartosci te zostang podstuchane).
Nastepnie kazdy z nich wymy$la sobie
liczbg naturalng (oznaczmy je
odpowiednio przez z i y), po czym B
wysyla do M warto$é¢ b = (g* mod p),

a M odsyla B wartosé m = (g¥ mod p).
Wspdlnie ustalonym kluczem jest wéwcezas
k=bY =m” = ¢g*¥ mod p, co (jak na
razie) jest trudne do obliczenia wylacznie
na podstawie p, g, b i m.

Czytelnikowi Obeznanemu z Algebra
Liniowg proponujemy upewni¢ sig, ze
przedstawione wyobrazenie
jednokubitowego komputera kwantowego
zgadza si¢ z modelem obliczen
kwantowych, przedstawionym przez
Tomasza Kazan¢ na stronie 2.

Jak mozna dowiedzie¢ sie z rozlicznych filméw akeji, nieodlgczng czedcia zycia
kazdego szanujacego si¢ tajnego agenta jest wymiana tajnych informacji, najlepiej
takich z wielka, czerwona pieczecia , Top Secret”. Jesli agent ma taka mozliwosé,
najlepiej przekazac teczke pelna tajemnic osobiscie, jednak jest to luksus, na
ktéry moze on pozwoli¢ sobie w niewielu sytuacjach, gdyz nierzadko odbiorca
tych tajemnic znajduje si¢ na drugim koncu globu. W tej sytuacji konieczne

staje sie odpowiednie zaszyfrowanie naszych sekretéw, aby nawet w przypadku
przechwycenia ich przez oslizgte macki szwarccharakteréw, pozostaly one
sekretami.

Najskuteczniejszym (i najprostszym) sposobem szyfrowania jest one time

pad, w ktérym tajny agent (nadamy mu kryptonim B) ustala z odbiorca

swoich wiadomos$ci (nazywanym dalej admiratem M) klucz k, bedacy pewnym
zerojedynkowym ciagiem. Kiedy B chce przesta¢ M uzyskane sekrety, najpierw
konwertuje je w ustalony sposéb na zerojedynkowy ciag m (up. ,,a” = 00000,

,b”7 =00001, ,¢” = 00010 itd.), a nastepnie wysyla ciag e (zwany kryptogramem),
ktéry na i-tej wspolrzednej ma reszte z dzielenia przez 2 sumy i-tych
wspOtrzednych ciagéw m i k (operacja ta w informatycznej nowomowie nazywana
jest worem ciagdw m i k i oznaczana przez m @ k). W ten sposob, jesli tajna
informacja to m = 10110, a kK = 10101, to kryptogramem jest e = 00011. Aby
odcyfrowaé otrzymany kryptogram, M wykonuje te sama operacje, ktora
poshuizyla B do szyfrowania — oblicza d = e & k. Nietrudno sprawdzié, ze d = m,
mamy bowiem d=e®k=(m®k) Dk =m® (k®k)=m. Ponadto, jedli e zostanie
przechwycone przez wrogie sily (reprezentowane przez nikczemnego doktora N),
to nie beda one w stanie wywnioskowaé stad m, gdyz byloby to réwnowazne

z ustaleniem wartosci klucza (k = e @ m), o ktérym zakladamy przeciez, ze jest
znany tylko B i M. Stabym punktem powyzszej procedury jest koniecznosé
spotkania si¢ B i M w celu ustalenia klucza, nie moga go bowiem przestaé na
odleglos¢, gdyz mogtby on zosta¢ ,,podstuchany” przez doktora N..., a moze
jednak moga?

W 1976 roku Whitfield Diffie i Martin Hellman zaproponowali protokdt (znany
teraz pod nazwiskami twércéw), ktéry pozwala na ustalenie klucza w taki sposéb,
ze nawet jesli komunikacja zostanie podstuchana, to strona podstuchujaca nie
bedzie w stanie odcyfrowaé¢ prawdziwej wartosci klucza. Protokét ten wiaze

si¢ z trudnoscia wykonania tzw. logarytmu dyskretnego, czyli odpowiedzi na
pytanie w rodzaju ,do jakiej potegi nalezy podniesé¢ 123, aby otrzymadé reszte

321 z dzielenia przez 9837". Jak jednak mozna dowiedzieé¢ si¢ w tym numerze,

w ,,postkwantowym” $wiecie z dostepem do wydajnych komputeréw kwantowych
logarytm dyskretny przestaje by¢ zadaniem trudnym. Na szczescie (dla agenta B)
komputery kwantowe dostarczaja rowniez nowe narzedzia do kodowania
wiadomosci i to takie, ktérych w ,,dowodliwy” sposéb same nie moga przetamac.
W tym kontekécie podstawowa wlasnoscia komputeréw kwantowych jest fakt, ze
sprawdzenie stanu ich pamieci czesto powoduje zmiane tego stanu, co pozwala

na wykrycie préby podstuchania informacji i zerwanie polaczenia, a potem
poszukiwanie bezpieczniejszego kanalu komunikacji. Realizacja tej idei zostala
opisana w 1984 roku przez Charlesa Bennetta i Gillesa Brassarda, a przedstawiony
przez nich protokét to tytutowy BB84.

Aby wytlumaczyé dzialanie BB84, zanurzymy sic w oparach absurdu i bedziemy
wyobraza¢ sobie najprostszy, jednokubitowy komputer kwantowy jako czarng
skrzynke, w ktorej zamknieta jest tarcza zegara wraz ze wskazéwka godzinowa

— godzing przez nia wskazywana nazwiemy stanem komputera. W jaki sposob
mozna czegos sie o nim dowiedzie¢? Mozna poprosi¢ komputer o poréwnanie
swojego stanu z konkretng ,elLka” — pod tym pojeciem rozumieé bedziemy uktad
dwodch ,,prostopadtych” godzin, np. 1:30 i 4:30, a ogdlnie godzine h wraz z godzina
h + 3. Jedli poprosimy komputer znajdujacy si¢ w stanie o poréwnanie z eLka
(h1, h2), to mozemy otrzymaé dwie odpowiedzi: hy z prawdopodobiefistwem

cos? a oraz ho z prawdopodobiefistwem cos? an, gdzie o, an to katy, jakie tworzy
godzina = odpowiednio z godzinami hy i he (prawdopodobienstwa te sumuja si¢
do 1, dlaczego?). Ponadto po przedstawieniu odpowiedzi komputer nagina do niej
rzeczywistosé, to znaczy zmienia swoj stan na zgodny z odpowiedzia.

Dla przykladu, jesli komputer byt w stanie 4:30 i poprosiliSmy go
o poréwnanie z eLka (2:30, 5:30), to z prawdopodobiefistwem cos? 60° = i
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Przyktadowy przebieg protokotu BB84.
Szara czcionka wystepuje w wierszach,

w ktérych B i M uzyli réznych eLek.
Kolorem zaznaczone zostaly wiersze
zawierajace wyrazy ciggu w upublicznione
przez B. Jedli nie pojawily sie zadne
rozbieznosci, wspolnym kluczem jest 001.

w; l; Si lﬁv sév l: S;
1 1]~ ] o + 1ol
0 0 T 1 AW 0 T
0 1| 7 0 — 1| 7
0 1 N 1 N 0| —
1 0 — 0 — 1 N
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0 1| 7 0 T 1|\

Przykladowy przebieg podstuchiwanego
protokotu BB84. W czwartej i piatej
kolumnie znajduja si¢ eLki
wykorzystywane przez podstuchujacego
doktora N oraz stany, w jakich
odpowiednie komputery kwantowe
znalazly si¢ po niepozadanym odczycie.
W ostatnim wierszu wystapita
rozbieznos¢ miedzy B i M, co dowodzi
zaistnienia podstuchu.

Warto zauwazy¢, ze doktor N mégltby
odczytaé stany tylko kilku komputeréw
kwantowych w nadziei, ze pozna pewne
wspolrzedne w, a jego podstuch nie
zostanie wykryty. W obronie przed takim
zagrozeniem poznane przez M

i nieopublikowane przez B wartosci w
poddawane sg ekstraktorom losowosci —
sa to specjalne funkcje, dla ktérych
znajomos¢ niewielkiej czesci argumentéw
nie niesie ze sobg zadnej istotnej
informacji o wyniku. Dopiero tak
uzyskana wartosé jest wykorzystywana
przez B i M jako klucz.

otrzymamy odpowiedz 2:30 (i wéwczas stan komputera zmieni sie na 2:30),

a z prawdopodobiefistwem cos? 30° = % ustyszymy 5:30 i taka godzine zacznie
wskazywaé¢ wskazowka wewnatrz czarnej skrzynki. Zwréémy ponadto uwage,

ze jedli stan komputera pokrywa si¢ z jedna z godzin z wybranej przez nas

eLki, to na pewno uzyskamy te godzine w odpowiedzi, a stan komputera nie
ulegnie zmianie. Przejdzmy do opisu protokotu. Wyrdznijmy na poczatku

dwa rodzaje eLek: Ly = (0:00,3:00) i L; = (1:30,4:30). Agent B zaopatruje

sie w n jednokubitowych komputeréw kwantowych (gdzie n jest raczej duze)

i wybiera losowo dwa ciagi zerojedynkowe: w = (wy,...,wy) oraz I = (l1,..., 1),
a nastepnie stan i-tego komputera ustawia na godzine s; bedaca (w; + 1)-sza
wspoélrzedna eLki L;,. W ten sposoéb, jesli ws = 1, [5 = 0, to stan piatego
komputera zostanie ustawiony na druga wspétrzedna Lo, czyli na 3:00. Nastepnie
agent B przesyla poczta wszystkie komputery do M. Ten ostatni réwniez ustala
zerojedynkowy ciag I’ = (I1,...,1},) i odczytuje stan i-tego komputera przy uzyciu
eLki L;;. Pézniej na swojej stronie internetowe; (lub innym ogdlnodostepnym
medium, ktére tylko on moze edytowad) udostepnia uzyty ciag ', w odpowiedzi
na co agent B publikuje na swojej stronie ciag [. Zauwazmy, ze wszedzie tam,
gdzie I; = I, admiral M odczytal godzine zakodowana przez agenta B, a skoro
wie réwniez, jaka elLka postuzyla do jej zakodowania, pozna w;. Zwréémy ponadto
uwage, ze szansa na to, by l; = I} wynosi 50%, dlatego M powinien poznaé okolo
potowy wyrazéw ciagu w. Na koniec B upublicznia polowe z tych wyrazow w,
ktére powinien byl poznaé M. Dlaczego?

Przypomnijmy, ze caly ten ambaras mial na celu popsucie szykéw nikczemnemu
doktorowi N, ktéry przechwycil paczke z komputerami i postanowil odczytaé

ich stany. Poprzez odczyt stanu i-tego komputera stwarza on szanse na zmiane
tego stanu i tylko w tej sytuacji mozliwe jest, aby M, pomimo réwnosci

l; = I}, odczytal zlg wartosé w;. Rozpatrzmy sytuacje, w ktérej doktor N

uzyl Ly do odeczytania stanu i-tego komputera, przy czym B i M uzyli na

tej wspolrzednej identyczne elki (a zatem, gdyby nie podstuch, M na pewno
poznalby warto$é w;). Jesli B réwniez zakodowal wiadomosé przy uzyciu

elki Ly, to N odczytal pierwotny stan i-tego komputera (w zwiazku z czym
réwniez w;) 1 go nie zmienil, w zwiazku z czym szpiegostwo pozostanie niewykryte.
Jesli jednak B uzyt Ly, to N zmienil stan komputera na ktoras z godzin 0:00,
3:00 i w kazdym z tych przypadkéw M bedzie mial szanse 50% na bledny

odczyt w;. Podsumowujac, jesli doktor N wybratl eLke Ly do odczytu stanu i-tego
komputera, to z prawdopodobienistwem 25% admiral M odczyta zla warto$é w;.

Okazuje sig, ze jest tak niezaleznie od eLki wybranej przez doktora N
(uzasadnienie jest wdziecznym ¢wiczeniem z trygonometrii). Fakt ten ttumaczy
ostatnia, ,kontrolna” faze naszego protokolu: jesli po ujawnieniu przez agenta B
polowy wyrazéw ciagu w, dla ktérych I; = I, admiral M stwierdzi jakakolwiek
niezgodnos¢ ze swoimi odczytami, oznacza¢ to bedzie, ze komunikacja zostata
podstuchana i w zwigzku z tym nalezy ja powtdrzy¢, najlepiej przy uzyciu
bardziej wiarygodnej poczty. Jesli natomiast wszystkie wartosci ujawnione

przez B zgadzaly sie z odczytami M, to prawdopodobienstwo takiego zdarzenia
przy zalozeniu o podshuchiwaniu kanalu wyniostoby 75%"/2 (gdzie k ~ n/2 to
liczba indekséw 7, dla ktérych I; = 1), co dla odpowiednio duzych wartodci n
jest na tyle male, Zze mozna z czystym sumieniem odrzuci¢ hipoteze o podstuchu
i wykorzysta¢ nieujawnione przez agenta B i poprawnie obliczone przez M
warto$ci w; jako wspélny klucz.

Najwyzszy czas opusci¢ opary absurdu i stawi¢ czola brutalnej, szpiegowskiej
rzeczywistosci — przeciez zaden tajny agent nie bedzie wysylal poczta tysiaca
jednokubitowych komputeréw kwantowych. Poczta pewnie nie, ale juz
$wiatlowodem bez problemu! Okazuje sie bowiem (za czym stoi fizyczna

magia, o ktorej troche piszemy w tym numerze), ze jednokubitowy komputer
kwantowy, ta czarna skrzynka z zamknietym w $rodku zegarem, to (w rozsadnym
uproszczeniu) po prostu foton, a tych przeciez nie brakuje i przesylaé przy
uzyciu swiattowodu tez je mozna. Nie jest to jednak tanie — agenci checacy
zaopatrzy¢ sie w pare odbiornikéw oraz odpowiedni swiatlowdéd musza liczy¢ sie
z wydatkiem rzedu 100 tysiecy dolaréw; czego jednak sie nie robi w tajnej stuzbie
Jej Krolewskiej Mosci. . .
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Kryptologia postkwantowa

Jednym z wazniejszych osiagnie¢ informatyki opartej
o komputer kwantowy, ktére zreszta eksponujemy

w tym numerze Delty, jest opracowanie efektywnego
(wielomianowego od rozmiaru danych) algorytmu na
rozklad duzych liczb na czynniki pierwsze. Wspaniaty,
budzacy zachwyt wynik. Nie do$¢, ze przepiekny,
korzystajacy z bardzo tadnego fragmentu matematyki,
to jeszcze pozwalajacy wierzy¢, ze komputer kwantowy
ztozony z n kubitéw jest istotnie lepszy od komputera
klasycznego, zawierajacego pamieé o n bitach. Albo
inaczej: ze (tez prezentowany w tym numerze) model
obliczen komputera kwantowego ma istotnie wiecksza,
site wyrazu (przy zalozeniu wielomianowego czasu
dziatania) niz klasyczny model Turinga czy inne
rownowazne.

Co to znaczy w praktyce?

To znaczy, ze wierzymy, iz istnieja problemy, ktére
komputer kwantowy, majacy n kubitéw i wielomianowy
od n czas na dzialanie, rozwiaze, ale juz komputer
klasyczny, obdarzony analogicznymi zasobami (n bitéw
pamieci i wielomianowy czas), im nie podola.
Hipotetycznym przyktadem takiego problemu jest
wlasdnie rozklad liczb na czynniki pierwsze. Dzigki
Peterowi Shorowi wiemy, ze komputer kwantowy radzi
sobie z tym zadaniem. Z drugiej strony: nikt jeszcze nie
potrafil pokazaé, jak to zadanie rozwiazaé (efektywnie)
na komputerze klasycznym.

A

Tomasz KAZANA

Wszystko, co powyzej, wydaje sie tylko i wylacznie zestawem
dobrych wiadomosci. Jednak nie do konca! W dziedzinie
kryptologii istnienie lepszych niz klasyczne komputeréw

moze powodowaé problemy. No bo przeciez bezpieczenstwo
wiekszosci protokotéw kryptologicznych opiera si¢ na zalozeniu,
ze jakis problem jest bardzo trudny. Gdy nagle dostajemy
nowe potezne narzedzie, moze si¢ przeciez okazac, ze pewne
problemy nagle staja si¢ juz latwe! Nie jest to wcale czcze

gadanie, co od razu pokazuje algorytm Shora: przeciez szyfrowanie

RSA opiera si¢ na trudnoéci faktoryzacji, wiec nie bedzie ono
mialo sensu w $wiecie postkwantowym.

Kryptolodzy stoja wiec przed konkretnym wyzwaniem. Chcac
przygotowaé $wiat na nadejscie komputeréw kwantowych,
musza projektowaé protokoly oparte na trudnosci problemoéw
innych niz rozkltad na czynniki pierwsze. Takie inne zalozenia
w $wiecie kryptologdéw oczywiscie istnieja: czesto zakladamy
chociazby trudno$é problemu logarytmu dyskretnego (np.

w protokole Diffiego—Hellmana), czy problemu logarytmu

w grupie krzywych eliptycznych (np. w podpisie cyfrowym
ECDSA). Niestety! Oba te zalozenia réwniez potrafimy
rozwiazywaé efektywnie za pomoca (hipotetycznego) komputera
kwantowego. . .

Dziedzina kryptologii postkwantowej rozwija sie naprawde preznie.

Na wszystkich czolowych konferencjach kryptologicznych (CRYPTO,
EUROCRYPT, TCC) zawsze co najmniej jedna sesja jest ostatnio
przeznaczana na ten temat. Co wiecej, w roku 2006 po raz pierwszy odbyta
si¢ — 1 odbywa rokrocznie do dzi§ — konferencja PQCrypto, dedykowana
wylgcznie tematyce postkwantowej w kryptologii.

Czytelnik Pelen Obaw zapewne w tym miejscu zastanawia sie, czy moze nie jest
przypadkiem tak, ze po prostu komputer kwantowy zaatakuje skutecznie wszystkie
potencjalne protokoly kryptologiczne, bo, na przyktad, bedzie potrafil rozwiazaé

pesymistyczna w tym temacie. To znaczy, o ile wierzy sie, ze komputer kwantowy

/ szybko kazdy problem z klasy NP. Wiekszo$¢ badaczy nie jest jednak az tak

jest lepszy od klasycznego, to jednak intuicja informatykéw powszechnie sklania ich
/ ku hipotezie, ze nie jest on w stanie szybko rozwiazywaé probleméw NP-zupelnych.

Powyzszy poglad daje nadzieje na bezpieczna kryptologie postkwantowa. Co
/ wiecej, mamy juz kandydatéow na problemy, ktore wydajg si¢ trudne dla komputera
/ kwantowego. Mamy takze gotowy dos¢ szeroki wachlarz konkretnych protokotéw

opartych na tych zatozeniach. Przykladéw takich protokoléw tutaj podawaé tym
razem nie bedziemy, ale chcemy przynajmniej zaprezentowaé problem, ktory
przyjmujemy jako trudny w $wiecie postkwantowym. (Co oznacza, ze badacze tej
dziedziny staraja si¢ redukowaé do niego inne protokoly.) Opowiemy o problemie
najmniejszego wektora w kracie (shortest vector problem, w skrécie SVP).

Zalézmy, ze mamy dane n wektoréw v; € ZF. Krata calkowitoliczbows rozpicta
/ przez te wektory nazywamy zbior

B = {u eZFiu= invi dla pewnych z; € Z}.
i=1

Pytamy teraz o najkrotszy (w sensie zwyklej metryki euklidesowej) niezerowy
wektor w zbiorze B.

Powyzszy problem (oczywiscie dla odpowiednio dobranych parametréw n i k oraz umiejetnie
wylosowanych wektoréw v;) uchodzi za bardzo trudny nawet dla komputera kwantowego.

Popatrzmy jeszcze przez chwile na bardzo male instancje problemu SVP. Proponuje
dwie zagadki. Najpierw zerknijmy na zestaw: vf = (1,1), v5 = (1, —1), a nastepnie
na: v = (1,7), v§ = (2,12).

\'4

Pytamy, oczywiscie, o najmniejszy niezerowy wektor w kratach rozpigtych przez te
zestawy wektorow.
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Czytelnikowi Sumiennemu proponujemy
znalezienie takich liczb catkowitych
p1 1 p2 oraz qi1 i g2, aby bylo

1" " ’
P1vy + p2vy = vy

1" 1" !’
q1v; + q2vy = vy

Odpowiedz zamieéciliSmy w numerze.

W pierwszym przypadku dosé tatwo zauwazy¢ (i udowodnié), ze najmniejszymi
wektorami (poza dwoma innymi, symetrycznymi wzgledem zera) sa wlasnie
wejsciowe v} i v}. Co ciekawe, w drugiej zagadce, mimo ze wejSciowe wektory
wygladaja grozniej, to rozpinana przez nie krata jest dokladnie ta sama krata
(czemu?), wiec najmniejsze wektory to ponownie (1,1), (1,—1), (=1, —1) oraz (—1,1).

Podane przyklady maja na celu ilustracje jeszcze jednej wlasnosci problemu SVP.
Ot6z dla ustalonej kraty istnieja rézne zestawy wektoréw ja definiujace (tzw. bazy),
co wiecej: problem SVP dla réznych baz tej samej kraty moze by¢ istotnie
trudniejszy. Czytelnik Domyslny, ktéremu kojarzy sie to z kryptografia oparta

o klucze prywatne i publiczne, nie myli sie.

PS. Czytelnik-Profan moze by¢ z kolei zaniepokojony naduzywaniem w tym
tekscie zwrotéw takich jak wydaje sie, pozwalajgcy wierzycé itp. Nie jest to jednak
przypadek, a o tym, ze kryptologia to nauka dla ludzi duzej wiary, prébowatem
przekonaé Czytelnikéw juz w numerze 10/2017 Delty.

Klub 44

VE1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 2018

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
741 (WT =1,82) i 742 (WT = 1,55)
z numeru 5/2017

Jerzy Cislo Wroctaw 47,31
Janusz Olszewski Warszawa 46,79
Marcin Matogrosz Warszawa 44,23
Adam Dzedzej Gdansk 43,22
Marcin Kasperski Warszawa 42,59
Patryk Jasniewski Gdansk 42,49
Roksana Stowik Knuréw 41,91
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,71
Krzysztof Maziarz Krakéw 37,45

Widywali$my juz te nazwiska — prawda?
Jerzy Cislo — po raz trzynasty.

Janusz Olszewski — po raz osiemnasty.
Marcin Malogrosz — po raz drugi.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnos$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 751, 752
Redaguje Marcin E. KUCZMA

751. Trojkat réwnoboczny o boku dlugosci n zostal podzielony (prostymi
réwnolegtymi do bokéw) na n? tréjkatéw o boku 1 (tréjkatéw jednostkowych).
Wierzchotkom powstalej siatki zostaly przyporzadkowane rézne liczby rzeczywiste
((n+1)(n+2)/2 réznych liczb). Tréjkat jednostkowy nazwiemy zorientowanym
dodatnio, jesli — idac wzdluz jego brzegu, w kierunku wzrastania liczb przy
wierzchotkach (tj. startujac od najmniejszej i idac przez érednia do najwigkszej) —
mamy jego wnetrze po lewej stronie. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢
najmniejsza i najwickszg mozliwa wartosé liczby tréjkatow jednostkowych
zorientowanych dodatnio.

752. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich, ktérych srednia
arytmetyczna i érednia geometryczna roznig sie o 1.

Zadanie 752 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Zadania z fizyki nr 648, 649
Redaguje Flzbieta ZAWISTOWSKA

648. Czlowiek wchodzi ze stala predkoscia v na zbocze nachylone pod katem « do
poziomu (rysunek) i ciagnie sanki o masie m za pomoca nierozciagliwej, lekkiej
linki o dlugoéci I. Sanki Slizgaja sie bez tarcia po powierzchni poziomej. Jakie jest
naprezenie linki, gdy tworzy ona z poziomem kat a?

649. Na bardzo cienka przezroczysta plytke naniesiono nieprzezroczyste,
koncentryczne pierécienie. Polozenia i rozmiary pierscieni sa tak dobrane, ze
rownolegta wiazka $wiatla o dlugodci fali A = 500 nm, padajaca prostopadle na
plytke, ogniskuje si¢ w odlegloéci f = 25 cm od plytki. Rozmiary plytki sa male

w poréwnaniu z odleglodcia f.

a) Wyznaczy¢ promienie wewnetrzne i zewnetrzne dwoch najblizszych centrum
nieprzezroczystych pierécieni.

b) W jakiej odleglosci od plytki powstanie obraz punktowego zrédla $wiatla
monochromatycznego o tej samej dlugosci fali co wiazka réwnolegla, umieszczonego
w odlegtoéci a od plytki na jej osi przechodzacej przez $rodki pierscieni?
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Informatyczny kacik olimpijski (110): Liczby

W tym miesiacu oméwimy zadanie Liczby, ktore pojawilo si¢ podczas
rundy 72. na portalu codeforces.com.

W zadaniu nalezy, majac dane liczby naturalne a,b, k < 2-10%, wyznaczyé
liczbe liczb naturalnych w przedziale [a, b], ktérych najmniejszym dzielnikiem,
wigkszym od 1, jest k. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy umie¢ obliczaé

wyniki dla przedzialéw postaci [1,n], poniewaz wynik dla przedziatu [a, b] jest
réznica wynikéw dla przedziatéw [1,5] i [1,a — 1]. Ponadto, jesli k nie jest liczba
pierwsza, to wynik jest rowny 0, poniewaz jesli liczba jest podzielna przez k,

to jest tez podzielna przez kazdy dzielnik k, a skoro k nie jest pierwsza, to

ma dzielnik wigkszy od 1 i mniejszy od k. Zalézmy teraz, ze k jest pierwsza.
Zadanie mozna rozwiaza¢ w czasie O(nloglogn), wyznaczajac dla kazdej

liczby z przedziatu [1,n] jej najmniejszy dzielnik, wiekszy od 1, za pomoca

sita Eratostenesa. Rozwiazanie to dla n < 2-10° jest dalece niewystarczajace.
Zauwazmy, ze mozna je tatwo usprawni¢. Kazda liczba, ktorej najmniejszy
dzielnik jest rowny k, jest postaci k - m, gdzie m nie ma dzielnikéw wigkszych
od 1 i mniejszych od k. Wystarczy zatem zliczy¢ takie m-y z przedziatu [1, | 2]],
ktére nie maja dzielnikéw pierwszych mniejszych od k. Mozna to zrobié, iterujac
kolejne liczby pierwsze mniejsze od k i zaznaczajac w tablicy liczby podzielne przez

ktéras z nich.
Rozwiazanie to wykona dla kazdej liczby pierwszej p,
mniejszej od k, ]:—; operacji, czyli tacznie

% 3 % - @(Zloglogk).
peP, p<k
Dla k > 100 rozwiazanie takie jest wystarczajace. Jesli
natomiast k jest mniejsze od 100, to liczb pierwszych
mniejszych od k jest nie wiecej niz 25. Niech teraz A,
oznacza zbior liczb podzielnych przez k oraz p lezacych
w przedziale [1,n]. Naszym zadaniem jest obliczenie

{xe[l,n]:k|x}\< U Ap) .
peEP, p<k

Mozemy to zrobié, korzystajac z zasady wlaczen

i wylaczen. W tym celu musimy umie¢ obliczy¢

[Ap, N Ay, N...N A, Jest to zbidr liczb podzielnych

przez kpips ... p;, lezacych w przedziale [1,n], czyli ma

J elementow.

L n
kpipz...pi
Cale rozwiazanie dziala w czasie

0] <min (2“('“), % log log k) ) .

Na to zadanie mozna tez spojrze¢ inaczej. Niech F'(n,p)
bedzie liczba liczb w przedziale [1,n], ktére nie maja
dzielnikéw wigkszych od 1 i mniejszych od p. Wykazemy,

ze

I

q€P, q<p a4

Istotnie, liczb nie wigkszych od n, ktérych najmniejszym
dzielnikiem jest g, jest F(L%J , q), poniewaz kazda taka
liczba jest postaci q - m, gdzie m nie ma dzielnikéw
wiekszych od 1 i mniejszych od ¢, a ¢-m < n, czyli
m < L%J Wszystkich liczb w przedziale [1,n] jest n,
a kazda z nich albo ma dzielnik pierwszy mniejszy
od p, woéwczas zostanie odjeta doktadnie raz, dla ¢
bedacego jej najmniejszym dzielnikiem pierwszym,
albo nie ma i wtedy nie zostanie odjeta. Liczba liczb
w przedziale [1,n], ktérych najmniejszym dzielnikiem
jest k, jest réwna F( L%J , k). Zadanie mozna rozwiazadé,
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obliczajac wartos¢ funkcji F', rekurencyjnie korzystajac
z tego wzoru. Niech p1,po, ... beda kolejnymi liczbami
pierwszymi, a T'(n) liczba operacji wykonanych

przez algorytm dla liczby pierwszej p,,. Wéwczas
T(n)=1+ Z?;ll T'(1). Rozwigzaniem tego réwnania
jest T'(n) = ©(2"), czyli cale rozwiazanie bedzie dzialato
w czasie O(27(F)), co jest zdecydowanie za wolne.

Rozwiazanie to mozna tatwo przyspieszy¢. Wystarczy
zauwazy¢, ze jesli n < p, to jedyna liczba w przedziale
[1,n] niemajaca dzielnikéw wiekszych od 1 i mniejszych
od p jest 1, wiec F(n,p) =11 w kazdym wywolaniu
rekurencyjnym obliczajacym wynik dla n < p zwracaé
min(1,n) bez dalszych wywolan rekurencyjnych.
Wykazemy, ze rozwiazanie z ta optymalizacja
obliczajace F'(n,p) wykona co najwyzej O(n) wywolan
rekurencyjnych. Rozwazmy galaz w drzewie rekursji,

w ktérej algorytm wykonal kolejno dzielenia przez
P1,P2,- .-, Pi- Oznacza to, ze w przedostatnim wywolaniu
obliczal F(Lmj 7Pi—1)- Skoro nie zwrécit
wyniku od razu, tylko wykonal nastepne wykonanie

rekurencyjne, to LWJ > pi—1, skad wynika,

e ot > pi, czylin > pipa. . piapi .
Algorytm w danym wywolaniu przeglada jedynie liczby
pierwsze, mniejsze od poprzedniej, zatem p;—1 > p;,
skad otrzymujemy n > pip2 . ..p;. Liczby p; sa pierwsze,
wiec dla réznych wywotan rekurencyjnych iloczyny

p1p2 . .. p; beda parami rézne, wiec liczba tych wywotan
nie przekroczy n.

Prezentowane rozwiazanie potrzebuje listy liczb
pierwszych mniejszych od min(n, p). Mozna ja, oczywicie,
wyznaczy¢, uzywajac sita Eratostenesa, w czasie
O(min(n, p) log(min(n, p))). Ostatecznie, cale rozwiazanie

obliczajace F( L%J ,p) dziata w czasie

; m(k) T
O<m1n(2 , k>>

Konrad PALUSZEK



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wyplatanie komputera kwantowego

Wyplatanie bylo waznym osiagnieciem technologicznym,
dzieki ktéremu tworzono powrozy, koszyki, lapcie, ptoty,
tkaniny itp. Z drugiej strony czynnos¢ ta nie zawsze byta
powazana, o czym swiadczy powiedzenie ,ple$é¢ trzy po
trzy”.

Komputery kwantowe (KK) okazuja sie laczy¢ oba aspekty
plecenia. Patrzac z tej drugiej strony, specjalidci obiecuja
wiele, albo i wigcej, ale dopiero (albo ,i to juz”) jutro [1].
Nie wiadomo jednak, z czego KK mialby by¢ ostatecznie
wyrzezbiony.

Podejscia sa w zasadzie trzy, cho¢ kryteria tego podziatu
nie sa jednolite. Parafrazujac, mozna powiedzie¢, ze KK
moze by¢ np. zielony, kwadratowy lub konopny.

Jeden odlam to podejscie ,analogowo-kwantowe”, ktore juz
jest wykorzystywane praktycznie np. przez D-Wave (patrz
str. 12). Drugie to dazenie do wykazania tzw. przewagi
kwantowej [2] za pomoca relatywnie malych macierzy
kubitéw (np. 7 x 7). Uklady te maja, w zasadzie, dzialaé
wedlug standardowego modelu obliczet kwantowych

(patrz str. 1-3). To, czego im bedzie brakowadé, to korekcja
bledéw, ktéra wymaga nadmiarowej liczby kubitéw. Google
twierdzi, ze to juz znajdzie zastosowanie praktyczne

czy wrecz komercyjne, a ustuge chce $wiadczy¢ poprzez
chmure [3]. W tym podejsciu sprawa nadal otwarta jest
technologia tworzenia kubitéw (Google ma konkurentéw).

O ostatnim podejéciu jeszcze w tym numerze Delty nie
pisaliSmy. Chodzi o tytutowe wyplatanie, czyli topologiczny
komputer kwantowy. Jest to cos, co ma szanse rozwiazac
wszystkie problemy, tylko na razie nie wiadomo, czy to,

z czego ma zosta¢ wypleciony, w ogdle istnieje, albo czy to,
co wyglada na istniejace, jest tym, czym si¢ by¢ wydaje.

Za ojca chrzestnego tego nurtu mozna uznaé Kitajewa [4],
ktory wlasnie za to zostal pieé lat temu jednym

7 pierwszych laureatéw Fundamental Physics Prize (A23).
Chodzi o jeden ze sposobéw wykorzystania topologicznych
standw materii (TSM), za odkrycie ktérych przyznano
zesztoroczna Nagrode Nobla z Fizyki (Al,).

Nibymaterialem potrzebnym do tej plecionki maja by¢
anyony i to koniecznie w postaci nieabelowego TSM,

a najlepszym kandydatem na te nibyczastki (pseudoczastki,
kwaziczastki) wydaja si¢ by¢ fermiony Majorany.

O co dokladnie chodzi, nie napisze. Mogtbym zasugerowac,
ze nie ma tu wystarczajaco duzo miejsca, ale powod

jest duzo prostszy — nie czuje sie kompetentny. Polecam
natomiast opracowanie [5], przynajmniej jezeli chodzi

o sam anyonowy TSM. Mozna tez zapoznaé sie

z amerykanskim patentem [6].

Anyony to kolektywne ekscytacje w materii o obnizonej
liczbie wymiaréw. W tréjwymiarze identyczne (niby)czastki
moga by¢ albo fermi-onami, albo bos-onami, dla

ktérych podwéjna zamiana czastek jest operacja albo
antysymetryczng (faza ¢'™), albo symetryczna (e¥), bo
linie $wiata czastek nie zapetlaja sie — w przeciwienstwie
do sytuacji w dwoch wymiarach. Dlatego faza moze
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by¢ tam dowolna (¢*) i stad nazwa: any-on. Zaplatanie
anyonéw jest opisywane za pomoca (nieabelowej) grupy
warkoczowej zamiast ubozszej grupy permutacji.

Fermiony Majorany, o ktére w kontekscie KK budowanego
z TSM chodzi, to nibyczastki bedace polaczeniem polowy
elektronu z potowa dziury. Nie maja ladunku, nie maja
masy, sa swoimi wlasnymi antyczastkami i wystepuja
parami. Powinny sie pojawia¢ w jednowymiarowych
nadprzewodnikach z polem magnetycznym skierowanym
wzdluz nich. Przewidzialo to prawie jednoczesénie kilka
grup teoretycznych w 2010 roku, a pierwsze potwierdzenie
uzyskano dwa lata p6zniej [7]. Niedawno (innymi
metodami) otrzymano wyniki [8-10] na tyle wyrazne,

ze idea budowy KK z fermionéw Majorany wydaje sie

by¢ w zasiegu reki (optymistom, ktérzy przy okazji
obiecuja miedzymordzie w Visual Studio [11]). Wymyslenie,
dlaczego nibyczastki pojawiajace sie w jednowymiarowych
materiatach tez moga by¢ anyonami, warte bylo czesci
zeszlorocznej Nagrody Nobla z Fizyki.

Ich fantastyczna cecha (z punktu widzenia budowy

KK) jest to, ze zyja na dwéch konicach nanodrutu

z nadprzewodnika. Ta ich ,topologiczno$¢” powoduje, ze sa
niewrazliwe na zaklécenia, ktore nieuchronnie prowadzityby
do dekoherencji zbudowanego z nich kubitu. W ten sposob
podstawowe ograniczenie zwigzane z rzezbieniem kubitéw
znika przy ich pleceniu (wedlug optymistéw).

Sytuacja jednak jest taka, ze na razie mamy cos, co

by¢ moze jest wldczka, a juz sprzedaja nam arras.
Gléwnym sponsorem rozproszonego warsztatu tkackiego
jest Microsoft. Srodkéw raczej nie zabraknie, ale czy
miedzymordzie bedzie dzialaé, to ja nie wiem.

Piotr ZALEWSKI
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Wsréd nazw proponowanych dla obiektu
odkrytego przez Clyde’a Tombaugha

w 1930 roku wymieniano imiona réznych
greckich i rzymskich béstw, jednak
ostatecznie zostal on ochrzczony
Plutonem, zawierajacym inicjaly
Percivala Lowella (amerykanskiego
przedsigbiorcy i astronoma), ktéry
wyznaczyl jedno z mozliwych polozen
Plutona na podstawie zaburzeri ruchu
Neptuna.

Prosto z nieba: Czy da sie zy¢ na Plutonie?

Do czasu misji New Horizons planete kartowata Pluton wyobrazaliSmy sobie,
poniekad stusznie, jako glob pograzony w ciemnosciach, zimny i praktycznie
martwy. Srednia odlegtosé Plutona do Storica wynosi prawie 40 jednostek
astronomicznych, co oznacza, ze Swiatta stonecznego dociera na jednostke
powierzchni 1600 razy mniej niz na Ziemi. W zwiazku z tym Srednia
temperatura powierzchni planety wynosi jedynie okoto 50 K. W poréwnaniu
do Ziemi Pluton jest niewielki: promien 0,19 Rg i masa 0,002 Mg. Najwigkszy
z jego pieciu obecnie znanych ksiezycéw, Charon (pozostale to Hydra i Nix
obserwowane po raz pierwszy przez teleskop Hubble’a w 2005 roku, oraz
Kerberos i Styx odkryte w 2011 i 2012 roku) o promieniu 600 km, jest tylko
o potowe mniejszy od Plutona.

Mimo ciemnoéci i zimna Pluton w obiektywach misji New Horizons zaskakuje
w wielu aspektach zwiazanych z obecnoscia molekut organicznych. Planeta ma
rzadka, przypominajaca mgietke atmosfere zlozona z metanu (CHy), azotu (Na)
i weglowodoréw (CoH,,), ktéra rozciaga sie az 200 km ponad powierzchnie
(ponad 10 razy dalej, niz oczekiwano). Ci$nienie na powierzchni planety wynosi
zaledwie 10 milibaréw! Molekuly organiczne wynoszone sg na duze wysokosci
przez naladowane elektrycznie czastki (elektrony i jony) powstajace w jonosferze.
Obecnos¢ prostych zwigzkow organicznych sugeruje istnienie czasteczek bardziej
skomplikowanych, by¢ moze nawet takich, ktére moga prowadzi¢ do powstania
materii ozywionej.

Przykladem ,podstawowej cegielki” jest cyjanowodér (HCN), ktéry uwaza sie
za prekursora aminokwasow i kwaséw nukleinowych, a takze tholiny, ktore
powstaja z prostych molekul atmosfery Plutona pod wplywem promieniowania
ultrafioletowego. Ich nazwa pochodzi od greckiego tholos (mul), poniewaz
tholiny maja charakterystyczny czerwono-brazowy kolor; zostaly tak nazwane
przez Carla Sagana w celu scharakteryzowania cech atmosfery Tytana,

ksigzyca Jowisza. Tholiny zostaly wykryte na Plutonie w poblizu lodowych
wulkanéw (powierzchnia Plutona pokryta jest w wielu miejscach wzgérzami
lodu H2O!). Jest mozliwe, ze niepozorny Pluton ukrywa pod swoja powierzchnia
wodny ocean; podobnie przypuszcza si¢ w przypadku Tytana, Europy

i ksiezyca Saturna, Enceladusa. W odréznieniu od ksiezycéw duzych planet
wnetrze Plutona nie jest rozgrzewane oddzialywaniami ptywowymi, ale,
najprawdopodobniej, resztkows radioaktywnoécia. Dostep do Zrodel energii
oraz dostatek prostych zwiazkéw materii organicznej jest silng przestanka do
twierdzenia, ze nawet na Plutonie moga wystapi¢ warunki sprzyjajace powstaniu
zycia.

Michat BEJGER

Niebo w grudniu

Grudzien odznacza si¢ najdtuzszymi nocami w ciagu roku, stad mogloby sie
wydawacé, ze wlagnie w grudniu mitosnicy astronomii maja najwiecej okazji

do przygladania si¢ cialom niebieskim. Niestety, grudniowe noce bardzo czesto sa
zachmurzone lub zamglone i w rezultacie liczba godzin, ktéra mozna poswieci¢
na obserwacje, nie jest taka duza. 21 grudnia Stonice osiagnie najbardziej

na potudnie wysuniety punkt ekliptyki. Ten dzien bedzie najkrétszym dniem

w roku, na pénocnych krancach Polski od wschodu do zachodu Storica minie

7 godzin i 12 minut, podczas gdy na potudniowych — godzine wigcej. Moze si¢
wydawac, ze tego dnia réwniez zdarzy si¢ najpézniejszy wschéd i najwezedniejszy
zachdd Stonca. Lecz tak nie jest. Najwczesniejszy zmierzch ma miejsce okoto

12 grudnia, natomiast najp6zniejszy Swit — okoto 1 stycznia, ale coraz pozniejszy
zachod nie kompensuje coraz p6zniejszych wschodéw, przez co dzien si¢ skraca
az do przesilenia zimowego.

W grudniu promieniuja dwa znane roje meteoréw. Pierwszym sa Geminidy,
ktore mozna obserwowaé od 4 do 17 grudnia, z maksimum w okolicach
14 grudnia. Jest to jeden z obfitszych rojéw meteoréw w ciagu roku.
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W maksimum mozna spodziewaé si¢ nawet

120 meteoréw na godzine. Radiant roju znajduje

si¢ niecale 2° na péinocny zachéd od Kastora

z Blizniat i géruje przed godzina 3 na wysokosci

ponad 70°. Drugim rojem sa Ursydy, majace swoj
radiant w gwiazdozbiorze Malej Niedzwiedzicy, prawie
2,5 stopnia od gwiazdy Kochab, czyli zachodniego

kota Matego Wozu. Ursydy promieniuja od 17 do

26 grudnia, z maksimum 22 grudnia, kiedy to mozna
spodziewaé sie okolo 10 meteoréw na godzine. Meteory
z obu rojow maja podobne predkosci, odpowiednio

351 33 km/s. Oba réwniez sa widoczne cala noc.
Obserwacji obu rojéw Ksiezyc zbytnio nie popsuje,
gdyz podczas obu maksiméw Srebrny Glob bedzie 4 dni
przed lub po nowiu, w fazie okolo 15%. Zatem jesli tylko
pogoda pozwoli, to warto sie¢ wybraé¢ na ich obserwacje,
oczywiscie pamictajac o odpowiednim ubraniu sie.

Ksiezyc mocno rozswietli noce na poczatku i na koncu
miesiaca, gdyz 3 grudnia przejdzie on przez pelnie,

10 grudnia — przez ostatnia kwadre, 18 grudnia — przez
noéw, 26 grudnia — przez I kwadre i ponownie przez
pelnie 2 stycznia. Podczas grudniowej pelni Ksiezyc
zakryje Aldebarana, jedng z jasniejszych gwiazd na
niebie, lecz tym razem zjawisko widoczne bedzie

w potnocno-zachodniej czesci Ameryki Péinocnej

i zachodniej czesci Azji. W Polsce w chwili zachodu

3 grudnia rano Ksiezycowi zabraknie 1,5 stopnia do
gwiazdy v Tauri, najbardziej na zachéd wysunietej
gwiazdy Hiad i jednocze$nie ponad 5° do Aldebarana.
Wieczorem, okoto godziny 18 tego samego dnia,
Srebrny Glob znajdzie sie juz ponad 2° na wschod od
Aldebarana. Wiecej szczescia bedziemy mieli w nocy

z 30 na 31 grudnia, gdy Ksiezyc przejdzie przez Hiady
drugi raz w tym miesiacu. Z Polski da sie obserwowaé
cale przejscie Ksiezyca przez te gromade gwiazd. Jak
zawsze naturalny satelita Ziemi zakryje najpierw
gwiazde v Tauri (okolo godz. 18:20, odkrycie niecale
50 minut pézniej). Aldebaran zniknie za ksiezycowa
tarcza 8 godzin pdézniej. Oczywiscie, miedzy v Tau

a Aldebaranem jest kilka slabszych gwiazd, ktore
roéwniez zostang zakryte.

5 dni po zakryciu Aldebarana Ksiezyc dotrze

do gwiazdozbioru Lwa. Tym razem za tarcza

Srebrnego Globu, oéwietlona w 65%, zniknie Regulus —
najjasniejsza gwiazda tej konstelacji. Zakrycie zacznie sie
okolo godziny 22:25, tuz po wschodzie Ksiezyca i potrwa
do mniej wiecej 23:15. Bedzie to jedyne dobrze widoczne
w Polsce zakrycie Regulusa z catej serii, trwajacej od
listopada 2016 do kwietnia 2018 r. Kolejne zakrycie
nastapi co prawda za miesiac, 5 stycznia, lecz w Polsce
bedzie widoczny tylko poczatek i to juz po wschodzie
Stonca. Poludniowa granica kolejnego zakrycia, 1 lutego,
przejdzie okoto 200 km na péinoc od granic Polski.

I to by byto na tyle. Przez kilka nastepnych lat Ksiezyc
bedzie mijat Regulusa od poéinocy. Podczas kolejnej

serii zakryé Regulusa w latach 2025-26, przy powrocie
Srebrnego Globu na poludnie od ekliptyki, z Polski
réwniez da sie obserwowaé tylko jedno zakrycie tej
gwiazdy przez Ksiezyc, 29 marca 2026 roku.
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7 planet Uktadu Stonecznego na niebie wieczornym
mozna obserwowadé tylko Neptuna w Wodniku i Urana
w Rybach. Neptun goruje w godzinach 17-18, kreslac
swoja petle po niebie niewiele ponad 0,5 stopnia

od gwiazdy A Aqr, ktéra znakomicie moze stuzyé

jako niebowskaz przy szukaniu tej planety. Jasnosé
Neptuna w grudniu ostabnie do +47,9™. W Wigilig¢
Bozego Narodzenia z Neptunem spotka si¢ Ksiezyc

w fazie 33%, mijajac planete w odleglosci 2,5 stopnia.
Uran na poczatku stycznia zmieni kierunek ruchu

7 wstecznego na prosty, stad pod koniec miesiaca prawie
nie bedzie poruszal si¢ wzgledem gwiazd. Planeta
zajmie pozycje okoto 3,5 stopnia na zachéd od gwiazdy
o Psc i jednoczesnie niecale 3° na péinoc od gwiazdy

u Psc, gorujac 2,5 godziny po Neptunie. Jasnoé¢ Urana
w grudniu wyniesie +5,8™ i bedzie to odpowiednio

1,5 oraz 1™ stabiej od wymienionych przed chwila
gwiazd. Ksiezyc odwiedzi Urana 27 grudnia, kiedy minie
go w odlegloéci ponad 5,5 stopnia, majac faze 64%.

Na niebie porannym przez caly miesiac Mars bedzie
zmniejszal dystans do Jowisza, przy ciaglej poprawie
warunkow obserwacyjnych obu planet. Mars rozpocznie
miesiac w Pannie, nieco ponad 3° na péinocny wschéod
od Spiki i jednoczesnie ponad 16° na pélnocny

zachod od Jowisza. 31 grudnia réwniez Mars dotrze

do gwiazdozbioru Wagi, a jego dystans do Jowisza
zmniejszy sie do 3°. Towarzystwa planetom dotrzyma
gwiazda Zuben Elgenubi, oznaczana na mapach nieba
grecka literg . 23 grudnia Jowisz minie te gwiazde 40
na péinoc. Mars uczyni to samo na poczatku stycznia
w prawie tej samej odlegltosci. W trakcie miesiaca
Mars pojasnieje z +1,7 do +1,5™, jednak jego tarcza
caly czas bedzie miala $rednice 4”. W tym samym
czasie Jowisz zwiekszy swoja jasnos¢ z —1,7 do —1,8™,
a jego tarcza uro$nie do 33”. W dniach 13-15 grudnia
obie planety minie zblizajacy sie do nowiu Ksiezyc.

13 grudnia Ksigzyc w fazie 22% przejdzie 6° na pdinoc
od Spiki, do Marsa braknie mu ponad 1° wiecej. Kolejnej
doby jego faza spadnie do 14% i utworzy on tréjkat
rownoramienny z Marsem i Jowiszem. 15 grudnia
Ksigzyc w fazie 8% znajdzie si¢ prawie 8° na lewo od
Jowisza. Natomiast jeszcze kolejnego dnia widoczny
bedzie bardzo cienki sierp Srebrnego Globu na 2 dni
przed nowiem. 3° na potudnie od niego znajdzie sie
tuk gwiazd z péinocno-zachodniej czeéci Skorpiona,

z gwiazdami Graffias i Dschubba.

W drugiej potowie grudnia na porannym niebie pokaze
sie Merkury, ktory 1 stycznia osiagnie maksymalna,
elongacje zachodnia, ponad 23° od Stonca. Planeta
zacznie szybko wznosié¢ sie nad widnokrag w trzeciej
dekadzie miesiagca, pokazujac sie na godzine przed
$witem na wysokosci prawie 6° nad punktem SE
widnokregu. Merkury pozostanie widoczny do potowy
stycznia. Poczatkowo znajdzie si¢ on okoto 8° na pdéinoc
od Antaresa w Skorpionie, a juz w styczniu spotka sie

z Ksiezycem i powracajacym na nocne niebo Saturnem.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pierwsza jednoczesna detekcja fal
grawitacyjnych i fotonéw

Grawitacja jest jednym z czterech podstawowych
oddziatywan znanych fizykom. Mimo ze do$wiadczamy jej
w codziennym zyciu, jej natura jest najstabiej zbadana
zwlaszcza w warunkach odbiegajacych od ziemskich.
Obserwacje Kosmosu pozwalaja nam na $ledzenie
proceséw zachodzacych w ogromnych, nieosiaggalnych na
Ziemi polach grawitacyjnych, i w ten sposob testowad
nasze teorie. Jak do tej pory $wietnie sprawdza sie
ogoélna teoria wzglednosci Einsteina: opis sposobu, w jaki
masy zakrzywiaja wokoét siebie przestrzen i zmieniaja
tempo, w jakim plynie czas. Jesli masy poruszaja si¢

w czasoprzestrzeni z przysSpieszeniem, to faluje ona

i drga proporcjonalnie do wielkosci mas i szybkosci

ich ruchu. Zmienne w czasie zachowanie sie odlegltosci

i przeplywu czasu w czasoprzestrzeni, wywotane ruchem
mas, nazywamy falami grawitacyjnymi.

Detektory fal grawitacyjnych Advanced LIGO (USA)

i Advanced Virgo (projekt europejski, do ktérego nalezy
takze polski zesp6t Polgraw [1]) zostaly zbudowane w celu
wykrywania fal grawitacyjnych emitowanych przez odlegte,
kosmiczne katastrofy. Projekty LIGO i Virgo od lat
wspolpracuja, dokonujac wspolnie detekcji i analizujac
dane. Do tej pory zarejestrowaliSmy 4 zjawiska, ktore
polegaja na zderzeniu si¢ czarnych dziur o masach
kilkadziesiat mas Stonca kazda, i ich polaczeniu sig

w jedna, wieksza, szybko krecaca sie czarng dziure.
Ostatnie nowosci w tej dziedzinie to tegoroczna Nagroda
Nobla z Fizyki oraz pierwsza w historii detekcja fal przez
sie¢ trzech detektoréw; Advanced Virgo zaczal naukowe
obserwacje 1 sierpnia 2017 roku. Dzieki temu po raz
pierwszy w historii mozliwy byl pomiar polaryzacji fal
grawitacyjnych (fale grawitacyjne, podobnie jak fale
elektromagnetyczne, maja dwie niezalezne polaryzacje).

Opisywana dzi$ kolejna obserwacja fal grawitacyjnych
pochodzi z nowego typu zrédel: uktadu podwdjnego
gwiazd neutronowych. Gwiazdy neutronowe to najbardziej
ekstremalne, najgestsze obiekty znane nauce — jedna
lyzeczka materiatu gwiazdy neutronowej wazy mniej
wiecej tyle, co cala obecnie znajdujaca sie na Ziemi
populacja ludzka! Powstaja podczas eksplozji gwiazd
supernowych, podczas ktérych materia jest zgniatana
do gestosci wielokrotnie wigkszych od gestosci jader
atomowych. Takiej materii nie da sie w zaden sposob
wyprodukowaé i zbadaé na Ziemi.

17 sierpnia 2017 roku globalna sieé¢ trzech detektoréw
Advanced LIGO i Advanced Virgo zarejestrowala trwajacy
ponad 100 sekund bardzo wyrazny sygnal ,éwierku”,
oznaczony symbolem GW170817, wyemitowany przez
zapadajacy sie uktad podwdjny. Dtugosé sygnatu, jego
zakres czestotliwodci oraz zmierzona masa ¢wierku

M. = (mym2)®/®/(my + ma)'/® (gdzie my, my to

masy skladnikéw), réwna 17188f8;88§ Mg wskazuja na
uklad gwiazd neutronowych. Tracacy energie uklad
zacie$nia sie az do momentu zderzenia, kiedy to gwiazdy
lacza sie w jeden goracy, niestabilny obiekt. Okoto
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At = 1,74 + 0,05 sekund po momencie zarejestrowania
zderzenia obserwatoria satelitarne Fermi oraz INTEGRAL
zarejestrowaly blysk energetycznego promieniowania:
krétki btysk gamma, oznaczony GRB 170817a. Podobne
zjawiska sa znane astronomom od ponad 50 lat: sa
najjasniejszymi elektromagnetycznymi kataklizmami,
widocznymi z kosmologicznych odlegtosci. Lokalizacja
zrodla dostarczona przez satelite Fermi byla, niestety,
bardzo przyblizona. Na szczedcie dzieki temu, ze

w obserwacjach fal uczestniczyt trzeci detektor — Advanced
Virgo — ktéry dodatkowo znajdowal sie w bardzo
dogodnym potozeniu wzgledem kierunku na zrédtlo,
mozliwa byta precyzyjna lokalizacja pozycji zrédla na
podstawie jedynie danych z LIGO i Virgo: pola 28°
kwadratowych w gwiazdozbiorze Hydry. Dzieki tej
informacji rézne rodzaje teleskopéw szybko namierzyty
nowe zrédla $wiatta w galaktyce NGC 4993. Znajduje

si¢ ona w odlegtosci w pelni kompatybilnej z wartoscia
40*%, Mpc wynikajaca z detekeji fal. Prawdopodobiefistwo
zbiegu okolicznosci (czyli odnotowanie niezwigzanych
séwierku” i blysku gamma) jest mniejsze niz 5 - 1078.
Szybka lokalizacja pozwolila na obserwacje fotonéw
pochodzacych z wybuchu oraz jego pdzniejszej ewolucji

w $wietle widzialnym, ultrafiolecie, podczerwieni,

w zakresie radiowym i X. Pelna lista prac w [2].

Czego nowego nauczymy si¢ z obserwacji GW1708177

Po pierwsze, mamy dostep do zupelnie nowej metody
pomiaru odlegtosci we Wszechswiecie, niezaleznej

od tradycyjnych metod polegajacych na ,$wiecach
standardowych”. Uklad podwdjny bedacy ,syrena
standardowa” [3] dostarcza odleglosci d, ktéra mozna
poréwnad ze znang predkoscia ucieczki vy galaktyki

NGC 4993, czyli zastosowaé prawo Hubble’a: vy = Hyd.
Otrzymujemy w ten sposob nowy pomiar stalej Hubble’a,
Hy = 70,0féi}0 km s~! Mpc ™! i nowe oszacowanie tempa
rozszerzania si¢ Wszech$wiata. Poréwnanie przesuniecia
czasowego pomiedzy falami grawitacyjnymi i fotonami
przydaje sie do obliczenia predkosci fal grawitacyjnych
vew: (vew — ¢)/c = cAt/d. Predkosé vaw okazuje sie byé
bardzo bliska c: vgw = cfgigggggé m/s. Analiza ostatnich
orbit i zderzenia sie gwiazd neutronowych pozwala na
wykluczenie niektorych teorii opisujacych materie gesta:
obserwacje preferuja gwiazdy o promieniach mniejszych od
14 km, a pozostato$¢ po zderzeniu ma mase co najmniej
2,74"‘8’8‘11 Mg — jest albo ciezka gwiazda neutronowa,

;

albo lekka czarng dziura, co z pewnoscia da do myslenia
astrofizykom od gestej materii. Obserwacje Swiecenia
pozostaloéci po zderzeniu wyjasniaja pochodzenie metali
ciezszych od zelaza. Swiatlo widzialne i podczerwone
pochodzi z rozpadu ciezkich radioaktywnych pierwiastkow
powstalych z materii gwiazd neutronowych rozrzuconych
po zderzeniu. Z obserwacji GW170817 wynika, ze
przewazajaca wiekszo$¢ m.in. zlota i platyny, ktore
znajdujemy obecnie na Ziemi, powstata podczas takich
wlasnie katastrof.

Michat BEJGER

[1] https://polgraw.camk.edu.pl
[2] http://public.virgo-gw.eu/gwl70817_papers
[3] Newtonowskie intuicje dla fal grawitacyjnych, Delta 3/17
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System dziesigtny uzywa 10 cyfr
(od 0 do 9) w taki sposéb:

207 =2-10°+0-10" +7-10°.

Nieujemne liczby mniejsze od 10™
wymagajg najwyzej n cyfr.

Podobnie w innych systemach,
np. w dwéjkowym sa 2 cyfry (01 1),
a liczba 5 wyglada tak:

101=1-2240-2"+1-2%

Nieujemne liczby mniejsze od 2"
wymagaja najwyzej n cyfr.

Krazy anegdota o teleturnieju bazujacym
na grze w 20 pytan, w ktéorym zespoét
matematykéw zastosowal opisang tu
strategi¢. Podobno byl to ostatni odcinek
tego turnieju... Co wigcej, poniewaz
wystarczalo tam 19 pytan, matematycy
pono¢ zaczeli od: Czy wybrane slowo to
szaba”?

1|10 |19 123 25 |8
2 | 11|20 456 20 | 23 | 26
3 1221 78|09 1|14 |17
4|13 f22| 192021 36|09
51423 | |22 |23 [ 24| |21 |24 |27
6 |15 24| [@)|26|27| |12]15]18
7|16 |@)| |10 11| 12 1|47
s [ 17|26 131415 |19 22 |@)
9 (18|27 | |16 | 17|18 | [10 |13 | 16

(2) (b) ()
Rys. 1. (a) Stos z wybrang kartg (25)
sktadamy jako srodkowy i rozdajemy — 25
trafi do srodkowej tréjki w swoim nowym
stosie.
(b) Stos z karta 25 skladamy jako dolny
i rozdajemy — 25 trafi jako srodkowa
karta ostatniej tréojki swojego nowego
stosu.
(c) Stos z 25 sktadamy jako gérny — przed
25 jest 0 dziewigtek, 2 tréjki i 1 jedynka
(czyli 7 kart).

Zadanie 6 pochodzi z XII Olimpiady
Matematycznej Junioréw.

Jeszcze jeden przyktad zastosowania
systemu dwojkowego opisano

w deltoidzie 10/2017.

Jezyki obce Joanna JASZUNSKA

Czasem warto przettumaczy¢ problem na inny jezyk, aby latwiej go rozwiazac.

1. W grze w 20 pytan gracz A wybiera slowo (ze stownika zawierajacego ich
najwyzej milion), po czym gracz B zadaje pytanie typu tak/nie. Po uslyszeniu
odpowiedzi, B zadaje kolejne pytanie itd. Gracz B wygrywa, jesli po uzyskaniu

20 odpowiedzi odgadnie stowo wybrane przez A. Wykaz, ze B zawsze moze wygrac.

2. W grze w 20 pytan wprowadzono nowa regule: gracz B ma zadaé¢ wszystkie
20 pytan jednoczes$nie, zanim ustyszy odpowiedzi. Czy nadal B zawsze moze wygrac?

3. Mamy tali¢ 27 kart. Ktos potajemnie wybiera jedna z nich i méwi, ile kart ma
sie znalez¢ przed nia w talii. Mozemy trzykrotnie rozda¢ karty na trzy stosy po 9,
dowiedzieé sie, w ktérym z nich jest wybrana karta i ztozy¢ te trzy stosy znéw

w jeden. Jak wykryé wybrana karte i ustawi¢ ja na zadanej pozycji?

4. Oblicz 2"+ 214 . 422428 4+ 0 oraz TP + 7L 4 L+ 24T 470

Rozwigzania

R1. Gracz B najpierw pyta, czy wybrane stowo jest w pierwszej polowie stownika.
Potem pyta, czy jest ono w pierwszej potowie odpowiednio pierwszej lub drugiej
polowy itd.; w kazdym kolejnym pytaniu dwukrotnie zaweza obszar poszukiwan.
Poniewaz 1000000 < 220, wigc 20 pytan wystarczy, by zostalo tylko jedno stowo. [J

R2. Nic si¢ nie zmienia, gracz B gra jak dotychczas: numeruje stowa w systemie
dwojkowym (wystarcza do tego 20 cyfr) i w n-tym pytaniu pyta, czy na n-tym
miejscu w numerze wybranego stowa jest cyfra 0. O

R3. Przypusémy, ze przed wybrana karta ma by¢ 7 innych; w systemie trojkowym 7
to 021 (i dowolna liczbe od 0 do 26 tez mozna zapisaé jako 3-cyfrowa). Trzykrotnie
rozdajemy karty na 3 stosy i kolejno sktadamy je tak, by za pierwszym razem
wskazany stos byl w §rodku, za drugim na dole, a za trzecim — na gérze (cyfry 021
czytamy od korca: 1 oznacza $rodek, 2 — ddl, 0 — gore; rys. 1).

Dlaczego ta metoda dziala? Przy ostatnim sktadaniu stoséw kart, wybrana karta
trafia do odpowiedniej z trzech dziewiatek (u nas do gérnej), gdyz pierwsza cyfra
zapisu tréjkowego koduje, ile dziewiatek kart ma by¢ przed wybrana (u nas zero).

We wezedniejszym ruchu, w ramach tejze dziewiatki wybrana karta trafila

do odpowiedniej z trzech tréjek, gdyz srodkowa cyfra zapisu tréojkowego wlasnie
to koduje. Podobnie w pierwszym ruchu karta zostala ustawiona na odpowiednim
z trzech miejsc w ramach swojej tréojki, zgodnie z trzecia cyfra zapisu. O

R4. Latwo obliczyé¢ 10" 4...4+10%2+10* 4+10° = 100...0+...+100+10+1 = 11...1.
Podobnie szukane sumy réwne sa 11...1 w odpowiednich systemach pozycyjnych.

W dwodjkowym liczba 11...1 jest jak 99...9 w dziesigtnym, wigec pierwsza z sum

to 27+ — 1. Analogicznie dla drugiej sumy: w systemie si6demkowym 11...1 =

= 1-66...6 réwne jest £ (7" —1) w dziesigtnym. O

Zadania domowe

5. Jak w 10 ponumerowanych kopertach rozmiesci¢ w sumie réwno 1000 zt, aby moc
zaplaci¢ dowolna catkowita kwote od 0 do 1000 zt bez otwierania kopert?

6. W kazde pole tablicy 4 x 4 nalezy wpisa¢ pewna liczbe catkowita w taki sposéb,
aby sumy liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu byly potegami liczby 2

o wykladniku catkowitym nieujemnym. Czy mozna to zrobi¢ w taki sposéb, aby
kazde dwie z tych oémiu sum byly rézne?

Wskazowka. Warto rozwazy¢ zapis dwojkowy sumy wszystkich liczb w tablicy.

7. Wykaz, ze (1 +¢q)(1+ ¢?)(1 +q22) (AP =14 g+ P+ P+ ...+q2n+1*1.

8. Ciag liczb calkowitych (ay)n>0 definiujemy rekurencyjnie: ag = 0, az, = 3ay,
Q2n+1 = 3ay + 1. Scharakteryzuj wszystkie liczby catkowite s > 0, dla ktérych istnieje
dokladnie jedna para (k,l) spelniajaca warunki k > [ oraz ay + a; = s.

Wskazowka. Dla wyznaczenia a,, nalezy zapisa¢ liczbe n w systemie dwéjkowym
i odczyta¢ w trojkowym.

25
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