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Jakie fale nas kreca?

Zapraszamy na strone¢ www.deltami.edu.pl,

gdzie wszystkie rysunki ilustrujace
artykut mozna zobaczy¢é w wersji
animowanej.

Rys. 1. Schematyczny rysunek fali
podtuznej (np. dzwigkowej). Czasteczki
umieszczone na jednej linii wykonuja
drgania wokél swoich potozen réwnowagi
(trzy czasteczki zostaly wyréznione
kolorem). Kolejne linie reprezentuja

kolejne chwile. Zaktadajac, ze czas plynie

z dotu do géry, widaé, jak zageszczenia
i rozrzedzenia przemieszczajg sig
W prawo.

Rys. 2. Polaryzacje liniowe fali
elektromagnetycznej. Pole elektryczne
(kolor) i magnetyczne (czarne) sa
prostopadte. Pole elektryczne gérnej fali
i dolnej tez sg prostopadle. Méwimy, ze
plaszczyzny polaryzacji tych fal sa
prostopadte.

Szymon CHARZYNSKI

Fale moga przenosi¢ ped i energie. Fala niosaca ped, oddzialujac na obiekt
materialny, moze mu swéj ped przekazaé (czyli zmienié¢ ped obiektu), a wiec bedzie
dzialaé na niego z pewna sila (zmiana pedu w czasie to przeciez sila). Przykladem
takiego zjawiska jest cisnienie promieniowania elektromagnetycznego — swiatto
pochlaniane przez obiekt materialny wywiera na niego ci$nienie, przekazujac

mu swéj ped. Efekt ten, choé¢ mierzalny w laboratorium, w zyciu codziennym

jest praktycznie niezauwazalny, ale ciSnienie wywierane na obiekty materialne,

na przyklad przez fale dzwiekowe, moze byé¢ naprawde duze. Dzwiek silnikéw
startujacej rakiety potrafi kruszy¢ szyby w budynkach w odlegtosci kilku kilometrow
od niej, a fale, ktorych zrédlem sa potezne eksplozje, potrafiag przewracaé¢ budynki.
Fale grawitacyjne, ktore zostaly bezposrednio zaobserwowane w 2015 roku, réwniez
przenosza ped. Symulacje numeryczne procesu zlewania sie dwéch czarnych dziur
sugeruja, ze ped wynoszony w tym procesie z ukladu przez promieniowanie moze by¢
tak duzy, iz powstajaca w wyniku zlania sie czarna dziura moze uzyska¢ predkoscé
rzedu kilkuset, a czasami nawet kilku tysiecy km/s wzgledem $rodka masy ukladu
podwdjnego przed polaczeniem czarnych dziur. Jej ped oraz ped unoszony przez
promieniowanie daja w sumie zero w tym ukladzie, zgodnie z zasada zachowania
pedu. (O zjawisku tym pisalismy wiecej w Ai2))

Skoro fala moze przenosi¢ ped, to nie powinno nikogo dziwié¢, ze moze tez

przenosi¢ moment pedu (w niektérych rejonach Polski nazywany kretem). Skoro

fala przekazujac materialnemu cialu ped popycha je, dzialajac z pewna sila, to
przekazujac mu moment pedu bedzie je rozkrecac, dzialajac momentem sily. Okazuje
sig, ze nie kazda fala niesie moment pedu. Powstaje wigc naturalne pytanie, jak
scharakteryzowac te fale, ktore go przenosza, i czym one si¢ réznia od tych, ktore
momentu pedu nie niosa, czyli jak wyobrazi¢ sobie fale, ktére moga nas rozkrecic.

Jak si¢ za chwile przekonamy, temat ten jest bardzo ciekawy i bogaty, miedzy
innymi dlatego, ze istnieja dwa rézne mechanizmy odpowiedzialne za przenoszenie
momentu pedu przez fale. Méwimy, ze fala moze mieé spinowy moment pedu
zwigzany z polaryzacjg lub orbitalny moment pedu zwiazany z ksztaltem frontu
falowego, przy czym fale poprzeczne moga nie$¢ oba rodzaje, natomiast fale podiuzne
moga przenosi¢ tylko orbitalny. Wyjasnimy sobie teraz wszystkie te pojecia i zwiazki
miedzy nimi w sposéb intuicyjny, odwolujac sie tylko do wyobrazni geometrycznej,
bez uzycia zadnych wzoréw.

Fala podtuzna to taka, dla ktorej drganie osrodka, w ktorym sie rozchodzi, odbywa
sie wzdtuz kierunku rozchodzenia sie fali. Przykladem takiej fali jest fala dzwiekowa,
dla ktérej wielkoscia, ktéra waha sie w czasie, jest ciSnienie. Nasze ucho odbierajac
dzwiek, rejestruje cykliczne oscylacje cisnienia wokél wartosci éredniej, przy czym
czestosé tych oscylacji odbieramy jako wysoko$é¢ dzwigku. Gdyby$my nagle zamrozili
powietrze, w ktérym rozchodzi sie fala, albo zrobili jaka$ technika jego zdjecie,

to zobaczyliby$my zageszczenia (tam ci$nienie jest wieksze) i rozrzedzenia (tam
ci$nienie jest mniejsze). Czasteczki powietrza, zeby sie zageszczaé i rozrzedzac, musza
sie zbliza¢ i oddalaé, przemieszczajac sie wlasnie wzdluz kierunku rozchodzenia sie
fali (rys. 1).

W przypadku fali poprzecznej drganie oérodka odbywa si¢ w kierunku
prostopadlym do kierunku rozchodzenia sie fali. Jezeli szarpniemy napieta strune,
to zacznie ona drgaé¢ wokél polozenia réwnowagi, przy czym zaburzenie, ktére
zapoczatkowalidémy, bedzie rozchodzi¢ si¢ wzdtuz struny. Jest to wiec przyklad

fali poprzecznej, poniewaz wyrézniony punkt na strunie waha sie w kierunku
prostopadlym do kierunku rozchodzenia sie fali. Bardzo waznym przykladem

fali poprzecznej jest fala elektromagnetyczna. Fala taka nie potrzebuje zadnego
materialnego osrodka, zeby sie rozchodzi¢ i nawet najprosciej jest opisywacé jej
rozchodzenie si¢ wladnie w prozni. To, co w tym przypadku drga, to natezenie pola
elektrycznego i magnetycznego. Okazuje sie, ze pola te sa prostopadle zaréwno do
siebie, jak i do do kierunku rozchodzenia sie fali. Dodatkowo wartosci natezen tych
pél sa proporcjonalne, czyli znajomosé wektora jednego z nich (np. elektrycznego)
wyznacza jednoznacznie wektor tego drugiego (rys. 2).

Fala grawitacyjna réwniez jest fala poprzeczna. Zeby taka fale zarejestrowaé, mozna
mierzy¢ odlegto$¢ miedzy dwiema swobodnymi masami prébnymi, spoczywajacymi
wzgledem siebie w pewnej odleglodei (np. dwa swobodnie orbitujace satelity). Jezeli
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Rys. 3. Polaryzacje ,,+” (po lewej) i ,,%
(po prawej) fali grawitacyjnej. Kiedy nie
ma fali, czastki spoczywaja na obwodzie
okregu. Kiedy przechodzi fala, czastki
réwniez spoczywaja, ale odleglosci miedzy
nimi si¢ zmieniaja, co wyglada, jakby
czgstki si¢ poruszaly tak jak na rysunku.

Rys. 4. Ze zlozenia fal
elektromagnetycznych o prostopadtych
polaryzacjach przesunietych w fazie o 90°
(na gorze i na dole) otrzymujemy fale
spolaryzowang kotowo (w $rodku).

Rys. 5. Ze zlozenia fal grawitacyjnych

o polaryzacji ,+” (po lewej) i ,x” (po
prawej) przesunietych w fazie o 90°
otrzymujemy falg spolaryzowang kotowo
(w $rodku).
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Rys. 6. Fala ptaska (po lewej) pada na
przeszkode, w ktorej znajduje sie malty
otwér. Otwor staje sie zrédlem fali
kulistej (po prawej).

odcinek laczacy te masy bedzie lezal wzdluz kierunku rozchodzenia sie fali, to
zadnego efektu nie zarejestrujemy. Jezeli bedzie w poprzek, to zaobserwujemy, ze
odlegtosé migedzy masami probnymi oscyluje. To, co tutaj drga, to czasoprzestrzen,
co manifestuje si¢ wlasnie w zmiennej odlegloéci miedzy spoczywajacymi wzgledem
siebie cialami. Tradycyjnie ilustruje si¢ to zjawisko wplywem fali grawitacyjnej na
masy probne rozmieszczone na obwodzie okregu, tak jak na rysunku 3.

Polaryzacja to zjawisko zwiazane z faktem, ze dla fali poprzecznej drganie

odbywa sie w plaszczyZnie prostopadlej do kierunku rozchodzenia sie fali, czyli

moze odbywacé siec w dowolnym sposrdod nieskonczenie wielu kierunkow. Jezeli
odbywa sie wzdluz jednego ustalonego kierunku, to méwimy o polaryzacji liniowej.
Mozna wyr6zni¢ dwa prostopadle kierunki w plaszczyznie prostopadlej do kierunku
rozchodzenia sig fali (rys. 2) i dowolna polaryzacje liniowa przedstawiaé jako zlozenie
drgan wzdluz tych dwoch wyrdznionych kierunkow. Dlatego méwi sie, ze dla fali
poprzecznej sa dwie mozliwe polaryzacje, bo kazda inna jest zlozeniem tych dwodch.

Jednak na polaryzacjach liniowych zabawa si¢ nie konczy. Ze zlozenia dwdch
prostopadlych drgan o réwnych amplitudach, ale przesunietych w fazie o /2
(czyli 90°), uzyskujemy tzw. polaryzacje kolowg (rys. 4). Skladajac drgania o réznych
amplitudach, mozemy otrzymac kazda z polaryzacji eliptycznych. Dla przyktadu,
wektor pola elektrycznego dla fali elektromagnetycznej spolaryzowanej liniowo
waha sie wzdluz jednego kierunku, a dla fali spolaryzowanej kotowo zatacza okrag,
czyli po prostu sie kreci. Poniewaz pole elektryczne pomnozone przez warto$é
tadunku elektrycznego to sita, jaka dziala na ten ladunek, wigc pod wplywem fali
spolaryzowanej liniowo tadunek wykonuje drgania wzdtuz jednego kierunku, a pod
wplywem fali spolaryzowanej kotowo bedzie wykonywal ruch po okregu — fala po
prostu go rozkreci.

Fala grawitacyjna jako fala poprzeczna ma podobnie jak fala elektromagnetyczna
dwie niezalezne polaryzacje, schematycznie przedstawione na rysunku 3. Tradycyjnie
oznacza sie je ,+” i ,x”. Dla obu polaryzacji, kiedy odlegto$¢ miedzy masami
probnymi maleje wzdluz jednego kierunku prostopadiego do kierunku rozchodzenia
sie fali, rosnie odleglo$é¢ wzdluz drugiego kierunku (prostopadlego do pierwszego).
Polaryzacje ,,+7 i ,,x” roznia sie obrotem o 45°. Ze zlozenia obu polaryzacji
przesunietych w fazie o 90° (tak samo jak dla fali elektromagnetycznej) otrzymuje
sie polaryzacje kolowa (rys. 5).

Spinowy moment pedu jest zwiazany z polaryzacja kolowa w sposéb opisany

w poprzednim paragrafie. Jest jasne, ze skoro fala elektromagnetyczna spolaryzowana
kolowo rozkreca elektron, to przekazuje mu moment pedu. Zeby mu co$ przekazaé,
sama najpierw musi to co$ w sobie mie¢. Jasne jest réwniez, ze skoro spinowy
moment pedu jest przenoszony przez fale spolaryzowane kolowo, to fale, ktorych
zjawisko polaryzacji nie dotyczy, czyli podtuzne, nie moga tego rodzaju momentu
pedu przenosi¢. Moga to robié¢ tylko fale poprzeczne, spolaryzowane w szczegdlny
sposéb. Fala poprzeczna spolaryzowana liniowo ma zerowy spinowy moment pedu.

Front falowy, zwany inaczej powierzchnig stalej fazy, to powierzchnia, na ktérej
wszystkie punkty osrodka, w jakim rozchodzi si¢ fala o pewnej ustalonej czestosci,

sa w jednej chwili w tej samej fazie ruchu drgajacego. Moze to by¢, na przyklad,
chwila maksymalnego wychylenia z polozenia réwnowagi albo chwila przejscia

przez stan réwnowagi. Dla ustalenia uwagi skupmy sie na powierzchniach ztozonych
z punktéw, w ktérych akurat nastepuje przejécie przez stan réwnowagi (wychylenie
jest réwne zeru). Od ksztaltu tych powierzchni biora sie takie nazwy jak fala plaska,
czyli taka, dla ktérej front falowy jest plaszczyzna, czy fala kulista, dla ktérej front
falowy jest sfera (moze trafniej byloby nazywaé je falami sferycznymi?). Te dwa
wymienione przyklady sa szczegdlnie wazne, poniewaz fale kuliste rozchodza sie

z punktowego zrédla, natomiast fale plaskie sa dobrym przyblizeniem wtedy, gdy
rozpatrujemy fale w matej objetosci znajdujacej sie w duzej odleglosci od Zrédia
(rys. 6). Gdy popatrzymy, jak zmienia sie front falowy w czasie, to zobaczymy, ze po
prostu przesuwa sie¢ w kierunku rozchodzenia sie fali (w szczegélnosci dla fali plaskiej
plaszczyzny przesuwaja sie wzdhuz kierunku do nich prostopadlego, a dla fali kulistej
sfery puchna).

Orbitalny moment pedu jest zwigzany z wlasnosciami frontu falowego — po prostu
front falowy musi sie w pewnym sensie kreci¢. Ani fale plaskie, ani kuliste nie moga

niesé¢ orbitalnego momentu pedu, poniewaz nic tam sie nie kreci, a $cislej, nie widacé,
zeby sie krecilo, poniewaz zaréwno plaszczyzna, jak i sfera, obracajac sie, $lizgaja

2



1207
-0,05
-0,1 y

Rys. 7. Ksztalt frontu falowego fali
niosacej orbitalny moment pedu.

Rys. 2

sie po sobie. Nie da sie wiec odréznié¢ frontu falowego w ksztalcie sfery obracajacej
sie od sfery nieobracajacej sie. Typowy ksztalt frontu falowego niosacego orbitalny
moment pedu przedstawia rysunek 7. Ma on charakterystyczny helikoidalny
ksztalt. Powierzchnia ta jest nawinieta wokél pewnej osi (tzw. osi wirowej), na
ktérej amplituda fali znika. O§ wirowa lezy wzdluz kierunku rozchodzenia sie¢ fali

i kiedy front falowy przesuwa si¢ wzdluz tego kierunku, to jego ruch wyglada jak
obrét tej powierzchni woko! osi wirowej ($ruba, ktéra sie obraca i $ruba, ktéra sie
przesuwa, wygladaja tak samo). Oba rodzaje fal (podluzne i poprzeczne) moga
przenosi¢ orbitalny moment pedu, poniewaz nie ma on zwiazku z polaryzacja.
Wiazki fal, niosace orbitalny moment pedu, moga mieé¢ rézna nature (dzwickowe,
elektromagnetyczne, grawitacyjne) i bardzo rézne wlasnosci, ale to, co je wyrdznia,
to wlasnie charakterystyczny ksztalt frontu falowego, ktéry zawsze jest podobny do
tego z rysunku 7.

7 tego, co zostalo powyzej przedstawione, wida¢ juz, ze temat momentu pedu fali
jest bardzo bogaty, a to dopiero wierzchotek géry lodowej. Wiemy, na przyklad, ze
fala plaska albo kulista nie niesie orbitalnego momentu pedu, ale jezeli jest fala
poprzeczng (ktéra moze mieé rézne polaryzacje) to moze nies¢ spinowy moment
pedu. W ogdlnosci wiazki fal poprzecznych moga by¢ nosnikiem obu typéw momentu
pedu i dla skomplikowanych wiazek problem rozdzielenia catkowitego momentu pedu
niesionego przez fale na skladowe spinowsa i orbitalna jest trudny i czasem moze nie
mie¢ jednoznacznego rozwiazania. Okazuje si¢ rowniez, ze wiazki fal, niosace moment
pedu, maja duzo wiecej ciekawych wlasnosci, niz to, ze potrafig rozkrecaé czastki

z nimi oddzialujace. Wiecej o wlasnosciach i zastosowaniach fal niosacych moment
pedu napiszemy w nastepnym numerze Delty.

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1555. Mamy do dyspozycji cztery wyciete z papieru przystajace tréjkaty
prostokatne. Mozemy wielokrotnie wykonywaé operacje polegajaca na wybraniu
jednego z kawaltkéw i rozcieciu go wzdtuz wysokosci, poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego, na dwa mniejsze trojkaty prostokatne. Wykaza¢, ze po wykonaniu
skoniczonej liczby cie¢ zawsze co najmniej dwa kawalki beda przystajace.
Rozwigzanie na str. 23

M 1556. Pigciokat wypukly ABCDE jest wpisany w okrag w o Srednicy AD, przy
czym AB = BC' = CD (rys. 1). Styczne do okregu w w punktach A i D przecinaja
styczng do okregu w w punkcie E odpowiednio w punktach K i L. Proste BK i CL
przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié, ze punkt symetryczny do P wzgledem
prostej BC' lezy na okregu w.

Rozwiazanie na str. 22

M 1557. Dane sa liczby catkowite n > k > 2 oraz tablica n x n. Wyrézniono nk pol
tej tablicy w taki sposéb, ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest dokladnie

k wyréznionych pél, a ponadto kazda para kolumn tej tablicy ma w dokladnie
jednym wierszu obydwa pola wyréznione (np. jak na rysunku 2). Udowodnié,

ze kazda para wierszy tej tablicy ma w dokladnie jednej kolumnie obydwa pola
wyrdznione.

Rozwiazanie na str. 23

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 945. Akwarium w ksztalcie pétsfery o érednicy 30 cm napetniono po brzegi woda.
W wyniku parowania poziom wody po dwéch dobach obnizyl sie o 1 cm. Przyjmujac,
ze temperatura i wilgotno$¢ powietrza w pomieszczeniu, w ktérym znajduje si¢
akwarium, sa stale, znalezé¢ czas, w ciagu ktorego woda z akwarium catkowicie
wyparuje.

Rozwiazanie na str. 8

F 946. Eksperymentator umiescil w zamrazarce mokry Snieg, zmierzyt jego
temperature, ktora wynosita 0°C i powtarzal jej pomiar w réwnych odstepach

czasu. Dziesiatemu i jedenastemu pomiarowi odpowiadaly odpowiednio temperatury
—0,5°C i —4°C. Jaki ulamek masy mokrego $niegu stanowila woda? Cieplo wlasciwe
lodu ¢ wynosi 2,1 -10%J/(kg°C), a cieplo topnienia lodu A wynosi 3,35 - 10°J /kg.
Rozwiazanie na str. 8
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Ciekawe rodzaje btedéw programistycznych
Krzysztof PIECUCH*

* doktorant, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Wroctawski

Mboéwi sig, ze nie ma ludzi nieomylnych. Zgubiony minus w réwnaniu moze
doprowadzi¢ do szatu niejednego matematyka czy fizyka. Podobnie jak

zgubiony $érednik, znak réwnosci czy inna literéwka potrafi sprawié, ze
informatycy po$wiecaja pisaniu programu wiecej czasu, niz mieli zamiar.

Dzi$ cheiatbym porozmawiaé o btedach w programowaniu. Ale nie takich
zwyklych. W niniejszym artykule przedstawie kilka kategorii btedow, ktore
zdarzaja sie bardzo rzadko, ale gdy juz sie zdarza, wprawiaja w zdumienie nawet
do$wiadczonych programistow.

Moim ulubionym rodzajem btedu jest tak zwany
Heisenbug. Gdy w naszym programie pojawia sie blad,
prébujemy go znalezé za pomoca specjalnych programoéow
albo wypisujac po kolei wartosci pewnych zmiennych.
Proces znajdowania bledéw w oprogramowaniu
nazywamy debugowaniem. Heisenbug to btad, ktory
znika, gdy prébujemy debugowaé nasz program. Nazwa
pochodzi od zasady nieoznaczonosci Heisenberga.
Pierwszy raz spotkatem si¢ z tym btedem na studiach,
gdy pisatem projekt w jezyku C. Napisany przeze mnie
program nie wypisywal oczekiwanych wynikéw. Aby
znalez¢é w nim blad, wypisalem na ekran poszczegdlne
kroki algorytmu. Gdy to zrobilem, program — ku
mojemu zaskoczeniu — wypisal poprawne wyniki.
Okazalo sie, ze program zawieral zmienna, ktéra nie
byla zainicjowana (nie nadalem jej wartosci na poczatku
programu). Gdy uruchamiamy funkcje, jej zmienne
umieszczane sa na tak zwanym stosie. Jesli zmienna nie
jest inicjowana, ma warto$¢ w pewnym sensie ,losowa”.

System operacyjny przydziela naszej zmiennej miejsce
w pamieci RAM. W tym miejscu moga znajdowaé sie
jakie$ dane, ktére byly wykorzystywane przez nas albo
inny program. Jesli zapomnimy nada¢ zmiennej warto$é
— bedzie ona zawiera¢ wlaénie takie ,,Smieci”. No dobrze.
Ale dlaczego program zaczal dzialaé, gdy wyswietlatem
dodatkowe informacje? Aby wyswietli¢ informacje

na ekran, uzylem specjalnej funkcji. Ona réwniez ma
swoje zmienne i one réwniez zostaja umieszczone na
stosie. Gdy funkcja wypisujaca zakonczyla dzialanie,
uruchamialem swoja funkcje z niezainicjowana zmienna.
Okazalo sie, ze funkcja wypisujaca zerowala to miejsce,
gdzie pézniej trafiala moja nieszczesna zmienna.
Niezwykly zbieg okolicznosci sprawil, ze program zaczat
dziataé poprawnie.

Kolejnym rodzajem btedu jest Ghost in the Code,

czyli duch w programie. Jest to rodzaj btedu, ktéry
moze pozostaé¢ nieodkryty przez wiele, wiele lat. Jak
powszechnie wiadomo, programisci nie dowodza,
poprawnoéci swoich programéw. Oni je testuja. Moze
sie zdarzy¢, ze pomimo wielu testéw blad w programie
nadal pozostanie. Moze sie¢ tez zdarzyé¢, ze informatycy
nawet udowodnia poprawnos¢ swojego algorytmu,

a blad w jego implementacji nadal pozostanie. Tak
byto w przypadku bardzo popularnego algorytmu.
Wyszukiwanie binarne, bo o nim mowa, polega na
znajdowaniu zadanego elementu w posortowanej tablicy
poprzez dzielenie tablicy na potowe i sprawdzanie
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srodkowego elementu. Jesli sSrodkowy element jest
mniejszy od naszej szukanej wartosci, to musi si¢ ona
znajdowaé¢ w prawej czedci tablicy, w przeciwnym
przypadku — w lewej czesci. Algorytm zostal wymyslony
w 1946 roku. Jak podaje Jon Bentley w swojej

ksiazce Perelki oprogramowania — pierwsza poprawna
implementacja tego algorytmu zostala przedstawiona

w 1962 roku. Ksiazka zostala wydana w 1986 roku.
Zawiera ona implementacje tego algorytmu wraz

z dowodem poprawnosci. Twoércy jezyka Java skorzystali
z tej implementacji w swoim jezyku. Jakie byto
zdziwienie spotecznosci informatykéw, gdy okazato

sie, ze w 2006 roku algorytm wyszukiwania binarnego

w Javie ulegl awarii. Feralng linijka okazala si¢
instrukcja liczaca $rednia arytmetyczna dwdéch liczb.
Informatycy korzystali z prostego wzoru (I + r)/2.
Zastosowany wprost, na komputerach niekoniecznie
dziata poprawnie. Komputery 32-bitowe przeznaczaja
na zapisanie liczby naturalnej 32 bity. Umozliwia to
komputerom zapisanie liczby z przedziatu od 0 do

232 _ 1. Jezeli zaréwno wartoéé¢ zmiennej [, jak i r jest
bliska prawemu krancowi tego przedziatu, moze sie
okazaé, ze suma nie zmiesci sie w 32 bitach. Aby pozby¢
sie tego problemu, informatycy obecnie korzystaja

z nastepujacego wzoru na Srednig arytmetyczna:

(r —1)/2 + 1. Poniewaz algorytm gwarantuje, ze wartos¢
zmiennej r jest zawsze wieksza od zmiennej [, wiec
wszystkie operacje mozemy wykona¢ na 32 bitowych
zmiennych.

Ostatnim rodzajem bledu, jaki chcialem przedstawic,
jest Phase of the Moon. Nazwa wziela sie z zartu

o tym, ze btad wystepuje tak bardzo nieregularnie,

ze najwyrazniej musi zaleze¢ od fazy ksiezyca. Jak
wspomniatem wczesniej — informatycy zazwyczaj

nie dowodza poprawnosci swoich programéw, oni je
testuja. Klopot w tym, ze czasami bardzo trudno
przetestowaé wszystkie btedy w programach. Przyktady?
Prosze bardzo. Do kazdego programu zwyczajowo
dotacza sie dziennik zmian (tak zwane changelogi). Sa
to pliki tekstowe opisujace, jakie dodatkowe funkcje
zostaly dodane, albo jakie bledy zostaly usuniete

w kolejnych wersjach programu. Moim faworytem

jest tutaj program Radiorecorder Web GUIL. W jego
changelogu mozemy przeczytaé¢ — ,Naprawiono blad:
od teraz mozna nagrywac takze w pazdzierniku”.
Najwyrazniej tworcy zapomnieli przetestowad, czy ich
program bedzie dzialal w pazdzierniku, bo w sumie



kto normalny by to sprawdzal. Jaki btad popelnili
tworcy oprogramowania i dlaczego akurat pazdziernik —
mozemy sie tylko domysla¢. Inny program dziatal dobrze
przez 362 dni w roku. Problemem byly tylko srody,
tylko we wrzesniu i tylko po 9-tym dniu tego miesiaca.
Program daty zapisywal po angielsku w formacie:
»Wednesday, September 22 2008”, ale programista
zarezerwowal o jeden bajt za malo dla tego napisu.
Dlatego problem pojawial si¢ tylko, gdy napis byt
najdhuzszy w danym roku — a to zdarzalo sie¢ tylko trzy
razy w roku. Tylko wtedy, gdy nazwa tygodnia byta
najdluzsza, nazwa miesiaca byla najdtuzsza i numer dnia
w miesiacu zajmowal dwa bajty. Inne bledy zwiazane

z czasem dotycza tego, w jaki sposéb komputery go licza.

Niektore systemy operacyjne umozliwiaja mierzenie
czasu za pomoca specjalnych funkcji. Trzeba na nie
czasami bardzo uwazaé. Na przyktad licza one ilogé
milisekund, ktére minglty od czasu wlaczenia sie systemu
operacyjnego.

Licznik liczy modulo 2°2, dodanie jedynki do 22 — 1 i otrzymanie zera
nazywamy przekreceniem sie licznika.

o
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Jedli zmienna, w ktorej ta warto$é jest przechowywana,
jest 32 bitowa to przekreci sie ona po 49 dniach
dziatania non-stop systemu. Malo oséb zostawia
komputer wlaczony na tak dlugo. Z pewnoscig tez

nie robia tego wszyscy testerzy oprogramowania.
Dlaczego warto moéwic¢ o takich rzeczach? Dlatego, ze
moze to mie¢ kolosalne konsekwencje. Na przyktad

z powodu btedéw w liczeniu czasu, 25 lutego 1991 roku
zawi6dl amerykanski system obrony przeciwlotniczej
PATRIOT. Tego dnia iracka rakieta typu SCUD trafita
w barak w Dhahranie (Arabia Saudyjska), zabijajac

28 amerykanskich zoinierzy.

Warto réwniez pamietaé, jaki strach wywotal tak zwany
problem roku 2000. Problem ten zwiazany byl z faktem,
ze w pierwszych komputerach rok zapisywano, uzywajac
jedynie ostatnich dwéch cyfr co czasem powodowalo
pomylenie roku 1900 z rokiem 2000. Do dzisiaj inni
naukowcy $mieja sie z nas, ze informatyka to jedyna
dziedzina nauki, ktéra nie przewidziata nadejécia

XXT wieku.
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The Manga Guide Wszechswiat

Bardzo lubi¢ komiksy i bardzo si¢ ucieszytam, jak tata dal mi nowy komiks

do przeczytania. Tym wigksza byta moja rado$é¢, gdy okazalo sie, ze jest

to manga. Akcja komiksu jest wciagajaca. Zainteresowaly mnie japonskie
legendy, jak, na przyktad, legenda o zbieraczu bambuséw. Bohaterowie komiksu
w ciekawy sposéb dyskutuja na temat odkryé naukowych, np. o tym, czy Stonce
krazy wokél Ziemi, czy Ziemia wokdl Stonca, albo jak Eratostenes doszedl do
przekonania, ze Ziemia jest kulista. Bardzo przyjemna czcionka pozwala szybko
czytac.

Keeniios
M

Kiedy moj tata zaczal przeglada¢ ksiazke, to tez dtugo nie mogt sie od niej
oderwaé. Bardziej od komikséw interesowaly go teksty naukowe wplecione
miedzy nimi. Jego zdaniem dobdr tematéw jest bardzo dobry. Sa opisane bardzo
przystepnie, przejrzyscie, w sposéb przemawiajacy do wyobrazni. Jak powiedzial,
nie znalazt niczego, do czego mégltby sie przyczepi¢ i nawet sam si¢ czego$
ciekawego dowiedziat.

Zosia CHARZYNSKA, 10 lat

Szukajcie (madrze), a znajdziecie (szybko)

Cyberprzestepcy, strzezcie sie! Najmniejszy Wasz $lad nie ukryje sie bowiem
przed Frankiem Biezacym, prywatnym detektywem, specjalizujacym si¢

w algorytmach wyszukiwania. Nic zatem dziwnego, ze po kradziezy dokumentéw
z posterunku policji jej kapitan zwraca sie wlaénie do Biezacego z prosba

o pomoc w ujeciu sprawcoéw. O jego przygodach na drodze do wyjasnienia
zagadkowego rabunku mozecie przeczytaé na stronach Komputerowego
Detektywa autorstwa Jeremy’ego Kubicy. Sledzac zmagania detektywa

z przeciwno$ciami losu (czesto w uroczy sposéb absurdalnymi), Czytelnik
mimochodem opanuje podstawowe algorytmy wyszukiwania oraz zwiazane

z nimi struktury danych (dowie si¢, na przyktad, dlaczego lepiej mieé kolejke
brudnych naczyn niz ich stos). Ksiazka lekka, nietrudna i pouczajaca — warto ja
wyszukaé (dowolnym algorytmem) w pobliskiej ksiegarni!

L.R.
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Programowanie liniowe to klasa takich
zagadnien optymalizacyjnych, w ktérych
wszystkie warunki i funkcja celu maja
posta¢ liniowa. Istnieja standardowe (ale
nie trywialne) efektywne algorytmy
rozwiazujace ten problem.
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Na rysunku przedstawiony jest najwigkszy
okrag mieszczacy si¢ w kolorowym
czworokacie. Srodek tego okregu jest
$rodkiem Czebyszewa kolorowego
czworokata.

Wielokat wypuktly jest przecigciem
pélptaszczyzn o brzegach zawierajacych
boki tego wielokata.
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Programowanie liniowe w geometrii
Anna WOJCIK*

Proste do zdefiniowania i zrozumienia problemy geometryczne czesto sa trudne
do rozwiazania i wymagaja uzycia skomplikowanych algorytméw. Wezmy,

na przyklad, zadanie polegajace na znalezieniu najwiekszego okregu, ktory
mozemy zmieéci¢ w wielokacie. Srodek tego okregu nazywany jest srodkiem
Czebyszewa. Jezeli mamy do czynienia z dowolnie wybranym tréjkatem badz
wielokatem foremnym, srodek Czebyszewa znajduje sie w punkcie przeciecia
dwusiecznych jego dwéch dowolnych katéw. Zagadnienie staje sie o wiele
bardziej skomplikowane, gdy wezmiemy pod uwage dowolny, nieregularny
wielokat.

Zadanie znalezienia najwiekszego okregu, ktéry mozna wpisa¢ w wielokat,

jest réwnowazne zadaniu znalezienia punktu o najwigkszej odlegtosci od

brzegu tego wielokata. Jeden z algorytmoéw numerycznych, ktéry wydaje sie
skuteczny przy rozwiazywaniu tego zagadnienia, nazywany jest algorytmem
sekwencyjnym. Polega on na wybraniu kandydata na poszukiwany srodek
Czebyszewa, skonstruowaniu pewnej siatki wezléw dookola kandydata (w sposéb
deterministyczny badz losowy) i wskazaniu wezta o najwiekszej odleglosci od
brzegu. Wezel ten staje si¢ nowym kandydatem na érodek Czebyszewa, wokot
ktorego konstruowana jest nowa, odpowiednio ,,ciasniejsza” siatka. Procedura ta
powtarzana jest az do osiagniecia pozadanej precyzji.

Opisana metode mozna stosowa¢ do dowolnie wybranych wielokatéw, co jest

jej zdecydowang zaleta, niestety, czasem nie prowadzi ona do znalezienia
interesujacego nas érodka. Jezeli ograniczymy sie¢ tylko do wielokatow
wypuklych, zdecydowanie lepszym podejSciem jest skorzystanie z programowania
liniowego. Sprowadzajac problem do odpowiedniego ukladu liniowych
nieréwnosci, w prosty sposéb mozemy dla dowolnego wielokata wypuktego
znalez¢ najwiekszy okrag wen wpisany, wykorzystujac programowanie liniowe.

Mozna si¢ teraz zastanowié, czy ten ciekawy problem geometryczny ma swoje
zastosowanie w rzeczywistej praktyce. Ot6z opisane wyzej metody stosuje

sie do wyznaczania tak zwanych bieqgunow niedostepnosci, czyli punktéw

na Ziemi o pewnych ekstremalnych cechach geograficznych. Na przyktad,
oceaniczny biegun niedostepnosci to punkt na oceanie najbardziej oddalony
od ladu. Punkt ten zostal wyznaczony w 1992 roku, nazywa si¢ ,Nemo”

i znajduje si¢ na Oceanie Spokojnym, 2688 km od najblizszych wysp. Péinocny
biegun niedostepnosci to niezwykle trudno dostepne miejsce na Oceanie
Arktycznym, znajdujace sie na paku lodowym (wieloletnim, dryfujacym lodzie
morskim), najbardziej oddalone od statego ladu. Kontynentalnym biegunem
niedostepnosci dla Eurazji jest oddalone o 2645 km od najblizszego wybrzeza
miejsce w Chinach.

Przyjrzyjmy sie temu zagadnieniu na przyktadzie Polski. Jesli kontur kraju
przyblizymy wielokatem wypuklym, to postugujac si¢ metodami programowania
liniowego, mozemy odnalezé Srodek Czebyszewa tego wielokata, a zatem
przyblizenie punktu najbardziej oddalonego od kazdej z granic ladowych

oraz wybrzeza. Wielokat zostal wybrany jak na ilustracji obok. Pora na
wyprowadzenie interesujacego nas problemu liniowego.

Wybrany wielokat ma siedem wierzchotkéw. Znajdujemy jego odzwierciedlenie
w uktadzie kartezjanskim za pomoca kalkulatora geograficznego, dostepnego,
na przyklad na stronie www.piast.edu.pl (jednostka sa metry). Teraz
wyprowadzmy siedem nieréwnosci, ktore opisuja zadany wielokat. Rozpatrzmy
prosta, ktora przechodzi przez ten najbardziej wysuniety na poinoc z wybranych
punktéw: 54°75" N, 18°3’ E oraz ten na pélnocnym zachodzie 53°50" N,

14°14" E. W ukladzie kartezjanskim beda to punkty (934076,97; 6061855,94),
(1155571,89; 6220125,62). Rozwiazujac elementarny uklad réwnan, otrzymujemy
wzér szukanej prostej:

158269,68x — 221494,92y + 1194834233344,56 = 0.



Oczywiscie, interesujacy nas obszar znajduje sie ,,pod”
powyzsza prosta, a zatem pierwsza z opisujacych go
nieréwnosci powstaje poprzez zamiang znaku ,="

w powyzszej rownosci na ,,>>". To samo robimy dla
kolejnych szesciu bokéw wybranego wielokata.

Gdy juz znajdziemy siedem polplaszczyzn, ktérych
przeciecie tworzy interesujacy nas wielokat, mozemy
w prosty sposéb sprowadzi¢ zadanie do programowania
liniowego. Najpierw nieréwnosci, ktore uzyskalismy
w poprzednim kroku, przedstawiamy w postaci

Aix + By < Cj,
gdzie i € {1,...,7}. Wybrany wielokat wypukly mozna
wiec zapisaé jako:

W={(xy): Aix+By<Cyi=1,...,7}
Zadanie polega, jak pamietamy, na znalezieniu srodka
Czebyszewa (x.,y.) oraz promienia r kola K o $rodku
w (e, ye) — najwiekszego kola mieszczacego sie w naszym
wielokacie. Mamy zatem trzy nieujemne zmienne
(Ze, Ye, r) oraz funkcje celu réwna r, ktéra bedziemy
maksymalizowaé na pewnym ograniczonym zbiorze.

Zwrbéémy uwage, ze nierownosé A;x + By < C; dla
kazdego punktu (x,y) w kole K zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniona jest nieréwnoéc:

(+) sup{Ai(ze + ) + Bi(ye +y) : Va* +y? <r} < i

(z,y)
4
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Na mocy nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza dostajemy

Ajx + Biy < \/A? + B2\/22 + y2. W tej sytuacii

nieréwnos$¢ (*) moze zostaé¢ zapisana jako

Ajxe + By + /A2 + BXr < C;

a nasz problem mozna sformutowaé¢ w prostej do
rozwigzania przez program postaci: ,,Znajdz trojke
(ZeyYe, ) W zbiorze

{Az.l‘c—FBzyc—i-\/A?—FBngCZ2217,7},

dla ktérej wartosé r jest mozliwie najwigksza”.

Powyzsze zagadnienie mozna tatwo zaimplementowaé

i szybko obliczy¢ w programie Sage
(http://sagecell.sagemath.org/7?q=egjobr). Okazuje
sie, ze obliczajac w ten sposéb, miejsce w Polsce
najbardziej oddalone od wszystkich granic jest potozone
we wsi Jackowice w wojewddztwie 16dzkim, w odlegltosci
24 km od uwazanego za geometryczny srodek Polski
punktu w miejscowosci Piatek.

Programowanie liniowe okazuje si¢ skuteczna i prosta
w uzyciu metoda rozwigzywania wielu zagadnien.
Tutaj pokazaliSmy, jak mozna stosowaé te¢ metode

do rozwigzywania ciekawych zadan geometrycznych,
a posrednio rowniez problemdéw geograficznych.

Whpisywanie w przestrzeni

W poprzednim numerze przedstawiliSmy cykl wzajemnie wpisanych tréjkatow
i dwa wzajemnie wpisane pieciokaty. To bylo na plaszczyznie. A teraz bedzie
przyktad wzajemnego wpisania w przestrzeni trojwymiarowej.

Jesli kartke z widocznym obok rysunkiem zegniemy wzdluz poziomej prostej, R

to zobaczymy dwa wzajemnie wpisane czworosciany — ten z kolorowymi wierzchotkami

i ten z szarymi. Sprawdzmy to.

To, ze S’ lezy na plaszczyznie PQR jest oczywiste — sa na tej samej czesci kartki.

To, ze P’ lezy na plaszczyZnie QRS, wynika z przecinania sie

prostych P’S i QR, bowiem

przecinajace sie proste leza na jednej plaszczyznie,

zreszta tak samo jest z prostymi réwnoleglymi.

Ten sam argument uzasadnia, ze Q' lezy na plaszczyZnie PRS,

a R’ na plaszczyznie PQS.

Tak wige czworo$cian P'Q'R'S’ jest wpisany

Q

w czworo$cian PQRS.
Analogicznie uzasadniamy wpisanie PQRS w P'Q'R'S’.

Wypada tez zauwazy¢, ze w rysunku, ktérego uzylismy,

nie ma nic nadzwyczajnego — kazdy moze bez trudu wykonaé¢ podobny.

Oto przepis:

Rysujemy poziomg prosta, a nad nig byle jaki czworokat, ktérego ani zaden bok, ani przekatna
nie sg poziome. I te boki, i przekatne przecinamy poziomg prosta. Nastepnie dowolnie nazywamy
wierzcholki czworokata literami P, Q, R, S’.

Teraz po drugiej stronie poziomej prostej obieramy dowolnie punkt P’ i laczymy go prostymi z jej
punktami przecigcia z prostymi QR, RS’ i S’Q. Na ostatniej z tak powstalych prostych obieramy
dowolnie punkt R’ i laczymy go prosta z punktem przecigcia prostej poziomej z prosta PS’. ,Przy
okazji” powstal punkt Q’. Gdy polaczymy go z punktem przeciecia prostej poziomej z prosta PR,
powstanie punkt S. Ku naszemu zaskoczeniu prosta R’S trafi tam, gdzie nalezy.

M. K.
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Rozwigzanie zadania F 945.

Proces parowania zachodzi powoli

i z dobrym przyblizeniem mozna przyjac,

ze woda w akwarium jest w réwnowadze

termicznej z otoczeniem o statej

temperaturze, od ktérego pobiera cieplo

uzupelniajace ubytek energii zwigzany

z parowaniem. Masa wody Am, ktéra

wyparuje w ciggu bardzo malego

czasu At, przy stalej temperaturze, statej

wilgotnosci powietrza i braku wiatru,

zalezy tylko od pola powierzchni wody S:
Am = aSAt,

gdzie a jest wspéiczynnikiem
proporcjonalnosci. Zmiana poziomu
wody Ah jest zwiagzana z Am zaleznosScia
Am = pSAh, gdzie p to gestos¢ wody.
Stad

«

Ah = —At.

P
Poniewaz warunki parowania sa stale,
wiec zmiana poziomu wody zalezy liniowo
od czasu i nie zalezy od innych
parametrow, w szczegdlnosci od ksztaltu
naczynia. Skoro po dwéch dobach poziom
wody obnizyt sie o 1 cm, to catkowicie
wyparuje ona z naczynia po 30 dobach.

Rozwigzanie zadania F 946.
Jezeli przyjmiemy, ze odstep czasu
pomiedzy kolejnymi pomiarami
temperatury wynosi At, to temperatura
$niegu wyniosla Ty = —0,5° po czasie
9At, a To = —4° po czasie 10At, przy
czym po czasie 9At cata zawarta w $niegu
woda byla juz zamarzni¢ta. Zapiszemy
bilans cieplny, przyjmujac, ze predkosé
odprowadzania ciepla w zamrazarce jest
stala:
e od poczatku eksperymentu do 10-tego
pomiaru
9 At P = kmX + em|Th],
e od 10-go do 11-go pomiaru
At P = em(|T2| — |T1]),
gdzie P jest energig odprowadzang
w jednostce czasu, m jest masa $niegu,
a k okresla utamek masy wody w $niegu.
Z powyzszych réwnan mamy
_c(9|T2| — 10|T4])
3 .
Po podstawieniu danych liczbowych

dostajemy, ze woda stanowila 0,19 masy
mokrego $niegu.

Ztociakéw nigdy dosyc
Kamila LYCZEK*, Mariusz SKALBA*

Wyobrazmy sobie, ze trafiliSmy do dziwnego kraju, w ktérym jedynymi
dostepnymi $rodkami ptatniczymi sa monety o nominatach a i b. Formy
platnosci nie rozwinety sie na tyle, zeby placi¢ karta lub czekiem, na domiar
zlego wybraliSmy sie do cukierni, w ktérej kasa jest zupelnie pusta i sprzedawca
nie moze wydac¢ nam reszty. Nie chcac traci¢ swoich ztociakéw, rozgladamy sie
za pyszno$ciami w cenach a + a, a + b, xa + yb... Niektorych kwot, oczywiscie,
nie daje sie uzyskaé¢ z nominaléw a i b, a niektére mozna otrzymacé na wiele
sposobdw.

Dla wszystkich wzglednie pierwszych liczb naturalnych a,b > 2 istnieje taka
najwieksza niewygodna kwota n, ze wszystkie kolejnen+1, n+2, n+3...
moga by¢ uzyskane za pomoca tych nominaléw. Wyjasnienie, ze taka najwigksza
niewygodna n faktycznie istnieje, jej postaé oraz pare innych obserwacji
uzytkowania tylko dwéch nominaléw mozna znalezé w Al,. A teraz rzucimy

na sprawe nowe $wiatto.

1. n=n(a,b) = ab— a — b jest najwicksza liczba, ktéra nie jest postaci za + yb
dla z,y > 0 — mimo najwiekszych staran nie uzyskamy jej ze zlociakéw.
2. Doktadnie polowa liczb ze zbioru {1,2,...,n — 1} jest postaci

(%)

3. Jedli z € {1,2,...,n — 1}, to dokladnie jedna z liczb: z albo n — z jest
postaci (x).

z=xa+yb, gdzie z,y > 0.

Wiasnoéci 1 i 2 zostaty udowodnione w A$,. Z obu tych wlasnoéci wynika
wlasno$¢ 3 na mocy nastepujacego rozumowania: nie moze si¢ zdarzy¢, ze

dla pewnego z € {1,2,...,n — 1} obie liczby z oraz n — z sa postaci (x), gdyz
wowczas ich suma z + (n — z) = n tez bylaby postaci (%), a to jest sprzeczne

z wlasnoscia 1 (przeciez n to najwieksza liczba, ktérej nie jesteSmy w stanie
uzyskad!). Tak wiec obie z i n — z nie moga jednoczesnie by¢ postaci (x) — zatem
z wlasnodci 2 otrzymujemy, ze w kazdym zbiorze {z,n — z} dokladnie jedna

z liczb jest postaci (x)!

Dla a =9, b =5 mamy n(9,5) = 31, a liczby przedstawialne w postaci () (ich
zbiér oznaczmy przez P(a, b)), mniejsze od 31, to

P(9,5) ={5,9,10,14,15,18,19, 20, 23, 24, 25, 27, 28, 29, 30}.
Natomiast liczby nieprzedstawialne w postaci (%) mniejsze od 31 to
N(9,5) ={1,2,3,4,6,7,8,11,12,13,16, 17,21, 22, 26}.

Juz na tym prostym przykladzie mozna zauwazy¢, ze istnieja dos¢ dlugie ciagi
kolejnych liczb naturalnych, z ktorych kazda jest przedstawialna. Zachodzi
bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych wzglednie pierwszych a > b > 2 w zbiorze P(a,b)
istnieje ciqgg kolejnych b — 1 liczb naturalnych, ale nie istnieje taki cigg dlugosci b.

Dowé6d. Poniewaz liczby 1,2,...,b — 1 oczywiScie nie sa przedstawialne, wigc
na mocy wiasnosci 3 kolejne liczby n — 1,n —2,...,n — b+ 1 sa przedstawialne.
Gdyby w zbiorze {1,2,...,n — 1} byly kolejne liczby m +1,m+2,...,m+1b,
wszystkie nalezace do P(a,b), to na mocy wlasnosci 3 zadna z liczb n —m — 1,
n—m—2, ..., n—m — b nie bylaby przedstawialna, co jednak jest sprzeczne

z nastepujaca obserwacja: odstepy miedzy kolejnymi liczbami w P(a,b) sa nie
wieksze od b (rzeczywiscie, jesli za 4+ yb € P(a,b), to nastepna liczba naturalna s
w P(a,b) spelnia nieréwnosé¢ s < za + yb + b). O
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Méwigc zupelnie wprost jest to zacheta
do uczestnictwa w Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki im.
Pawla Domanskiego, w ktérym nalezy
przedstawié¢ oryginalne matematyczne
rozumowanie (,,uporanie” si¢

z przedstawiong zachety to dobry
material na konkursowa prace). Konkurs
jest skierowany do uczniéw klas 7-8 oraz
szk6l ponadpodstawowych. Prace nalezy
zgtaszaé¢ do 30 kwietnia. Informacje na
temat Konkursu oraz niektére dotychczas
nagrodzone prace mozna znalezé na
stronie www.deltami.edu.pl.

W sformutowaniu kolejnego twierdzenia wielkosé parametréw a, b nie odgrywa
zadnej roli — w tym sensie ma ono charakter bardziej uniwersalny niz
twierdzenie 1.

Twierdzenie 2. Cigg kolejnych pieciu liczb z P(a,b) zawsze zawiera podcigg
arytmetyczny diugosci 3.

Zanim je udowodnimy w ogdlnosci, zobaczmy, jak to dziala na naszym
przykladzie. Ciag 5,9, 10, 14, 15 zawiera podciag arytmetyczny 5, 10, 15;
ciag 9,10, 14, 15, 18 zawiera podciag 10, 14, 18; ciag 14, 15,18, 19, 20 zawiera
podciag 18,19, 20 itd.

Dowéd. Niech 21 < 29 < 23 < 24 < 25 beda kolejnymi liczbami w P(a,b). Dla
kazdego k € {1,2,3,4,5} istnieja wiec takie liczby calkowite nieujemne xy, yi, ze

2k = xTra + yrb.

Kazdej parze liczb (xy, yx) przyporzadkujmy pare ich reszt modulo 2, np. jesli
(g, yx) = (12,15) to otrzymujemy pare reszt (0, 1). Poniewaz wszystkie pary reszt
modulo 2 to: (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) wiec istnieja rézne liczby j, k € {1,2,3,4,5}
takie, ze x;,x) sa tej samej parzystosci oraz y;, yr sa tej samej parzystodci.
Wynika stad, ze liczba

Zj _gzk _ Zj "’2_ka+ Y —;ykb

jest postaci (%), a zatem

# = zm, gdziem € {1,2,3,4,5},
gdyz liczby 21 < 29 < 23 < 24 < z5 sa kolejne w P(a,b)! O

Zacheta

Zachecamy Czytelnika do napisania programu, ktéry dla danych liczb
wzglednie pierwszych a > b > 2 bedzie generowal zbiory P(a,b). Wtedy mozna
eksperymentowaé z réoznymi konkretnymi parami a,b i na podstawie obserwacji
dostrzegac rézne prawidlowosci. Niektére z nich da sie uja¢ w forme twierdzen,
czyli udowodnié¢ — tak powstaje matematyka.

Pokusimy sie o jeszcze jeden przyklad. Skoro ostatnie b — 1 liczb z P(a,b) sa
kolejnymi liczbami naturalnymi (dowdd twierdzenia 1), to mozna zapytaé

o takie najmniejsze ¢, ze obie liczby ¢ oraz ¢ + 1 naleza do P(a,b). Wiemy, ze

c < ab—a—2b+ 1, ale eksperymentujac z réznymi wartoéciami a, b, dochodzimy
do nastepujacej hipotezy.

Hipoteza. Dla danych liczb wzglednie pierwszych a > b > 2 definiujemy c(a, b)
jako takq najmniejszq liczbe naturalng ¢, Ze obie liczby ¢, ¢+ 1 nalezq do P(a,b)
(tzn. majq postaé (x)). Wowczas c(a,b) mozna otrzymaé w nastepujgcy sposdb.

Niech a/b = [co;c1,. .., ¢k bedzie takim rozwinieciem liczby a/b na ulamek
laricuchowy, ze ¢, > 1 (takie rozwiniecie jest jedyne). Niech f/g=[co;c1,. .. Cr—1].
Wowczas

c¢(a,b) = min(ag,bf).

Teraz pojawiaja sie przynajmniej dwie mozliwosci: mozna prébowac ja
udowodnié¢ lub obali¢! Albo... rzucié¢ sie na glebsza wode i zaczaé¢ badaé
pierwsze pojawienie sie tréjki kolejnych liczb w P(a,b). Niech d = d(a,b) bedzie
taka najmniejsza liczba d, ze d,d + 1,d + 2 € P(a,b) (zakladamy tu, oczywiscie,
ze b > 4 — patrz twierdzenie 1). Na drodze eksperymentéw komputerowych
otrzymalismy

d(13,8) = 63; d(14,9) = 54; d(18,11) = 108.
Niestety, nie potrafimy sformulowaé¢ zadnej hipotezy dotyczacej ,,wzoru”
na d(a,b).
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Pierwiastkowanie pod kreskg

Kazdy z nas obcowal z dziataniami pisemnymi na liczbach naturalnych
— dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem. Z pisemnym

potegowaniem mozna sie rozprawi¢, wielokrotnie stosujac pisemne mnozenie.
Dzielac dwie liczby catkowite, mozemy otrzymac pelne rozwinigcie dziesietne
(okresowe lub skoriczone) albo uzyskaé¢ dowolna dokladnosé wyniku. Tak,
dzialania pisemne sg sprytne. A co z pierwiastkowaniem? Czy istnieje metoda
na pisemne wyznaczanie kolejnych cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby /177

Odpowiedz brzmi: tak.

Opis algorytmu

Algorytm zaprezentujemy na konkretnych przykladach.

Przyklad 1: v/1 048 576
1‘0 4‘8 5‘7 6 la? <1

-1 —>CL1=
4l {aa(20-[1] 4 a2) < 4
-0 —)CLQI
485 |az(20-10 4 a3) < 485
—~404 — a3 =|2]

8176||as(20-102+ ay) < 8176

~8176 — ag =[4]

0
V1048 576 = 1024

Idee algorytmu pierwiastkowania mozna opisaé
nastepujaco (odwolywaé sie bedziemy do przyktadu 1):

1.

Dzielimy liczbe na dwucyfrowe segmenty, poczawszy
od prawej strony — na przykltadzie zaznaczone
pionowymi liniami.

. Dla pierwszego z lewej segmentu (moze byé

jednocyfrowy) szukamy najwigkszej liczby naturalnej
(oznaczmy ja ay), ktérej kwadrat nie przekracza
wartosci liczbowej tego segmentu (a; to pierwsza
cyfra wyniku). Od wartosci liczbowej segmentu
odejmujemy a?.

W powyzszych przykltadach kolejne cyfry wyniku
pierwiastkowania zostaly wpisane w kwadraty.

. Do wyniku odejmowania dopisujemy z prawej

strony cyfry kolejnego segmentu — analogicznie jak

w dzieleniu pisemnym — te liczbe oznaczmy przez R;.
W przyktladzie 1. wynikiem odejmowania 1 — 1 jest 0,
nie wpisujemy go, stad w trzeciej linii dzialania
pisemnego pojawia si¢ samo 4.

. Szukamy takiej najwiekszej liczby naturalnej as, ze

as - (20a; +a2) < Ry (unas as - (20- 1+ as) < 4,
stad az = 0). Liczba as jest kolejna cyfra wyniku
pierwiastkowania.

. Od Ry odejmujemy liczbe as - (20 - a1 + ag)

(w przykladzie jest 4 — 0). Wynik odejmowania wraz

10

Przyktlad 2: V17

17 a%él?—)alz

-16
100 a2(20 -[4]+ a2) < 100
-81 —ap =|[1]
1900 az(20 - 41 + az) < 1900
~ 1644 — a3 =|2]
25600] |aa(20-412 + ay) < 25600
—24729 — as =[3]

871...
V17T =4,123...

z dopisanymi dwoma cyframi kolejnego bloku to Ry
(w przykladzie Ry = 485).

. Przyjmijmy, ze R; = Ri—1 — a;(20 - a1as ... a;—1 + a;)

z dopisanymi po prawej stronie dwiema cyframi
odpowiedniego segmentu. Przez a; oznaczamy i-ta
cyfre (patrzac od lewej) wyniku pierwiastkowania.
W kolejnych krokach szukamy takiej najwigkszej
liczby aj, ze aj - (20 - aras ... aj—1 +aj) < Rj_1.

. Powtarzamy krok 6 do czasu, gdy jakies R;

wyniesie 0 i wszystkie ,niewykorzystane” bloki sa
zerowe, wynik jest wtedy dokladny (do biezacego
wyniku ajas . .. a; nalezy dopisaé jeszcze tyle zer, ile
blokéw zostalo),

albo
konczymy algorytm w dowolnym innym momencie
(wynik jest wtedy przyblizony). Jesli na tym etapie
pozostaly niewykorzystane bloki, za kazdy taki blok
nalezy dopisaé¢ cyfre 0 do wyniku,

albo
procedure mozemy kontynuowaé ad infinitum:
jesli wyczerpaliémy wszystkie segmenty, a wynik
odejmowania nie zeruje sie, mozemy dopisac
nowy blok zlozony z dwoch zer, a kolejne cyfry
wyniku pierwiastkowania dopisywaé po przecinku
(analogicznie do dzielenia pisemnego).



‘Warto zaznaczy¢, ze zaprezentowana
metoda jest w istocie dopelnianiem do
kwadratu najblizszego danej liczbie.

‘W ten sposéb radzono sobie

z pierwiastkowaniem przed erg maszyn
liczacych. Oczywiscie, pierwiastki z wielu
najwazniejszych liczb byly stablicowane
tak, aby mozna byto szybko odwotaé sie
do ich wartosci bez koniecznosci
kazdorazowego wykonywania zmudnych
obliczen.

A tu dla niedowiarkéw dowdd, ze wartosé
V17 faktycznie jest liczba niewymierna.
Gdyby v/17 byt liczba wymierna, czyli
réwnalby sie p/q, mieliby$my 17¢% = p?,
a wtedy w rozktadzie obu stron na liczby
pierwsze po lewej stronie wystepowataby
nieparzysta liczba siedemnastek, a po
prawej parzysta. Sprzecznoscé.

Jezeli stopien n jest liczbg zlozong, na
przyklad n = p - ¢ dla pewnych liczb
pierwszych p i g, to najpierw wykonujemy
algorytm dla stopnia p, a nastepnie dla
stopnia q.

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Dlaczego to dziata?

Sprébujemy krotko uzasadnié, dlaczego taki algorytm dziala. Spéjrzmy na
problem nastepujaco: dana jest pewna liczba n. Szukamy takiej liczby by, ze
(10by + b2)? < n oraz 10by + by jest najwieksza mozliwa liczba. Mozna, oczywiscie,
zgadywad, czego nie polecamy, zamiast tego dokonajmy prostego przeksztalcenia:

(1001 + b2)? = 10063 + 20b1bg + ba® = by - 100 + bo(2 - by - 10 + by).

Gdy wroécimy do algorytmu, przekonamy sig¢, ze w oparciu o wlasnie takie

jak wyzej przeksztaltcenie i jednoczesne zachowanie warunku maksymalizacji
wyrazenia spelniajacego (10b; + be)? < n szukali$my liczb, ktére wpisywali$my
w kwadraty.

Pierwiastki innych stopni

Pokazali$my, jak poradzi¢ sobie z obliczaniem pierwiastka kwadratowego

z dowolnej liczby calkowitej (nawet jezeli ta warto$¢ jest liczba niewymierna).
Ale przeciez stopien pierwiastka moze by¢ inny! Mozemy, na przyklad, chcieé
obliczy¢ /5, 3/105. I céz wtedy?

Autor niniejszego artykulu nie poddal sie! Pierwszym spostrzezeniem byla
redukcja problemu do pierwiastkow, ktérych stopien jest liczba pierwsza. Kolejne
spostrzezenie to analogiczne przeksztalcenie wzoru na odpowiednia potege sumy
dwéch liczb. Mozemy mianowicie zastosowac:

(10by + by)® = (10b1)3 + by (30002 + by (30b1 + b)),
(10by + ba)® = (10b1)° + b2 (50 00067 + bo (10 000b3 + ba (100067 + ba(50b1 + b2)))),

i tak dalej... Powyzsze wzory pozwolily skonstruowaé¢ odpowiednie algorytmy.
Niestety, nie sa to juz tak proste i szybkie procedury (zwlaszcza, gdy

wymdg recznego wykonywania obliczent nadal pozostaje w mocy). Ztozonosé
obliczeniowa wzrasta, natomiast czesé, w ktérej ,zgadywana” jest liczba (kolejne
cyfry), staje sie tym trudniejsza, im wyzszy jest stopien pierwiastka.

PrzejdZzmy od teorii do praktyki. Algorytm obliczania pierwiastkéow stopnia
trzeciego prezentujemy na ponizszym przyktadzie. Zaczynamy od podzielenia
pierwiastkowanej liczby na trzycyfrowe segmenty.

Przyktad 3: {/2 352,637

213520637  |af <1

-1 %alz
1352 a3(300 -[1]” + a2(30 - [1] + a2)) < 1352
3(300.2 +3(30-[1]+3)) = 1197
~1197 —ay =13
155637 |az(300-31% + az(30 - 31 + a3)) < 155 637

3(300 - 312 + 3(30 - 31 + 3)) = 155 637

— as =
V2 352,637 = 13,3

Zachecamy do przesledzenia powyzszego przykladu — Czytelnik powinien
zauwazy¢ podobienstwo do poprzedniego algorytmu oraz ide¢ stojaca za
obliczeniami.

—155637
0

Autor skonstruowal réwniez odpowiedni schemat w celu wyznaczenia liczby

V/2, ale nawet sam po wyznaczeniu drugiej cyfry po przecinku miat juz dosyé
obliczenn (v/2 ~ 1,14). Nie ma jednak powodu do rozpaczy — otrzymany wynik
jest lepszy od wynikéw, ktére mozna uzyskaé prostym kalkulatorem. Te ostatnie
bowiem potrafig zwykle obliczaé¢ jedynie pierwiastki kwadratowe. . .

Malqg Delte przygotowal Karol GRYSZKA*
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Przesuwanie w zadaniach olimpijskich

Michat KIEZA

W tym artykule oméwimy pewna bardzo pozyteczna technike — tzw.
przesuwanie. Polega ona na tym, ze niektére obiekty przesuwamy o pewien
wektor i udowadniamy, ze teza zadania jest niezmiennicza ze wzgledu na
wykonanie tej operacji. Ta metoda pozwala na sprowadzenie rozwiazywanego
zadania do znacznie prostszego. Bardzo czesto ten prostszy przypadek ma
jakis rodzaj symetrii, z ktorej latwo wywnioskowaé teze. Zanim przejdziemy
do rozwigzywania zadan, odnotujmy dwie proste wlasnosci opisanej operacji.

Wtasno$é¢ 1. Jedli punkty A i B przesuniemy o wektor
o, otrzymujac punkty A’ i B’, to przesuniecie

prostej AB o wektor 7 da nam w rezultacie prosta
A'B’ (rys. 1).

Rys. 1

—

Rys. 2 prad A C

Wtlasno$éé 2. Dane sg punkty A i B oraz taki punkt C
na prostej AB, ze %{ = k. Jedli punkt B przesuniemy o
wektor T, otﬂmujadc punkt B’, a punkt C’ na prostej
AB’ spelia % =k, to 6’—& =k- (rys. 2).

Latwe dowody powyzszych wlasnoéci pozostawiamy
Czytelnikowi. Zauwazmy w szczegdlnodci, ze z drugiej
wlasnosci wynika, iz $rodek odcinka AB przesunie sie
o wektor %7, zas punkt symetryczny do B wzgledem
punktu A o wektor — 7.

Uzbrojeni w tytulowa metode i powyzsze wlasnosci
mozemy przej$¢ do rozwiazania kilku przykladéw.

Przyklad 1. (Twierdzenie Hjelmsleva) Dane sa dwa
odcinki AB i A’B’ jednakowej dtugosci. Punkty C' i C’
leza odpowiednio na odcinkach AB i A’B’, przy czym
AC = A’C’. Udowodnié, ze §rodki odcinkéw AA’, BB’
i CC’ leza na jednej proste].

Rozwigzanie. Jesli przesuniemy odcinek A’B’ o pewien
wektor 7, to punkt €’ takze przesunie sie o wektor v.
Ponadto $rodki odcinkéw AA’, BB’ i CC' przesuna sie
o wektor %7 Zatem operacja przesuwania nie wplywa
na prawdziwos¢ tezy.

—

Przesunnmy zatem odcinek A’B’ o wektor B'B (rys. 3).

Obrazem punktu B’ jest, oczywiscie, punkt B, za$ niech
/

1 1 C] beda obrazami odpowiednio punktéw A’ i C’
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Rys. 3

w tym przesunieciu. Wystarczy udowodnié¢, ze punkt B
oraz $rodki odcinkéw C'Cy i AA) sa wspoélliniowe.
Jednakze z rownosci

AB=A'B' = A\B oraz AC = A'C' = A,C
i twierdzenia Talesa wynika, ze odcinki AA} i CCY sa
réwnolegle, a wiec ich érodki lezg na srodkowej trojkata
AALB.
Twierdzenie Hjelmsleva mozna réwniez sprawnie udowodnié, powolujac
sie na fakt istnienia symetrii z poslizgiem (czyli zlozenia symetrii
i przesuniecia), ktéra przeksztalca punkty A, B, C odpowiednio na
A, B, C’. Wystarczy zauwazyé, ze wspomniane w tresci srodki bokéw
muszg leze¢ na osi wykorzystanej symetrii.
Nietrudno zauwazy¢, ze opisang metoda mozna
rozwigzaé zadanie ogdlniejsze.

Dane sq dwa odcinki AB i A'B’ (rys. 4). Punkty C i C’
lezq odpowiednio na odcinkach AB ¢ A'B’, przy czym
AC A
BC ~ BC"
Niech K, L, M bedq takimi punktami leZgcymi
odpowiednio na odcinkach AA’, BB’ i CC’, ze
AK  BL _CM
AK BL COM
Wykazaé, zZe punkty K, L i M leZg na jednej prostej.

Rys. 4

Przejdzmy teraz do nastepnego przyktadu.



Przyktlad 2. (IIT etap 57 OM) Dany jest szeSciokat
wypukly ABCDEF, w ktérym AC = DF, CE = FB
oraz KA = BD. Dowiesé, ze proste laczace srodki
przeciwlegltych bokéw tego szedciokata przecinaja sie
w jednym punkcie.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli przesuniemy tréjkat
BDF o wektor ¥, to srodki wszystkich bokdw
szesciokata ABC DEF przesuna sie o wektor %7
W takim razie kazda z rozwazanych w tredci zadania
prostych przesunie sie takze o wektor %7, wiec teza
zadania jest niezmiennicza ze wzgledu na te operacje.

Skoro tréojkaty ACE i BDF sa przystajace, to maja
jednakowe okregi opisane (rys. 5). Przesufimy wiec tak
tréjkat BDF', aby rozwazane okregi pokryly sie. Niech
O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ACE,
za§ B'D'F’ obrazem trdjkata BDF w tym przesunieciu.
Wystarczy udowodnié, ze kazda z prostych taczacych
srodki przeciwleglych bokéw szesciokata AB'CD'EF’
przechodzi przez punkt O.

Rys. 5

Skoro AE = BD = B'D’, to czworokat AB'D'E jest
trapezem réwnoramiennym o podstawach AB’ i D'E.
Prosta laczaca $rodki bokéw AB’ i D'FE jest jego

osig symetrii, a wiec na niej musi leze¢ $rodek okregu
opisanego na tym trapezie, czyli punkt O. Analogicznie
dowodzimy, ze punkt O nalezy do dwéch pozostatych
prostych taczacych srodki przeciwleglych bokéw
szesciokata AB'CD'EF’.

W kolejnym przyktadzie przekonamy sie, ze metoda
przesuwania moze by¢ takze skuteczna w zadaniach
o polach.

Przyktad 3. W szedciokacie wypuklym ABCDEF
przeciwlegte boki sa réwnolegte. Udowodnié¢, ze trojkaty
ACFE i BDF maja rowne pola.

Rozwigzanie. Wykazemy najpierw, ze przesuwanie
tréjkata BC'D o wektor 7 réwnolegly do bokéw AB
i DFE nie ma wplywu na prawdziwo$¢ tezy (rys. 6
irys. 7). Niech bowiem h bedzie odlegloscia miedzy
prostymi AB i DFE, zas C; i F takimi punktami
odpowiednio na bokach AE i BD, ze proste C'C1,
FFy sa réwnolegte do prostej AB. Wtedy przed
przesunieciem mamy

AACE = %CCl -h oraz ABDF = %FFl - h,

13

za$ po przesunieciu oba pola wynosza odpowiednio
1 1
5(6’01 +v)-h oraz i(FFl +tv)-h
albo
! CCy-h+ L h 1FF h+ L h
z . Zu- or - . Zv-h.
9t 2" a i 2"

Innymi stowy, podczas opisanej operacji oba pola
zmieniajg si¢ o jednakowa wielko$¢, a wiec sa réwne
przed przesunieciem wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwne
po przesunieciu.

Rys. 7

Przyjmijmy bez straty dla ogdlnosci, ze AB > DFE
i przesunmy trojkat BC'D o wektor DFE, otrzymujac
w wyniku tréjkat B'C'E (rys. 8). Wobec obserwacji
poczynionej w pierwszym akapicie wystarczy udowodnic,
ze tréjkaty AC'E i B'EF maja rowne pola. Poniewaz
przesuniecie zachowuje rownoleglosé, to mamy

B'C'||BC||EF oraz C'E||DE||AF.
W takim razie

[AC'E] = [FC'E] = [B'EF].

Powyzsze rozumowanie pozostaje, oczywiscie, prawdziwe,
gdy punkty A i B’ pokrywaja sie.

Opisane rozwiazanie mozna dokonczy¢, inaczej
wykonujac jeszcze raz operacje z pierwszego akapitu
rozwiazania, uzyskujac trapez.

Rys. 8
Ostatni nasz przyktad dotyczy sumy diugosci odcinkow.

Przyklad 4. (I etap 52 OM) Okrag dzieli kazdy bok
rombu na 3 odcinki. Malujemy otrzymane odcinki
kolejno na czerwono, zielono i bialo, zaczynajac od
wierzchotka rombu i poruszajac si¢ po jego obwodzie
w ustalonym kierunku. Wykazaé, ze suma dlugosci
odcinkéw czerwonych jest rowna sumie dlugoéci
odcinkéw biatych.



Rozwigzanie. Niech ABC'D bedzie danym rombem.
Oznaczmy przez Pi, Ps, ..., Ps kolejne punkty przecigcia
danego okregu z bokami rombu. Nalezy wykazaé, ze

AP, +BP; +CPs+ DP; = BP, + CPy + DPs + APy
albo
AP, +CPs — BPy, — DPy = APy + CPy, — BP3; — DP;.

Jedli przesuniemy dany okrag o pewien wektor o
réwnolegly do boku AB (rys. 9), to odcinki AP, i DPg
wzrosna o v (albo zmaleja, jedli zwrot byl przeciwny do
zwrotu wektora AB), za$ odcinki BP, i C'Ps zmaleja o
v (albo wzrosna, jesli zwrot byl przeciwny do zwrotu
wektora B) W takim razie przy takiej operacji liczba
AP, + CPs — BP, — DPg nie zmienia si¢. Jesli teraz
przesuniemy dany okrag o pewien wektor o prostopadty
do boku AB (rys. 10), to odcinki AP; i BP, wzrosng

o pewna wartosé, zas odcinki C'Ps i D P zmaleja

o pewng warto$é (lub na odwrét w obu przypadkach,
gdy zwrot wektora jest w kierunku AB). Zatem i w tym
przypadku liczba AP; + CPs — BP, — D Py nie zmieni
sie. Skoro dowolny wektor mozna przedstawi¢ w postaci
sumy wektora réwnolegltego do AB i prostopadtego do
AB, to przesuwanie danego okregu nie zmienia wartosci
sumy AP; + CPs — BP, — DF;s. To samo dotyczy sumy
APs +CPy— BP; — DPx.

Rys. 10

Przesunmy zatem tak dany okrag, aby jego srodek
pokryt sie ze $rodkiem danego rombu. Wobec
poprzednich rozwazan wystarczy dowie$¢ tezy w tym
przypadku. To jednak natychmiast wynika z symetrii
problemu.
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Na koniec przedstawiamy kilka zadan, ktére mozna
rozwiazaé opisana metoda.

Zadania

1. (I etap 62 OM) W czworokacie wypuklym ABCD
punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw AB

i CD, za$ przekatne przecinaja sie w punkcie E.
Wykazaé, ze prosta zawierajaca dwusieczna kata BEC
jest prostopadta do prostej M N wtedy i tylko wtedy,
gdy AC = BD.

2. (APZM 2005) Dany jest czworokat ABC'D, w ktérym
BC = AD. Na bokach BC' i AD zbudowano na zewnatrz
takie tréjkaty BEC 1 AFD, ze BE = AF oraz CE = DF.
Udowodnié, ze $rodki odcinkéw AB, EF i CD leza na
jednej prostej.

3. Na plaszczyZnie dane sa kwadraty ABCD oraz
A'B'C'D’, przeciwnie zorientowane o bokach
odpowiednio dtugosci a i b. Punkty K, L, M, N leza
odpowiednio na odcinkach AA’, BB’, CC', DD’, przy
czym

AK BL CM DN a

KA~ LB MC' ND' b
Dowiesé, ze punkty K, L, M i N leza na jednej proste;j.
4. Czescia wspolna dwoch jednakowych kwadratow jest
osmiokat. Boki jednego z kwadratéw zostaly narysowane
na czerwono, drugiego za$ na niebiesko. Udowodnié, ze
suma dhigosci czerwonych bokéw o$miokata jest réwna
sumie dtugosci jego niebieskich bokdw.

5. Plaszczyzna przecina krawedzie boczne graniastostupa
prostego o podstawie réwnolegtoboku, tworzac

w przekroju czworokat wypukty D;DoD3Dy. Niech d;

(1 € i < 4) bedzie odlegloécia punktu D; od plaszczyzny
ustalonej podstawy graniastostupa. Udowodnié, ze

dy +d3 = dy + dy.

6. (I etap 53 OM) Plaszczyzna przecina krawedzie
boczne graniastostupa prawidlowego szesciokatnego,
tworzac w przekroju szesciokat wypukly D1 Ds ... Dg.
Niech d; (1 < i < 6) bedzie odlegloscia punktu D; od
plaszczyzny ustalonej podstawy graniastostupa. Dowiesé,
ze

d? +d% 4 d? = d3 +d3 + di.
‘Wskazéwki
1. Przesun punkty B i D o wektor @
2. Przesun wierzcholki tréjkata BC'E o wektor C@

3. Przesun wierzchotki kwadratu A’B’C’'D’ tak, by
punkt A’ przeszedl na punkt A.

4. Przesun jeden kwadrat tak, aby jego $§rodek pokryt si¢
ze $rodkiem drugiego kwadratu.

5. Wykaz, ze czworokat Dy Dy D3Dy jest
réwnoleglobokiem i przesun go tak, aby jego érodek
pokryl sie ze érodkiem podstawy.

6. Udowodnij najpierw, ze di + d3 + ds = ds + dy + dg
(wykorzystaj poprzednie zadanie).
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Klopoty z postepem

Ta audycja spadla mi z nieba, a dokladnie z radia (TOK FM), rozmowa profesor
Magdaleny Popowskiej (UW) z redaktorem Cezarym TLasiczka. Stowa kluczowe:
glifosat, Roundup, Monsanto. Ostatnio dla wielu z nas rzeczywiscie kluczowe
dzieki znakomitej ksiazce Marcina Rotkiewicza ,W kroélestwie Monszatana”.

Firme Monsanto utworzyl w 1901 roku Amerykanin J.F. Queeny, ktéry,
zatrudniajac kilkanascie 0s6b i startujac z kapitalem zakladowym 5 tys. dolaréw,
rozpoczal produkcje sacharyny, waniliny i kofeiny (gléwny odbiorca — Coca
Cola). Od 1933 roku koncern Monsanto zmienil profil na $cile chemiczny. Ta
specjalizacja i specyficzne prawo amerykanskie sprawity, ze rzad zobowiazal
firme, bez mozliwosci odmowy, do wytwarzania na cele wojskowe (wojna

w Wietnamie) wysoce toksycznej mieszanki dwu zwiazkéw zabijajacych roéliny,
uzytych w Wietnamie pod nazwa Agent Orange. Udowodniono potem, ze
produkt ten miat takze zgubny wplyw na ludzi, zabijajac i niszczac zdrowie
wielu. To czarna karta w historii Monsanto.

W 1974 roku firma wypuscila na rynek nowy, niszczacy chwasty preparat
(herbicyd) glifosat, nazywajac go Roundup. Zwiazek ten, pod wieloma
postaciami i odmianami, jest obecnie najczedciej stosowanym herbicydem

w uprawach na calym $wiecie. Biotechnologiczny sukces firma odniosta takze,
wykorzystujac bakterie do komercyjnej produkeji bydlecego hormonu wzrostu
(1994), ktéry po wprowadzeniu do hodowli powodowal istotne zwiekszenie
mlecznosci krow.

Historia Roundupu ma swéj dalszy ciag wynikajacy z postepéw w poznaniu
fizjologii i biotechnologii roélin. Roundup hamuje aktywnosé jednego z enzymow
szlaku syntezy bialek (skutecznie zabija rosline), a celowana zmiana takiego
enzymu w roSlinie (dokladnie — genu, ktéry go koduje) stwarza rogliny odporne
na Roundup. Rodliny uprawne sa odporne, a chwasty zanieczyszczajace uprawy —
wrazliwe. W 1996 roku w pracowniach naukowych Monsanto opracowano metody
wytwarzania soi, kukurydzy i bawelny niewrazliwych na Roundup (Roundup
Ready) — nasiona te mozna bylo wysiewaé na polach spryskanych herbicydem,
ktory eliminowal z uprawy chwasty.

Monsanto odnosi komercyjne sukcesy — w 2016 roku firma zatrudniata 21 tysiecy
pracownikéw, miala zysk 2,38 miliarda dolaréw (w tym samym roku, dla
poréwnania, Apple osiagnal zysk 44,5 miliarda dolaréw). Ruch Greenpeace,
systematycznie wystepujacy przeciw Monsanto, wydal 6 milionéw dolaréw na te
dziatalno$¢ w latach 1999-2012.

O wprowadzeniu do upraw roslin modyfikowanych genetycznie i stosowaniu
Roundupu podejmowane sa decyzje w skali panstw i kontynentéw. Poniewaz
Roundup jest niezwykle wydajnym i skutecznym srodkiem ochrony roslin, wigc
w masowej skali nie ma alternatywy. Po wielu debatach Komisja Europejska
przedtuzata wielokrotnie termin zgody na uzycie w rolnictwie unijnym
Roundupu, ostatni obowiazuje do korca listopada 2017 roku (w chwili gdy
ukaze sie ten numer Delty, decyzja bedzie juz znana). Doszla nowa okolicznosé
— zwiazana z niekonkluzyjnymi badaniami wielu instytucji i agencji nad
potencjalna aktywnoscig rakotwércza herbicydu. Nielatwo znalezé forme dla
takich badan na ludziach — wybrano badania dziesiatkéw tysiecy oséb w rejonie
USA, gdzie stosuje sie Roundup na wielkich obszarach z podobna liczba

ludzi z obszaréw wolnych od Roundupu. Uzyskano w dwu wielkich badaniach
wiarygodne wyniki statystyczne z odpowiedzig na granicy TAK i NIE.

Obecnie w wielkotowarowym, ,,przemystowym” rolnictwie stosuje sie Roundup
kilkakrotnie w ciggu roku. Jednym ze skutkéw jest wyjalawianie gleby z bakterii
i grzybéw, co jest dla mikrobiomu bardzo szkodliwe. Za to mozna zaprzestacé tzw.
glebokiej orki. Polscy rolnicy wielkoobszarowi (70% produkcji rolnej to zboza)
moéwia, ze nie wyobrazaja sobie dalszej produkeji bez Roundupu. .. Taki klincz.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (112):
Ciag arytmetyczny i Kamyczki

Tym razem oméwimy dwa zadania z jubileuszowej X Olimpiady Informatycznej
Gimnazjalistéw w roku szkolnym 2015/2016.

Ciag arytmetyczny: Dany jest cigg n liczb
naturalnych ay,as, ..., a,. Naszym zadaniem jest
odpowiedzieé na q zapytan postaci: czy podstowo

Qi, Qig1, - - -, Aj—1,a; jest ciggiem arytmetycznym?

Zacznijmy od przypomnienia definicji ciggu
arytmetycznego. Otéz, a;, @jy1,...,a;-1,a; jest ciggiem
arytmetycznym, jesli roznice miedzy kolejnymi parami
wyrazéw sa réwne, czyli:

Qi1 — A = Aj42 — Qi1 = .. = Q5 — Aj—1.
Rozwigzanie O(q-n)

Najprostsze rozwiazanie polega na sprawdzeniu dla
kazdego zapytania, wprost z definicji, czy dany ciag jest
arytmetyczny. W tym celu wyznaczamy réznice ciagu
jako r = a;41 — a,;. Nastepnie sprawdzamy, czy réznica
miedzy kazdymi dwoma sasiednimi wyrazami jest
réwna r. Powyzsze rozwiazanie dziala w czasie O(q - n).

Rozwigzanie O(n + ¢ - log(n))
Niech r bedzie ciagiem réznic miedzy kolejnymi
wyrazami:

a2 —a1,a3 —Aa2,a4 —AaA3,...,0n — Ap—1
N N N —

1 T2 T3 Trn—1

Ciag a;, @iy1,...,a;-1,a; jest arytmetyczny, jesli
odpowiadajacy mu ciagg réznic 7, riq1,...,7-1 jest
staly (wszystkie wyrazy sa réwne). Niech zatem z bedzie
najmniejsza liczba w ciagu, zas y najwicksza. Wowczas
wszystkie réznice znajduja sie w przedziale [z;y]. Stad,
jesli x =y, to ciag réznic jest staly, czyli pierwotny

ciag jest arytmetyczny. Do wyznaczenia najmniejszego

i najwigkszego elementu w przedziale mozna wykorzystac
drzewo przedziatowe, ktére pozwala zrealizowaé te
operacje w czasie O(log(n)). Cale rozwiazanie dziata

w czasie O(n + ¢ - log(n)).

Rozwigzanie O(n + q)
Okazuje sie, ze istnieje jeszcze szybsze rozwiazanie.
Zauwazmy, ze ciag réznic mozemy podzielié
na fragmenty o tych samych wartosciach:
1 2 k

AN — —
T1,72,73, 74,755+ -3 Tn—-2,Tn—1

Wéwezas fragment 74,741, ...,7;—1 jest staly,

jesli wszystkie jego wyrazy naleza do jednej grupy.
PrzejdZzmy teraz do opisu generowania grup. Ustalmy,
ze pierwsza roznica tworzy pierwsza grupe. Pozostate
roznice bedziemy przegladali od lewej do prawe;j.

Jesli rozpatrywana roznica jest réwna poprzedniej,

to rozszerzamy poprzednia grupe, w przeciwnym
przypadku tworzymy nowa grupe. Rozwiazanie dziata
w czasie O(n + q).
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Kamyczki: Danych jest n stosow kamyczkow.
Wysokosci kolejnych stosow to ay,as,...,a,. Celem
Malgosi, bohaterki zadania, jest oproinienie wszystkich
stosow. Dziewczyna w jednym ruchu moze opréinié jeden
dowolnie wybrany stos (nazwijmy ten ruch A) lub zabraé
po jednym kamieniu z wszystkich niepustych stoséw
(nazwijmy ten ruch B). Ile minimalnie ruchéw musi
wykonaé dziewczynka, aby opréinic wszystkie stosy?

Obserwacja: Istnieje optymalne rozwigzanie, w ktérym
najpierw wykonujemy ruchy typu A, a nastepnie ruchy
typu B.

Dowéd: Wezmy dowolne optymalne rozwiazanie. Jesli
w tym rozwigzaniu istnieje taki ruch z typu A, ktéry
wystepuje po jakims ruchu typu B, to ruch x nie ma
wplywu na pozostale stosy oraz wczesniejsze ruchy
typu B nie sa konieczne do wykonania ruchu z. Stad
ruch z moze zosta¢ wykonany przed wszystkimi ruchami
typu B.

Na mocy powyzszej obserwacji w optymalnym
rozwigzaniu najpierw wykonujemy ruchy typu A,

a nastepnie ruchy typu B. Zauwazmy, ze maksymalna
liczba ruchéw typu A to n (jest co najwyzej n stoséw
do opréznienia). Dla kazdej mozliwej liczby ruchéw A
(od 0 do n) obliczmy minimalna liczbe ruchéw B, ktéra
pozwoli opréozni¢ wszystkie stosy.

Zastanowmy si¢ teraz, jak dla ustalonej liczby k,
oznaczajacej liczbe ruchéw A, wybraé k stoséw

do usunigcia tak, aby zminimalizowaé liczbe ruchéw B.
Zauwazmy wczesniej, ze po wykonaniu k ruchéw

typu A nalezy wykonaé tyle ruchéw B, ile wynosi
wysokosé najwyzszego z pozostalych stosow. Stad,

aby zminimalizowa¢ liczbe ruchéw typu B, nalezy
wybra¢ k najwyzszych stosow, co minimalizuje wysokosé
najwyzszego z pozostalych stoséw.

Przejdzmy teraz do opisu sposobu znajdowania k
najwyzszych stoséw. Kolejnos¢ stoséw nie ma znaczenia,
dlatego zacznijmy od posortowania ciagu a rosnaco

oraz ustalenia, ze ayp = 0. Wéwczas k najwyzszych
stoséw to: an—g+1, An—k+2,- .., an. Zatem wynik dla
ustalonego k to k + an—j (wykonujemy k ruchéw typu A,
usuwajac k najwyzszych stoséw, oraz a,_j ruchéw

typu B, oprézniajac wszystkie pozostate stosy, z ktorych
najwyzszy ma wysoko$é¢ an,_p).

Najmniejsza liczbg ruchow, potrzebna do oprdznienia
wszystkich stoséw, jest minimum z wynikéw dla
kazdego k od 0 do n. Rozwiazanie dziata w czasie

O(n - log(n)).
Bartosz tUKASIEWICZ
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0s6b, ktére nadestaly rozwigzanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 652, 653
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

652. Znalez¢ przyspieszenie, z jakim spada pionowo w dét okragla metalowa
plytka o masie m w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B,
réwnoleglym do powierzchni Ziemi. Plaszczyzna plytki jest réwnolegla do linii
pola magnetycznego i prostopadla do powierzchni Ziemi. Grubosé plytki d jest
duzo mniejsza od jej promienia R, przyspieszenie ziemskie ma wartosé g.

653. Do waskiego, prostopadlodciennego naczynia nalano pewna ilos¢ cieczy
(rys. 1). Nastepnie naczynie zaczeto obracaé¢ wokdl pionowej osi symetrii.
Przy pewnej predkosci katowej odslonieta zostala k-ta czesé powierzchni dna.
Jak zmienila sie w wyniku tego sita parcia na dno i waskie $cianki boczne

(w poréwnaniu z przypadkiem nieruchomego naczynia)? Ciecz niec wylewa si¢
z naczynia. Napiecie powierzchniowe mozna zaniedbad.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2017

Przypominamy tre$¢ zadan:

644. Poétwalec o promieniu R umocowany jest na poziomej plaszczyznie (rys. 2). Jednorodny
cienki pret o dlugoéci 2R opiera sie na walcu w polowie swojej dlugosci, a jego dolny koniec A jest
unieruchomiony. Po oswobodzeniu pret zeslizguje sie z walca. Nie ma tarcia. Jaka bedzie predkosé
gérnego korica preta B w chwili, gdy zetknie si¢ on z powierzchnig walca?

645. Oszacowad, jaka czes$é ciepta parowania wody zuzywana jest na zwigkszenie jej energii
wewnetrznej przy temperaturze T' = 373 K? Cieplo parowania wody wynosi ¢ = 2,3 - 10° J/kg.

644. Oznaczmy predkosé srodka masy preta w chwili koncowej przez V,

a predko$é katowa ruchu obrotowego wokét srodka masy przez w. Ruch preta
mozemy tez traktowadé jako czysty obrot wokél chwilowej osi obrotu z taka sama,
predkoscia katowa w. Predkosé vp punktu B w chwili koncowej jest styczna

do walca, a predko$¢ v4 punktu A ma kierunek poziomy (rys. 3). Punkt C,
przez ktéry przechodzi chwilowa o$ obrotu, lezy na przecieciu prostopadtych

do predkosci v4 i vp. Z podobienstwa trojkatéw prostokatnych na rysunku 3
otrzymujemy, ze dlugo$¢ odcinka BC wynosi 4R. Z twierdzenia Pitagorasa
dhugo$é odcinka OC jest réwna Rv/17. Wynika stad, ze zwiazek miedzy
predkoécia srodka masy i predkoscia ruchu obrotowego dany jest wzorem

V = wR/17. Poniewaz nie ma oporéw ruchu, zachowana jest energia mechaniczna
preta

(1) mg(hy — hg) = mV?/2 + Iw?/2,

gdzie m jest masa preta, I = mR?/3 jego momentem bezwladnosci wzgledem
osi przechodzacej przez srodek. Wysokosci srodka masy nad powierzchnia
pozioma w chwilach poczatkowej i koficowej wynosza odpowiednio h; = Rv/2/2
i hy = R\/5/5. Podstawiajac to do réwnania (1), otrzymujemy predkosé katowa

3<ﬂ ﬁ)%

26\ 2 5 )R

Szukana warto$¢ predkosci punktu B dana jest wzorem vp = 4Rw.
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Lista uczestnikow ligi zadaniowej

Klubu 44F
po zakonczeniu

roku szkolnego 2016/17 (po 641 zadaniach)

Jan Zambrzycki
Marian Lupiezowiec
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Tomasz Wietecha
Pawetl Perkowski
Aleksander Surma
Jacek Grela

Jacek Piotrowski
Jerzy Witkowski
Andrzej Nowogrodzki
Jedrzej Biedrzycki
Gerard Jachimowicz
Michatl Kozlik
Pawel Kubit

1-444-0,98
1-38,33
29,80
28,77
3-24,30
23,89
12-17,90
2-14,81
4-14,35
13,91
2-12,75
3-11,50
3— 9,49
7,44
5,10

4- 4,57
1,89

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy

przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2015-2017. Liczba
przed kreska wskazuje, ile razy uczestnik

zdobyl juz 44 punkty.

645. Zgodnie 7z pierwsza zasada termodynamiki ciepto ) = gm potrzebne do
zamiany masy m wody w pare¢ podczas wrzenia zuzywane jest na zwigkszenie
energii wewnetrznej oraz prace przeciw sitom zewnetrznego cis$nienia:
gm = AU + p,(V, — V), gdzie V,, jest objetoscia wygotowanej wody, V),
objetoscia powstalej pary, p, = 1013 HPa cisnieniem pary nasyconej wody
w temperaturze 373 K. Z réwnania Clapeyrona p,V,, = mRT/u, gdzie = 18 jest
masa molowa wody. Stosunek gestosci pary nasyconej i wody w temperaturze
373 K wynosi 5,7 - 107%, zatem objetoéé wygotowanej wody mozemy pomingé
w poréwnaniu z objetoscia powstalej pary. Stosunek zmiany energii wewnetrznej
do pobranego ciepta dany jest wzorem
AU 1-RT _
Q g

* ok ok

0,9.

Na poczatku wyrazy skruchy. Na rysunku do tresci zadania 636 odwrotnie
zaznaczony zostal kierunek przewodzenia diody. Rozwiazanie zamieszczone

w sierpniowym numerze Delty jest zgodne z rysunkiem zamieszczonym

w niniejszym podsumowaniu. Prad zaczyna plynac¢ przez zrédlo o sile
elektromotorycznej €g > €1 dopiero wtedy, gdy napiecie na kondensatorze
przewyzsza g i to bylo istota zadania. Bledny rysunek spowodowal, ze
zadanie stracilo sens, a szkoda, bo wydawalo si¢ dosy¢ interesujace. Wickszosé
uczestnikow zbojkotowala je bez komentarza. Poczatek jednego z nadestanych
rozwigzan sugerowal, ze autor milczaco zmienit rysunek na prawidtowy, ale
przedstawione rozumowanie nie doprowadzilo do pomyslnego finalu. W tej
sytuacji zadanie zostalo uniewaznione, a za zaistniala sytuacje wszystkich
Czytelnikow bardzo przepraszam.

Najtrudniejsze w tym roku okazalo sie zadanie 625 (WT = 3,6) z elektrostatyki,
w ktérym trzeba byto obliczyé, o ile podnosi sie ciecz dielektryczna, pod

ktora umieszczona jest naladowana plytka. Proby rozwiazania tego zadania
podjety tylko dwie osoby i byly to rozwiazania obarczone istotnymi btedami.
Wspélcezynnik trudnosci WT = 3,55 miato zadanie 633 z optyki, gdzie nalezato
wyznaczy¢ ogniskowa zwierciadla sferycznego w uktadzie optycznym z soczewka
rozpraszajaca. Jedynym uczestnikiem, ktéry przystal rozwiazanie tego zadania

i w dodatku poprawne, byt pan Jan Zambrzycki. W zadaniu 628 z mechaniki,
o takim samym WT, pytanie bylo o minimalng predkosé¢ poczatkowa zaby
skaczacej przez pétwalec. Wiekszos$é klubowiczow przyjeta tu nieprawdziwe
zalozenie, ze punkt stycznosci zaby z pétwalcem powinien znajdowac sie

w najwyzszym punkcie polwalca. Autorem poprawnego rozwiazania z pelna
dyskusja byl pan Tomasz Wietecha. Pan Tomasz jako jedyny rozwiazal tez
bezblednie zadanie 631 (WT = 3,5) na temat zderzenia sprezystego walcéw.

Kolejne miejsca w rankingu stopnia trudnosci zajely zadania z mechaniki: 622
(WT =3,4)1635 (WT = 3,35). W pierwszym motocyklista mial rozpedzié¢ si¢ na
torze kotowym, optymalnie wykorzystujac site tarcia. Niektorzy uczestnicy nie
uwzgledniali tu faktu, ze przy rozpedzaniu tarcie musi mieé¢ zaréwno sktadowa
dosrodkowa, jak i styczna do toru, co byto sporym zaskoczeniem. W drugim
zadaniu nalezalo wyznaczy¢ stan réwnowagi wahadta z tarciem. I znowu
maksymalna liczbe punktéw w obu przypadkach zdoby?t tu pan Wietecha, mistrz
w rozwiazywaniu zadan z mechaniki.

W zadaniu 627 (WT = 3,18) z termodynamiki trzeba bylo znalezé przyrost
energii wewnetrznej gazu w izolowanym cieplnie naczyniu po obciazeniu ttoka
dodatkowym ciezarkiem. Mimo ze byl to proces nieodwracalny, wigkszo$é
klubowiczow stosowata tu réwnanie przemiany adiabatycznej odwracalnej. Tego
samego typu bledy pojawily sie rok temu, przy okazji zadania 595.

Ciekawostka jest pochodzenie zadania 624 (WT = 2,5), w ktérym nalezalo
wyznaczy¢ najmniejsza dlugosé sprezyny obciazonej ciezarkiem spadajacym

w polu cigzkosci po odchyleniu jej do poziomu i rozciagnigciu. Rozwiazywali je
moi uczniowie na egzaminie do Cambridge. Udalto si¢ im to dopiero po powrocie
do Warszawy, ale na uczelni¢ zostali przyjeci. W Klubie rozwiazali je poprawnie
pan Marian Lupiezowiec i znowu pan Wietecha, ktéry w tym roku po raz 12
zdobyl 44 punkty.
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Dowiesé, ze P(x) >

756. Dana jest liczba catkowita n >
dodatnich liczb catkowitych aq, ...

I\IVVD(CLl7 ceey
Scharakteryzowaé (dla ustalonego n) te uklady aq,...,an

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2018

Zadania z matematyki nr 755, 756

Redaguje Marcin E. KUCZMA

755. Niech P(z) bedzie takim wielomianem o wspélczynnikach rzeczywistych, ze
P(z)+ P'(z) >

0 dla z e R.

2P'(z) dla z €R.

2. Wykazaé, ze dla kazdego ukltadu
, @, zachodzi nieréwnosé
an) - NWW(ay,...,an) <ay-...-an.

(dodatnich liczb

caltkowitych), dla ktérych napisana nier6wno$é staje sie¢ réwnoscia.

Zadanie 756 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2017
Przypominamy tre$¢ zadan:

747. Funkcja f, o wartosciach rzeczywistych, jest okres$lona, wypukta
i rézniczkowalna na zbiorze wszystkich liczb dodatnich; przy tym
[f'(n?)] > 1/n? dlan=1,2,3,.... Udowodnié, ze funkcja f jest
nieograniczona.

748. Czy mozna w pola tablicy o rozmiarach 8 x 8 wpisa¢ liczby
—1, 0, 1 (w kazde pole jedna liczbe) tak, by sumy liczb w wierszach
oraz sumy liczb w kolumnach utworzyty uktad 16 réznych wartosci?
Czy odpowiedz zmieni si¢, gdy bedziemy rozwazali tablice 14 x 14
(i wymagali 28 réznych wartosci)?

747. 7 wypuklosci funkeji f wynika, ze dla kazdej pary
liczb dodatnich g, x zachodzi nieréwnosé

(1) f(@) = f(xo) + f'(20)(z — x0).

Jesli f/(zo) > 0 w jakimkolwiek punkcie zp, to prawa
strona (1) przedstawia funkcje nieograniczona z gory
1 mamy teze.

Dalej zakladamy, ze ' <0
Warunek dany w zalozeniach mowi wiec, ze dla
kazdej liczby catkowitej n > 1 mamy f'(n?) < —1/n2.
W nieréwnosci (1) podstawiamy zg = n?,
i otrzymujemy

F((n=1)%) = f(n?) + f'(n*) (=2n + 1);
stad

F?) = f((n=1)%) < f'(n?)(2n 1) <

NEST

S|

(na calym przedziale (0, 00)).

T = (n_ 1)27

Wrystarczy teraz przesumowac te zwiazki po

n=1,...,N:
f(N?)ff(0)<7(1+%+...+%).

Wyrazenie w nawiasie przybiera warto$ci dowolnie
wielkie, zatem funkcja f jest (w rozwazanym przypadku)
nieograniczona z dohu.

748. Macierz (tabelke) o wymaganej wlasnosci, rozmiaru
n X n, mozna utworzy¢ dla kazdej liczby parzystej n
(wigc i dla 8, i dla 14). Przykladowa konstrukcja:

Niech n = 2m i niech J oznacza macierz m X m, ztozong
z samych jedynek, za§ K — macierz m X m, majaca
jedynki na gléwnej przekatnej i nad nia, a ponizej
przekatnej zera. Tworzymy macierz M rozmiaru n X n
(o wyrazach —1,0,1):

K J
—J K-J }
Nietrudno sprawdzi¢, ze sumy liczb w kolejnych
kolumnach macierzy M tworza ciag rosnacy wszystkich
liczb caltkowitych od —m-+1 do m, natomiast sumy liczb
w kolejnych wierszach tworza ciag malejacy wszystkich
liczb catkowitych od 2m do —2m-+1, z pominigciem tych
uzyskanych juz jako sumy kolumn. Macierz M ma wigc
zadana wlasnosé.

M = { (postaé blokowa).

* ok 3k

Liga matematyczna zyje pelnia zycia. Zamykamy jej trzydziesty szdsty

sezon. Pojawilo si¢ w niej 766 uczestnikow. Najstarszy (stazem) wystartowal
przed trzydziestu szesciu laty, wraz ze startem ligi. Lider zaliczyt

18 czterdziestoczteropunktowych rund; wiceliderzy — po 13. Lider lacznej
(nieoficjalnej) klasyfikacji M+F: 11 4+ 12 (!). Wszyscy oni wciaz w $wietnej formie.

Liga zyje. Nie wszyscy jej uczestnicy zyja. Chwila smutnej zadumy nad tymi,

ktorzy odeszli. . .

* ok ok

Teraz wybrane zadania (w skrétowym oméwieniu). Wyjasnienie skrétdw:
WT — wspélezynnik trudnoéci; LPR — liczba poprawnych rozwiazan.

Zadanie 727. [Tréjkat foremny (bok n > 2

) podzielony na n? tréjkacikow;

wierzcholki siatki biate/czarne. Ruch: zmiana koloru punktéw na prostej
zawierajacej bok jakiego$ tréjkacika. Mozna od stanu: wszystkie biale dojsé

do stanu: dokladnie jeden czarny?] (WT=3,22; LPR=4).

Jest to mozliwe dla

n = 2, 3, niemozliwe dla n > 4. Argumentacje z rozwiazania firmowego (przez
analize sytuacji na wybranych szedciokatach o boku 1) przedstawili Piotr Kumor
i Janusz Olszewski. Dwa pozostale dobre rozwiazania (Szymon Kitowski
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej i Adam Dzedzej) byly oparte na formalnych rachunkach w Zg i prowadzity do

Klub 44 M tezy poprzez wykazanie, ze jedli zostaje jedyny punkt czarny, to musi on by¢ albo
po zakoficzeniu sezonu k

(roku szkolnego) 2016,/17 srodkiem wyjsciowego trojkata, albo srodkiem jego boku. Byly ponadto préby
Marcin Kasperski 34383 dowodow. 1ndukcyjny§h, Jednalf z problen}?m logicznym: przy mechfix}lcznym
Adam Dzedzej ~ 24322 stosowaniu przestanki indukecyjnej (do tréjkata zanurzonego w wyjsciowym)
?;lfzgjeilgwgikomki - i:gé’gi zmienia si¢ zbiér ruchéw zabronionych — chodzi o proste przechodzace przez
Marek Gatecki ~ 5-37.76 dokladnie jeden wierzcholek.
Jedrzej Garnek - 2-37,64
Krzysztof Maziars ~ — 37,45 Zadanie 731. [f: R\ {0} = R\ {0}; f(zyf(z+y))=f(x)+ fly)= f=7]
ﬁfﬁ:: ﬁ?ﬁggk - 2738’38 (WT=3,13; LPR=5 (77)). Wychodzi f(x) = 1/z. Dobre rozwiazania (jak firmowe):
Krzysztof Kamifski —  2-28.37 J. Cisto, M. Malogrosz, J. Olszewski, M. Spychatla; za$ z niewielkimi
yxigg’}’gﬁa - i:g;’i? usterkami — R. Borkowski (czy f jest ,na”?), J. Wegrecki (zero pojawia sig
Piotr Kurilor ~ 13-24.90 w przeciwdziedzinie). Z. Skalik rozpoznal zadanie jako pochodzace z konkursu
Eartlfrsiejhpawlik o 33,6158 Nordic Math. Competition.

awel Duc s

g?;?fsﬂx:ii“ha - 1}:33:?; Zadanie 735. [0 < a < 1; sup{a'®® + a®*8: a € (0,7/2)} =7] (WT=2,82;
Pawel Kubit 6-20,54 LPR=5 (67)). Wszyscy rozpoczynali od pozbycia sie zbednej , trygonometrii”:
ga(rllusz. Vg.ojsal N %?’Zg chodzi o kres gérny funkeji f(x) = a® + a*/* po x € (0, 00); réwnowaznie:
edrzej Biedrzycki — R A . .. .. .
Jakub Wegrecki - 1627 po x € (0,1] (bowiem f(x) = f(1/x)). Dalej — mniej lub bardziej zgrabnie —
Szymon Kitowski - 15,89 rachunkiem rézniczkowym. Kandydatem na warto$¢ sup f jest wieksza z liczb
Andrzej Kurach - 15,88 . ;. . .
Stanistaw Bednarck — 1478 f(1) = 2a oraz lim,_,o f(z) = 1. Wystarczy wykazaé, ze f(x) nie przekracza tej
Legenda (praykladowo): stan konta wartodci, gdy = € (0,1). Janusz Olszewski — kréciutko: jesli punkt ¢ € (0, 1)
6-20,54 oznacza, ze uczestnik juz jest taki, ze f'(c) = 0, wéwczas a'/¢ = c?a®; a poniewaz 2° — ¢® > 1 (co wynika

sze$ciokrotnie zdobyt 44 punkty,

’ . . t 2
a w kolejnej (siédmej) rundzie ma 20,54 2 WkIQSIOSCI funkQ]l 2 —t"w [07 ]-Da zatem

punktéw. 1 egdyl0<a<1/2
Zestawienie obejmuje wszystkich f(C) = ac(l + CZ) <a-2° < ’
uczestnikéow ligi, ktoérzy spelniaja 2a gdy 1/2 <a< 1,

nastepujace dwa warunki: i gotowe! Autorzy dobrych rozwigzan: W. Bednarek, P. Kumor, J. Olszewski
stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej (drugi sposéb), M. Spychata, T. Wietecha oraz (z maly luka) J. Cisto.

14 punktow;
— prayslali rozwigzanie co najmniej Zadanie 737. [Pieciokat ABCDE wpisany w okrag; F' = BC'N AD, EF styczna
Jlfl‘in;gf?%adama z rocznika 2015, 2016 do okregu; druga réwnolegla styczna przecina EA, EB, EC, ED w punktach
Nie drukujemy wige nazwisk tych K,L,M,N = |[KL|=|MN|] (WT=2,89; LPR=6). Kilka ladnych metod. Jakub
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy  Wegrecki: wystarczy pokazaé, ze srodkowe (z E) w tréjkatach ELM i EKN
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli : s : ~ : ~
Ktokolwick 2 nich sdocyduie s wrocié do po/k?ywa!]aj sie; a to sa symediany w AECB (~ AELM)i AEDA (~ AEKN).
naszych matematycznych lamigléwek, Jesli styczne w punktach A, D przecinaja sie w X, a styczne w punktach B,C
Jlfsgto nSaZ"C‘;lSkO automatycznie wrocl na przecinaja sie w Z, woéwczas owe symediany to EZ oraz EX; za$ wspotliniowosé
& perdoame aptassamy? X, E, Z wynika stad, ze punkt F lezy na biegunowej AD punktu X oraz na
) ) bl
biegunowej BC' punktu Z, wige (przez dualno$é) X i Z leza na biegunowej

punktu F'; a ona przechodzi przez F.

Podobne rozumowanie z uzyciem symedian przeprowadzil Janusz
Olszewski, ktory ponadto przedstawil rozwiazanie firmowe

oraz jeszcze trzeci dowdd, chyba najcelniej ukazujacy istote
zadania: jeli biegunowa E'G punktu F' przecina proste K N

i AD w punktach S i T, to punkty F,T, A, D tworza czworke
harmoniczna — wige punkty Fo., S, K, N tez (Fy to ,punkt
przeciecia” EF i KN, czyli punkt w nieskorniczonosci); a to
znaczy, ze S jest srodkiem KN — oraz, przez analogie, takze
srodkiem LM teza.

Rozwiazania zblizone do firmowego podali takze Marek
Spychatla oraz (z pomoca inwersji wzgledem F) Adam Dzedzej.
Rozwiazania rachunkowe: Jerzy Cisto i Pawel Najman.

Zadanie 739. [f: R = R; |f(z) — f(y)| < |z —y|; Ve € R: (x, f(z), f(f(x)),...)
ciag arytmetyczny; f =7] (WT=1,55; LPR=9). OdpowiedZ: f(z) = x + const.
Zadanie nietrudne, sporo dobrych rozwiazan, wickszo$¢ jak firmowe.

Inne rozumowanie przedstawil Tomasz Wietecha, uzyskujac bardzo

znaczne wzmocnienie rezultatu: Jesli f: R — R jest funkcjg ciggle oraz

Ve e R: (z, f(z), f(f(x))) jest tréjwyrazowym ciggiem arytmetycznym, to funkcja
g(x) = f(x) — x jest stala.

Dowéd: zalozeniem jest réwnanie funkcyjne = + f(f(z)) = 2f(z); nietrudno
z niego wynika, ze f jest bijekcja R na R; rownanie przepisuje sie jako
f(x) + f~1(x) = 2x; zatem f jest rosnaca oraz f~1(x) = z — g(x), co po oblozeniu
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatlecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (13), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (18),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (11), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (6),

J. Cisto (13), W. Bednarek (7),

D. Kurpiel, P. Najman (7), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna,
T. Tkocz, Z. Skalik

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, A. Dzedzej,

J. Fiett, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

K. Kaminski, G. Karpowicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

M. Malogrosz, J. Malopolski, J. Mikuta,
M. Miodek, E. Orzechowski, R. Pagacz,
K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

S. Solecki, M. Spychata, T. Warszawski,
G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, P. Duch, P. Figurny,
M. Fiszer, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. Jézwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikolajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikula,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
F. S. Sikorski, R. Stowik, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
7. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.

NIE
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obu stron funkcja f i krétkim przeksztalceniu daje réwnanie dla funkcji g:

(1) 9@ —g(z)) =g(z) dla z€R.
Stad przez indukcje
(2) glx —ng(z)) =g(x) dlazeR, n=0,1,2,3,...

Przypusémy, ze g # const; wéwezas (dzieki ciaglodcei) mozna znalezé takie
liczby a,b € R, ze wartoéci u = g(a), v = g(b) sa niezerowe, niewspdtmierne

i jednakowego znaku. Przyjmijmy, ze v < v (przypadek u > v jest analogiczny);
wezmy przedzial (b —a,b — a + v — u). Dla pewnych m,n € N liczba nv — mu
wpada do tego przedziatu; to daje nieréwnosé podwdjna

(3) b—nv<a—mu<b—nv+(v—u).

Funkcja f(z) = = + g(z) jest rosnaca, wiec z lewej nieréwnosci (3) wynika, ze
(4) g(b—nv) — gla—mu) < a — mu — b+ nv;

teraz zwiazek (2) pokazuje, ze lewa strona (4) ma warto$é v — u; za$ z prawej

nieréwnosci (3) widaé, ze prawa strona (4) na warto$¢ mniejsza. To oczekiwana
sprzecznosé. Ciekawe réwnanie funkeyjne, efektowny dowdd!

Zadanie 740. [F(z,y,z) = y{ﬁz? + st mgjyz; z,y,z2>0x+y+2=1
inf F =7] (WT=2,72; LPR=4 (57)). Niewielka liczba przystanych prac byla
zaskoczeniem — ta funkcja wyglada tak prosto... no i rzeczywiscie, wynik

(inf F' = 4) mozna bylo uzyskaé¢ na wiele sposobéw. Firmowe rozwiazanie

(autor: Witold Bednarek) bylo tadnym zastosowaniem nieréwnosci Jensena

— tak nie rozumowal jednak nikt. Janusz Olszewski, swoim zwyczajem,
zaprezentowal dwa sposoby: jeden to $rednie, geometryczna i harmoniczna, liczb
1, ygﬁ (i pozostalych dwdch takich par), skombinowane z nieréwnosciag CS
(Cauchy—Schwarz); a drugi — to znéw CS (jak (5) — nizej) i dokoriczenie przy
uzyciu nieréwnodci Schura Y a3 + 3zyz > Y ay(w+y) w rozwinieciu (v + y + 2)3;
ten drugi sposéb znalazl réwniez Mikolaj Pater (dowodzac oszacowania F' > 4,
jednak bez uzasadnienia, ze 4 to kres dolny). Tomasz Wietecha uzyl rachunku
rézniczkowego w R? (minimizacja przy warunku « + y + z = 1); za§ Pawet Kubit
znalazl zadanie w sieci.

Prosta posta¢ funkcji F' wrecz zapraszata do uogdélnien; najbardziej oczywiste
to funkcja symetryczna zmiennych z1,...,z, > 0, z ktérych co najmniej dwie
sg dodatnie. Piotr Kumor pokazal, ze i wowczas liczba 4 jest kresem dolnym

wyrazenia n n n
Tk sy 2 2
F, = x E — dzie r° = E x

k=1 k=1 k=1
(dla n = 3 to nasze zadanie); a dowdd zadziwia prostota:

n 2 n 2
. 2x2
(5) Fo> (z”) > (Z) 4
P iRVAE k=1 r?

pierwsza z nieréwnosci (5) to CS dla ciagdéw ( zg/(r? — z3) ), (\/ﬁ), w drugiej
nieréwnosci (5) kazdy kolejny sktadnik sumy w lewym nawiasie jest niemniejszy
niz odpowiedni sktadnik w prawym nawiasie (co si¢ prosto sprowadza do

23 (222 —r?)? > 0); stad réwniez widaé, ze (5) staje sie réwnoscia jedynie, gdy
dwie zmienne sg dodatnie i réwne, a pozostale sg zerami.

Autor tej pracy zasygnalizowal takze mozliwo$¢ uogdlnienia na sumy cykliczne
(n zmiennych), tworzone podobnie jak w problemie Shapiro:

n n

. Tk
X D= f — |-
(n) 117..14I,193n>0<z mk) (Z xi_H + $i+2>

k=1 k=1
Przyjmujac dodatkowo oznaczenia

n .1,‘2 n T
. . k
Q(n): = inf E ——k —— 1 Sn): = inf E _
T1,..0yxy >0 P karl +$k+2 T1,0..,xn >0 P Tht1 + Th42

wykazal, ze \/X(n) > Q(n) = S(n) — co w polaczeniu ze znanymi faktami
o ciagu S(n) (http://mathworld.wolfram.com/ShapirosCyclicSumConstant.html)
daje jaka$ informacje o ciagu X (n) — oraz postawil hipoteze, ze

v/ X(n) =Q(n) = [n/2] dla wszystkich n > 3.
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Zadanie 742. [p = 4k + 1 liczba pierwsza =
ds,meZ: 0<s<p, sp—|/sp]? =m?] (WT=1,55;
LPR=9). Rozwigzanie firmowe (w ktérym Czytelnicy
niechybnie dostrzegli literéwke: brak symbolu | |

w przedostatnim zdaniu) bylo oparte na twierdzeniu
Fermata (przedstawienie p = a? + b%) i pokazywalo,

ze mozna wrecz uzyskaé m = 1. Marcin Kasperski

i Tomasz Wietecha zauwazyli, ze do uzyskania tej
tezy wystarczy wlasno$¢ nieco prostsza niz twierdzenie
Fermata: —1 jest reszta kwadratowa (mod p); piszemy
2+ 1=sp, tec{l,...,p—1}; liczba s (wraz z m = 1)
spelnia wowczas zadane warunki.

Natomiast uzywajac twierdzenia Fermata (p = a2 + b?),
kilku uczestnikéw znalazto rozwiazanie s = p — 2a + 1,
m = b; dla takich liczb zachodzi bowiem réwnosé
sp=(p—a)?+ b%, z ktérej tatwo wynikaja wymagane
wlasnosci (oczywiscie zamieniajac a i b, dostaniemy
kolejne rozwiazanie).

Niebo w lutym

Jeden z uczestnikéw postawil pytanie (motywowane prébami
numerycznymi), czy nie wystarczy ograniczaé¢ poszukiwan
do wartosci s < 5. Ot6z nie; na przyklad dla p = 1237
najmniejszy czynnik s, dla ktérego sp — [/sp |? jest
kwadratem, to s = 10.

Zadanie 744. [k e N, k > 1; M C N;

Vm,n € M: mn < k*lm—n| = |M|<2k—1; czy
Vk>13M(jw.), |M|=2k—-17 (WT'=2,74; LPR=5).

M. Miodek, J. Olszewski, M. Spychala, T. Wietecha —
bez zastrzezen; J. Cislo: bezbledny dowdd pierwszej tezy oraz
prawidlowa odpowiedZ na konicowe pytanie (nie dla wszystkich k
istnieje taki M; kontrprzyktad np. dla k = 9) — uzasadnienie
przez algorytm wrzucania do M kolejnych najmniejszych
mozliwych liczb, bez wyraznego uzasadnienia (zreszta
nietrudnego), ze jesli ten algorytm wymusza | M| < 2k — 1,

to kazdy inny tez. Jeszcze kilka prac z dobrym dowodem

w pierwszej czesci, ale bez poprawnego rozwiazania w drugiej.

Za rok — kolejne oméwienie wybranych zadan.

Zima jest wladnie na pétmetku i okres roku z najkrétszymi dniami

i najdhuzszymi nocami juz minat. Storice wedruje szybko na péinoc, zwigkszajac
swoja wysoko$¢ w poludnie o prawie 10°, stad w trakcie miesigca dnia przybywa
o prawie dwie godziny. W lutym Slorice przejdzie z gwiazdozbioru Koziorozca
do gwiazdozbioru Wodnika, w ktorym znajduje si¢ planeta Neptun, w zwigzku
z czym mozna ja obserwowadé tylko na poczatku miesiaca, lecz obserwacje sa
trudne, gdyz zanim zrobi si¢ wystarczajaco ciemno, planeta zblizy sie mocno
do linii widnokregu. Neptun spotka si¢ ze Storicem 4 marca, a potem przejdzie

w

Rozwigzanie zadania M 1556.
Do rozwigzania zadania wystarczy
wykazaé, ze X KPL = 30°, gdyz
czworokat ABCD jest polowg szeéciokata
foremnego wpisanego w okrag w, a zatem
krétszy tuk BC' stanowi é tego okregu.
Réwnowaznie wystarczy dowiesé, ze
¥AKB + ¥DLC = 30°.

Wobec réwnoéci ¥ BAK = xCDL = 150°
powyzszy warunek jest rownowazny
podobienistwu tréjkatéow ABK i DCL.

Oznaczmy przez O $rodek okregu
opisanego na okregu w. Poniewaz
*¥AKO = XxEKO oraz ¥xDLO = ¥FELO,
wiec

XKOL =180° — xOKL — xOLK =

AKL + ¥DLK
— 1500 = ZARL A FDLE o0

na niebo poranne. Ale ze wzgledu na mate nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu na przelomie zimy i wiosny planeta pozostanie niewidoczna z duzych
poélnocnych szerokosci geograficznych do drugiej polowy czerwca. W lutym blask
Neptuna wyniesie +8™.

W przeciwienstwie do nieba porannego na niebie wieczornym ekliptyka o tej
porze roku jest nachylona pod duzym katem. Dlatego kreslaca swoja petle

na niebie nieco ponad 40° na pdéinocny wschod od Neptuna planeta Uran

jest nadal dobrze widoczna. Uran spotka si¢ ze Stonicem w drugiej polowie
kwietnia, a w lutym Stoncu braknie do niego jeszcze okoto 60° i na poczatku
nocy astronomicznej (ok. 18:30 na poczatku miesigea i ok. 19:15 pod jego koniec)
planeta zajmie pozycje na wysokosci odpowiednio ponad 40 i 20 stopni nad
zachodnim widnokregiem. 20 lutego z Uranem spotka sie Ksiezyc w fazie 22%.
W trakcie miesigca jasnos¢ Urana spadnie z +5,8 do +5,9™. W lutym planeta
utworzy prawie idealny prostokat z gwiazdami o, p i v Psc, przy czym Uran
zajmie polnocno-zachodni réog tej figury. Krotko po koniunkeji ze Storicem

pod koniec kwietnia planeta przejdzie do gwiazdozbioru Barana. Po opozycji,
przypadajacej w tym roku 24 pazdziernika, Uran odwiedzi jeszcze gwiazdozbior
Ryb, w ktérym spedzi koniec tego i poczatek przysztego roku, ale juz w lutym
2019 r. planeta wejdzie do Barana na dluzej i spedzi tam kolejnych 6 lat.

Z blizej nas krazacych planet Ukladu Stonecznego tylko planety zewnetrzne
sq widoczne dos$¢ dobrze, wszystkie w drugiej potowie nocy. Najlepsze warunki

2 obserwacyjne sa dla Jowisza, bedacego 3 miesiace przed opozycja i wschodzacego

Skoro E jest spodkiem wysoko$ci
poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego w tréjkacie OK L, to

EK - EL = OE?*. W polaczeniu

z réwnosciami FK = AK, EL = DL oraz
OFE = AB = DC, uzyskujemy

AK  DC
AB DL’
Tym samym, wobec ¥x BAK = xCDL,
otrzymujemy podobienstwo tréjkatéw
ABK i DCL, ktére jest réwnoznaczne

z tezg zadania.

AK - DL =AB-DC, czyli

fazie 45%.
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wciaz grubo po pdélnocy, wedrujacego przez $rodek gwiazdozbioru Wagi. Przez
caly luty planeta porusza si¢ ruchem prostym, zmieni ten kierunek dopiero

na poczatku marca i do konca miesiaca zwigkszy dystans do gwiazdy Zuben
Elgenubi do prawie 8°. W lutym blask Jowisza zwigkszy si¢ z —2 do —2,1™, za$
jego tarcza uro$nie z 36 do 39”. Ksiezyc spotka sie z Jowiszem 8 lutego, przy

Drugi na niebosklonie pojawia sie Mars, wschodzacy przed godzina 3. Czerwona
Planeta zacznie miesiac od spotkania ze $wiecaca blaskiem +2,5™ gwiazda



Rozwigzanie zadania M 1555.

Bez straty ogdlnosci przypusémy, ze
kazdy z wyjsciowych tréjkatéw ma
przeciwprostokatna diugosci 1 oraz
przyprostokatne dlugoéci a oraz b.

Z podobienstwa tréjkatow
otrzymywanych podczas wykonywania
cie¢ wynika, ze kazdy z otrzymywanych
w wyniku cigé tréjkatéw bedzie miat
przeciwprostokatng diugosci a™b" dla
pewnych liczb catkowitych nieujemnych
m, n. Kazdemu takiemu tréjkatowi
przyporzadkujmy liczbe 27" 7",
Zauwazmy, ze dozwolone ciecie tréjkata
o przeciwprostokatnej a™b"™ prowadzi do
powstania kawaltkéw

o przeciwprostokatnych a
a™b" . Suma liczb przyporzadkowanych
tym tréjkatom jest rowna

2.27 M7=l — 97 ™M= yvli réwna
liczbie przyporzadkowanej trojkatowi
wyjsciowemu. To oznacza, ze suma liczb
przyporzadkowanych tréjkatom nie ulega
zmianie podczas wykonywania ciec.

mHLpT orag

Poczatkowo suma liczb
przyporzadkowanych wszystkim
kawatkom papieru jest réwna

4.27970 = 4. Gdyby w pewnym
momencie zadne dwa kawalki nie byly
przystajace, to w szczegdlnosci
przyporzadkowane im pary (m,n) bylyby
rézne, wobec czego suma wartosci liczb
przyporzadkowanych wszystkim
kawalkom bylaby mniejsza (ostro) od

o oo
E § 27T =22 =4,

m=0 n=0
Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze
w kazdym momencie pewne dwa tréjkaty
sa przystajace.

-]

Rozwigzanie zadania M 1557.
Rozwazmy macierz A = [a;;] wymiaréw
n X n, w ktérej a;; = 1 jezeli pole

o wspoélrzednych (7, j) danej tablicy jest
wyrbznione oraz a;; = 0 w przeciwnym
przypadku. Wéwczas

[

k
1
1

[
= =
—

ATA = =J4 (k—1I,

111---k
gdzie J oraz I to odpowiednio macierz
jedynek oraz macierz identycznosci
wymiaréw n X n. Latwo sprawdzié, ze dla
k # 1 macierz AT A jest nieosobliwa, skad
wynika, ze réwniez macierz A jest
nieosobliwa. Wobec tego

AAT = AATAAT =AU+ (k—1)DAT

Bezposrednio sprawdzamy, ze
AJ = JA = kJ, skad wobec powyzszej
réwnosci mamy

AAT = JAAT 4 (k- 1)ATAT! =
=J+ (k—1)I.

To oznacza, ze kazda para réznych
wierszy macierzy A ma iloczyn skalarny
réwny 1, co w mys$l definicji macierzy A
konczy dowéd.

Graffias, czyli najbardziej na péinocny zachdéd wysunieta jasna gwiazda
gltéownej figury Skorpiona, oznaczanej na mapach nieba grecka litera 5. Jest

to interesujaca gwiazda réwniez z tego powodu, ze jest to uktad wielokrotny,

w ktérym dwa najjasniejsze sktadniki o jasnosciach 2,6 oraz 5,1™ dzieli odleglos¢
prawie 14”. W rzeczywistosci jest to uklad szesciu gwiazd, ztozony z dwdoch

par po trzy gwiazdy. 1 lutego Mars przejdzie niecale 22" na potudnie od tego
uktadu, 8 lutego przejdzie do gwiazdozbioru Wezownika, a dobe pdzniej spotka
sie z nim Ksiezyc w fazie 35%, mijajac go niecale 4° na péinoc. 10 lutego Mars
przejdzie 5° na péinoc od Antaresa — najjasniejszej gwiazdy Skorpiona, za$
miesiac skonczy dobrze wewnatrz Wezownika, okoto 18° na zachdd od Saturna
i jednoczesénie troche ponad 11° na zachéd od pary slynnych mglawic Strzelca
M8 i M20. W trakcie miesiaca jasnos¢ Marsa wyraznie wzrosnie az z +1,2

do 40,8™, cho¢ jego tarcza zwigkszy $rednice tylko z 5 do 6”. Bliska minimalnej
bedzie faza marsjanskiej tarczy, wynoszaca 89%.

Szésta planeta od Slorica na poczatku lutego wschodzi okoto godziny 5, zas
pod jego koniec — prawie 1,5 godziny wczedniej. Saturn nastepne 2 lata spedzi
w gwiazdozbiorze Strzelca. W tym sezonie obserwacyjnym planeta wykona
petle w péinocno-zachodniej czesci gwiazdozbioru, mniej wigcej 3° na poéinoc
od $wiecacej z jasnoscia +2,8™ gwiazdy Kaus Borealis, nadal wedrujac przez
najbardziej na potudnie wysunieta czes¢ swojej orbity. W tym roku Saturn
przejdzie przez opozycje pod koniec czerwca, zas w lutym poruszaé si¢ bedzie
ruchem prostym, oddalajac sie od pary mgltawic M8 i M20 na odleglos¢

ponad 6°. Przez caly miesiac blask planety utrzyma sie na poziomie +0,5™,

a jej tarcza uroénie do 16”. Srebrny Glob z Saturnem spotka si¢ w dniach

10 i 11 lutego. Najpierw okolo godz. 6 rano Ksiezyc w fazie 18% dotrze na
niecale 5° do Saturna. Dobe pézniej Ksiezyc przesunie sie kilkanascie stopni
na wschéd i o tej samej porze, majac tarcze oSwietlong w 12%, znajdzie si¢ 8°
na wschéd od planety. W tym samym momencie Ksiezyc przejdzie bardzo blisko
gwiazdy 3. wielkosci €2 Sgr. W Lodzi Ksiezyc minie ja w odleglosci 1,5 minuty
katowej, natomiast w Suwalkach beda to sekundy katowe. Krotkie zakrycie da
sie obserwowaé m.in. w Sejnach, Punsku i Wizajnach.

Warunki obserwacyjne dwéch planet wewnetrznych sg zte. Merkury 17 lutego
przejdzie przez koniunkcje gbrng ze Storicem i moze bylby widoczny na poczatku
lutego, gdyby nie to, ze znajdzie si¢ wtedy z naszej perspektywy pod ekliptyka.
Planeta zacznie pojawiaé si¢ nisko nad zachodnim widnokregiem dopiero

na poczatku marca, dazac do maksymalnej elongacji wschodniej w potowie
przysztego miesiaca. Bedzie to najlepszy okres widocznosci wieczornej Merkurego
w tym roku, ale wiecej na ten temat napisze za miesiac. Druga z planet
wewnetrznych, planeta Wenus, oddala sie od Storica po styczniowej koniunkcji,
ale ze wzgledu na duza odleglto$é¢ od Ziemi planeta porusza si¢ bardzo powoli,
przez co zacznie by¢ widoczna dopiero pod koniec lutego, bardzo nisko nad
zachodnim widnokregiem tuz po zmierzchu. Blask Wenus wyniesie —3,9™,
$rednica tarczy — 10", za$ faza — 98%. Na poczatku marca obie planety utworzg
ciasng pare.

Naturalny satelita Ziemi styczen zakonczyl pelnia i za¢mieniem, a poniewaz
okres synodyczny Ksiezyca trwa ponad 29 dni, naste¢pna pelnia przypadnie
dopiero w marcu. Zatem luty bedzie miesiacem bez pelni Ksiezyca, a Srebrny
Glob mocno rozéwietli noce na poczatku i na koncu miesiaca. Okres ciemnych
nocy przypada na $rodek lutego. 1 lutego Ksiezyc ponownie zakryje Regulusa,
lecz tym razem poludniowa granica zakrycia przetnie poludniowa Szwecje.

U nas Srebrny Glob przejdzie kilka minut katowych na péinoc od niego.

7 lutego przypada ostatnia kwadra Ksiezyca, dobe pdzniej zakryje on gwiazde
4. wielkoéci « Lib. 15 lutego Srebrny Glob przejdzie przez néw, jednoczesnie
przeslaniajac na chwile Storice. Bedzie to zacmienie czeSciowe, widoczne

z Antarktydy oraz Argentyny i Chile. Po nowiu 21 lutego wieczorem Ksiezyc
w fazie 32% zakryje gwiazde p Ceti, natomiast 23 lutego, réwniez wieczorem
i juz w fazie 54% — Aldebarana. Moze to by¢ efektowne zakrycie, widoczne
golym okiem.

Ariel MAJCHER
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Bestiariusz informatyczny (3)

Po dlugiej przerwie wracamy z przegladem informatycznej terminologii. Trzeci
odcinek bestiariusza dotyczy¢ bedzie akroniméw zwiazanych z formatami danych
dla dokumentéw i multimediow.

Najprostszy rodzaj informacji, ktére mozemy zapisa¢ w pamieci komputera,

to po prostu dane numeryczne lub tekstowe. Powstaly w latach 60. standard
kodowania znakéw za pomoca ciagéw bitéw zwany ASCII (American
Standard Code for Information Interchange) do dzi§ stanowi podstawe bardziej
skomplikowanych kodowan, takich jak UTF-8 (Unicode Transformation Format
8-bit). W pliku tekstowym mozna przechowaé tez bardziej strukturalne dane,
np. tabele z arkusza kalkulacyjnego mozemy zapisa¢ w formacie tekstowym
CSV (Comma-Separated Values), w ktérym jeden wiersz pliku odpowiada
jednemu wierszowi tabeli, a poszczegolne komorki oddzielone sa przecinkami.
Inne popularne formaty tekstowe, ktére z kolei strukturalizuja dane w formie
drzewiastej, to XML (Extensible Markup Language) oraz JSON (JavaScript
Object Notation).

Format tekstowy ma te zalete, ze jest zwykle prosty i czytelny dla cztowieka.
Nie nadaje sie jednak do przechowywania danych takich, jak zdjecia czy
nagrania dzwiekowe, dla ktérych uzywamy formatéw nietekstowych (binarnych).
Obecnie najbardziej rozpowszechnionymi formatami plikow graficznych sa
JPEG (Joint Photographic Experts Group) dla zdjeé oraz PNG (Portable
Network Graphics) dla pozostatych grafik rastrowych. Aby zmniejszy¢ rozmiar
plikow, wykorzystuje sie w nich rézne algorytmy kompresji, poczawszy od
prostej techniki skracania dlugich fragmentéw zawierajacych te same ciagi
bitéw RLE (Run-Length Encoding), az po skomplikowane algorytmy fraktalne.
Co ciekawe, format PNG zostal stworzony, aby zastapi¢ popularny w Internecie
format GIF (Graphics Interchange Format), ktéry, niestety, obarczony byt
patentem na wykorzystywany w nim algorytm kompresji stownikowej LZW
(Lempel-Ziv—Welch).

Przykladami formatéw do grafiki wektorowej (w ktérej obraz opisuje sie za
pomoca krzywych matematycznych, a nie tablicy pikseli) jest tekstowy format
SVG (Scalable Vector Graphics) oraz swego czasu bardzo popularny format
internetowych animacji SWF (ShockWave Flash). Wektorowe dane sa réwniez
wykorzystywane w plikach z krojami pisma, np. TTF (TrueType Font). Z kolei
w branzy wydawniczej DTP (DeskTop Publishing) standardem dla grafik jest
format TIFF (Tagged Image File Format), natomiast do opisu stron publikacji
uzywa sie jezyka programowania PS (PostScript) lub powszechnego formatu do

wymiany dokumentéw PDF (Portable Document Format).

Formaty plikéw dzwickowych i filmowych réwniez maja
swoje akronimy. Dla dzwicku sa to przyktadowo MP3
(MPEG-1 Audio Layer IIT), AAC (Advanced Audio
Coding) i format kompresji bezstratnej FLAC (Free
Lossless Audio Codec). Formaty wideo standaryzowane
w ramach grupy MPEG (Moving Picture Experts
Group) maja tak urocze nazwy jak H.264/AVC
(Advanced Video Coding) lub H.265/HEVC (High
Efficiency Video Coding). Z kolei standard do
przesylania danych pomiedzy cyfrowymi instrumentami
muzycznymi a komputerem MIDI (Musical Instrument
Digital Interface) dal tez nazwe zapomnianym juz
plikom muzycznym zawierajacym jedynie odpowiednik
zapisu nutowego.

Duze rozmiary danych multimedialnych spowodowaty
koniecznos¢ wynalezienia dla nich odpowiednio
pojemnych no$nikéw. Byly to CD-ROM (Compact
Disc Read-Only Memory), a pézniej DVD (poczatkowo
Digital Video Disc, obecnie Digital Versatile Disc),
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w Internecie. W dobie nieskrepowanej wymiany
informacji producenci filméw i gier probuja zabezpieczyé
swoje cyfrowe produkty przed kopiowaniem za pomoca
réznego rodzaju mechanizméw znanych pod ogdlng
nazwa DRM (Digital Rights Management); dla
przykladu jedna z metod szyfrowania stosowana

na plytach DVD jest CSS (Content Scramble
System). Z kolei transmisja cyfrowych multimediéw
miedzy urzadzeniami korzysta z interfejsu HDMI
(High-Definition Multimedia Interface).

Chec przesylania nietekstowych danych poczta
elektroniczng spowodowala koniecznos¢ standaryzacji
listy formatéw danych. Taka role speinit MIME
(Multipurpose Internet Mail Extensions), obecnie
wykorzystywany réwniez przez inne protokoty
internetowe.

Tomasz IDZIASZEK



1. Kazdy z okregéw na rysunku 1 ma promien r i przechodzi przez srodki obu
pozostatych. Wyznacz pole kolorowego obszaru.

‘V‘O IQ' Kota, pétkola i pola Joanna JASZUNSKA

@ 1 10 2. Dla kazdego z rysunkéw 2 (a) i 2 (b) wykaz, ze pole obszaru kolorowego
'U rowne jest polu obszaru szarego.

<

3. Srednice kola o promieniu 1/2 podzielono na réwne czedei i narysowano
Inne zabawy z polami pélkoli opisano pétokregi jak na rysunku 3. Wykaz, ze jednobarwne obszary maja réwne pola
w deltoidzie 8/2010. i ObWOdy.

4. W dane pétkole ,wpisano” dwa kwadraty jak na rysunku 4. Dla jakiego
polozenia punktu B suma pdl tych kwadratéow jest najwicksza?

5. Punkty A, B, C, D leza w tej kolejnosci na jednej prostej, przy czym AB = CD.
Narysowano potokregi jak na rysunku 5, punkty F i F' sg $rodkami dwéch
z nich. Wykaz, ze pole szarego obszaru réwne jest polu kota o érednicy E'F'.

E
A B~c D
B F
Rys. 2 (b) Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5
Rozwigzania Stad obwdd kazdego z rozwazanych obszaréw réwny

jest m, czyli obwodowi wyjéciowego kota. [J

aai o

R2. (a) Dodajmy do kazdego z obszaréw (kolorowego

R1.

i szarego) biale fragmenty malych két. Kolorowy Rve 6 Rus f bpoe B
obszar uzupelnimy w ten sposéb do pelnych czterech v v

malych kél, szary za$ — do pelnego duzego kota. Ale RA4. Oznaczmy wierzcholki oraz dhugosci bokéw

47r? = 7m(2r)2, co konczy dowéd. O kwadratéw jak na rysunku 7 i niech punkt P dzieli

odcinek AF tak, ze AP = b, PE = a. Na mocy
twierdzenia Pitagorasa PD? = a? + b?> = PF?, czyli
PD = PF. Punkt P lezy wiec nie tylko na srednicy
pélkola, ale tez na symetralnej jego cieciwy DF, jest
wiec srodkiem pétkola.

(b) Na mocy powyzszej obserwacji, laczne pole czterech
matych ko6t rowne jest polu duzego kota. Wobec

tego fragmenty duzego kota przykryte przez mate

kola dwukrotnie (obszar kolorowy) maja pole réwne

fragmentom nieprzykrytym wcale (szary obszar). [
Wobec tego suma pél kwadratéow a? + b2, jak juz wiemy

R3. Oznaczmy przez k liczbg czgsci i przez P pole réwna PD?, réwna jest kwadratowi promienia pétkola,
pétkola o $rednicy 1/k. Wéwcezas pole pétkola o $rednicy nie zalezy wiec od polozenia punktu B. [

n-krotnie wickszej réwne jest n?P. Ponadto réznica pol
polkoli o érednicy (n + 1)-krotnie wiekszej i n-krotnie
wiekszej wynosi ((n+ 1)2 —n?)P = (2n + 1)P.

R5. Pole kota mr? to 7/2 razy pole kwadratu wen
wpisanego (réwne 2r?). Zastapmy wiec kazde z potkoli
odpowiednia poléwka kwadratu (rys. 8). Uzyskujemy
Pola poszczegdlnych czeéci potowy danego kola sg zatem W ten sposéb kwadrat wpisany w koto o srednicy E'F'
kolejnymi nieparzystymi wielokrotnosciami P (rys. 6), (szczegdly dowodu pozostawiam Czytelnikowi). [

a pola jednobarwnych obszaréw to kolejno P razy:

E E E
1+(2k—-1),34+(2k-3),5+ (2k—5),...,(2k—1)+1,
czyli zawsze P - 2k, a wiec istotnie wszystkie sg réwne. m
s
Obwéd kazdego z obszaréw sklada sie z 3 lub 4 R -

pétokregéw o sumie érednic réwnej 1 + 1 = 2. Pélokrag 4 B \F‘JC D A B \F/C D I
o srec'lmcy 2 ma dhlg(?SC ﬂ-’pOlOer’gl o srednicach L, Rys. 8. Dowéd ten pochodzi od R.B. Nelsena, fakt zas —
sumujacych sie do 2 réwniez maja taka taczna dlugosc. od Archimedesa.
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