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Struktury o wlasnosciach takich jak F,
dla matematykoéw niezwykle wazne
nazywane sg cialami. Cialo stanowiag
chociazby liczby rzeczywiste, liczby
zespolone czy wlagnie F,,. Oczywiscie,
istnieja inne przyktady — zaréwno
skonczone, jak i nieskonczone.

A=3%—-4.1-8=3,
VA =4 1ub 9,

o =(—344):2=7
2 =(—3+9):2=3.
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Krzywe eliptyczne w kryptografii
Tomasz KAZANA

1. Bestiariusz algebraika

Wybierzmy i ustalmy sobie jaka$ liczbe pierwsza p, na przyklad 13. Na poczatku
bedziemy zajmowacé si¢ zbiorem:

Fi3={0,1,2,...,12} (ogélniej: F, = {0,1,2,...,p —1}).

W tym zbiorze wykonywaé¢ bedziemy dziatania dodawania i mnozenia, ale nie
klasycznie, lecz zgodnie z arytmetyka modulo, czyli po prostu reszt z dzielenia.
To znaczy, w naszym Swiecie bedziemy mieli:

54+10=2czy4-7=2.

Co ciekawe, w tak dziwacznej strukturze zaskakujaco wiele wtasnoéci zwyktych
liczb rzeczywistych jest zachowanych. Znane jeszcze ze szkoly podstawowej
prawa lacznoéci, przemiennosci czy rozdzielnodci mnozenia wzgledem dodawania
sa prawdziwe takze w Fi3 z dzialaniami modulo. Mozemy nawet sensownie
okresli¢ odejmowanie i dzielenie jako operacje odwrotne do (odpowiednio)
dodawania i mnozenia. Przykltadowo okreslmy:

a:b=x wtedy i tylko wtedy, gdy b -z = a.
Mozemy tatwo sprawdzié, ze — przy powyzszej definicji — zachodzi 8 : 3 =7 czy
7 :5 = 4. Wiecej, okazuje sie, ze jesli tylko nie prébujemy dzieli¢ przez 0, to wynik
zawsze istnieje i to jednoznaczny.
Pojdzmy krok dalej i zacznijmy badaé¢ rownania w $wiecie Fi3. Zapytajmy
chociazby o rozwiazania nastepujacego rownania kwadratowego:
z° +3z+8=0.

Mozemy sprawdzi¢, ze rozwiazania sa dokladnie dwa: 3 oraz 7. Ba, dzialaja
nawet klasyczne wzory z deltg, o ile tylko okreslimy sensownie pierwiastkowanie
modulo.

Oczywiscie, ma sens pytanie o zbiory, ktérych definicja kojarzy nam sie
z obiektami klasycznej geometrii. Chociazby popatrzmy na zbiér:
0= {(x,y) S Flg X Flg | .1‘2 +y2 = 9}

Mozemy po prostu obliczy¢, ze
0 ={(0,3),(0,10),(3,0),(5,6), (5,7),(6,5), (6,8),(7,5), (7,8), (8,6), (8,7),(10,0) },
a otrzymany zbiér O nazwaé okregiem nad Fyi3, cho¢ to przeciez zaden
prawdziwy okrag, a tylko 12 punktéw iloczynu kartezjanskiego Fi3 x Fi3.
Niemniej tego typu obiekty sa bardzo uzyteczne i intensywnie badane przez
dziedzing matematyki zwana geometrig algebraiczng. W tym artykule chcemy
przyblizy¢ przyklad takiego obiektu — tak zwane krzywe eliptyczne, czyli punkty
spelniajace réwnanie:

Kr,y ={(2,y) € F13 x F13 |

dla pewnych ustalonych a,b € Fy3.

y? =2 4 ax + b},

Zanim powrdcimy do wlasnie przedstawionych krzywych eliptycznych
nad ciatem Fi3, przyjrzyjmy sie jeszcze ich rzeczywistym odpowiednikom,
tzn. krzywym typu

K ={(z,y) e RxR|y? =2+ ax + b},

(a,b € R), ktérych przyklad mozemy obejrzeé¢ na rysunku 1. Udziwnijmy

swiat punktow tej krzywej. Dorzuémy do K jeden nowy punkt specjalny: oo
(nieskoriczono$é), a w powstalym zbiorze K = K U {oo} zdefiniujmy nastepujace
dodawanie punktéw (tzn. pewna operacje + : K x K — K):

e dla dowolnego P € K mamy P + 00 = oo+ P = P;
e Jedli dwa rézne punkty P, Q € K maja te samg pierwsza wspolrzedna (jak na
rysunku 2), to P + Q = o0;



P+Q
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Rys. 5. P+P=R

Przyktadowo rozwazmy krzywa
{(z,y) € F13 x F13 |

y? =2 — x4+ 1} U {oo}.

Jej punkty to:
(0,1),(0,12),(1,1),(1,12),(3,5),
(3,8),(4,3),(4,10), (5,2), (5,11),
(6,4),(6,9),(7,5),(7,8),(10,4),
(10,9), (12,1), (12, 12), co.

Przykladowe dzialania (sprawdz!):

(6,9) + 00 = (6,9),
(6,9) +(3,8) = (7,8),
(3,5) + (3,5) = (7,8).

Przyktadowe instancje problemu
logarytmu dyskretnego:

1. (F13 z mnozeniem)

znajdz taki z, ze 3* =7 mod 13
2. (Kg,; z dodawaniem punktéw)
znajdz takie k, ze:
(6,9)+---+(6,9) = (5,11)
—

k razy

e Jedli dwa rézne punkty P, @ € K maja rézna pierwsza wspdlrzedna, to rysujemy
prosta przechodzaca przez P i Q, zaznaczamy trzeci punkt przeciecia z krzywa
(R), a ostatecznym wynikiem dodawania P i @ jest odbicie symetryczne
R wzgledem osi OX (rys. 3). Moze sie zdarzyé, ze dorysowana prosta nie
przetnie sie w zadnym dodatkowym punkcie (jak na rysunku 4). Wéwczas
dorysowana prosta na pewno bedzie styczna do naszej krzywej i jako punkt R
nalezy przyja¢ punkt stycznosci.

e Jesli liczymy P + P, to rysujemy styczna do K w punkcie P. Jedli ta styczna
nie przecina si¢ z K w zadnym innym punkcie, to P + P = 0o, w przeciwnym
razie (prosta przecina sie jeszcze w punkcie R) P+ P = R’, gdzie R’ jest
odbiciem symetrycznym R wzgledem osi OX (zob. rys. 5).

Jak widaé¢, dodawanie punktéw jest zdefiniowane w pelni geometrycznie.
Jednakze mozemy to samo dzialanie (sprawdz! — jest to zmudne, ale proste)
opisaé¢ analitycznie. Gdy P = (z1,11), @ = (z2,y2) i P+ Q =W = (x3,y3), dla

1 # To, mamy
2
T Y2~ 41 T — T
3=|\—"""] —T1— 22
To — I ’

Ys = —y1 + <H> (x1 — x3),
T2 — I

a gdy x1 = x9 oraz y; = Yo, WzOry sa nastepujace:

322 2
2y — (W) Com,
2y1

322 +a
Ys = —y1 + <1y1> (x1 — x3).

Forma analityczna dodawania punktow jest wygodniejsza, poniewaz pozwala
na zdefiniowanie dodawania punktéw réwniez w zbiorze Ky,, = Kp,, U {oo},
poprzez zwykla analogie. To znaczy umawiamy sie, ze powyzsze wzory
analityczne (majace sens réwniez w arytmetyce modulo 13) na x3 i y3 okredlaja
dodawanie punktéw réwniez w K, .

Dodawanie punktéw na krzywej (zaréwno w K, jak i w Kp,,) jest dzialaniem
o ladnych wlasnosciach: jest laczne, ma element neutralny (tutaj oo) oraz
wlasnosé, ze kazdy element P ma element odwrotny P’ (czyli taki, ze

P + P’ = o0). Struktury o takich wlasnodciach zwyczajowo nazywamy grupq.
Przyktadem grupy innej niz te dwie opisane wyzej moze by¢ tez Fp \ {0}

z dzialaniem mnozenia modulo p (warto samemu sprawdzi¢). Dla nas te grupy
beda mie¢ jednak jeszcze jedna bardzo wazna wilasnosé, zwiazana z trudnoscia
obliczeniowa. O tym juz za chwilke.

2. Bestia na uslugach kryptografii

Wiele protokotéw szyfrowania w kryptografii opiera si¢ na trudnosci
obliczeniowej réznych probleméw. Pewnie najstynniejsze jest szyfrowanie RSA,
ktorego bezpieczenstwo gwarantowane jest przez trudno$é faktoryzacji duzych
liczb. Sg jednak i inne protokoly (np. szyfr El-Gamal), ktérych bezpieczenstwo
opiera sie na innym zalozeniu, mianowicie na trudnosci obliczania logarytmu
dyskretnego. Na czym to polega? Chodzi o problem znalezienia w danej
grupie G z mnozeniem dla danych a,b € G takiego k, ze

a*=b
badz w wersji z grupa z dodawaniem takiego k, ze: a+a+---4+a =b.

k razy

Oczywiscie, nie dla kazdej grupy problem logarytmu dyskretnego jest trudny.
Dla grupy F, z dodawaniem jest on banalny (dlaczego?), ale dla tego samego F,,,
tylko z mnozeniem — juz uchodzi za trudny. Konkretnie, najszybszy znany
algorytm dla tego problemu dziala w czasie

20( {/Inpinin2 p)
)

co dla p rozsadnie duzych rozmiaréw jest juz poza zasiggiem wspdlezesnych
komputerow.
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Z takimi deklaracjami nalezy uwazacé.
Uczciwiej byloby napisaé¢ na dziern
dzisiejszy bezpieczniejszy, gdyz nie znamy
zadnych $cistych dolnych oszacowan na
czas rozwigzywania tych probleméw.

‘W kazdej chwili moze kto$ znalezé jakis
efektywniejszy algorytm i sytuacja moze
si¢ odwrécié.

Po co wigc te cate krzywe eliptyczne? Po prostu najszybsze algorytmy
rozwigzujace logarytm dyskretny dla losowej krzywej postaci Kr, sa jeszcze
wolniejsze niz algorytmy dla grupy IF,, podobnego rozmiaru. Konkretnie dla
krzywych eliptycznych wszystkie znane ogdlne algorytmy rozwiazujace problem
logarytmu dyskretnego dzialaja w czasie

2O(ln D) > 20( {/Inpinin? p) )

Oznacza to, ze kazdy protokol kryptograficzny, oparty o problem logarytmu
dyskretnego, staje sie bezpieczniejszy bez zwiekszenia p (a wiec bez zwigkszenia
rozmiaru kluczy), jesli tylko zmienimy grupe, z ktérg pracujemy, z F,

z mnozeniem na Ky, z dodawaniem punktéw. Dokladnie z tego powodu juz nie
jest popularne uzywanie podpisu cyfrowego DSA (z roku 1991), a powszechnie
uzywa sie podpisu ECDSA (z roku 1999) — czyli jego odpowiednika, ale opartego
o krzywe eliptyczne.

A jednak ta geometria algebraiczna gdzie$ si¢ przydaje!

Wyniki XXXV Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéow, Szczyrk, 14-17 VI 2018

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematow
zaproponowanych (wraz z bibliografia)
przez Jury lub tematu wlasnego oraz
— w przypadku zakwalifikowania si¢ do
finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki
i Informatyki Patacu Mlodziezy

w Katowicach we wspotpracy

z Uniwersytetem Slaskim;
www.spinor.edu.pl

Jury w sktadzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, dr Pawel Blaszczyk,
dr Anna Brzeska, dr Dawid Czapla, mgr Zywilla Fechner, dr hab. Mieczystaw Kula,
dr Agnieszka Kulawik, dr Marian Podhorodyniski, dr Anna Szczerba-Zubek,

dr Hanna Wojewd6dka postanowito przyznad nastepujace wyrdznienia:

I miejsce: Bartosz Bartoszek — I LO w Zdunskiej Woli

za prace Funkcje potegowo (j, k) symetryczne, opiekun: dr inz. Renata Dlugosz;
II miejsce: Filip Rekawek — Katolickie LO w Garwolinie

za prace O trdjkgtach kappa i ich wilasnosciach, opiekun: mgr Zofia Burno;

III miejsce: Krzysztof Witkowski — I LO w Gliwicach

za prace O wlasnosciach sum Freya, opiekun: mgr Joanna Olesinska;

IV miejsce Gabriela Pietras — Publiczna Szkota Podst. w Leszczynie,

za prace Wokét twierdzenia Morse’a—Hedlunda, opiekun mgr Martha FLacka;

V miejsce Jakub Michalec— LLO Zakonu Pijaréw w Krakowie

za prace Paradoksy nieskoniczonosci, opiekun: Jolanta Przybylska.

W gtosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje

nauczyciele nagrodzili Rafata Loske — VIII LO w Katowicach,

praca Jak obliczyé pole figury plaskiej?,

a uczniowie Pawla Tyrne — LO Towarzystwa Szkolnego w Bielsku—Bialej,
praca Matematyczne podstawy projektowania origami.

Problemy sztucznej grawitacji

Szymon CHARZYNSKI

Podréze w kosmos to marzenie wigkszosci dzieci i licznej grupy dorostych
(wliczajac autora). Niestety, okazje do zrealizowania tych marzen miata, jak

na razie, bardzo nieliczna grupa ludzi, a najdalsze loty zalogowe odbyte do tej
pory to te z przetomu lat szesédziesiatych i siedemdziesiatych dwudziestego
wieku w ramach programu Apollo, dzigki ktéremu ludzie kilkukrotnie ladowali
na Ksigzycu. Z kolei najdtuzsze pobyty w przestrzeni kosmicznej byty udziatem
zalog stacji kosmicznych krazacych na niskiej orbicie okotoziemskiej (kilkaset km
nad jej powierzchnia) i trwaly kilka miesiecy. Pomimo tego, ze podbdj kosmosu
przez gatunek ludzki jest ciggle jeszcze w powijakach, to wizjonerzy snuja
ambitne plany kolonizacji innych planet, zakladania na state zamieszkalych
baz w przestrzeni i wysytania zatogowych statkéw nawet poza Uktad Stoneczny.

Te kilkadziesiat lat doswiadczen z lotami kosmicznymi nauczyly nas, z jakimi
problemami przyjdzie si¢ mierzy¢ konstruktorom pojazdéw przysztosci i ich
zalogom. Jednym z nich jest problem ciazenia, a raczej jego braku. Dlugie
pozostawanie w stanie niewazkosci ma dla organizmu ludzkiego rézne, bardzo
negatywne skutki zdrowotne. Dlatego wizjonerzy planujacy dtugie podréze
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Rys. 6

kosmiczne musza zapewni¢ podréznikom jakas forme ciazenia. Nazywa si¢ to
czasami niezbyt trafnie sztuczng grawitacjg. W tym artykule zajmiemy sie
analizg jednej z hipotetycznych metod zapewniania ciazenia pasazerom stacji

i pojazdom kosmicznych. Jest to jeden z najprostszych i oczywistych pomystéw
zastapienia grawitacji sila odérodkowa.

Wyobrazmy sobie pojazd w ksztalcie walca wirujacy wokdt swojej osi. Na
dowolny obiekt spoczywajacy na wewnetrznej powierzchni takiego walca bedzie
dziatata sita bezwladnosci dociskajaca go do tej powierzchni, dana wzorem

2
F =m", gdzie v to predkos¢ punktu na obwodzie walca, a R to promien.

Sita ta jest proporcjonalna do masy m, a wspdlczynnik proporcjonalnosci %
zastepuje przyspieszenie grawitacyjne. Aby osoba stojaca na wewnetrznej
powierzchni wirujacego walca odczuwala przyspieszenie réwne przyspieszeniu

2

ziemskiemu g, to musi by¢ spelniony warunek % = g. Oznacza to, ze walec
o zadanym promieniu R musi wirowa¢ z predkoscia v = /gR, co przelicza
sie na okres obrotu T' = 27,/ %, tak aby iloczyn predkosci i okresu byl rowny
obwodowi walca v - T = 27 R. Widzimy wiec, ze zaréwno predkosé, jak i okres
rosng proporcjonalnie do v/R. Dla R = 50 m mamy, na przyklad, v ~ 22 =
iT~14s,adla R=100m mamy v~ 317 17T ~ 20s.

Mieszkaniec tak skonstruowanego statku bedzie jednak moégt zauwazy¢ pewne
réznice miedzy stalym polem grawitacyjnym na powierzchni Ziemi a sztucznym
cigzeniem wywolanym sila odérodkowa. Opiszemy teraz szczegdlowo, co bedzie
sie¢ dzialo z podrzucanymi przedmiotami, co jest istotne dla mieszkanca, ktory
chciatby umili¢ sobie czas zonglowaniem lub gra w ping-ponga, tenisa, pitke
nozna czy siatkowke.

Zacznijmy od najprostszego eksperymentu: podrzuémy pitke pionowo do gory.
Na Ziemi spodziewaliby$my si¢, ze spadnie nam z powrotem do reki, poruszajac
sie w gore i w dot wzdluz tej samej prostej pionowej linii. Niestety, ta intuicja
zawodzi nas we wnetrzu wirujacego walca. Tor lotu podrzuconej pionowo pitki
(z predkoscia poczatkowa prostopadla do powierzchni walca) bedzie wygladal jak
na rysunku 1. Pitka wyrzucona w punkcie S spadnie w punkcie K, znajdujacym
sie dalej w kierunku, w ktérym wiruje walec (tutaj przeciwnie do kierunku ruchu
wskazéwek zegara). Efekt ten mozna wyjasni¢ dziataniem sity Coriolisa, ktora
pojawia sig, kiedy obiekt w ukladzie obracajacym si¢ zmienia odlegtos¢ od

osi obrotu. Zwiazane z ta sila tzw. przyspieszenie Coriolisa jest dane wzorem
dc = —2(d x 7), gdzie & jest wektorem predkosci katowej charakteryzujacej
obrét, a v predkoscia obiektu. Przyspieszenie to jest prostopadle zaréwno do
predkosci ¥, jak i predkosci katowej . W rozwazanym na rysunku 1 przypadku
w czasie wznoszenia pitki jest ono skierowane w prawo i dlatego tor lotu w fazie
wznoszenia odchyla si¢ w prawo. W fazie opadania predko$¢ ma przeciwny zwrot
i sita Coriolisa dziala w lewo, odchylajac w lewo tor lotu, wskutek czego pitka
uderza w powierzchnie pionowo, ale w innym miejscu.

Inne, ré6wnowazne wyjasnienie tego efektu otrzymamy, opisujac lot

w inercjalnym, czyli nieobracajacym si¢ uktadzie odniesienia — tak jakby

opisal go swobodnie poruszajacy sie astronauta przebywajacy na zewnatrz
stacji kosmicznej. Z punktu widzenia inercjalnego obserwatora w chwili, kiedy
wypuszczamy pitke z reki, zaczyna ona poruszaé sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym, poniewaz nie dzialaja na nia zadne sily (pomijamy tutaj

opory powietrza). Pilka leci wiec po prostej z punktu S do punktu K, jak na
rysunku 2. Predkos¢ poczatkowa pitki mierzona w ukltadzie inercjalnym jest
suma sktadowej pionowej, z jaka zostala wyrzucona i predkosci, z jaka obraca
sie walec, ktéra w punkcie S jest skierowana poziomo. Na rysunku 2 skladowe te
akurat sg réwne i pitka startuje pod katem 45°. Dla walca o $rednicy R = 50 m
oznacza to nadanie pitce predkosci pionowej okoto v ~ 22 7. Zawodowi
baseballisci potrafia miota¢ dwa razy szybciej, nie méwiac o pitkarzach
kopiacych pitke, natomiast predkosé rzedu 10 i+ jest osiggalna praktycznie dla
kazdego — tyle potrzeba, zeby podrzucié¢ pitke na wysokosé okoto 5 m. Wypadkowa
predkosé pitki jest wigksza od predkosci obrotowej walca i w czasie, kiedy pitka
przeleci z punktu S do punktu K, walec obroci si¢ zaledwie o tyle, ze punkt S
przesunie si¢ do miejsca oznaczonego S’.
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Rozwigzanie zadania F 957.

Jezeli noga pitkarza w momencie
zderzenia z pitkg porusza sie

z predkodcig u, to w zwigzanym z nig
uktadzie odniesienia predkosé pitki
wynosi v + u (przyjmujemy, ze o§ ruchu
jest zgodna z kierunkiem ruchu pitki). Po
caltkowicie sprezystym zderzeniu predkosé
pitki w tym samym ukladzie odniesienia
wyniesie —(v 4+ u), a jej predkosé
wzgledem ziemi wyniesie —(v 4+ u) — u.
Jezeli pitka po uderzeniu zatrzyma si¢ to

v+42u=0,astagd u =—v/2 = —-5m/s.
Znak minus wskazuje, ze noga pitkarza
powinna poruszaé sie w tym samym

kierunku, co pitka przed uderzeniem.

To jak mamy podrzuci¢ pitke, zeby wroécila do miejsca wyrzutu i dala sig
znowu zlapaé¢? Wystarczy nadaé jej odpowiednio mniejsza predkosé poczatkowa
w uktadzie inercjalnym, tak aby w czasie lotu walec zdazyl sie¢ obréci¢ i aby
punkt S’ znalazl si¢ w miejscu ladowania pitki, jak na rysunku 3. Pitka

leci tu po tym samym torze co na rysunku 2, tylko wolniej — obie sktadowe
predkoéci poczatkowej sa mniejsze. Oznacza to, ze opisujac ten ruch w uktadzie
obracajacym si¢, musimy nadac pitce predkos$é¢ poczatkowa, ktora bedzie miata
sktadowa w kierunku poziomym, zwrdcona przeciwnie do kierunku obrotu walca,
czyli rzuci¢ ja na ukos, jak na rysunku 4. Pilka zatoczy wtedy przedstawiona
na rysunku petle i wpadnie nam z powrotem w rece. Maksymalna wysoko$c,

na ktéra pitka sie wzniesie, jest réwna strzalce tuku laczacego punkty S i S’

na rysunku 3, czyli odlegtosci od punktu M do okregu.

Latwo sie przekonaé, ze im wyzej pitke chcemy podrzucié¢, tym bardziej ukosnie
musimy to zrobi¢, co widaé¢ na rysunku 5 przedstawiajacym tory lotu pilek
wznoszacych sie na rézne wysokosci. Rysunek 6 przedstawia te same rzuty
widziane w uktadzie inercjalnym. Widaé, ze im wyzej chcemy podrzucié, tym
mniejsza musi by¢ predko$é¢ poczatkowa w uktadzie inercjalnym, tak aby

w czasie lotu walec zdazy? sie jak najwiecej obrocié, a pitka pozostawala jak
najdituzej w powietrzu. Najwyzsza trajektoria na rysunku 5 odpowiada obrotowi
walca o % jego obwodu, co latwo odczytaé z rysunku 6. Nic nie stoi jednak na
przeszkodzie, abyémy tak podrzucili pitke, aby w czasie jej lotu walec wykonal,
na przyktad, péttora obrotu. Taka sytuacje przedstawia rysunek 7. Na kolejnych
rysunkach przedstawiono trajektorie pitki lecacej wystarczajaco wolno, aby walec
wykonal dwa i p6l (rys. 8) albo nawet sze$¢ i p6t obrotu (rys. 9). W ukladzie
inercjalnym wszystkie te trzy trajektorie wygladaja w sposob przedstawiony na
rysunku 10, przebiegane sa tylko z réznymi predkosciami.

Widzimy, ze planujac rzut tak, aby méc wyrzucona pitke zlapaé¢, musimy
uwzgledniaé¢ predkosé obrotowa walca i wiedzieé, jak wzgledem kierunku tej
predkodci jestesmy zorientowani. Jasne jest, ze planujac rzut tak, aby trafié¢

w jaki$ konkretny punkt, niekoniecznie ten, z ktorego wyrzucamy, musimy
zawsze uwzglednia¢ sile Coriolisa, ktéra bedzie zalezeé¢ od tego, w ktéra strone
rzucamy czy kopiemy pitke. Wewnatrz walca o maltym promieniu pitka bardzo
mocno kopnieta w jedna strone blyskawicznie spadnie na ziemie, podczas

gdy tak samo kopnieta w druga moze wznie$¢ si¢ na niebotyczna wysokosé,
zataczajac po drodze kilka petli, jak na rysunku 9. Efekt ten uczyni tego typu
gry znacznie trudniejsze niz w ziemskim polu grawitacyjnym.

Opisane efekty sa tym mniejsze, im wiekszy jest promien stacji R, poniewaz
predko$é katowa obrotu w = \/% maleje ze wzrostem promienia, a z nig maleje
sita Coriolisa. Mozna wiec minimalizowa¢ niepozadane efekty, zwickszajac
rozmiar stacji, ale catkowicie efektu nie da sie wyeliminowacé, a problem

z rzucaniem pitki nie bedzie jedynym problemem z tego typu sztuczna
grawitacja. Oprécz tego, ze trzeba bedzie uwazaé¢ na dziwnie latajace przedmioty,
ktorym kto$ przez przypadek nadat nieodpowiednig predkosé poczatkows,
zaobserwujemy inne ciekawe efekty. Biegajac lub jezdzac na rowerze wewnatrz
takiej stacji kosmicznej, bedziemy zmienia¢ odczuwana site ciazenia w zaleznosci
od tego, czy nasza predkosé¢ wzgledem stacji bedzie sie dodawac¢ czy odejmowac
od predkosci obrotowej. Wewnatrz walca o wystarczajaco malym promieniu
mozna bedzie, rozpedzajac sie na rowerze, oderwaé sie od powierzchni

i doswiadczy¢ stanu niewazkosci. Trzeba tez bedzie uwazaé przy wstawaniu,

bo sita Coriolisa bedzie chciata nas przewrdcié, tak jak zakrzywia tor wznoszacej
sie pitki. Trzeba bedzie wstawaé powoli i pochylaé¢ sie w odpowiednig strone.
W dodatku sita ciazenia, dziatajaca na gltowe, bedzie mniejsza niz dziatajaca
na stopy, strumien wody lecacej z kranu bedzie si¢ zakrzywial, podobnie jak
tory spadajacych swobodnie przedmiotéw. Powierzchnia wody w basenie

bedzie wklesta, a plywanie w jedna strong bedzie trudniejsze niz w druga.

Gdy potozymy otéwek na plaskim biurku, to w poblizu lewej krawedzi

bedzie sie staczal na lewo, a w poblizu prawej na prawo (pod warunkiem,

ze kierunek lewa-prawa odpowiada kierunkowi obrotu walca). Zachgcamy
Czytelnikow do zastanowienia sie, jakie jeszcze ciekawe zjawiska bedzie mozna
zaobserwowac.
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Rys. 1. Mozliwe ruchy ciemnoszarego
pionka

O[0]0
@)

Rys. 2. Konfiguracja pionkéw, z ktorej
mozna dotrzeé¢ do pola zaznaczonego
krzyzykiem.

Ciekawe zadania o niezmiennikach

i pélniezmiennikach mozna znalezé

w artykutach K. Chelminskiego

i W. Pompego (Afs, AS).

O niezmienniku do badania wezléw jest
artykul J. Gladysza (Alg).

Rys. 3

Autorka niniejszego tekstu o grze
Conway’s Soldiers dowiedziala si¢

z ksigzki o chlopcu, ktéry lubit
sprowadzaé otoczenie, w tym réwniez
ludzi, do liczb, a najlepiej jednej (Mark
Haddon, Dziwny przypadek psa nocng
pora).

Zadanie

Na dziesigciu drzewach, rozmieszczonych
na okregu, siedzi dziesie¢ wiewiérek (po
jednej na kazdym drzewie). Od czasu do
czasu dwie wiewiérki przeskakujg na
sgsiednie drzewa. Czy wszystkie wiewiérki
moga spotkaé si¢ na jednym drzewie?
Rozwigzanie

Zeby znalezé odpowiedz, mozna
pomalowaé drzewa na dwa kolory, tak
zeby kazde dwa sasiadujgce drzewa byty
w innych kolorach. Parzystos¢ liczby
wiewiérek na drzewach w tym samym
kolorze to w tym przypadku niezmiennik.
Zaczynamy od 5 i 5 — niezaleznie od tego,
jak wiewiérki beda skakaé (ale zgodnie

z zasada opisang w zadaniu), ta
parzystos$¢ si¢ nie zmieni, czyli nie
uzyskamy 10 i 0.

1, 2, 3,4, ... Kamila LYCZEK

Conway’s Soldiers to jednoosobowa tamigtéwka, w ktorej zolierze (pionki)
przedostaja si¢ na terytorium wroga i chca wkroczyé jak najdalej. Na
nieskoniczonej szachownicy, z zaznaczona ,na srodku” pozioma granica, pionki
przeskakuja jeden nad drugim. Doktadniej: ruch polega na przeskoczeniu
pionkiem nad innym znajdujacym si¢ na sasiadujacym polu — tylko poziomo
lub pionowo — i zdjeciu pionka, ktéry zostal przeskoczony.

Poczatkowo wszystkie pionki ustawione sa ponizej granicy (na rysunkach
zaznaczona na szaro). Celem gry jest dostaé sie jak najdalej poza granice.
Nalezy znalezé takie poczatkowe ustawienia pionkéw (dowolnie wielu), zeby
przynajmniej jeden moégt znalezé si¢ 1, 2, 3, 4, ... pola za granica. Rysunek 2
przedstawia ustawienie, ktére umozliwia przekroczenie granicy o 2 pola. Zadanie:
ile najmniej pionkoéw jest potrzebnych, zeby przedostac si¢ o 3 i 4 pola od
granicy, pozostawiamy Czytelnikowi.

A teraz zajmiemy si¢ sprawa powazniejsza: jak przedostac sie 5 pél

za granice? Zeby zmierzyé sie z problemem, wytoczymy oreze, jakim sa
potniezmienniki. Niezmiennikiem nazywamy pewna wlasnosé, ktora nie ulega
zmianie podczas wykonywania procesu (odsylamy do zadania na marginesie).
Natomiast polniezmiennik to wlasnosé zmieniajaca sie w Scisle okredlony sposob
(na przyklad nie rosnie lub nie maleje).

Polom szachownicy przypiszemy wartosci liczbowe i po kazdym ruchu bedziemy
sumowac liczby na zajetych polach. Chcemy znalezé takie wartoéci, zeby ta suma
(nazwijmy ja wartoscig gry) pozostawala stala lub zeby malala po kazdym ruchu.
Zauwazmy, ze jeden ruch powoduje, ze na planszy jest o jeden pionek mniej, tak
ze wymaganie nie jest calkiem sztuczne.

Oznaczmy jedynka pole, do ktérego chcemy dotrze¢ — nasz cel. Pozostalym
polom przypiszmy z* (dla kazdego x, ktéry ustalimy pézniej) w taki sposob,
ze k jest liczba wierszy i kolumn, o ktére to pole jest odlegte od ,,17 (rys. 3).

Mozemy wyréznié trzy typy ruchéw w grze (ponizej zakladamy, ze pionek
skaczacy startuje z pola z*):

1. Przyblizajacy do ,,1” — gdy pionek skaczacy zbliza si¢ do pola 1. Wartos¢ gry
zmieni sie wtedy o zF72 — zF=1 — 2% (2%=2 to pole, na ktérym wyladowat
pionek skaczacy, a %71, 2* to pola, z ktérych zniknety pionki).

2. Neutralny — pionek skaczacy pozostaje w tej samej odlegtosci od ,,1” co przed
skokiem. Warto$é¢ gry zmienia sic o —2*~! (pole, na ktérym stal przeskoczony
pionek).

3. Oddalajacy od ,,1” — warto$é gry zmienia sie o zF+2

k+1 k

— X — X,

Sprecyzujmy wymagania wobec z, zeby wartos$é gry nie zmieniala si¢ wtedy, gdy
przyblizamy si¢ do ,,17, czyli rozwigzmy dla k > 2 réwnanie

() k=2 gkl gk =,

Mamy dwdéch kandydatéw x = %‘/5 Jeden jest zdecydowanie lepszy od
drugiego. Dla ujemnej wartosci x ruch neutralny moze powodowadé zwiekszanie
wartoéci gry, a przeciez tego nie chcieliSmy. Inny powdd jest taki, ze w dalszej
czesci bedziemy sie starali wypelni¢ pionkami caly nieskonczony wiersz
szachownicy, co w przypadku, gdy |z| > 1, oznaczaloby sumowanie nieskoriczonego
ciggu geometrycznego, o ilorazie wigkszym niz 1. Klopotliwie. .. Bezpieczniej
jest wybraé x = _1%\/5, oznaczmy te warto$¢ przez ¢. Zauwazmy, ze ¢
spelnia wczesniejsze wymaganie o tym, ze w kazdym ruchu warto$é¢ gry
nie moze wzrasta¢ — wartos¢ gry maleje, gdy wykonujemy ruch oddalajacy
(¢F=2 — ¢P~1 — ¢* < 0), przy ruchu neutralnym réwniez.

Zachodza nastepujace réwnosci

P?’=1-9, ¢’=¢-¢° ¢'=¢*-¢



Z powyzszego otrzymujemy ¢ + ¢3 + ¢t + - =1
(dodaliSmy prawe i lewe strony powyzszych réwnan).
Mamy réwniez

e PP+ P+ =+ 2P+ ).
Majac plansze ponumerowang konkretnymi liczbami

i znajac pare zaleznosci dla tych wartosci, obliczmy
warto$é gry w sytuacji, gdyby wszystkie pola (czyli
nieskoniczenie wiele!) ponizej granicy byly zajete przez
pionki, a naszym celem byloby dostanie si¢ tuz nad
granice (rys. 4). Oznaczmy wartosé takiej konfiguracji
przez Sy

Si=(p+2* +*+...)) A+ o+¢* +¢>+...)
22| x 1| z|a? 22| x 1| z]a?
22'3 IE2 x x CL3 .’.L'3 12 xr m2 IE3
174 1E3 .1‘2 (173 14 1‘4 fEB 12 173 $4
.E5 14 .L3 1‘4 1,'5 .L5 14 L3 .E4 .’Lr
Rys. 4. 53 Rys. 5. Sa
Korzystajac z tego, ze ¢? + ¢ + ¢* + - .- = 1, dostajemy
Si=@+2-1)1+¢+1)=2+¢)>=4+4p+¢* =
=5+ 20,

gdyz ¢* =1-¢.

Teraz jako cel wyznaczmy sobie pole oddalone od
granicy o dwa i ponownie zapetnijmy pionkami wszystkie
pola ponizej granicy
Sy = ¢(543¢) = 5¢ + 39> = 5¢ + 3(1 — ¢) = 2¢ + 3.
Analogicznie
S = §(26 +3) = 26> + 3¢ = 2(1 — §) + 3¢ = 2+ ¢,
Sa=0¢2+¢)=20+¢"=20+1-¢=0¢+1,
S=0(¢+1)=¢"+o=1-9+¢=1.
Sy to wartoéé¢ gry w przypadku, gdy naszym celem
jest dojscie do pola oddalonego od granicy o 5, ma to,
oczywiscie, zwiazek z poczatkowym pytaniem. Poniewaz
i tak wypelniamy wszystkie pola ponizej granicy na
nieskonczonej szachownicy, to ulokowanie ,,1” w tym czy
w innym miejscu (ale 5 pdl od granicy) niczego nie zmienia.

Céz wynika z tego, ze S; = 17 Oznacza to tyle, ze

w tej grze nie da si¢ doj$¢ pionkami na zadne pole
oddalone od granicy o 5! Dla skoriczonej liczby pionkéw
warto$é¢ poczatkowej konfiguracji bedzie mniejsza

niz 1, a poniewaz wartos¢ nie moze wzrosnaé¢ po ruchu
(tak dobraliémy warto$é ¢), to startujac z ustawienia

o wartosci mniejszej niz 1, nigdy nie osiagniemy pola ,,17.
Zrédto:

E. Berlekamp, J. Conway and R. Guy, Winning Ways for Your
Mathematical Plays, 2004

Redaguje Lukasz BOZYK

i Zadania

M 1573. Wewnatrz kwadratu jednostkowego K znajduje sie wielokat
wypukly W o polu wigkszym od % Wykazacé, ze wewnatrz wielokata YV mozna

wskaza¢ odcinek o dtugosci % rownolegly do boku kwadratu .

Rozwiazanie na str. 22

M 1574. Dodatnia liczbe catkowita n nazwiemy podkwadratowq, jezeli n+ 1
jest kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, Ze istnieje nieskonczenie wiele
par liczb podkwadratowych o tej wlasnosci, ze ich suma oraz iloczyn takze sg

podkwadratowe.

Rozwiazanie na str. 18

M 1575. Plytkq nazwiemy pokazana na rysunku figure ztozona z czterech

&

szesciokatéw foremnych o boku 1 oraz dowolna figure otrzymana z niej przez
obrét lub symetrig. Z kolei n-trgjkgtem nazwiemy tréjkatny ukltad tworzony

przez 14+2+...4n szeSciokatéw foremnych o boku 1 (na rysunku pokazano
5-trojkat). Znalezé wszystkie dodatnie liczby catkowite n o tej wlasnosci, ze
z pewnej liczby plytek mozna ulozyé n-trojkat.

Rozwiazanie na str. 8

Przygotowal Michal NAWROCKI

F 957. Pilkarz zatrzymuje noga pitke poruszajaca sie w jego kierunku

z predkoscia v = 10 m/s. Znalezé predko$é u, z jaka powinna poruszaé sie noga
pitkarza, aby uderzajaca w nia piltka zatrzymata sie. Przyja¢, ze masa pitki jest
duzo mniejsza od masy nogi pitkarza, a zderzenie jest catkowicie sprezyste.

Rozwiagzanie na str. 8

F 958. Na szalke wagi sprezynowej o masie M spada z pewnej wysokosci h
kulka o masie m (M > m). Wspélezynnik sprezystosci sprezyny wynosi k.
Znalez¢é odlegto$é Ax punktu, do ktorego szalka wychyli sie z polozenia
poczatkowego i wokédl ktorego bedzie wykonywala drgania. Przyjac, ze uderzenia
kulki w szalke sg doskonale sprezyste.

Rozwiazanie na str. 18
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Zajrzec glebiej

Moje zainteresowanie badaniami mikrobiomu (A$,, Al2) nie maleje. W dodatku,
gdy sie juz zwrdci uwage na jakis temat, to zauwaza sie coraz wiecej nowych
danych z tej dziedziny.

Przypomne: mikrobiom to zesp6t mikroorganizmoéw wspélistniejacych z danym
organizmem, np. z czlowiekiem. Drastycznie oceniajac: w ,sterylnym” swiecie
pozbawionym mikroorganizméw zycie wielu gatunkéw nie byloby mozliwe,
zycie ludzkie — bardzo ograniczone. Nic w tym dziwnego — powstajace w toku
ewolucji organizmy wielokomérkowe, tkankowe, zastaly $wiat od 2,5 miliarda
lat zasiedlony przez organizmy jednokomoérkowe. One byly u siebie, te nowe
dopiero zdobywaly wtasne nisze. Trzeba bylo nauczy¢ sie zy¢ razem, czesto

Przydata sie wyobraznia. Naukowcy wykorzystali znany
uprzednio gen (,,gen donosiciel”), ktéry powoduje
powstawanie wewnatrzkomérkowych lipidowych
pecherzykéw wypelnionych gazem. W naturze, tworzac
pecherzyki, bakteria moze regulowaé¢ swoja gestosé,

a zatem gleboko$é¢ zanurzenia w cieczy. Nastepnie gen
ten, metodami inzynierii genetycznej, wprowadzili do
nieszkodliwych bakterii jelitowych (E. coli i Salmonella
enterica Typhimurium) i przystapili do doswiadczen

z myszami (jak by$my sobie dali rade, gdyby na $wiecie
i w laboratoriach nie istniaty standardowe szczepy
myszy?)

Modyfikowane bakterie wykrywano nastepnie w mysich
jelitach dzieki pomiarom ultradZzwiekéw (sonda
przylozona do skory) rozpraszanych przez pecherzyki.
Wystarczylo takze ustali¢ natezenie ultradzwigkdw,
ktore rozbijaja pecherzyki, aby ,zobaczyé¢” lokalizacje
danych bakterii w jelicie. Zainteresowanie metoda

i jej mozliwosciami zwigksza sie, gdy przypomnimy

w symbiozie. Mikrobiomy napotykamy wszedzie, gdzie ich szukamy: mijajace
lato przypomniato nam, na przyklad, kleszcze z bogatym mikrobiomem,

w ktérym jednak straszaca nas Borrelia nie czuje si¢ komfortowo i chetnie
przemieszcza si¢ do ssakow.

Mikrobiotyczny ekosystem, ktéry trwa i zyje w nas, jest niezwykle
skomplikowany i bogaty w szczegdty. W ludzkim przewodzie pokarmowym
wytworzyly sie zasady wspolzycia z mikroorganizmami zaréwno w sensie
czasowym, jak i przestrzennym. Zaczynamy to wspélzycie, rodzac sie (w stanie
sterylnym), a potem stopniowo, w kontakcie z otoczeniem, tworzy si¢ nasz
mikrobiom, ktory reaguje na wszelakie perturbacje — stan zdrowotny, wiek,
ple¢. Wlasciwie kazdy z nas stykal si¢ z zakldceniami trawiennymi, ktére sa
nierozerwalnie zwiazane z mikrobiomem. Zatem niezwykle uzyteczne bytyby
badania nieinwazyjne pod tym katem przewodu pokarmowego. Co wiecej,
istnieja juz propozycje leczenia konkretnych choréb przez wprowadzenie do
przewodu pokarmowego okreslonego gatunku bakterii — c¢6z z tego, skoro nie
mozemy $ledzi¢ tam ich obecnosci, poniewaz wszelkie dotychczas stosowane
techniki obrazowania siegaja zaledwie na pojedyncze centymetry w glab ciala.

sobie, ze wymieniony szczep Salmonelli jest zdolny do
wybidrczego infekowania nowotwordw jelit, co moze
umozliwiac¢, tez wybiérceze, wprowadzanie do takich
guzéw potencjalnych lekéw. Obie bakterie, nawet

w niewysokim stezeniu, zlokalizowano ultradzwickami
w jelitach myszy, w dodatku jednoczes$nie udato sie
réznicowaé dwa rodzaje bakterii za pomoca wielko$ci
natezenia ultradzwigkéw rozbijajacych pecherzyki.

Wystarczy uzy¢ wyobrazni, aby méc przewidywadé
potencjalne stosowanie tej techniki obrazowania

w przysziej diagnostyce i terapii zaréwno flory
bakteryjnej, np. jelit, jak i gteboko w ciele potozonych
nowotworéw. Cwiczac nadal nasza wyobraznie, mozemy
zaproponowaé np. badanie innych niz cialo zwierzece
zespolow bakterii — choé¢by w stabo poznanych glebokich
warstwach gleby w warunkach naturalnych i réznie
modyfikowanych.

Magdalena FIKUS

Rozwigzanie zadania M 1575 .Odpowiedz:
n=8k—1lubn=8kdlak>1.

Zauwazmy, ze jezeli n-trojkat mozna utozyé
z plytek, to jest on zlozony z podzielnej przez 4

liczby szesciokatéw foremnych o boku 1, co
oznacza, ze liczba
14+24...4+n - n(n+1)
4 8
jest calkowita, czyli n daje reszte O lub 7 przy
dzieleniu przez 8.

8

7 drugiej strony 7-tréjkat oraz
8-tréjkat mozna utozyé z plytek
(rysunek z lewej). Ponadto dla
kazdego k > 1z tk(k+1)
8-trojkatéw oraz %]{‘(k —-1)
7-tréjkatéw mozna utozyé
(8k)-tréjkat, a z 1k(k+1)
7-tréjkatéw oraz Lk(k—1)
8-trojkatéw mozna ulozyé

(8k —1)-tréjkat (rysunek

z prawej; k = 4).



WAKACYJNA LEKTURA DO CZYTANIA NA WODZIE, NA PLAZY I W LESIE

Geometria Bolyaia—t.obaczewskiego - co to jest i jak ja poznawaé

Marek KORDOS Najdtuzej badanym problemem matematycznym byta kwadratura kota, ale zaraz
za nig uplasowala sie kwestia piatego postulatu Euklidesa. Chodzilo o to, czy
zdanie

jesli dwie proste przeciete trzeciq tworzq kqly wewnetrzne jednostronne
0 sumie mniejszej od dwoch kqtow prostych, to proste te po przedluzeniu
przetng sie © to wilasnie z tej strony

spelnia wymagane dla postulatow warunki, czyli czy wyraza rzeczy jasne

i oczywiste i czy jest dostatecznie zwigzte, by by¢ uznane za pierwotna prawde.
Debate zapoczatkowal w V wieku Proklos, odpowiadajac dwukrotnie nie

i proponujac, by wykazaé, ze usunigcie tego postulatu gmachu geometrii nie
naruszy.

O perypetiach piatego postulatu pisatem 7 biegiem stuleci angazowali si¢ w te rozwazania réwniez przedstawiciele innych
w AT i AT galezi nauki, az do orzeczenia, ze debata jest nonsensowna, bo z geometria,
niejako sie rodzimy (Kant, Krytyka czystego rozumu). I wtedy (poczatek

XIX wieku) dwéch mlodych ludzi, Wegier Janos Bolyai i Rosjanin Nikolaj
FLobaczewski, uparto sie, by $wiat przyjat, ze usunigcie piatego postulatu nie
tyle narusza gmach geometrii, co go do$¢ gruntownie przebudowuje. Spotkata ich
za to surowa kara, ale odniesli zwycigstwo, bo od tej pory wszyscy matematycy
uznali istnienie alternatywnych geometrii, choé¢ bylo to dla nich (i w ogdle dla
calego $wiata nauki) réwnie wstrzasajace, jak dla nas bylby kontakt z inna
cywilizacja.

Powstal tez problem, jak taka alternatywna geometria wyglada, bo umiano
pokazaé jej poszczegdlne fenomena, ale w catosci jej ,,zobaczy¢” nie umiano.
Zanim (za sprawa Kleina) takie caloSciowe spojrzenie zostalo skonstruowane,
okazalo sie, ze alternatywnych geometrii jest wiele. Wystarczylto bowiem, by
(poniekad przymusowo) sprawe zreferowal na swoim wykladzie habilitacyjnym
dzialajacy w analizie matematycznej Bernard Riemann. Wskazal on, jak
mozna opisaé nieskonczona mnogo$é struktur matematycznych, ktére od naszej
geometrii beda rézne, bedac jednak geometriami. Skorzystamy dalej z jego
pomystu.

Po co matematyce modele?

Jesli w jakiejs teorii A, o ktérej jesteSmy przekonani, ze jest niesprzeczna,
zbudujemy model teorii B (czyli strukture, majaca taka budowe jak teoria B),
to z réownym przekonaniem mozemy stwierdzié, ze teoria B tez jest niesprzeczna.
Dlatego tworzac nowe teorie, konstruuje si¢ ich modele w klasycznej geometrii
lub arytmetyce.

Ale jest i inny powdd. Posiadanie réznych modeli interesujacej nas teorii
pozwala ,troche oszczedzi¢” na dowodzeniu. Jesli bowiem dostrzegamy jakas
prawidlowo$é w modelu, to (jesli nie ma tam specyficznych wlasnoéci materii,
z ktérej model zostal zbudowany) mozemy zaobserwowana prawidlowo$é uznaé
za wlasno$¢ modelowanej teorii.

Tak w wigkszosci przypadkéw bedziemy postepowali tutaj, wlasnie przez
ogladanie takich modeli, w ktérych te czy inne wtlasnosci beda wrecz rzucaly sie
w oczy. Rodzing modeli geometrii Bolyaia—t.obaczewskiego, ktérymi bedziemy
sie postugiwali, skonstruujemy, wychodzac od modelu zbudowanego przez Henri
Poincarégo w mysl wskazan Riemanna.

Koncepcja Riemanna jest nastepujaca. Okreslamy obiekt, ktéry bedzie
w naszym modelu pelnil funkcje zbioru punktéw i dla tych (nowo mianowanych)
punktéw okreslamy iloczyn skalarny. Gdy punkty sa parami liczb rzeczywistych,
6w iloczyn skalarny punktéw P = (z1,22) i Q = (y1, y2) to liczba

P-Q = gnziyr +g1221y2 + g2172y1 + g2222Y2,
gdzie g;; sa dobrane w ten sposéb, by liczba P- P byla zawsze nieujemna.
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Punkt majacy w modelowanej geometrii
wspélrzedne (e, 0) ma w modelu
wspélrzedne (s, 0).

Dysponujac iloczynem skalarnym, okreslamy dlugo$é wektora v jako |v| := /v v,

a katy mierzymy, obliczajac ich kosinus wedlug wzoru cosvw := %
vl|w

Na przyklad geometria zwyklej plaszczyzny to zbiér R? z iloczynem danym

przez gi1 = ga2 = 1, g12 = g21 = 0.

Model Poincarégo na pélptaszczyznie (mPpp)

Gdy zbiorem punktéw bedzie {(x1, z2) € R? : z7 > 0}, a iloczyn skalarny
dany bedzie przez gi1 = gao = 1/2% i g12 = g21 = 0, to bedziemy mieli do
czynienia z modelem plaszczyzny Bolyaia—t.obaczewskiego. Rzut oka na wzoér
na kosinus od razu pozwala zauwazy¢, ze model ten jest euklidesowokqtny,

co oznacza, ze narysowane krzywe w naszym modelu w sensie plaszczyzny
Bolyaia—t.obaczewskiego tworza kat o tej samej rozwartosci, jak ten, ktory
widzimy euklidesowym okiem na rysunku (owe 1/x? w liczniku i mianowniku
sie skroca). Zatem inne pojecia geometrii Bolyai-FLobaczewskiego (np. proste)
musza w naszym modelu wygladaé inaczej niz ich euklidesowe odpowiedniki
— gdyby bowiem wygladaty tak samo, otrzymaliby$my nie geometrie
Bolyaia—t.obaczewskiego, lecz geometrie polplaszezyzny euklidesowej.

Nie wchodzac w szczegdly rézniczkowej obrobki tego modelu, przyjmijmy, ze
udato sie nam stwierdzié, iz prosta opisane za pomoca tego iloczynu skalarnego
(jedna, konkretna prosta) w tym modelu jest (¢, 0) dla t > 0, a jej punkty sa
sparametryzowane za pomoca dlugosdci s jako (e®, 0). Zatem odleglo$é punktéw
A= (e*,0)iB = (e, 0) jest w geometrii Bolyai-FLobaczewskiego réwna

s1
[s1—s2| = ’111 ZTJ = ‘ln|A7 B; (0, 0), ool|,

gdzie symbol, ktéry znajduje sie¢ miedzy wartosciami bezwzglednymi wewnatrz
logarytmu w ostatnim czlonie powyzszej réwnosci, to dwustosunek (patrz

str. 14), a symbolem oo zostal oznaczony kierunek prostej. Ten kierunek,
podobnie jak punkt (0, 0) nie nalezy do modelu, nie jest punktem modelowanej
plaszczyzny B-1., ale — mozna powiedzieé, ze oba te punkty ,koncza” prosta.
Dlatego tez Hilbert wprowadzit zwyczaj nazywania ich koricami prostej.

W mPpp odlegtosé punktéw bedziemy mierzyli za pomoca dwustosunku:

In |(A, B; koniecy prostej AB, koniecy prostej AB)||.

Te skape wiadomosci wzigte na wiare pozwola nam poznaé¢ wiele wlasnosci
geometrii Bolyaia—Ff.obaczewskiego za pomocg mPpp i innych modeli.

Innych, bo z mPpp mozna w prosty sposéb uzyskaé
jeszcze inne przydatne modele. Widoczna na rysunku
obok poélsfera jest styczna do brzegu rozpatrywanej
dotad (szarej) pélplaszezyzny. Mozna na nig zrzutowad
stereograficznie mPpp, otrzymujac model Poincarégo
na polsferze (mPp). On z kolei moze by¢ zrzutowany
stereograficznie (z najwyzszego punktu ,drugiej potowy’
pélsfery) na plaszezyzne styczna do polsfery w jej
»poludniowym” biegunie — tak otrzymamy model
Poincarégo w kole (mPk). Mozemy tez mPp zrzutowaé
prostokatnie na te sama plaszczyzne — powstanie model
Kleina (mK), tez w kole, ale mniejszym (zamiast na dot
mozna rzutowaé¢ do géry na kolo ,zamykajace” pdlsfere).
Jeszcze inny model otrzymamy, rzutujac mPp na te
plaszczyzne ze $rodka polsfery — ten model (mp) dzialaé
bedzie na calej ptaszczyznie.

)

Zawarcie blizszej znajomosci z tymi modelami pozwala
na obserwowanie rozmaitych faktéw majacych

miejsce w geometrii B—t.. Czeé¢ z nich postaram sie
zaprezentowac.
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Proste, katy, odleglos$ci w réznych modelach

Poniewaz w geometrii euklidesowej inwersje zachowuja dwustosunek, wiec
inwersje wzgledem prostych i okregéw (w istocie ich potéwek) prostopadlych do
brzegu mPpp zachowuja odleglosci B-L (sa izometriami, a nawet symetriami),
a wiec wszystko, co otrzymamy za ich pomocg z wyrdznionej prostej B,

to beda proste B-Y.. Moral: w mPpp prostymi w sensie B-1 sq wszystkie
prostopadle do brzegu proste i mieszczqce sie w modelu tuki okregow, a inwersje
wzgledem nich sq¢ w sensie B—L symetriami.

Czytelnika Zaniepokojonego dziwnym sformulowaniem o lukach okregéw

w poprzednim zdaniu (przeciez to po prostu pélokregi!) spiesze uspokoié — w tym
szalenstwie jest metoda. Jesli mianowicie przyjrzymy sie, jak otrzymujemy inne
modele Poincarégo, okaze sie, ze wyrdznione wyzej zdanie tez sie do nich stosuje!
I to thumaczy nienajprostsze sformulowanie: o ile bowiem w modelu na pétsferze
te tuki sa rowniez potokregami, to juz w modelu w kole — nie.

A na tym nie koniec. Poniewaz inwersje (wigc i rzut stereograficzny) zachowuja
dwustosunek i katy miedzy krzywymi, wigc we wszystkich modelach Poincarégo
odleglosci mierzy sie logarytmem dwustosunku punktow i koricow prostej, na
ktorej one lezq, a kqty w sensie B-L majq takie same rozwarto$ci, jak katy
zmierzone w modelu.

Jak widaé¢, umknely nam pozostale dwa modele: Kleina i na calej ptaszczyznie.
Zajmijmy si¢ pierwszym z nich.

W modelu na pélsferze, jak juz wspomnieliémy, proste to potokregi. Jesli
tak, to leza one w plaszczyznie prostopadlej do tej, na ktéra rzutujemy mPp,
by otrzymaé¢ model Kleina. Zatem rzutuja sie one jako odcinki. Dokladniej:
w modelu Kleina proste w sensie B—1L to cieciwy modelu.

Uwaga Jeszcze jeden... na stronie 15 upewnia nas, ze odleglosci w modelu
Kleina rowniez mierzy sie logarytmem z dwustosunku.

Pozostaje kwestia katéw. W modelu Kleina (oczywiscie, bo w przeciwnym
przypadku byloby to zwykle euklidesowe kolo) nie ma takiej wygody, jak

w modelach Poincarégo. Tu podamy tylko, jak przedstawia sie w mK sprawa
prostopadlosci. W tym celu nalezy przypomnie¢ sobie (badz udowodnié, gdyby
sie nie pamietalo) twierdzenie ze stereometrii:

jesli na sferze dwa okregi przecinajq sie pod kgtem prostym, to plaszczyzna
jednego z nich przechodzi przez wierzcholek stozka utworzonego ze stycznych
do sfery w punktach drugiego z nich.

Odnoszac widoczna na rysunku sytuacje do mPp i rzutujac ja na mK,
otrzymujemy wniosek, ze w modelu Kleina proste prostopadie to takie, Ze
przedluzenie jednej z nich przechodzi przez punkt przeciecia stycznych w korcach
drugiej (jej biegun). I to na razie wystarczy nam do obserwacyjnego badania
geometrii B-Y.. Bo przeciez o ogladanie od poczatku nam chodzi.

Pozostat jeszcze model na ptaszczyznie. Jego funkcja okazata si¢ czysto formalna —
geometrzy rysuja w nim sytuacje z geometrii B-t. wtedy, gdy chca podkresli¢, ze tym
razem nie beda postugiwaé sie¢ modelami. Czytelnik Zaciekawiony moze sprawdzié,

ze proste B-L w tym modelu to proste przechodzace przez punkt stycznosci mPp

z plaszczyzng oraz tuki hiperbol, dla ktérych te proste sa asymptotami.

Co od razu wida¢ w modelu Kleina?

Przede wszystkim widaé, ze przez punkt
poza prosta przechodzi wiele prostych z nia
roztacznych. Wérdd nich sa dwie, majace

z dana prosta wspodlne konce — to rownolegle,
a pozostate rozlaczne to nadréwnolegle.

Widac¢ tez, ze we wnetrzu kata istnieje obszar,
z ktérego nie mozna poprowadzié¢ prostej
przecinajacej oba jego ramiona — oddzielajaca
go prosta nazywa sie zagradzajgca.
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Widac¢ tez, ze proste sa nadréownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy maja wspolna
prostopadta.

O O

Istotnie, wspélna prostopadta zawieraé¢ sie musi w prostej taczacej bieguny,
a ta w przypadku prostych przecinajacych sie czy réwnolegltych nie przecina
sie z modelem, czyli wnetrzem kotla.

Rozpatrujac podobne rysunki, stwierdzamy, ze rzut prostokatny prostej na
prosta nigdy nie jest prosta — jest odcinkiem dla prostych przecinajacych sie
i nadréownoleglych, a w przypadku réwnolegtych — pétprosta.

404

7 kolei rysunek z lewej
pokazuje tréjkat bez
ortocentrum (wysokosci
kolorowego tréjkata
przecinaja sie poza
modelem). Z prawej za$
mamy tréjkat PQR, na
ktérym nie mozna opisaé
okregu (te owale to elipsy
styczne do brzegu modelu
w koricach prostych k i)
k il to B-L symetralne
PQ i PR — nie wynika

to z dotychczasowych
rozwazan, ale nie
powinno dziwic¢, ze

nie wszystko daje sie
opowiedzie¢ w tak
krétkiej formie.

X

Co od razu widaé¢ w modelu Poincarégo w kole?

Oczywiscie, sytuacje zwiazane z katami, bo w modelach Poincarégo rozwartosé
katéw w sensie Bt jest taka, jak na rysunku. W mPk proste to tuki okregéw
prostopadle do brzegu, ale tez i $rednice modelu (powstaja z rzutéw pélokregéw
wielkich pélsfery). Wobec tego na rysunku mamy tréjkat ABC o sumie katéw
mniejszej od 180° — byloby 180°, gdyby bok BC byl odcinkiem, a nie tukiem.
A za pomocy inwersji mozna dowolny trojkat doprowadzié¢ do takiego polozenia.

Czytelnik Dociekliwy zauwazy, ze istnieja trojkaty o sumie katéw dowolnie
bliskiej zeru (maly kat przy A i BC bliskie zagradzajacej).

W grafikach Eschera mozna odnalezé inne spojrzenie na takie trojkaty. Jesli
tréjkat z poprzedniego rysunku bedzie réwnoramienny i bedzie miat w A

kat %, to — ukladajac n takich tréjkatéw wokdét A — uzyskamy n-kat foremny.
7 poprzedniej uwagi wynika, ze mozemy pozostate dwa katy dobraé¢ dowolnie,
byleby suma katéw trojkata nie przekroczyta 180°. Niech zatem beda réwne

po % (oczywiscie %—l—% < 1). Wéwezas katy otrzymanego n-kata beda

rowne %. Oznacza to, ze wokol kazdego z tych wierzchotkéw mozna ulozyé

k takich wielokatéw (Czytelnik Blyskotliwy domysli sie, ze robi sie to, stosujac
inwersje wzgledem bokéw wielokata).
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Parkietaze na okladce Otrzymamy w ten sposéb pokrywajaca plaszczyzne B—t. siatke n-katéw po k
w kazdym wierzchotku. Takie siatki z upodobaniem rysowal Escher, a nasza

i wewnatrz numeru wykonat
2 Y oktadka zawiera kilka takich, ale juz rodzimej produkcji.

Przemystaw KICIAK

Jak Lobaczewski obliczyl kat réwnoleglosci

Wystawmy z punktu O na prostej k prostopadla i obierzmy na niej punkt P
odlegly o x od k. Poprowadzmy teraz przez P réwnolegla do k. Kat, jaki

tworzy ona z OP, to kgt réwnoleglosci. Jego rozwarto$¢ zalezy od x — Nikolaj
F.obaczewski pierwszy obliczyt w jaki sposéb. Oto obliczenie w mPk. Na rysunku
P B-1. proste sa kolorowe, czarne odcinki to odcinki materii, z jakiej jest zrobiony

model, czyli euklidesowe; PR to styczna. Chcemy obliczy¢ kat a.

« B Poniewaz a+28 = 7, wiec f = § —§. Z kolei

oY R @ (r+rtgB)-r 1+tg s
r=In =In )
r-(r—rtgf) 1—tgp
tg B =tg <7T—a> _leitey _ 1_tg%,
4 2 1+tgftgg  1+tg§
1+1—tg%

. T+tg 2 2 «
x 2

wiec €7 = = = = ctg —
€ _Itegs T ogpea &5
1+tg %

a zatem o = 2arcctge”.

Jak Bolyai styczng skonstruowat

Konstrukcja stycznej to wykreslenie jej B-¥ cyrklem i B-L linijka. Konstrukcja
ta, narysowana w stylu modelu na plaszczyznie, wyglada tak jak obok, czyli
rysujemy czworokat o trzech katach prostych. Czwarty kat jest (oczywiscie)

. ostry. Zatem bok BC jest krétszy od AD. Promieniem AD kreslimy wiec okrag
o srodku B. Jego przeciecie z bokiem C'D oznaczamy X. Wtedy prosta AD jest
rownolegta do BX. Czyli tego trzeba dowiesé.

Postuzymy sie modelem Kleina. Wobec uwagi konczacej punkt Harmonicznosé
(str. 15) kazda prosta przez S jest prostopadla do M N, a kazda przez T do K L.
Zatem ABCD jest w modelu Kleina czworokatem o trzech katach prostych. BX
i AD maja wspdlny koniec, wiec sa réwnolegle. Ponadto czwérka B, X, P, Q' jest
rzutem z punktu S czworki A, D, P, Q, a wigc

BP-XQ" AP-DQ

BQ'-XP AQ-DP’
co oznacza, ze odcinki BX i AD sa B-L przystajace.

Nr Gdy chodzi o konstrukcje w modelu Kleina, do tej pory
otwarty jest postawiony przez Jana Mycielskiego problem, czy
konstrukcje w kole wykonane euklidesowa linijka i cyrklem

daja ten sam zbiér punktéw konstruowalnych, co konstrukcje
wykonane B-FL linijka i B-L. cyrklem.

Na zakonczenie

Oczywiscie, przedstawienie geometrii Bolyai—t.obaczewskiego na kilku stronach
nie jest mozliwe. Pozostaje wiele do samodzielnego zwiedzania przez ewentualnie
zainteresowanych.

Pokazalismy, ze dla prostych nadréwnoleglych istnieje wspdlna prostopadia — jak
ja skonstruowac?

Dawid Hilbert podal nastepujacy przepis (rysujemy znéw w mp). Obierzmy
na jednej z nich, na a, punkty A i C i zrzutujmy je prostokatnie na druga, b,
otrzymujac punkty B i D. Jesli AB = CD, czworokat ABDC ma o$ symetrii,
a ona jest prostopadla do AC i BD, o co nam chodzilo.

Gdy AB > CD, obieramy na AB taki punkt A’, ze A’B = CD. Z A’ prowadzimy
taka prosta ¢, ze kat miedzy DC' i a jest taki, jak miedzy BA’ i c. Prosta c
przecina (?7) a w punkcie K. Odl6zmy odcinek A’K od punktu C, otrzymujac L.
Mamy KM = LN, gdzie M i N to rzuty prostokatne K i L na b (jest tak,

bo figury aCDb i cA’ Bb sa przystajace). O$ symetrii czworokata KM NL jest

Znak zapytania wskazuje, ze trzeba
jeszcze wykazad, iz punkt przeciecia a i ¢
istnieje. szukana wspolna prostopadla.
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Wigcej o wspélrzednych barycentrycznych
mozna przeczyta¢ w moich artykutach

03 ; A03
w A5 i Afg.

Gdy m1 i ma sa réznych

znakéw, srodek

cigzkosci lezy na zewnatrz odcinka AB po
tej stronie, z ktérej wartoéé¢ bezwzgledna
obcigzenia jest wigksza. Gdy te wartosci
sa réwne, nie moze ,znalezé sobie
miejsca”. Dodatkowy punkt ,lezy na obu

konicach” prostej.

Czytelnik Pracowity moze sprawdzié, ze
(P, Q; R, S) = (R, S; P,
— 1 —
T (P,Q; S, R)

Q) =
1-(P, R; Q, S).

Proste w geometrii B-L sa jednoznacznie wyznaczone nie tylko przez dwa
punkty, lecz takze przez punkt i koniec, a nawet dwa konce.

Cechg szczegdlng geometrii B-T. jest mozliwosé zdefiniowania odlegtosci
wewnatrz geometrii, czego np. geometria euklidesowa jest pozbawiona (i po
wzorce odleglodci musi siegaé do fizyki). W konsekwencji cala te geometrie
mozna opisac, postugujac sie wylacznie pojeciem nalezenia punktu do odcinka.

W dalszej konsekwencji pole tréjkata mozna obliczyé z sumy jego katow.

Gdy juz mowa o polu, to pole powierzchni kola jest na plaszczyznie B, wigksze
od pola kota euklidesowego o tym samym promieniu.

Mozna tez na plaszczyznie B—t, dokonywaé paradoksalnych rozktadéw, co nie
jest mozliwe na plaszczyznie euklidesowej.

Stowem, jest co zwiedzac.

Narzedzia

W poprzednich rozdzialach uzywaliémy wlasnosci dwustosunku, inwersji i rzutu
stereograficznego, ktére tutaj chcemy przypomnieé.

Dwustosunek (inaczej: stosunek anharmoniczny)

Zacznijmy od wspélrzednych barycentrycznych na prostej: Jesli punkty A
i B obciazymy masami m 4 i mp, to Srodek ciezkosci znajdzie sie w punkcie
ma-A+mp-B . . , ,
= ————— Pare liczb (ma, mp) mozna uznaé za wspolrzedne
ma—+mp

barycentryczne punktu P.

Wspélrzedne barycentryczne dane sa (jak latwo zauwazyé) z dokladnodcia
do proporcjonalnoéci. Roéwnie tatwo zauwazy¢, ze nie ma na prostej punktu,
dla ktorego suma tych wspoélrzednych jest réwna 0. Mozna jednak uzupeinié
prosta o taki punkt, ktéry bedzie srodkiem ciezkosci o zerujacej sie sumie
wspélrzednych — prosta staje sie jakby okregiem (dla koneseréw: albo prosta
rzutowa, albo — bez réznicy — prosta plaszezyzny uzwarconej punktem).

Poniewaz nie ma punktu o wspélrzednych barycentrycznych [0, 0], wiec kazdy
punkt mozna przedstawié¢ jako [1, a], albo [0, 1].

Prosta w takich wspélrzednych sklada sie z punktow postaci AA+ pB, gdzie
(A, ) # (0, 0). Dwustosunek punktéw P, Q, R, S to liczba
A —-A A -A
(P, Q: R, S) = (Apur —Arpr)(AoHs —Asuq)
(Apps —As —pp)(AQir — ARKQ)
Aqup
APHQ

W szczegblnodei (A, B; P, Q) = ,(boda=pup=11ips=Ag=0).
Gdy dodany punkt pominiemy, mozemy dwustosunek opisaé

za pomoca zwyktych wspétrzednych i odlegltosci. W tym celu zapiszmy P i @
tak, by na pierwszej wspotrzednej byla jedynka:

Ap Hp . .
P =[Ap+pup, Apa+pupb] = |1, + b dob .
[A\p+pp, Apa+ ppb] ot T apapt) ipodo nie Q)
A A
Mamy wiec P = P A+ He  pig= Q4 e p
Ap+pp  Aptup AQ +1Q AQ + 1@
Stad
Hp HQ
P-A=_—"—(B-A), —A=_—""—(B-A),
AL (B-a), Q-A= (54
- =
P-B=—" (B—4), Q-B=-—29 (B-A).
Ap+pp Ag+pg

Zatem

AP-BQ _ (P=A)(Q=B) _Jopr
A0.-BP  (P=B)(Q-A)  pug
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i dla B podobnie

Nasuwa si¢ pytanie, czemu od razu nie podaliémy tak prostej definicji
dwustosunku — powdd byt jeden — w modelu Poincarégo na pétptaszczyznie
(patrz str. 10) jeden z koricéw prostej moze byé niewladciwy.
AP-BQ
AQ-BP
Z lematu o inwersji (str. 16) mamy
AP OP AQ  0Q BP OP BQ 0Q
A'P T QA A'Q' OA B'P" OB’ B'Q' OB’
AP OA 0Q AP B'Q" OB OP BQ
= . [— oraz — . —
A'Q" OP OA" AQ B'P" 0@ OB' BP
a wiec lacznie
A'P'-B'Q"  AP-BQ
A'Q'-B'P'"  AQ-BP’

jest niezmiennikiem inwersji

oraz

a zatem

AP-BQ . PSR .
———— jest niezmiennikiem rzutu srodkowego (i réwnoleglego)
AQ-BP
Przy oznaczeniach z rysunku mamy dla tréjkatéw APO, AQO, BPO, BQO
AP AO AQ B AO
sin(a+8) sinxOPA’ sin(a+B8+7) sinxOQA’

BP BO BQ BO

sin3  sinxOPA’ sin(f+7) sin xOQA’
wiec

AP-BQ _ sin(a+f)-sin(8+7)
AQ-BP  sin(a+p+7)-sinf
Zatem skoro dwustosunek zalezy jedynie od katéow, wiec nie zmienia sie¢ przy

rzutowaniu srodkowym. Dowdd dla przypadku rzutu réwnoleglego pozostawiamy
Czytelnikowi Dokladnemu.

Jeszcze jeden szczegdlny przypadek
Gdy punkty A i B leza na polokregu zamknietym $rednica PQ, a ich rzutami na
te $rednice sa punkty A’ i B/, wéwczas
PA-BQ PA-QB’\2
PB-QA (PB’-QA’)
W oznaczeniach z rysunku mamy bowiem
PA-PB  (14-cosa)(1—cosf3)
PB-QA  (14cosB)(1—cosa)’
Natomiast z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
(PA")? = (cosa+1)%? +sin® a = 2(1 +cos ),
(PB')? = (cos f+41)%+sin® = 2(1 +cos ),
(QA)? = (cosa—1)? +sin® a = 2(1 —cos ),
(QB’)? = (cos f—1)*+sin? f = 2(1 —cos ),
co konczy uzasadnienie, bo dwéjki sie skréca.

Harmoniczno$é

Gdy (4, B; C,D) = —1, czworke A, B, C, D
nazywamy harmoniczng. Czytelnik Skrupulatny
udowodni, ze przedstawiona z prawej strony
sytuacja realizuje wlasnie taka czworke — wystarczy
zastosowaé twierdzenie Cevy i Menelaosa.
Czytelnik Spostrzegawczy zas zgodzi sie, ze to
uogolnienie érodka — jesli punkt D odsuniemy do
nieskonczonosci, punkt C' stanie si¢ $rodkiem AB.

A C B D

7 lewej natomiast mamy sytuacje, gdy kazde cztery punkty lezace na jednej
prostej realizuja czwérki harmoniczne. Mozna tez udowodnié¢ (np. AY)), ze
styczne do okregu z S i T przechodzg przez punkty przeciecia okregu przez
kolorowe linie.
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Inwersja i rzut stereograficzny

Inwersje tradycyjnie definiuje si¢ z uzyciem odlegtosci. Obrazem inwersyjnym
punktu P wzgledem okrequ o $rodku O # P i promieniu v jest taki punkt P, zZe
O?~OP’ = 72, Wynika z tego, ze inwersja jest inwolucja (czyli jej dwukrotne
wykonanie jest tozsamoscia). Czesto uzupelnia sie te definicje dodaniem do
plaszczyzny punktu w nieskoniczonoéci i umowa, ze ten punkt i O zamieniaja
sie w inwersji. W badaniu inwersji wazna role odgrywa

Lemat. xOPQ = xOQ'P’.

Wrynika to z tego, ze trojkaty OPQ i OQ'P’
sa podobne, gdyz maja wspolny kat przy O A
ap gay Ja WSp YO@PP éQ’ OUP P
0Q OP"

Obrazem prostej przechodzacej przez O jest ona sama.

7 lematu bezposrednio wynika natomiast, ze obrazem prostej
nieprzechodzacej przez O jest przechodzacy przez O okrag
(jego $rednica lezy na prostej prostopadlej do tej prostej

— patrz rysunek). Zatem obrazem okregu przechodzacego
przez O jest prosta przez O nieprzechodzaca. Z podobnego
powodu obrazem okregu nieprzechodzacego przez O jest
okrag rowniez przez O nieprzechodzacy. Tutaj korzystamy
dwukrotnie z lematu, a takze z sumy katéw trojkata.

oraz z definicji inwersji zachodzi

Inwersja nie zmienia katéw miedzy krzywymi. Poniewaz kat, jaki tworza krzywe,
to kat, jaki tworza styczne do nich, wystarczy, aby zauwazy¢, ze katy miedzy
prostymi przechodza na takie same katy miedzy okregami, na ktére te proste
przechodza, bo okregi oba razy przecinaja sie pod tym samym katem.

Prostym, ale waznym wnioskiem z tego jest spostrzezenie, ze okrag, przecinajacy
okrag inwersyjny pod katem prostym, w inwersji przechodzi na siebie
(zamieniaja sie jedynie jego tuki: zewnetrzny i wewnetrzny). Plynie stad moral,
ze inwersje mozna zdefiniowaé za pomoca jedynie prostopadlosci, a co wiecej, ze
ta definicja czyni z symetrii osiowej tez swego rodzaju inwersje.

P

P’

Definicja inwersji jedynie za pomoca prostopadtosci pozwala na jej stosowanie
rowniez na sferze.

Rzut stereograficzny sfery na plaszczyzne

do niej styczna w ,,biegunie potudniowym”
kazdemu punktowi sfery przyporzadkowuje
jego rzut srodkowy z ,bieguna pénocnego”.

S
Rozwazenie inwersji w tréjwymiarowej geometrii (czyli rozpatrywanie inwersji
P wzgledem sfery z taka sama definicja, jak w przypadku okregu) pokazuje ponadto,
ze rzut stereograficzny jest inwersja wzgledem dwukrotnie wickszej sfery.
I T Wynika z tego, ze wymienione wyzej wlasnosci inwersji (w szczegdélnosci
SP' ST ) , 5 zachowywanie katéw miedzy krzywymi) przenosza sie réwniez na rzut
= —, czyli SP-SP = ST )
ST ~ SP stereograficzny.
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Informatyczny kacik olimpijski (118):
Piramida liczbowa i Zabka

Tym razem oméwimy dwa zadania z zawodéw druzynowych X Olimpiady
Informatycznej Gimnazjalistéw.

Piramida liczbowa: Julia postanowila zbudowac piramide liczbowq. Budowe
rozpoczela od wypisania swojego ulubionego n-elementowego ciggu a,,, ktory
stanowil podstawe konstrukcji. Nastepnie, dla kazdej pary sqsiednich liczb
napisata nad nig wiekszq z nich. Zauwaimy, ze kazde kolejne pietro jest o jedng
liczbe krotsze od poprzedniego. Naszym zadaniem jest obliczyé sume elementow
tej piramidy. Po prawej znajduje sie przyklad piramidy, ktorej podstawe stanowi

cigg (4,3,2,6,1).

Rozwigzanie O(n?)

Pierwszym pomystem, ktéry nasuwa sie na mysl, jest
wygenerowanie piramidy, ktéra sktada sie z w liczb,
a nastepnie zsumowanie tych wartoéci. Takie rozwiazanie
dziala w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n-log(n))

Zauwazmy, ze zbiér wartosci, ktore wystepuja w calej
piramidzie, jest réwny zbiorowi wartosci, ktore
wystepuja w podstawie tej piramidy. Wynika to
bezpoérednio z konstrukeji piramidy. W zwiazku z tym
dla kazdego elementu w podstawie piramidy obliczymy,
ile razy wystepuje on w piramidzie. Wybierzmy
maksymalny element w podstawie (jesli jest wiecej niz
jeden taki element, wtedy wybieramy dowolny z nich),
oznaczmy go przez a;.

Na rysunku zaznaczono elementy piramidy o wartosci a;.
Pozostale elementy tworza dwie mniejsze piramidy.
Jedna o podstawie (a1, as,...,a;—1), druga zas
o podstawie (a;i1, @iy, ...,a,). Warto$é a; wystepuje:

f— nin+1) i(i—1) (n—i)(n—i+1)

) 2 2

razy w piramidzie (jest to rozmiar calej piramidy
pomniejszony o rozmiar lewej oraz prawej piramidy).
Suma wszystkich elementéw w piramidzie to
k-a;+ L+ P, gdzie L jest sumg elementéw lewej
piramidy (a1, a9, ...,a;-1), zas P jest suma elementéw
prawej piramidy (a;41,@it2,...,a,). Aby obliczyé L i P,
wystarczy opisang procedure wywolaé rekurencyjnie.

Pozostalo nam jeszcze zastanowié sie, jak znajdowac
numer maksymalnego elementu w przedziale.
OczywiScie, mozemy naiwnie przejrzeé caly przedziat

i wybra¢ maksimum. Niestety, wowczas otrzymamy
rozwigzanie, ktére dziala w czasie O(n?). W celu
przyspieszenia znajdowania maksimum w przedziale
mozemy wykorzystaé¢ drzewo przedziatowe, ktére

w kazdym wezle przechowuje dwie wartosci: wartosé
najwigkszego elementu oraz numer tego elementu.
Wowczas otrzymujemy rozwiazanie, ktére dziala w czasie

O(n-log(n)).

Zabka: Zabka o imieniu Bajtu$ znajduje sie na kamieniu numer a. Natomiast jej upragniona mucha znajduje sie
na kamieniu numer b. Zabka w jednym skoku z kamienia numer x moZe przemiesci¢ sie na kamien o numerze 2x
lub 2x+1. Czy istnieje taka sekwencja ruchdéw, ktora pozwoli Bajtusiowi dotrzeé do muchy?

Na poczatku rozwazmy trywialny przypadek. Jesli

a = b, wtedy, oczywiscie, Bajtus dotart juz do muchy.
Zalézmy zatem, ze a < b. W pierwszym skoku Bajtus
moze skoczy¢ na kamienie numer 2a oraz 2a+ 1, innymi
stowy na kamienie o numerach catkowitych z przedziatu
[2a;2a+1]. W drugim skoku Bajtu$ moze skoczy¢

na kamienie numer 4a,4a+ 1 z kamienia numer 2a oraz

na kamienie numer 4a+2, 4a+ 3 z kamienia numer 2a+ 1.

Zatem po wykonaniu dwoch skokéw Bajtus moze
znalez¢ si¢ na kamieniach o numerach catkowitych
z przedzialu [4a; 4a+ 3).

Obserwacja: Jedli w i skokach Bajtu$ moze osiagnaé
kamienie numer [¢;d], to po i+ 1 skokach moze osiagnaé
kamienie numer [2¢; 2d+1].

Dowdd: Rozwazmy dwa przypadki:

e i+ 1-wszy skok jest typu (z — 2x). Wéwezas Bajtus
moze osiagnaé kamienie numer 2c¢,2c¢+2, ..., 2d.
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o i+ 1-wszy skok jest typu (z — 2x+1). Wowczas
Bajtu$ moze osiagna¢ kamienie numer 2c¢+1,
2c+3,...,2d+1.

Zatem kazdy z kamieni numer [2¢; 2d+1] jest osiagalny
przez Bajtusia po i+ 1 skokach. O

Na podstawie powyzszej obserwacji generujemy

przedzialy numeréw kamieni, ktore sa osiagalne przez
Bajtusia w kolejnych skokach:

[8a;8a+7], [16a; 16a+15], [32a;32a+31],....
Nastepnie sprawdzamy, czy istnieje przedzial, ktorego

poczatek jest nie wiekszy niz b oraz b do niego nalezy.

Zauwazmy, ze numery poczatkéw kolejnych przedziatéw
rosna wykladniczo. Zatem rozwiazanie dziala w czasie

O(log(b/a)).

Bartosz tUKASIEWICZ
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Rozwigzanie zadania M 1574.
Zdefiniujmy ciag (an) nastepujaco

ap=1, a,=4an_1(an—1+1) dlan>1.

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdego
n > 1 liczba %a,,, jest kwadratem liczby
catkowitej. Dla n = 1 mamy a; = 2-22.
Przypusémy, ze +ap_; jest kwadratem

dla pewnego k > 2. Wéwczas

%”A =2ap—1(ap-1+1) =
= 2(1;\‘,1(4(1?72 +4dap_2+1) =
=4. %ak,l “(2ap—2+ 1)2.
a iloczyn trzech kwadratéw liczb
catkowitych jest kwadratem liczby

calkowitej, co konczy dowdd indukcyjny.
Zauwazmy, ze para

(z,y) = (ai —1,(an Jrl)2 — l)

spelnia warunki zadania dla kazdej liczby
catkowitej n > 1, a ponadto pary te sa
rézne, gdyz ciag (an) jest $ciSle rosnacy.
Rzeczywiscie, mamy z+1 = ai.
y+1=(an+1)? oraz

1
z+y+1=2an(an+1) = Eau+17

a ponadto przyjmujac a, = z,
otrzymujemy

zy+1= (1271)(z2+22)+1 =
(z—=1)(z+2)-2(z+1)+1 =
= (2 42-2)(Z%+2)+1=
(z24+2z-1)%

@D

Rozwigzanie zadania F 958.
Przyjmijmy, ze kulka o masie m spada
z wysokosci h i sprezyécie zderza sig

z nieruchoma, pozioma plaszczyzna.
Jezeli czas zderzenia jest maly

w poréwnaniu z czasem pomiedzy
kolejnymi zderzeniami At to

At = 24/2h/g, gdzie g to przyspieszenie

ziemskie. Przy kazdym zderzeniu ped
kulki p zmienia si¢ o Ap = 2muv, gdzie

v = 2gh to predkosé kulki w momencie
zderzenia. W rezultacie na plaszczyzne
dziala pewna §rednia sita F. W ciagu
czasu T > At ped AP, przekazany
powierzchni wyniesie

Ap-T 2mn/2gh-T
At 24/2h/g

a wiec uéredniona po czasie T sila
dzialajaca na plaszczyzne ze strony
odbijajacej sie kulki wynosi

F =AP/T = mg.

Poniewaz masa szalki jest znacznie
wieksza od masy kulki to powyzsze
rozumowanie mozemy zastosowa¢ do
powierzchni szalki. Wynika stad, ze na
powolne drgania szalki beda nakltadacé sie
prawie periodyczne uderzenia kulki w jej
powierzchnie, a wynikajaca stad srednia
sita F' = mg spowoduje przesuniecie
polozenia réwnowagi szalki o Az = mg/k.

AP

= mgT,

Przysztos¢ sztucznej inteligencji

Pawel WAWRZYNSKI*

W 1970 roku jeden z pionierow sztucznej inteligencji, Marvin Minsky, napisat
na tamach Life Magazine, ze w ciagu 8 lat pojawia si¢ maszyny o inteligencji
poréwnywalnej z ludzka lub ja przewyzszajace. Jednak takie maszyny nie
pojawily sie ani do roku 1978, ani przez kolejne 40 lat. A jednak w ciagu
ostatnich lat mozna zobaczy¢ znaczne przyspieszenie w dziedzinie sztucznej
inteligencji: autonomiczne samochody, programy wygrywajace z ludzkimi
arcymistrzami w Go — ostatnia gre, w ktora czlowiek dotychczas byt lepszy,

czy roboty humanoidalne $mialo przemierzajace gruzowiska. By¢ moze prognoza
Minskiego, cho¢ znacznie opdzniona, ziéci sie na naszych oczach?

Czego potrzebujemy, aby komputer przejawial inteligencje poréwnywalna

z ludzka? Wydawaé by sie moglo, ze w pierwszej kolejnosci potrzebujemy do
tego logiki. Tak wydawalo sie pionierom w tej dziedzinie. W 1955 roku Allen
Newell i Herbert Simon przedstawili program Logic Theory Machine, ktéry byt
w stanie udowodni¢ 38 z pierwszych 52 twierdzen zawartych w klasycznym
traktacie Bertranda Russella i Alfreda Whiteheada Principia Mathematica.
Wydawalo si¢ wtedy, ze sztuczna inteligencja juz puka do wrot. Okazato sie
jednak, ze logika formalna moze by¢ co najwyzej pobocznym narzedziem

do budowy sztucznej inteligencji. Na inteligencje bowiem skladaja sie takze
przewidywanie, planowanie, adaptacja, klasyfikacja, pozyskiwanie wiedzy na
podstawie obserwacji i doswiadczenia. Umiejetnoéci daje sie sprowadzi¢ do
operacji logicznych, ale to tak, jakby kto$ chcial budowaé dom, klejac ziarenka
piasku — da sig, ale sg lepsze sposoby.

Front rozwoju sztucznej inteligencji jest obecnie zlokalizowany na zagadnieniach
rozpoznawania i klasyfikacji obrazow i ludzkiej mowy. Jest to zwiazane nawet
nie tyle z pojawieniem si¢ nowych koncepcji, co raczej pojawieniem si¢ kart
graficznych setki razy zwiekszajacych dostepna moc obliczeniowa oraz internetu
udostepniajacego ogromne ilodci obrazéw i dzwigku. W rezultacie wezesniej
skonstruowane, a teraz odpowiednio dopracowane algorytmy rozpoznawania

i klasyfikacji moga by¢ wytrenowane wlaénie do rozpoznawania obrazu

i dzwieku, co kapitalnie przybliza sztuczna inteligencje do aktywnosci do tej
pory zarezerwowanych dla ludzi.

Konsekwencje tego przetomu bedziemy niebawem ogladaé¢ na kazdym kroku.
Przedsmakiem tego sa rozwijane wtasnie przez Googla i Tesle samochody
autonomiczne. Dobrze demonstruja one istote przetomu, ktory wtasnie sie
dokonuje. Sterownik autonomicznego samochodu musi w pierwszej kolejnosci
Lrozumie¢”, co sie wokol niego dzieje. Do tego potrzebuje kamer i sztucznych
sieci neuronowych, ktére rozpoznaja sens obrazéw, jakie te kamery rejestruja. Te
sieci neuronowe zas$ musza by¢ wyuczone na podstawie ogromnej ilosci wezesniej
zarejestrowanych nagran.

Rozpowszechnienie si¢ autonomicznych samochodéow wydaje sie wylacznie
kwestia czasu. Kolejnym krokiem bedzie pojawienie si¢ robotéw mobilnych
wykonujacych w otoczeniu czlowieka rozmaite proste do zautomatyzowania
czynnosci, jak sprzatanie podtog i ulic.

Kolejny przelom dokonujacy sie na naszych oczach dotyczy rozpoznawania
ludzkiej mowy i przetwarzania tekstu. Kazdy, kto ma telefon komérkowy

z systemem operacyjnym Android, MacOS lub Windows Phone, moze ze
swoim telefonem porozmawia¢. Nie bedzie to specjalnie wyrafinowana rozmowa:
wladciciel powie swojemu telefonowi fraze, ktora albo nalezy do listy takich,
ktore telefon zrozumie jako komende i wykona, albo telefon jej nie zrozumie

i uruchomi wyszukiwarke, ktéra poszuka stron zawierajacych te fraze.

Na coraz wyzszym poziomie stoi przetwarzanie tekstu pisanego. Jesli piszemy
mail do korporacji, np. do naszego banku, to mamy duza szanse na to, ze
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zostanie on zakwalifikowany do odpowiedniej tematyki przez program, ktéry

w pewnym zakresie ,zrozumie”, o co nam chodzi. Rozwijajaca si¢ technologia sa
chat-boty. Jesli firma prowadzi obstuge klienta on-line w okienku przegladarki
internetowej, to zglaszajacy sie ta droga do niej klient trafia niekiedy na
chat-bota, ktory rozpoczyna konwersacje z nim i dopiero kiedy ta konwersacja
ewidentnie go przerasta (co obecnie dzieje sie dosyé szybko), wlacza sie czlowiek.

Jakie narzedzia stoja za przetwarzaniem tekstu, zaréwno moéwionego, jak

i pisanego? Sa to sztuczne sieci neuronowe. Calkiem podobne do tych, ktére
przetwarzaja obrazy. Réznica polega na tym, ze z obrazami radza sobie sieci
bez potaczen zwrotnych. Obraz jest statyczny i dlatego interpretujaca go sie¢
neuronowa nie musi mie¢ wlasnej dynamiki. Tymczasem mowa jest procesem

dynamicznym i rozumiejaca go sie¢ neuronowa takze musi mie¢ dynamike, czyli
musi mie¢ potaczenia zwrotne, zatem musi by¢ siecia rekurencyjna.

W ciagu najblizszych lat sterowanie rozmaitymi
urzadzeniami elektronicznymi przy uzyciu komend
glosowych bedzie stawalo sie coraz powszechniejsze.
Automaty beda witaé¢ nas, gdy bedziemy dzwonié
do infolinii, czyta¢ i odpowiadaé¢ na nasze maile.
Technologia prowadzenia rozmowy z cztowiekiem
dotyczacej ograniczonej tematyki jest bowiem
opanowana. Jak szybko jednak te ograniczenia na
tematyke rozmowy beda sie poszerzac¢?

Na razie nic nie wskazuje na to, abySmy w najblizszej
przysztosci mogli pogadaé sobie z jakims urzadzeniem na
dowolny temat, ktéry nas akurat interesuje. Prowadzenie
takiej konwersacji, podobnie jak np. ttumaczenie tekstu
na inny jezyk, jest bowiem problemem Al-trudnym.
Problem ma taki charakter, kiedy do jego rozwiazania
potrzebna jest ogdlna wiedza zblizona do tej, jaka musi
dysponowa¢ cztowiek do odnajdowania si¢ w swoim
$wiecie (by¢ moze ,ogarniania sie” byloby nawet
trafniejszym okre§leniem niz ,odnajdowania sie”). Rzecz
jednak w tym, ze jest to przeogromna wiedza, dotyczaca
réznych aspektow funkcjonowania $wiata. Wspdlezeénie
nie mamy nawet wyobrazenia, jak mialby funkcjonowaé
sztuczny rezerwuar takiej wiedzy i jego sprzezenie

z narzedziami, ktére juz mamy opanowane, a ktére stuza
np. do rozpoznawania obrazow i mowy.

Poszczegolne predyspozycje, ktére sktadaja sie na
ludzka inteligencje, na przyklad, to rozwiazywanie
problemoéw, planowanie, rozumienie mechanizméw
rzadzacych obserwowanymi zdarzeniami, ich selektywne
zapamigtywanie, aby przywotaé je, kiedy to bedzie
potrzebne do rozwiazywania probleméw czy podejmowania
decyzji. Jesli przyjrzymy sie metodom sztucznej inteligencji,
czy szerzej — informatyki — to okaze sig, ze kazdy z tych
sktadnikéw inteligencji jest lepiej czy gorzej opanowany.
Nie ma natomiast architektur, ktére przejawialyby kilka
z takich predyspozycji jednoczesnie. Dzieje sie¢ tak dlatego,
ze metody te sa niekompatybilne.

Ludzki mézg potrafi demonstrowaé rézne przejawy
inteligencji, poniewaz sa one realizowane przez t¢ sama
strukture, ktéra jest dynamiczna sie¢ neuronowa. Dalszy
rozwdj sztucznej inteligencji bedzie zapewne polegal na
projektowaniu architektur, ktére tacza rézne przejawy
inteligencji, przy czym wspélnym mianownikiem dla tych
architektur bedzie pewnie to, ze beda one sztucznymi
sieciami neuronowymi.

19

Miara tego, ile jest do zrobienia w dziedzinie sztucznej
inteligencji, jest nasza mizerna wiedza na temat
mechanizméw dziatajacych w ludzkim umysle. WezZmy
taka predyspozycje jak $wiadomo$é (rozumiang tu
raczej jako pamieé¢ krotkookresowa tego, co si¢ dzieje,

a niekoniecznie jako samo$wiadomos$é). Na czym to
polega, ze piszacy te stowa jest §wiadom, iz przed chwila
za, oknem po jego prawej stronie przeszedl czlowiek

z labradorem? Prawie na pewno (w tej dziedzinie
trudno o calkowita pewno$é) informacja ta nie zostala
zapisana w anatomii mézgu. Prawie na pewno tez nie
ma takiego charakteru jak pamie¢ komputera, tzn.
stabilnego stanu pewnych komérek. Wszystko wskazuje
na to, ze ma postaé cyrkulacji elektrycznej, tzn. pewna
grupa neurondéw realizujac swoja zwykla aktywnosé
polegajaca na tadowaniu sie¢ potencjalem elektrycznym
i jego szybkim wytadowywaniu, kryje w dynamice

tego cyklu informacje o czltowieku z labradorem. Ale
koncepcja labradora kryje sie w anatomii mojego
mébzgu, prawdopodobnie w wagach pewnych potaczen
synaptycznych. Calkowite zresetowanie aktywnosci
elektrycznej mézgu (nastepujace np. przy atakach
epilepsji) resetuje takze pamieé¢ krotkookresowa, ale

nie pozbawia ludzi ogdlnej wiedzy o $wiecie, ktérego
czedcia sa labradory. A zatem $wiadomosé (czy pamieé
krétkookresowa) ma w ludzkim mézgu postaé cyrkulacji
elektrycznej w jaki§ sposéb opartej o pamietane na stale,
majace odwzorowanie w anatomii, elementy wiedzy

o Swiecie.

Na czym to polega, ze cyrkulacja elektryczna jest
noénikiem informacji? Nie wiemy tego. Nie ma dobrych
modeli opisujacych, jak informacja mogltaby by¢
przechowywana w dynamice procesu, np. we wzorcu
wyladowan elektrycznych grupy neuronéw. Znane

w sztucznej inteligencji modele, ktére w jakims stopniu
opisuja takie zjawiska, to rekurencyjne sieci neuronowe.
Nie wiadomo jednak, na czym miatoby polegaé to, ze
pamie¢ krétkookresowa rekurencyjnej sieci neuronowej
odwotuje sie do jakiegos rezerwuaru ogélnej wiedzy.

Do zrobienia zostato zatem ogromnie duzo. Naukowcy
w dziedzinie sztucznych sieci neuronowych beda mieli
pelne rece roboty jeszcze przez diugie dekady, zanim
bedziemy mogli pogawedzi¢ ze sztuczna inteligencja
zblizona do ludzkiej.
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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

650 (WT = 3,74), 651 (WT = 3,49)
652 (WT = 2,8), 653 (WT = 2,86)
z numeréw 1 i 2/2018

Tomasz Wietecha
Tomasz Rudny
Marian Lupiezowiec
Jacek Konieczny
Ryszard Wozniak
Krzysztof Magiera
Karol Lukanowski
Aleksander Surma
Michal Kozlik

Rys. 3

Rys. 4 Q

Tarnéw
Gliwice
Gliwice
Poznan
Krakow
FLosiow
Niemcz
Myszkéw
Poznan

42,97
39,04
38,86
29,80
28,77
28,70
23,85
18,96
17,39

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 —3S5/N, gdzie S oznacza sumg¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
o0séb, ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2018
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy treé¢ zadan:

656. Naczynie odizolowane cieplnie od otoczenia rozdzielone jest na dwie czedci ttokiem, ktéry moze
przemieszczaé si¢ bez tarcia (rys. 1). Tlok polaczony jest z prawa Scianka naczynia za pomoca
sprezyny. Gdy tlok styka sie z lewa Scianka naczynia, sprezyna jest nieodksztalcona. W lewej

czedci naczynia znajduje sie n moli jednoatomowego gazu doskonalego, w prawej czesci jest préznia.
Ile ciepta musi pobraé¢ gaz (np. od umieszczonej w naczyniu spirali grzewczej), aby jego temperatura
wzrosta o AT? Pojemno$é cieplna naczynia, tloka i sprezyny zaniedbujemy.

657. Na nieprzewodzacym dysku o promieniu R umocowany jest wzdluz cieciwy drut o dtugoéci [
(rys. 2). Dysk obraca si¢ ze stala predkoscia katowa w. Wektor indukcji jednorodnego pola

magnetycznego B skierowany jest prostopadle do dysku. Znalez¢ sile elektromotoryczng indukcji
migdzy $rodkiem a koncem drutu.

656. Cieplo @, pobrane przez gaz, powoduje przyrost AU jego energii
wewnetrznej oraz zwickszenie energii potencjalnej sprezyny:
2_ .2
r5—T
Q= AU+k%7
gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci, a z2 i 1 sa odksztalceniami sprezyny
w stanach koncowym i poczatkowym. Dla gazu jednoatomowego

AU = gnRAT.
Z warunkow réwnowagi w stanach poczatkowym i koficowym p;S = kx; oraz
z réwnan Clapeyrona p;x;S = nRT;, gdzie i = 1,2, a p; jest ciSnieniem gazu,
T; jego temperatura, S powierzchnia tloka, otrzymujemy zwiazki kz? = nRT;.
Szukane cieplo wynosi
Q = 2nRAT.

657. Zadanie mozemy rozwiazaé, korzystajac z praw magnetostatyki lub z prawa
indukcji Faradaya.

a) Rozwazmy punkt P w odleglosci « od érodka drutu (rys. 3). Na swobodny
elektron w tym punkcie dziata sita Lorentza F, ktérej sktadowa, réwnoleglta do
drutu, dana jest wzorem: F| = eBwrsina = eBw. Srednia warto$é tej skladowej
na odcinku o dtugosci é jest réwna Fg. = eBwé. Szukane napiecie wynosi:
g Lol Bl
2e 8
Potencjal konca drutu jest wyzszy niz potencjat jego érodka.

b) Rozwazmy odcinek drutu o dtugosci £ (rys. 4), obracajacy sie z okresem
2 . L1 . . .

T = 7% migdzy dwoma WprlSI‘OdkOWZ‘ml przewodzacymi okregami

o promieniach R i b, gdzie b> = R* — L. Szybkoé¢ zmian strumienia pola

magnetycznego w obwodzie przedstawionym na rysunku 4 ma wartosé

AD| m (RQ—bz) B Buwl?

At T 8
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n=0,1,2,...;

VE1-44

Rozwigzania zadan z numeru 4/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

. . . . . . 62—z
759. Ciag nieskonczony x¢, 1, 2, ... jest okres§lony wzorem rekurencyjnym x,1 =2~ 7" dla
wyraz poczatkowy z jest dowolng liczba z przedzialu (3/2, 2). Wyznaczy¢ wszystkie
liczby, bedace granicami zbieznych podciagéw ciagu (z,,).

760. Dowie$¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele dodatnich liczb rzeczywistych x, dla ktérych kazda
2z liczb x1/2 +x /2 orag z1/3 +x 1/3 jest calkowita.

759. Ciag (x,) powstaje przez iterowanie funkcji

f(x) = 2272, ktéra bedziemy badaé¢ na przedziale [1,2].

Poniewaz f maleje od wartosci f(1) = 2 do wartosci
f(2) =1, zatem odwzorowuje przedzial [1,2] na siebie
i ma w tym przedziale dokladnie jeden punkt staty &
(tj. taki, ze f(§) =¢&). Obrazem przedzialu (1,¢) jest
przedzial (€,2), i na odwrét. Stad wniosek, ze wyrazy
ciagu (x,) o numerach parzystych naleza do jednego
z tych przedzialéw, a te o nieparzystych — do drugiego.

Réwnosé f(€) = € przepisujemy jako &-28 = 4.
Funkcja 1 (t) = t-2' jest rosnaca; przy tym
S/ In2) = /2 <4, (€)= 4, $(3/2) =3v3 > 4,

wobec czego
(1) — << <

Poniewaz (z zalozenia) xo > 3/2, zatem
%0, T2, T4, ... € (§,2), zas x1,23,5,... € (1,€).

Uzyjemy rachunku pochodnych. Oznaczmy (dla
krétkosei): ¢ = In2 i zauwazmy, ze f' = —cf. Niech
g = fof. Wéwczas

g = of)f'==c(fof)(=cf/)=c [y

i dalej:

2)g"=(f-g+f9g)=

= ((ef) g+ L frg) = frge (1),
Dla z € [1,£] mamy nieréwnos$¢ f(z) =€ > 1/c
(por. (1)), wiec wyrazenie w nawiasie po prawej
stronie (2) ma w tych punktach warto$é¢ dodatnia. To
znaczy, ze funkcja g jest Scisle wypukla w przedziale [1,];
a poniewaz g(1) =1, (&) = &, zatem
(3) glz) <z dla ze€(1,§).
Ciag x1, 23,5, ... lezy w przedziale (1,¢) i jest
generowany rekurencyjnie wzorem Z,.o = g(Zy).
Nieréwnosé (3) pokazuje, ze jest to ciag malejacy,
i w konsekwencji zbiezny. Jego granica musi by¢
punktem stalym funkcji g; jednak nie ma takiego punktu
w przedziale otwartym (1,£) (nier6wnosé (3)). W takim
razie granica tego ciagu musi by¢ liczba 1.

Funkcja ciagta f przeprowadza ten ciag na ciag rosnacy
To, T4, g, ..., KtOrego granica jest wobec tego liczba
f(1) = 2. To dowodzi, ze niezaleznie od wyboru wyrazu
poczatkowego xg € (&,2), ciag (x,) ma podciagi zbiezne
do dwbch réznych granic: 1 oraz 2 (i do zadnej innej,

bo dowolny podciag ma nieskoniczenie wiele wspélnych
wyrazéw z jednym ze znalezionych podciagéw, zbieznych
do 1 lub 2).

760. Przy oznaczeniach
o= x1/2+x71/2’

mamy zwiazki: a? =r+a2714+2, b¥ =ax+2714+3b, z ktérych wynika

(4)

tozsamosé

()

b=al/3 4 p71/3

a? = (b+2)(b—1)%

Gdy liczby a, b sa naturalne, czynnik b+ 2 musi by¢ kwadratem liczby
naturalnej; wiec b = ¢>—2 (c € N). Zgodnie z (4), jest to suma liczb x/3, z=1/3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
753 (WT = 3,24) i 754 (WT = 1,22)
z numeru 1/2018

Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86

Tomasz Choczewski  Szczecin 37,31
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,72
Michal Miodek Warszawa 32,78
Michal Kozlik Gliwice 32,23

Krzysztof Kaminski Pabianice 31,60

ktérych iloczyn wynosi 1. Zatem z'/3, 27/3 to pierwiastki tréjmianu
kwadratowego
(6) t?—(c2—2)t+1 (zmiennej t € R);

istnieja (w R) gdy ¢ > 2; i sa wéwezas dodatnie. Wyznaczamy je zwykla metoda,
podnosimy do trzeciej potegi, i dostajemy wniosek:

1 3
(7) xoraz ' to liczby g(c2—2i c4—4c2) .

Rozumowanie mozna odwrdécié. Dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 2 okreslamy
wzorami (7) pare liczb rzeczywistych, wzajemnie odwrotnych: z oraz = (jedna
ze znakiem plus w nawiasie, druga ze znakiem minus). Wéwczas /3, 271/3 sa
pierwiastkami tréjmianu (6); ich suma wynosi ¢? —2. Liczby a, b, zdefiniowane
wzorami (4), spetniaja réwno$é (5); a poniewaz b= z'/3421/3 = 2 -2,
zatem prawa strona wzoru (5) jest kwadratem liczby calkowitej, wiec liczba a
jest calkowita (liczba b oczywiscie tez).

Wzér (7), z parametrem ¢ = 2,3,4, ..., przedstawia ogdlna postaé liczb « € R
o rozwazanej w zadaniu wlasnosci.
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Rozwigzanie zadania M 1573.
Poprowadzmy proste réwnoleglte do
pewnego boku kwadratu IC przez
wszystkie wierzcholki wielokagta W —
dzielg one VW na pewng liczbe trapezéw
i tréjkatéw T1, 72, ..., Tn. Niech s;
bedzie odcinkiem taczacym srodki tych
bokéw wielokata T;, ktére nie sg
réwnolegte do poprowadzonych prostych,
a h; — wysokoscia T; prostopadly do s;.

K

«

-ple—p P
hi hs o hn
Wéwczas
[Ti] = sihi
dlai=1,2,...,n oraz

i=1
gdzie [F] oznacza pole figury F.
Zauwazmy, ze gdyby kazdy z odcinkéw s;
mial dtugo$é nie wicksza od %, to
uzyskaliby§my nieréwnosé

n

W] = E sihi < & E hi < L,
i=1

i=1

ktéra stoi w sprzecznosci z [W] > %

Wobec tego dla pewnego ¢ mamy s; > -
czyli s; zawiera odcinek o postulowanej
wlasnosci.

Niebo w sierpniu

Sierpien jest pierwszym miesigcem roku, w ktérym dzien
wyraznie sie skraca na rzecz nocy. Na poczatku sierpnia
w srodkowej Polsce dzien trwa 15 godzin i 27 minut,
za$ ostatniego dnia miesiaca — 13 godzin i 39 minut.
Wysoko$¢ Stonca w poludnie obnizy sie w tym czasie

Prosto z nieba: L6d na Ksiezycu

Os rotacji Ksiezyca wokol wlasnej osi jest nachylona o 6,68° wzgledem
kierunku prostopadlego do plaszczyzny jego okoloziemskiej orbity (Ksiezyc
orbituje w plaszczyzZnie, ktéra z kolei przecina ekliptyke pod katem 5,14°).
Jako ze okres rotacji Ksiezyca wokot osi jest zsynchronizowany z okresem
orbitalnym (miesiacem ksiezycowym), widzimy zawsze te sama, upstrzona
kraterami i ciemnymi plamami (morzami, maria, ktére w istocie sa bazaltowymi
réwninami) strone satelity. Orbita Ksiezyca nie jest dokladnie kolowa
(ekscentryczno$é 0,0549), wiec jego orbitalna predkos$é kolowa nie zawsze

jest dokladnie réwna predkosci rotacji wokél osi. Ekscentrycznosé orbity

i nachylenie osi obrotu skutkuje cyklicznymi wahaniami — libracja — Ksigzyca:
dzigki temu zamiast 50% jego powierzchni, z Ziemi widaé cale 59%. Obszar
okolobiegunowy byt generalnie stabo poznany przez obserwatoréow ziemskich

(z powodu niekorzystnego kata patrzenia) az do lat 60., gdy sonda Luna 3
(1959), a nastepnie inne misje zaczely przesylaé zdjecia calej (takze niewidocznej
z Ziemi) powierzchni Ksiezyca.

Po okresie pionierskich wypraw ludzi na powierzchnie Ksiezyca w latach 70.,
napiecie zwigzane z naszym naturalnym satelita mocno ostabto, a uwaga
planetologéw zostata skierowana na inne, dalsze i bardziej tajemnicze obiekty.
Céz jeszceze ciekawego mozna dowiedzieé sie o Ksiezycu? Okazuje sig, ze

i owszem, ciekawe wyniki czekaja w danych zebranych przez sondy wystrzelone
jeszcze w poprzednim stuleciu.

Misja NASA Lunar Prospector (Discovery 3) miala na celu obserwacje biegunéw
Ksigzyca w poszukiwaniu poktadéw lodu wodnego; wystartowata w 1998 roku

i zakonczyla dziatalno$é w 1999 roku, gdy orbiter zderzyt sie (planowo)

z powierzchnig Ksiezyca. Obecno$é lodu w okolicach okotobiegunowych

zostala potwierdzona w 1999 roku, ale dopiero ostatnio ciekawa cecha mapy
rozkltadu, stworzona przez Lunar Prospector, zwrécila uwage badaczy. Rozklad
jest niesymetryczny wzgledem biegundéw: maksima sa przesuniete o okoto

5,5°, a dodatkowo znajduja sie doktadnie po przeciwnych stronach globu.
Narzucajacym si¢ wyjasnieniem jest, ze poktady lodu znajdujace sie obecnie

w okolicy okolobiegunowej powstaly w odlegtej przesztoéci doktadnie na
biegunach, a potem — z jakiego$ powodu — Ksigzyc zmienil o$ rotacji. Znane
(widoczne na powierzchni) uderzenia asteroidéw sa, niestety, niewystarczajace,
by obréci¢ o$ az o 5,5°. Hipoteza, ktora lepiej pasuje do obserwacji, to masywny
wyplyw goracej lawy okoto 3,5 miliarda lat temu w okolicy obecnego Oceanus
Procellarum (Oceanu Burz), znajdujacego sie na zachodnim skraju widoczne;
strony Ksiezyca. Goraca i radioaktywna lawa zmienitaby, przez rozgrzanie czesci
plaszcza Ksigzyca, rozklad masy na tyle, by zmieni¢ kierunek rotacji. Jesli to
prawda, to ksiezycowy 16d powstal naprawde dawno temu, podczas formowania
sie uktadu stonecznego, a nie — jak sie powszechnie uwaza — zostal ,,dostarczony’
na powierzchnie Ksiezyca przez bombardujace go asteroidy.

I

Michat BEJGER

Stad, dokumentujac fotograficznie Perseidy (i inne
roje), warto wykonywaé serie co najmniej kilkunastu
zdje¢ tego samego fragmentu nieba. Gdy ma sie
szczescie i w trakcie wykonywania zdjeé przeleci meteor,
jest szansa na uwiecznienie takiej rozmywajacej sie
smugi. Maksimum aktywnosci roju przypada co roku

w okolicach 12 sierpnia. Mozna wtedy liczy¢ na ponad
100 zjawisk na godzine. Radiant roju w Polsce nie

o ponad 10°. Jak co roku, gtéwna atrakcja sierpnia sa
promieniujace juz od lipca meteory z roju Perseidéw. Sa
to szybkie meteory, ich predkos$¢ zderzenia z atmosfera
Ziemi wynosi 59 km/s i czesto zostawiaja za soba smugi
dymu, powoli rozwiewajace si¢ w powietrzu.
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zachodzi, a okoto godz. 2:30 wznosi si¢ na wysokos¢
ponad 60° nad péinocno-wschodnim horyzontem. Tym
razem Ksiezyc nie przeszkodzi w obserwacjach, gdyz
11 sierpnia przejdzie przez néw, a potem na niebie
wieczornym zajdzie zaraz po Sloncu.



Now Ksiezyca przypada prawie doktadnie 19 lat po
stynnym nowiu, podczas ktérego cien Srebrnego Globu
przeszedl przez Europe. Tym razem tez dojdzie do
za¢mienia Stonca, lecz bedzie to za¢mienie czesciowe,
widoczne w Arktyce, Srodkowej Azji i Skandynawii.
Najwickszg faze, okoto 74%, da sie dostrzec z Wysp
NiedZzwiedzich na Morzu Wschodniosyberyjskim.

W Europie zjawisko mozna obserwowac¢ z Finlandii,
Szwecji i Norwegii, przy czym maksymalnie Ksiezyc
zakryje do 34% érednicy tarczy Storica na krancach
péinocnych kontynentu i do 50% na Spitzbergenie.

Bezksiezycowe noce wystapia w drugiej dekadzie
miesiaca. Srebrny Glob zacznie sierpien na pograniczu
gwiazdozbioréw Wodnika, Ryb i Wieloryba w fazie 85%.
Na przetomie miesiecy 9° na zachdéd od niego znajdzie
sie planeta Neptun, ktora od czerwca przesuwa sie
ruchem wstecznym i powoli zbliza si¢ do opozycji

7 wrzesnia. Do konca sierpnia Neptun oddali si¢ od
gwiazdy ¢ Aqr na ponad 2°, zblizajac sie jednoczesnie
na 45" do tréjkata gwiazd 5. i 6. wielkosci 81, 82

i 83 Aqr. Jasnosé samej planety wyniesie 4+7,8". Ksiezyc
spotka sie z Neptunem jeszcze raz 27 i 28 sierpnia, gdy
bedac w pelni zblizy si¢ do niego na okoto 7°.

4 sierpnia Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre

i jednocze$nie minie Urana w odleglosci 5,5 stopnia.
Siédma planeta od Stonca réowniez szykuje sie¢ do
opozycji pod koniec pazdziernika i 7 sierpnia zmieni
kierunek ruchu z prostego na wsteczny, zaczynajac
tym samym najlepszy okres widocznosci w tym sezonie
obserwacyjnym. Uran przebywa w gwiazdozbiorze
Barana, kreslac petle ~4,5 stopnia na péinocny wschod
od gwiazdy o Psc oraz niecate 8° na potudnie od
gwiazdy Mesarthim, czyli najstabszej gwiazdy gléwnej
figury Barana, ale réwnocze$nie najciekawszej dla
astronoméw-amatoréw, gdyz jest to uktad podwdjny

o separacji skladnikéw 8", a wigc widoczny juz

w nieduzych teleskopach. W sierpniu jasno$é¢ planety
urosnie do +5,7™.

W nastepnych dniach Ksiezyc podazy ku nowiu

i ze wzgledu na sprzyjajace nachylenie ekliptyki do
porannego widnokregu bedzie mozna obserwowaé go
prawie do spotkania ze Stoncem. 6 i 7 sierpnia Ksiezyc
w fazie odpowiednio 35 i 25% najpierw utworzy trojkat
réwnoramienny z Plejadami i Aldebaranem, a kolejnego
ranka znajdzie si¢ 5° na wschod od Aldebarana. Dzien
przed nowiem na godzine przed wschodem Stonca
Srebrny Glob pokaze faze 2% i zajmie pozycje na
wysokosci 4° nad pélnocno-wschodnim widnokregiem.
11° nad nim znajda sie najjaéniejsze gwiazdy Blizniat:
Polluks i Kastor. Od 5 do 10 sierpnia bardzo ladnie
ukaze si¢ tzw. $wiatto popielate Ksiezyca, czyli nocna
czes¢ Srebrnego Globu, o$wietlona $wiattem odbitym
od Ziemi.

Pod koniec sierpnia na niebie porannym zamelduje

sie planeta Merkury, ktora 9 sierpnia przejdzie

przez koniunkcje dolna ze Stoncem, a juz 17 dni
péZniej osiagnie maksymalna elongacje zachodnia,
wynoszaca 18°. Planeta zacznie pojawiaé si¢ na
niebosklonie w trzeciej dekadzie sierpnia, a 26 sierpnia
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na godzine przed $witem zajmie pozycje na wysokosci 5°
nad wschodnim widnokregiem. Merkury pozostanie
widoczny do pierwszej dekady wrzeénia, kiedy w malej
odleglosci minie Regulusa, najjasniejsza gwiazde Lwa.
Przez calg elongacje jasno$é planety szybko urosnie

z +1,4™ 20 sierpnia do —0,7™ 31 sierpnia. Jednoczeénie
tarcza planety skurczy sig¢ z 9 do 6 sekund katowych,

a faza urosnie z 20 do 61%. Jest to najlepszy okres
widocznosci porannej Merkurego w catym 2018 roku.

Na niebie wieczornym mozna obserwowadé cztery planety
Uktadu Stonecznego: Wenus, Jowisza, Saturna i Marsa.
Przy czym pierwsza z planet, mimo maksymalnej
elongacji wschodniej 17 sierpnia, wynoszacej 46°, jest
dostepna tylko w pierwszej polowie miesiaca. 14 sierpnia
5° nad Wenus przejdzie Ksiezyc w fazie 6%, ale sama
planeta zajdzie niewiele ponad godzine po Stoncu.
Tydzien pdzniej o tej samej porze Wenus znajdzie sie
juz pod widnokregiem i z Polski przestanie by¢ widoczna.
Planeta $wieci blaskiem —4,3™, przy tarczy $rednicy 22"
i fazie 52%.

Natomiast Ksiezyc po minigciu Wenus dobe pdzniej

w fazie 24% przejdzie 7° na péinoc od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny, za$ 16 i 17 sierpnia minie
Jowisza. Najpierw w fazie 34% znajdzie sie 10° na prawo
od Jowisza, dobe pdzniej, w fazie 45%, 4,5 stopnia

nad nim. W tym samym czasie Jowisz minie gwiazde
Zuben Elgenubi w odleglosci 35’. Sama planeta réwniez
widoczna jest coraz stabiej i zachodzi mniej niz 3
godziny po Stoncu. Do korica sierpnia jej jasno$¢ spadnie
do —1,9™, a tarcza zmaleje do 35”.

Planeta Saturn wedruje przez zachodnia czesé
gwiazdozbioru Strzelca, a w sasiednim Wezowniku,
znajduje sie planetoida (4) Westa. Saturn szykuje

sie do wykonania zakretu na swojej petli i z kazdym
dniem porusza si¢ coraz wolniej. Planeta zblizy si¢

na mniej niz 2° do pary jasnych mglawic M8 i M20.

Do konca miesiaca jasno$¢ planety spadnie do +0,4™,

a tarcza zmniejszy $rednice do 17”7, Westa juz pokonata
swoj zakret i do konca miesigca zblizy sie do Saturna
na 7°. 21 sierpnia planetoida przejdzie 7’ od gwiazdy

5. wielkosci 51 Oph, sama majac jasnos¢ o 3" mniejsza.
Ksiezyc 20 sierpnia przejdzie w fazie 73% niecale 4° od
Westy, dobe p6zniej, w fazie 81% w podobnej odleglosci
minie Saturna.

Mars kresli swoja petle w gwiazdozbiorze Koziorozca,
przy granicy ze Strzelcem, do ktérego wejrzy na
chwile pod koniec sierpnia, w trakcie zmiany ruchu

z wstecznego na prosty. Czerwona Planeta, z racji
tego, ze jest najblizsza planeta zewnetrzna, porusza
sie ruchem wstecznym tylko przez 2 miesiace, na
miesiac przed i po opozycji, ale pokonuje w ten sposéb
najwiekszy dystans, ponad 10°. W sierpniu Mars zacznie
oddala¢ sie od Ziemi i — jak zawsze — czyni to na tyle
szybko, ze do korica miesiaca blask planety spadnie do
—2,1™ a jej tarcza skurczy si¢ do 21”. Ksiezyc spotka
sie z Marsem 23 sierpnia, gdy w fazie 94% przejdzie
ponad 6° na pénoc od niego.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

O krowach w polu (magnetycznym)

Czy krowa moze stuzyé¢ jako kompas? Niestety, nie, ale
juz stado krow jak najbardziej. Okazuje si¢ bowiem, ze
statystycznie krowy ustawiaja sie zgodnie z kierunkiem
linii pola magnetycznego, tj. péinoc-potudnie, z tbami
skierowanymi ku potnocy. Podobne wtasciwosci
wykazuja tez jelenie.

Czlowiek od dawna wykorzystywal umiejetnosci
nawigacyjne zwierzat. Dotyczylo to w szczegdlnosci
ptakéw takich jak golebie, ktére umozliwialy sprawna
i szybka taczno$é miedzy oddalonymi miejscami.

Dos¢ rzec, ze w jednej z najwazniejszych bitew

frontu wschodniego pierwszej wojny Swiatowej, jaka
rozegrala si¢ pod Tannenbergiem, uzycie niosacych
wiadomosci gotebi uwaza sie za jeden z czynnikéw, ktére
przesadzily o zwycigstwie armii niemieckiej; Rosjanie
eksperymentowali wtedy z nowinka techniczna, jaka
byto radio, ale zaniedbali szyfrowanie komunikatéw.
Gloria zwycieskiego wodza otworzylta dowddcy wojsk
niemieckich, Paulowi von Hindenburgowi droge

do zaszczytéw politycznych, w tym objecia stanowiska
prezydenta Niemiec.

W jaki spos6b ptaki rozpoznaja kierunki i wiedza,
gdzie lecie¢? Wiadomo, ze wykorzystuja do tego

pole magnetyczne, bo jego zaburzenia prowadza do
dezorientacji ptakéw. Sadzono niegdys, ze moga tu
byé¢ uzyteczne sole mineralne zawierajace zelazo,

jakie odkladaja sie w dziobach. Okazalo sie jednak,
ze, przynajmniej u gotebi, sole te znajduja sie

w makrofagach, ktore nie maja skutecznego sposobu
komunikowania si¢ z uktadem nerwowym. Co wigcej,
badania przeprowadzone na rudzikach wykazaly, ze nie
odrdzniaja one kierunku péinocnego od potudniowego,
nie sa zatem czule na zwrot pola magnetycznego.
Oznacza to, ze intuicja ,kompasu w glowie” ptakéw,
pozwalajacego im nawigowaé¢ w ziemskim polu
magnetycznym, jest najprawdopodobniej bledna. Tym
bardziej ze zdolno$é orientacji tych ptakéw zalezy
réowniez od natezenia i widma Swiatta w ich otoczeniu.

Jak zatem wyjaéni¢ umiejetnosci orientacyjne ptakéw
na najbardziej podstawowym, mikroskopowym
poziomie? Z pomoca przychodzi tu chemia kwantowa.
Wyobrazmy sobie uklad dwéch zwiazanych czasteczek,
z ktorych kazda ma niesparowany elektron. Kazdy
elektron ma kwantowa wtasnos¢ zwana spinem,

czyli fundamentalnym momentem magnetycznym.

W przypadku pojedynczego elektronu mozemy

sobie wyobrazaé, ze szybko wirujacy rozktad

tadunku bedzie oddzialywat z polem magnetycznym
w swym otoczeniu, jednak metafora ta zawodzi, jesli
bedziemy rozwazaé¢ wigksza liczbe elektronéw, na
przyktad dwa. W typowych reakcjach chemicznych
spiny niesparowanych elektronéw sa skorelowane,
przy czym istnieja dwie zasadnicze mozliwosci
wystapienia takiej korelacji (tzw. stan singletowy
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i trypletowy). W zaleznosci od tego, z ktéra mozliwoscia
mamy do czynienia, spiny elektronéw oddziatuja

réznie z polem magnetycznym otoczenia, a takze

z polem magnetycznym otaczajacych je atomoéw. To

z kolei prowadzi do réznej reaktywnosdci czasteczek
zawierajacych takie dwojki elektronéw, a to moze mieé
konsekwencje dla proceséw o znaczeniu biologicznym.

Opisany wyzej model wydaje sie do§é prosty (dla
fizyka kwantowego), mozna zatem zadaé pytanie,

jakie doktadnie czasteczki w organizmie moga mieé¢
pozadane wlasciwosci. Uczciwa odpowiedz brzmi:

nie wiadomo. Zaleznos¢ od oéwietlenia wskazuje, ze
moze chodzié¢ o kryptochromy, czyli czute na $wiatto
niebieskie biatka zaangazowane w regulacje rytmu
dobowego u zwierzat. Jak dotad, pozadana zaleznosé
od pola magnetycznego potwierdzono w laboratorium
dla uktadéw czasteczek zbudowanych z karotenoidéw,
porfiryn i fulerenéw, ale zaleznoéci kierunkowe, ktére
moglyby by¢ odpowiedzialne za orientacje, wystepuja
jedynie w polach magnetycznych stukrotnie silniejszych
od ziemskiego. Osobna sprawa jest to, czy kwantowa
natura stanu singletowego i trypletowego moze
utrzymac sie dostatecznie dlugo — co najmniej dziesiatki
mikrosekund — by dawaé¢ obserwowalny efekt.

Sprawe dodatkowo komplikuje fakt, ze doswiadczenia
przeprowadzane na réznych gatunkach zwierzat zdaja
sie przynosi¢ sprzeczne rezultaty. W opublikowanej
kilka miesiecy temu pracy Ahne Myklatun ze
wspolpracownikami wykazali, ze ryby z gatunkow
danio pregowany i ryzanka japonska zmieniaja
kierunek plywania w akwarium pod wplywem

pola magnetycznego. Efekt ten wystepowat takze

w ciemnos$ci, co stanowi spore wyzwanie dla hipotezy
kryptochromowej.

Okazuje sie zatem, ze pytanie, dlaczego stado kréw moze
stuzy¢ jako kompas albo dlaczego ptaki orientuja sie

w nieznanym terenie, jest pytaniem bardzo trudnym,

a préby znalezienia na nie odpowiedzi prowadza, jak
dotad, jedynie do dalszych, coraz bardziej szczegbétowych
pytan. Widaé, ze potrzebne jest niestandardowe
podejscie do problemu i nowe, przetomowe pomysty.
Moze przyjda one do glowy ktoérejé z Czytelniczek Delty?

Krzysztof TURZYNSKI
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Rys. 1. Punkty D, E, F' to $rodki bokéw,
X, X', Y,Y' Z,Z" oznaczaja pola.

C
EL XD
A P B

Rys. 2

D
/N
N C
ML
A K B

Rys. 3

Inne rozwigzanie zadania 4 znalezé mozna
w deltoidzie 11/2009. Polecam réwniez
zad. 8 tamze i zad. 1 z deltoidu 5/2016.

D K C

Rys. 5. X’ oznacza obraz punktu X.

Wzér Herona na pole tréjkata:

p(p—a)(p—b)(p—c), gdzie a, b, c to

boki, p — polowa obwodu.

Srodkowe i pola Joanna JASZUNSKA

Srodkowa tréjkata to odcinek laczacy wierzcholek ze §rodkiem przeciwleglego boku.
Srodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie, zwanym srodkiem ciezkosci i dzieli on
kazda z nich w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka trdjkata (rys. 1).

Niech [F] oznacza pole figury F.

1. Wykaz, ze srodkowa dzieli tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych polach.

2. Punkty D i F sg $rodkami odpowiednio bokéw BC i C A tréjkata ABC),

punkt P lezy na boku AB (rys. 2). Wyznacz mozliwe wartosci [PDCE] : [ABC].
3. Punkty K, L, M, N sa srodkami bokéw czworokata wypuklego ABC'D (rys. 3).
Wrykaz, ze suma pél ciemnych tréjkatow rowna jest polu jasnego czworokata.

4. Wykaz, ze srodkowe dziela tréjkat na szes¢ trojkatéw o rownych polach.

5. Punkt 7" nalezy do wnetrza tréjkata ABC oraz [ABT] = [BCT] = [CAT].
Wykaz, ze T jest srodkiem cigzkosci trojkata ABC.

6. Dany jest réwnoleglobok ABC'D. Punkty K i L sa $rodkami bokéw CD i DA.
Proste BK i BL przecinaja przekatna AC odpowiednio w punktach M i N.
Wykaz, ze [ALN]+[BMN]+[CKM] = £[ABCD] oraz ze AN = NM = MC.

7. Wykaz, ze ze srodkowych dowolnego trojkata mozna zbudowaé tréjkat.
8. Wyznacz pole tréjkata o srodkowych dlugosci: (a) 9, 12, 15, (b) 12, 15, 18.

9. W trapezie ABCD podstawa AB jest dwa razy dluzsza od podstawy CD.
Punkt @ jest srodkiem przekatnej AC, a prosta BQ przecina bok AD w punkcie P.
Wyznacz [PQCD] : [ABCD].

Rozwigzania i wskazowki

W rozwiazaniach zadan o tréjkatach przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.
R1. Tréjkaty CFA, CFB maja podstawy réwne %AB i wspo6lna wysokosé z C. O
R2. [PDCE]: [ABC] =1:2, gdyz [PDC] = [PDB] oraz [PEC] = [PEA]. O
R3. Odcinki AL i CN sg srodkowymi odpowiednio w tréjkatach ABC i CDA.
Stad i z zadania 1 mamy [ABL]+[CDN] = $[ABC]+1[CDA] = J[ABCD].
Podobnie [BDK]+[BDM] = L[ABCD). Zatem [ABL]+[CDN] = [BMDK], co,
po odjeciu od obu stron ich czesci wspdlnej, konczy dowdd. [

RA4. Z zadania 1 mamy Z = 7', gdyz SF jest $rodkowa w tréjkacie ABS (rys. 1).
Analogicznie X = X' 1Y =Y'. Ale takze X +X'+Z' =Y +Y'+Z, bo CF jest
srodkowa trojkata ABC', co wobec powyzszego daje X =Y. Podobnie Y = Z. O
R5. Mozna przyjaé, ze T lezy wewnatrz lub na brzegu tréjkata ABS. Wtedy
jesli T # S, to [ABT] < [ABS)]. Z treici zadania wynika, ze [ABT| = $[ABC],

a z zadania 4 wiemy, ze [ABS] = $[ABC). Stad [ABT] = [ABS], wiec T = S. O
R6. Niech przekatne réwnolegloboku maja wspdlny érodek P (rys. 4). Odcinki
AP i BL oraz CP i BK sa zatem $rodkowymi odpowiednio w tréojkatach

ABD i BCD. Tréjkaty te maja pola réwne $[ABCD] i na mocy zadania 4

ich srodkowe dzielg kazdy z nich na szes¢ tréjkatéw o rownych polach. Stad
[ALN]+[BMN]+[CKM] = (:+2+1)-1[ABCD] = {[ABCD]. Ponadto

AN = 2AP = 2. JAC = ; AC, podobnie MC = §AC, wigc tez NM = $AC. O
R7. Obr6émy tréjkat ABC o 180° wok6t punktu D (rys. 5). Boki tréjkata CFE’
maja dtugoéci FE' = JAA' = AD, CE' = BE oraz CF. O

R8. (a) Niech AD =15, BE =12, CF = 9. Obréémy tréjkat ABC o 180°

wok6t punktu D (rys. 5). Tréjkat SS’C' ma wéwcezas boki o dtugosciach

58" =2-AD =25, 5C = 2BE =2-4 oraz CS = 2CF = 2.3, jest wiec
prostokatny. Stad jego pole réwne jest %~(2-3) (2-4) = 24. Jednoczesnie

na mocy zadania 4 wiemy, ze pole to rowne jest % pola trojkata ABC, zatem
[ABC] =172. O

Wskazéwka 8. (b) Postepuj analogicznie, skorzystaj z wzoru Herona.

Wskazéwka 9. Narysuj réwnolegtobok ABCE.
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