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* Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Oryginalny problem optymalnego
transportu zostal wprowadzony przez
Gasparda Monge’a w roku 1781. Polegal
na przeniesieniu przy minimalnym
wysitku piasku z miejsca wydobycia do
miejsca, gdzie mial byé uzyty do budowy.
W koncu lat 30. XX wieku Leonid
Kantorovich przedstawil nieco inne
sformutowanie tego zagadnienia i od
tamtej pory w literaturze mozna je
znalezé pod hastem Monge—Kantorovich
Problem. W problemie
Monge’a—Kantorovicha zaktadamy, ze
koszt transportu ro$nie wraz z odleglosciag
i transportowana masa (niekoniecznie
liniowo). W jednym z pierwszych modeli
opisujacych to zagadnienie pokazano
m.in., ze aby dostarczyé towary z dwéch
sasiednich miast do trzeciego, ktore jest
od nich znacznie oddalone, bardziej
oplacalne moze by¢ przetransportowanie
towaréw do wspdlnego miejsca,

a nastepnie jednoczesny transport do
miasta docelowego.

Pytanie o regularnosé rozwigzan oznacza
pytanie o stopien gtadkosci rozwiazan,
czyli jak wiele razy mozna rézniczkowad
funkcje bedaca rozwigzaniem. W teorii
réwnan rézniczkowych czastkowych czesto
okazuje sig, ze dostatecznie regularne
rozwigzania s jednoczesnie
rozwigzaniami jednoznacznymi (czyli
jedynymi istniejacymi).

Alessio Figalli — Medal Fieldsa 2018

Andrzej PALCZEWSKI*

Alessio Figalli, profesor (Eidgenossische Technische Hochschule) ETH

w Zurychu, otrzymal Medal Fieldsa na Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Rio de Janeiro za — jak napisano w uzasadnieniu — ,wktad
w teori¢ optymalnego transportu i jej zastosowania”. Figalli po ukonczeniu
liceum klasycznego w Rzymie rozpoczal studia matematyczne w Scuola
Normale Superiore w Pizie, gdzie po czterech latach uzyskal dyplom magistra
pod kierunkiem Luigiego Ambrosio. Prace doktorska przygotowal w ciggu
18 miesiecy pod wspolnym kierunkiem profesoréw Luigiego Ambrosio oraz
Cédrica Villaniego (laureata Medalu Fieldsa z 2010 roku). Juz w czasie
studiéw Figalli zainteresowal si¢ problemami optymalnego transportu (tego
dotyczyla jego praca magisterska), a nastepnie poglebial temat w czasie
studiow doktoranckich. Teoria ta, siegajaca swym poczatkiem czaséw rewolucji
francuskiej, zajmuje sie problemem przeniesienia mozliwie najtanszym
kosztem pewnej masy rozlozonej (w ogdlnosci niejednorodnie) w zbiorze

A do zbioru B. Poniewaz rozklad masy mozna interpretowaé jako rozktad
prawdopodobienstwa, to zagadnienie transportowe mozna traktowaé jako
problem odlegtos$ci miedzy dwoma rozktadami prawdopodobienstwa, gdzie
metryka mierzaca te odlegloéé jest funkcja kosztu transportu. Takie ogélne
sformutowanie zagadnienia, pozwalajace na dowolne specyfikowanie funkcji
kosztéw, prowadzi do trudnych probleméw matematycznych, a jednoczesnie
ma bardzo szerokie zastosowanie praktyczne w planowaniu przestrzennym,
hydromechanice, biologii, analizie obrazéw, ekonomii oraz wielu innych
dziedzinach.

Alessio Figalli jest wspo6tautorem ponad 150 prac naukowych, trudno

wiec w krotkim tekscie opisa¢ nawet pobieznie wszystkie jego osiggniecia.

W uzasadnieniu przyznania Medalu Fieldsa na pierwszym miejscu wymieniono
prace dotyczace regularnosci rozwiazan réwnania Monge’a—Ampere’a

oraz ich zastosowania do wykazania regularnosci rozwigzan pewnego

modelu meteorologicznego (semigeostrophic model) wykorzystywanego

do wielkoskalowych prognoz pogody. Model ten, zaproponowany przez
meteorologow w latach dziewiecdziesiatych XX wieku, opisuje dynamiki
frontéw atmosferycznych (Figalli nazwal go ,modelem ewolucji chmur”). Sens
badania regularnosci rozwigzan takich modeli zwiazany jest z faktem, ze

w praktyce czesto znalezé mozna jedynie rozwiazania przyblizone, otrzymane
metoda symulacji komputerowych. Takie symulacje oczywiscie powinny by¢
zbiezne do prawdziwego rozwiazania, a to mozna zagwarantowaé jedynie,

gdy rozwiazanie jest jednoznaczne oraz dostatecznie regularne (dostatecznie
wiele razy rézniczkowalne). Alessio Figalli wspdlnie ze wsp6lautorem Guido
De Philippisem zbadali strukture rozwigzan réwnania Monge’a—Ampeére’a. Ich
wynik ma glebokie matematyczne znaczenie, poniewaz otrzymane przez nich
oszacowanie wzmacnia wczedniejszy rezultat Luisa A. Caffarelliego z roku 1900
(w kierunku pelnej nier6wnosci Sobolewa).

Autorzy nastepnie wykazali, ze réwnanie Monge’a—Ampeére’a moze by¢
traktowane jako rownanie optymalnego transportu gestosci chmur opisywanych
modelem meteorologicznym. Pozwolilo to wykazaé regularnosé rozwigzan
modelu meteorologicznego i uzasadni¢ poprawnosé¢ symulacji komputerowych
dla tego modelu.

Drugim osiagnieciem Alessio Figalliego, wymienionym w uzasadnieniu
przyznania Medalu Fieldsa, sa napisane w 2017 roku prace z Joaquimem
Serra, dotyczace probleméw swobodnej powierzchni. Problem swobodnej
powierzchni wystepuje w wielu zagadnieniach fizyki i techniki. Swobodne
powierzchnie to na przyktad powierzchnia kostki lodu rozpuszczajacej sie
w szklance napoju lub powierzchnia falujacego morza. Najprosciej mozna
sobie wyobrazi¢ swobodna powierzchnie, rozpatrujac elastyczna membrane
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naciagnieta na okragla rame, ktéra nakrywamy kule lezaca na powierzchni
stotu. Membrana cze$ciowo dotyka powierzchni kuli, a czesciowo wisi

w powietrzu. Granica obszaru styku membrany z powierzchnia kuli jest wlasnie
swobodna powierzchnig. Oczywidcie w tym prostym przykladzie swobodna
powierzchnia jest okregiem, ktérego rozmiar zalezy od wymiaréw kuli oraz
ramy, na ktorej rozciagnieta jest membrana. Dla bardziej skomplikowanych
ksztaltéow przeszkody, jaka tu byla kula, rozwiagzanie nie musi by¢ juz tak
proste. Zasadnicze jest pytanie o stopien gtadkosci swobodnej powierzchni.

Wezmy okragla rame i naciagnijmy na nia, W 1977 roku Luis Caffarelli wykazal, Zze swobodna powierzchnia jest gladka

clastyczny material. Nast¢pnie nakryjmy
ta ramag kule lezaca na stole tak, zeby
kula znalazla sie¢ dokladnie na érodku tej
ramy. Gdy rama znajdzie si¢ na
powierzchni stolu, to z boku sytuacja
bedzie wygladaé tak jak na rysunku.
Przerywana szara linia to powierzchnia
swobodna — miejsce, w ktérym material
traci styczno$é z kulg. W rzeczywistosci
ta powierzchnia swobodna jest okregiem.

Klasyczna nieréwnosé izoperymetryczna
daje gérne ograniczenie powierzchni
zbioru A przez kwadrat dlugosci jego
brzegu. Problem siega swoja historig do
starozytnej legendy o tym, jak krélowa
Dydona uzyskala ziemie pod budowe
Kartaginy. W wersji bardziej pasujacej do
problemu rozwazanego przez Figalliego
mozemy mysleé o tréjwymiarowym
zbiorze A wypelnionym plynem o pewnej
energii wewnetrznej. Ubytek tej energii
jest zwigzany z wyplywem plynu ze
zbioru A, co jest zalezne od powierzchni
brzegu zbioru A. Informacja o ubytku
energii pozwala kontrolowaé powierzchnig
brzegu A.

poza zbiorem punktéw osobliwych. Przez nastepne lata matematycy badali
charakter tego zbioru punktéw osobliwych. Figalli i Serra znalezli optymalna
charakteryzacje tego zbioru (zbyt obszerna, aby ja tu dokladnie przytaczac).
W szczegdlnosei, w przypadku 3-wymiarowym pokazali, ze swobodna
powierzchnia jest gladka z wyjatkiem izolowanych punktéw osobliwych.

Przywolajmy tu jedna z wczesniejszych prac Alessio Figalliego, napisang
wspolnie z Francesco Maggim i Aldo Pratellim, dotyczaca wykorzystania
teorii optymalnego transportu w dowodzie nieréwnosci izoperymetrycznych.
Klasyczny problem izoperymetryczny polega na znalezieniu optymalnego
ksztaltu obszaru, ktérego brzeg minimalizuje napiecie powierzchniowe.
Przykladem rozwiazania takiego problemu sa banki mydlane, ktére ograniczaja
dana objetosé powietrza powloka o minimalnej powierzchni. Bardziej
interesujace jest badanie problemu izoperymetrycznego dla krysztatow,

gdzie rozwiazanie jest bardziej skomplikowane, poniewaz krysztal przyjmuje
ksztalt minimalizujacy energie pochodzaca od oddziatywan miedzy atomami.
Otrzymana we wspomnianej pracy nieréwnosé izoperymetryczna pozwala
odpowiedzieé na pytanie, jak zmienia si¢ ksztalt krysztatu, kiedy uktadowi
zostanie dodana pewna energia (np. krysztal zostanie podgrzany). Aby uzyskaé
odpowiedz, nalezy spojrzeé¢ na zmiane ksztattu krysztatu jak na problem
transportu ze stanu poczatkowego (o minimalnej energii) do stanu po dodaniu
energii. Wynik Figalliego, Maggi i Pratelliego méwi, ze zmiana ksztaltu jest
proporcjonalna do pierwiastka z dodanej energii. Ten zaskakujaco prosty
wynik zostal uzupelniony o bardzo warto$ciowy z fizycznego punktu widzenia
rezultat, ze ta zmiana ksztaltu jest stabilna, czyli malemu dodatkowi energii
odpowiada mala zmiana ksztaltu. Co wiecej, poniewaz uzyskana nierownosé
izoperymetryczna jest optymalna, wiec zmiana ksztaltu nie moze byé wieksza
niz to wynika z ich oszacowania.

Alessio Figalli jest matematykiem o niezwykle bogatym doswiadczeniu
miedzynarodowym. Po studiach doktoranckich, ktéore spedzil miedzy Scuola
Normale Superiore w Pizie a Ecole Normale Supérieure w Lyonie, podjal
prace na uniwersytecie w Nicei oraz w oddziale Centre National de la
Recherche Scientifique (CNRS) przy tym uniwersytecie. Po roku przeniést

sie na stanowisko profesora w Ecole Polytechnique w Palaiseau pod Paryzem.
W latach 2009-2016 pracowal na réznych stanowiskach profesorskich na
uniwersytecie w Austin (University of Texas at Austin), aby w roku 2016
przyjaé stanowisko profesora zwyczajnego w ETH w Zurychu. Figalli ma
bardzo liczna grupe miedzynarodowych wspolpracownikéw, ktérych chetnie
odwiedza, nie odczuwajac trudnosci dalekich podrézy lotniczych, a takze
przyjmujac ich wizyty w Zurychu. Promotor jego doktoratu i wspoétautor
publikacji, Cédric Villani, podkreslat w jednym z wywiadow, ze fakt, iz na
edukacje matematyczna Figalliego zlozylo sie do$wiadczenie wyniesione z wielu
osrodkéw (z widocznym gléwnym wplywem szkoly wloskiej i francuskiej), mial
znaczacy wplyw na jego matematyczne sukcesy. Na zakoriczenie nalezy dodag,
ze wspolpracownicy Figalliego zgodnie podkreslaja jego niezwykla szybkosc

i biegltos¢é w pracy nad technicznymi detalami oraz umiejetnosé sprawnego
wyczuwania istoty nowych probleméw. Jest on takze znany z otwartosci

i przyjacielskiego stosunku do mlodych kolegéow i studentow. Wszystkie te
cechy czynia z Alessio Figalliego matematyka, ktorego dalsza kariera rysuje
sie niezwykle obiecujaco.
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Informatyczny kacik olimpijski (127): Domino

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,Domino”, ktore pojawito sie
w 2018 roku w ramach X International Autumn Tournament in Informatics

w Szumen, w Bulgarii.

Domino: Zestaw do gry w domino sklada sie z M kostek ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymsi

od 1 do M. Kostka o numerze i jest opisana za pomocq nieuporzgdkowanej pary liczb (a;,b;), gdzie a; oznacza
liczbe kropek narysowanych na jednej polowie, zas b; oznacza liczbe kropek narysowanych na drugiej polowie kostki.
Wartosci a; i b; sq liczbami calkowitymi z przedzialu [0; N|. W zestawie nie ma dwdch takich samych kostek.

Trzeba poukladaé kostki domina w ltancuchy. Dwie kostki mogq zostac ze sobg zestawione krotszym bokiem, jesli
odpowiednie polowy tych kostek majg te samgq liczbe narysowanych kropek. Naszym zadaniem jest obliczyc, ile
minimalnie lanicuchow nalezy ulozyé, aby kazda kostka domina nalezala do dokladnie jednego taricucha, oraz podac

te tancuchy.

Rozwigzanie rozpocznijmy od zbudowania grafu G,
zlozonego z N + 1 wierzchotkéw oraz M nieskierowanych
krawedzi. Wierzcholki ponumerujmy kolejnymi liczbami
naturalnymi od 0 do N, kazdej liczbie kropek odpowiada
jeden wierzcholek. Ponadto, niech istnieje w G krawedz
pomiedzy wierzchotkami a; i b; dla kazdej kostki
domina. Przyktadowo, jesli N =7, M = 6 oraz dane

sa nastepujace kostki domina: (0,1), (2,4), (2,7), (4,4),
(5,7) 1 (6,7), wtedy graf G wyglada jak ponizej:

o 20

Mozemy teraz wyrazi¢ problem w jezyku teorii graféw.
Dany jest nieskierowany graf. Jaka jest najmniejsza
liczba rozlgcznych krawedziowo $ciezek, ktore pokrywajq
caly graf?

Oczywiste jest, ze zadna Sciezka nie bedzie przechodzila
pomiedzy dwoma réznymi spojnymi sktadowymi, dlatego
kazda spdjna sktadowsa mozemy rozpatrzyé¢ osobno.
Zatézmy zatem, ze rozpatrujemy pewna spojna sktadowa.
Zastanowmy sie, ile moze byé¢ w niej wierzchotkéw

o stopniu nieparzystym. Po krétkiej chwili namystu
okazuje sie, ze wierzcholkéw o stopniu nieparzystym
jest parzyscie wiele. Jest tak, poniewaz suma stopni
wszystkich wierzchotkéw jest podwojong liczba krawedzi
(kazda krawedZ ma dwa konice). Rozwazmy zatem dwa
przypadki ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw o stopniu
nieparzystym.

0 wierzchotkéw o stopniu nieparzystym

W tym przypadku kazdy wierzchotek ma stopien
parzysty. W zwiazku z tym zachodzi warunek konieczny
i wystarczajacy na istnienie w grafie cyklu Eulera (cyklu,
ktéry przechodzi przez kazda krawedz dokladnie raz).
Popularnym algorytmem do znajdowania cyklu Eulera
jest algorytm Fleury’ego. Skoro istnieje cykl Eulera, to
wszystkie kostki mozna ulozyé w jeden taficuch (Sciezka
Eulera).

Co najmniej 2 wierzchotki o stopniu
nieparzystym

W tym przypadku jest ich parzysta liczba. Niech k
oznacza liczbe wierzchotkéw o stopniu nieparzystym.
Dodajmy do naszego grafu % krawedzi taczacych
wierzchotki o stopniu nieparzystym (kazdy wierzcholek
o stopniu nieparzystym ma by¢ konicem doktadnie
jednej dodanej krawedzi). Dla przyktadu opisanego

na poczatku artykulu graf bedzie wygladal nastepujaco
(dodane krawedzie zostaly oznaczone przerywana linia):

-~
\

Otrzymali$émy multigraf (w multigrafie dwa wierzchotki
moze laczyé kilka krawedzi), w ktérym kazdy
wierzchotek ma parzysty stopien, zatem jest spelniony
warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie cyklu
Eulera. Znajdzmy wiec ten cykl, a nastepnie usunmy

z niego dodane wczedniej krawedzie. Otrzymane $ciezki
opisujg kolejne tancuchy utworzone z kostek domina.
W tym przypadku odpowiedzig jest %

Optymalnosé rozwigzania

Pozostalo nam jeszcze zastanowié sie, czy opisane

wyzej rozwiazanie jest optymalne. Zauwazmy, ze kazdy
wierzchotek o stopniu nieparzystym musi by¢ poczatkiem
lub koncem jakiego$ tancucha. Takich wierzchotkéw

jest k, zatem potrzebnych jest przynajmniej g
tanicuch6éw. Opisany wyzej algorytm znajduje dokladnie
% tancuchow, dlatego jest optymalny.

Zlozono$¢ czasowa

Zbudowany przez nas graf ma rozmiar O(N + M).
Znajdowanie cyklu Eulera mozna wiec zrealizowad
w czasie zaleznym liniowo od rozmiaru grafu. Cale
rozwiazanie dziala w czasie O(N + M).

Bartosz tUKASIEWICZ



L.aczenie jasnej i ciemnej strony Wszechswiata

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych

Okreslenie lokalne oznacza, ze mowa
o obserwacjach naszego lokalnego
Wszechswiata. Doktadniej chodzi

o odlegtoéci rzedu 2,5 - 10° lat (co
odpowiada przesunieciu ku czerwieni
— patrz A‘llg — okolo 0,2).

Rozwigzanie zadania F 976.

W plynnych warstwach, ponizej warstwy

skal stalych, zgodnie z twierdzeniem
Pascala ci$nienie hydrostatyczne jest
state. Wynika stad, ze male ci$nienie
wywierane przez wody oceanu musi by¢é
kompensowane cisnieniem grubszej
warstwy skal ptaszcza pod oceanami,

czyli cienszej warstwy skorupy ziemskiej:

Hps =dpw + hps + (H — h — d)pp,
czyli

H_h= PP — PW

PP — Ps

d =17 km.

Anna DURKALEC*

Wielkie przeglady nieba ukazuja lokalny Wszechswiat o strukturze siatki — lub
raczej pajeczyny bedacej dzietem pijanego pajaka. W strukturze tej obszary

o duzych zageszczeniach galaktyk (ogdlniej, materii $wiecacej) przedzielone

sa tu i 6wdzie rejonami catkowitej pustki. Ale Wszech$wiat nie zawsze tak
wygladal. Obserwacje mikrofalowego promieniowania tta (cosmic microwave
background, CMB) pochodzacego z okresu okolo 380000 lat po Wielkim
Wybuchu przedstawiaja mtody Wszechswiat jako prawie jednorodny. Naturalnie
wiec rodza sie pytania. Jak i kiedy wielkoskalowa struktura Wszechswiata
zaczela sig formowacé? Jakie czynniki mialy najwickszy wplyw na jej ewolucje?
Jak ta ewolucja w ogoéle przebiegala?

Udzielenie odpowiedzi na te pytania oczywiscie nie jest tatwym zadaniem.
Zacznijmy od tego, ze aby moc przesledzi¢ ewolucje wielkoskalowej struktury
Wszechéwiata, niezbedne sa obserwacje wielu galaktyk, od tych najstarszych po
wspblczesne. Ale, whrew pozorom, to nie w obserwacjach lezy nasz najwickszy
problem. Systematycznie budowane sa coraz wigksze i coraz bardziej czute
teleskopy, pozwalajace obserwowaé coraz dalsze i coraz starsze galaktyki.
Lokalne wielkie przeglady nieba, katalogujace obserwacje milionéw galaktyk,

sa juz faktem. Dzigki nim dysponujemy swoistymi tréjwymiarowymi mapami
wspblczesnego Wszech§wiata. Pozostaje tylko kwestia czasu (i to raczej
krétkiego), gdy podobne przeglady obejma najwcezes$niejsze galaktyki. Pierwsze
proby mamy zreszta juz za soba. Np. przeglad spektroskopowy VIMOS Ultra
Deep Survey (VUDS) objal okolo 10000 galaktyk o przesunieciach ku czerwieni
2 < z < 6, czyli sprzed mniej wigecej 10 mld lat.

Ukryta ciemna strona Wszech§wiata

Wszystko byloby wiec cudownie proste, gdyby nie drugi, ukryty sktadnik
wielkoskalowej struktury Wszechéwiata. Cos, czego nie jesteSmy w stanie
bezposrednio zaobserwowac, poniewaz nie emituje promieniowania
elektromagnetycznego. Ciemna materia. Substancja ze wszech miar tajemnicza.
Z jednej strony nie jestedmy w stanie wiele powiedzie¢ o jej naturze. Tylko

tyle, ze raczej nie jest zbudowana z barionéw. Z drugiej strony, np. dzieki
obserwacjom soczewkowania grawitacyjnego, wiemy, ze istnieje. Wiemy, ze jest
czyms$, co ma mase i oddzialuje grawitacyjnie. Co wiecej, szacuje sig, ze we
Wszechs$wiecie jest jej zdecydowanie wiecej niz materii $§wiecacej (az 5-6 razy
wiecej!). W kontekscie badan wielkoskalowej struktury Wszech$wiata ta ostatnia
cecha jest wyjatkowo frustrujaca. Poniewaz trudno bada¢ wielkoskalowy rozktad
czego$, czego nie widac¢, a o czym wiemy, ze prawdopodobnie dominuje nad
tym, co wida¢. To prawie jak uktadaé puzzle, z ktérych potowe zgubilismy,

a 3/4 pozostalych kto$ zlodliwie zamalowal na czarno.

Na szczescie dwa skladniki wielkoskalowej struktury Wszech$wiata, jasny

i ciemny, nie sa niezalezne. Wedlug wspoélczesnych modeli kosmologicznych
kazda galaktyka powstala i ewoluowala wewnatrz tzw. halo ciemnej materii
(lokalnych zageszczen masy). Z czasem, pod wplywem grawitacji, oddzielne hala
taczyly sie, tworzac coraz wieksze struktury — wedlug modelu hierarchicznego.
Galaktyki, zanurzone w ciemnej materii, podgzaty ich $ladem.

W teorii wiec do opisu rozktadu ciemnej materii we Wszechéwiecie mozna
wykorzystaé to, co Swieci. Niestety, stosunkowo wczesnie zorientowano sie,

ze galaktyki nie sledzg poczynan ciemnej materii calkowicie bezposrednio.
Zapobiegaja temu wszystkie te oddzialywania materii $wiecacej, ktérym ciemna
materia nie podlega. W rezultacie rozklad galaktyk jest przesuniety w stosunku
do rozktadu ciemnej materii. Zaleznosé t¢ nazywamy biasem. I wszystko bytoby
OK, gdyby nie mial on szeregu nieprzyjemnych wlasciwosci. Po pierwsze

bias zmienia si¢ z czasem. We wczesnych etapach ewolucji Wszech§wiata byt
zdecydowanie wiekszy niz wspoltczesnie. Po drugie sita biasu zalezy od cech
fizycznych poszczegélnych galaktyk (takich jak ich masa gwiazdowa, jasnosé
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Rozwigzanie zadania F 975.

W odlegtosci r od srodka planety sita
grawitacji F'(r) dzialajagca na mas¢ m
bedzie réwna przyciagg
grawitacyjnemu przez punktows mase
umieszczong w $rodku planety i réwna
calej masie znajdujacej si¢ w kuli

o promieniu 7. Dlar < r.:=R— H =
= 3470 km mamy wiec:

Y 3

F(r) = 471’(;# = %Gmpcr,
dla R >1r > re:

4rGm
3r2
oraz dla r > R:

4rGm

3r2

F(r) = (peri + pm (r® = 12))

F(r) = (/’c‘r‘g + pm (R‘; - T}))
Podstawienie danych liczbowych prowadzi
do wartosci: F(r.)/m = 10,66 m/s?,
F(R)/m = 9,79 m/s?. Pomiedzy r. i R,
F(r)/m osigga minimum w ro = 4979 km,
F(ro)/m = 9,265 m/s?. Najwicksza
wartos¢ sity grawitacji osiagana jest wiec
na glebokoéci H. Opisany w tresci
zadania rozkltad masy, w grubym
przyblizeniu, odpowiada rozktadowi masy
we wnetrzu Ziemi. Wykres funkcji F(r)
przedstawia ponizszy rysunek.
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czy kolor). Ogdlnie rzecz biorac, najbardziej masywne i najjasniejsze galaktyki
cechuje tez najwiekszy bias. Niestety, zaobserwowano jednak, ze zalezno$cé
funkcyjna bias-masa gwiazdowa, bias-jasno$é, bias-kolor itp. przebiega troche
inaczej na réznych etapach ewolucji Wszechswiata. Krétko mowiac, sprawa jest
wielowarstwowo skomplikowana.

Mierzenie jasnej strony i modelowanie ciemnej strony

Do problemu trzeba wiec podejéé metodycznie i skupié¢ sie na doktadnym opisie
zmian, jakim podlega wartos¢ biasu w zaleznosci od wszystkich tych czynnikow.
W tym celu stosuje sie dwuetapowa metode badawcza. Na pierwszym etapie robi
sie uzytek z dostepnych danych obserwacyjnych — duzej liczby galaktyk. Dla nich
wykonywane sa pomiary dwupunktowej funkcji korelacji. Pomiar taki opisuje
odstepstwo od losowej wartosci prawdopodobienstwa znalezienia dwdoch obiektow
w danej odlegloéci od siebie i jest stosunkowo powszechnie stosowanym (nie
tylko w astronomii) narzedziem statystycznym. W naszym przypadku pozwala
zmierzy¢, w jakim stopniu dana populacja galaktyk taczy sie w skupiska.

Aby mierzy¢ zachodzace z czasem zmiany stopnia grupowania galaktyk, wykonuje sie
osobne pomiary funkcji korelacji na prébkach galaktyk o réznych przesunieciach ku
czerwieni (np. dla z =10,1,2,...). W idealnym przypadku wszystkie wykorzystane
galaktyki naleza do tego samego przegladu nieba. W przeciwnym razie bezposrednie
poréwnanie wynikow pomiaréw bywa klopotliwe lub w ogdle niemozliwe. Dlaczego?
Rézne instrumenty pomiarowe (teleskopy), a co za tym idzie rézne przeglady nieba,
charakteryzuja si¢ innymi kryteriami stosowanymi przy wyborze obserwowanych
galaktyk (najczesciej ograniczenia dotycza jasnosci czy koloru danej galaktyki).
Mozliwe jest wiec, ze gromadza one populacje galaktyk o zupelnie réznych cechach
fizycznych. Niestety, pomiar grupowania galaktyk zalezy tez m.in. od cech fizycznych
galaktyk. Dlatego zaleznos¢ czasowa, na obserwacji ktérej nam zalezy, przy
bezposrednim poréwnaniu takich wynikéw moze zostaé¢ zanieczyszczona innymi
zalezno$ciami. Ten sam problem dotyczy préb poréwnania réznych pomiaréw funkeji
korelacji wykonanych w zaleznosci od jasnoéci czy masy gwiazdowej galaktyk.

Pomiar funkcji korelacji to jednak nie wszystko. W nastepnym kroku

nalezy opisaé otrzymana funkcje za pomoca fizycznie uzasadnionych modeli
uwzgledniajacych ciemna materie. Jednym z nich jest tzw. model zajecia halo
ciemnej materii (Halo Occupation Distribution model, HOD).

Oto jak go stworzyé w czterech prostych krokach: (1) Wez kawalek
Wszechéwiata, opisanego i sparametryzowanego wedtug jednego z modeli
kosmologicznych (np. LCDM). (2) W tak przygotowanej formie rozprowadz
ciemng materie. W tym celu wykorzystaj, w odpowiednich proporcjach, m.in.
funkcje masy i profil rozkladu gestosci halo (np. NFW). Mozesz zalozy¢,

ze hala ciemnej materii sa sferycznie symetryczne, albo doda¢ parametry
modyfikujace ich ksztalt. Poza tym nalezy zwrécié szczegdlng uwage na
zalezno$é od przesuniecia ku czerwieni (tj. na jakim etapie ewolucji jest
Wszech$wiat). (3) Nastepnie rozsyp galaktyki. Ale nie byle jak! Wykorzystaj
funkcje zajecia halo ciemnej materii, ktora opisuje, jak wiele galaktyk przypada
na halo ciemnej materii o danej masie. Zazwyczaj zawiera ona pie¢ wolnych
parametrow. Parametry te opisuja wlasciwosci hal ciemnej materii, w ktérych
rezyduja twoje galaktyki. Dzieki temu, po dopasowaniu modelu do funkcji
korelacji, bedziesz mégl oszacowaé wartosé biasu. (4) Na konicu dobrze wszystko
wymieszaj. Odstaw na pare godzin. Wypij kawe.

Za pomocg parametréow otrzymanych po dopasowaniu tak wykonanego
modelu do wczesniej zmierzonych funkcji korelacji mozna ostatecznie uzyskac
informacje o biasie charakteryzujacym wielkoskalowa strukture Wszech$wiata
— na danym etapie ewolucji i dla galaktyk o danych cechach fizycznych. Tego
typu oszacowania sa sukcesywnie wykonywane dla coraz liczniejszych i coraz
doktadniejszych danych obserwacyjnych dostepnych dla coraz wyzszych
przesunieé¢ ku czerwieni. A kazdy z tych nowych pomiaréw zbliza nas do
odpowiedzi na pytania o przebieg zmian, jakim podlegala wielkoskalowa
struktura Wszechswiata od poczatku jej istnienia az do teraz.
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Geometria na wirujagcej karuzeli Andrzej DRAGAN*

* Instytut Fizyki Teoretycznej,
Wydzial Fizyki UW

Artykut jest fragmentem rozdziatu 4
ksigzki ,Kwantechizm, czyli klatka na
ludzi”, ktérej recenzje zamiesciliSmy
w poprzednim numerze Delty.

Dla rzeczywistej karuzeli opisany efekt
jest praktycznie niemierzalny, poniewaz
jej predkoéé obrotu jest bardzo mata

w poréwnaniu z predkoscia swiatta. Aby
mozliwe bylo zaobserwowanie skrécenia
linijki, jej predkosé¢ musiataby byé
poréwnywalna z predkoscig $wiatta.

Ile wynosi suma wewnetrznych katow w trojkacie? Kwestia ta nurtowala stynnego
matematyka Carla Gaussa na tyle, ze zadal sobie trud wspinania sie na gorskie
szcezyty. Jak wiadomo szczyty sa po to, by je zdobywaé, jednak btedem alpinistow
jest to, ze te piekng metafore traktuja dostownie. Gauss jednak nie byl alpinista.
Chodzil po gérach nie po to, by ,zdobywaé szczyty”, lecz po to, by przy

uzyciu urzadzen geodezyjnych mierzyé¢ sume katéw w gigantycznych tréjkatach
utworzonych z trzech odleglych alpejskich wierzchotkéw. Niestety, istniejace

w czasach Gaussa urzadzenia pomiarowe nie byly wystarczajaco precyzyjne, by
pozwoli¢ mu wykry¢ jakiekolwiek odstepstwo od standardowego wyniku szkolnego.
Obecnie jednak wiemy, ze gdyby tylko Gauss dysponowal dokladniejszymi
miernikami, przekonalby sie, ze suma katéw w trdojkacie rozni sie od 180°.
Geometria przestrzeni ulega bowiem zaburzeniu za sprawa grawitacji, ktora, jak
wkrotce sie przekonamy, jest o wiele dziwniejsza, niz by mozna przypuszczac.

Zeby zrozumieé, jak to mozliwe, wykonajmy w myslach prosty eksperyment.
Wyobrazmy sobie nieruchoma, okragta karuzele — jedna z takich, jakie bywaja
w wesolym miasteczku — z konikami, S$winkami i samochodzikami. Gdybys$my
chcieli zmierzy¢ $rednice karuzeli za pomoca krétkiej linijki, mogliby$my zrobic¢
to, wielokrotnie przyktadajac linijke i liczac, ile razy trzeba odlozy¢ jej dtugosc,
by pokryé¢ cala érednice. Powiedzmy, ze uzyskany wynik to pewna liczba x.

W podobny sposéb mogliby$my obmierzy¢ obwdd karuzeli, odktadajac kolejno
linijke wzdluz calego okregu i uzyskujac wynik y. Ze szkolnej geometrii wiadomo,
ze stosunek obwodu kota do jego srednicy to liczba 7. I tyle wlasnie wyniesie
stosunek zmierzonych wartosci y/z. Tymczasem, gdy karuzela bedzie sie krecié,
a my wraz z nia, wynik ten ulegnie zmianie!

Aby zrozumieé, dlaczego stosunek obwodu kota do jego srednicy w obracajacym
si¢ ukladzie odniesienia nie jest réwny doktadnie 7, musimy przywota¢ zjawisko
skrécenia Lorentza, znane z teorii wzgledno$ci. Przypomnijmy, ze polega ono

na tym, ze poruszajace sie obiekty staja sie krotsze w kierunku swojego ruchu.
Oznacza to, ze linijka przytozona wzdtuz obwodu i obracajaca sie wraz z okragla
karuzela, stanie sie krétsza, a co za tym idzie, trzeba ja bedzie przylozy¢ wiecej
razy, zeby pokry¢ caly obwdd. To zas zwigkszy otrzymana wartosé y. Wartosé «
charakteryzujaca érednice nie ulegnie natomiast zmianie, bo Srednica ustawiona
jest prostopadle do predkosci karuzeli. A zatem przykladana do niej linijka nie
zmieni swojej dtugosci.

Whiosek jest taki, ze gdyby$my mierzyli obwdd i $rednice obracajacej sie karuzeli
w zwiazanym z nig obracajacym sie ukladzie odniesienia, to stosunek tych dwdch
liczb okaze sie wiekszy niz 7! A zatem cala szkolna geometria z hukiem upadnie
i nawet klasyczny wzér na obwdd kota bedzie wymagal korekty. Z podobnymi
zjawiskami mamy do czynienia takze w innych ukladach odniesienia, ktore nie sg
inercjalne.

Uczona w szkole geometria euklidesowa przestaje obowiazywaé w sytuacjach,
gdy uklad odniesienia, w ktérym sie znajdujemy, nie jest inercjalny. Czyli na
przyktad wtedy, gdy krecimy sie¢ w kétko. W takiej sytuacji ani stosunek obwodu
do $rednicy okregu nie musi by¢ rowny m, ani suma katéw w trojkacie nie musi
wynosi¢ 180°. I tak dalej. W nieinercjalnych ukladach odniesienia dzialaja

rozne pozorne sity, takie jak sita odsrodkowa, a ich obecno$¢ stanowi czytelne
ostrzezenie, ze nalezy spodziewaé si¢ zaburzenia klasycznej geometrii.

Podobnie zreszta dzieje sie z uplywem czasu w uktadach nieinercjalnych. Zegar
umieszczony dalej od osi obrotu karuzeli musi starze¢ sie wolniej, niz zegar
znajdujacy sie blizej osi, bo porusza sie on szybciej wzgledem spoczywajacego,
inercjalnego obserwatora. Oznacza to, ze czas w obracajacym si¢ ukladzie
odniesienia spowalnia w miare oddalania si¢ od osi obrotu. Tego typu galimatias
pojawia sie w sposéb nieuchronny, gdy rozwaza sie nieinercjalne uktady
odniesienia.

Zreszta bardzo podobne wlasciwosci ma grawitacja, sprawiajac ze czasoprzestrzen
zmienia swoja geometrie, czyli po prostu sie zakrzywia. A mdéwiac doktadniej,
grawitacja jest zakrzywieniem czasoprzestrzeni. Przyczyna jest taka, ze wplyw
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grawitacji jest w niewielkich obszarach nieodréznialny od wplywu przyspieszenia.
Wystarczy wyobrazi¢ sobie jazde w przyspieszajacej w gore windzie — moze sie
wydawadé, ze przez moment stajemy sie ciezsi, jak gdyby grawitacja przybrata

na sile.

Czy mozna na tej podstawie dowiedzie¢ sie czegos na temat uplywu czasu w polu
grawitacyjnym? Zauwazyliémy, ze brzeg krecacej sie karuzeli porusza si¢ szybciej
niz $rodek, wiec w miare oddalania sie od osi obrotu czas bedzie spowalniat

coraz bardziej i bardziej. Z punktu widzenia obserwatora krecacego sie wraz

z karuzela, dzialaja na niego sity odsrodkowe skierowane na zewnatrz. Mozna by
wiec wnioskowad, ze gdyby grawitacja mogta by¢ skierowana na zewnatrz jakiegos
ciala — czas spowalnialby coraz bardziej w miare oddalania sie od centrum.
Jednak dla rzeczywistych cial grawitacja skierowana jest zawsze do §rodka, co
oznacza, ze czas powinien spowalnia¢ w miare zblizania sie do grawitujacego
ciala, a nie oddalania sie od niego.

W przypadku Ziemi efekt ten, zwany grawitacyjna dylatacja czasu, jest bardzo
staby i nie odczuwamy go na co dzien. (Chociaz w zasadzie nasze stopy starzeja
sie nieco wolniej niz nasza glowa.) Efekt ten jest jednak na tyle istotny, ze trzeba
go uwzgledniaé¢ w algorytmach systemu GPS. Satelity sa wystarczajaco daleko
od nas, by grawitacyjna dylatacja czasu dawala si¢ im we znaki. I gdyby nie
uwzglednienie spowolnienia uptywu czasu pod wplywem ziemskiej grawitacji,
system GPS mylitby si¢ w okreslaniu naszego polozenia nawet o kilkadziesiat
metréw. Inne, bardzo precyzyjne pomiary pozwalaja zreszta wykry¢ grawitacyjna
dylatacje czasu na Ziemi na réznicach wysokosci rzedu zaledwie kilkunastu
centymetréw! Czyli da sie doswiadczalnie stwierdzié¢, ze czubek naszej glowy
starzeje si¢ szybciej niz nasza broda!

Ale dopiero w przypadku czarnych dziur, w poblizu ktérych grawitacja jest
ekstremalnie silna, grawitacyjna dylatacja czasu réwniez przyjmuje ekstremalne
warto$ci. W miare zblizania si¢ do horyzontu zdarzen, odczuwalna sita grawitacji
staje si¢ dostownie nieskoriczona. Co za$ dzieje si¢ z biegnacym tam czasem?
Uwaga, uwaga, czas kompletnie sie tam. .. zatrzymuje! Chyba czas sie nad tym
zatrzymad i chwile to przetrawic.

Zatrzymywanie si¢ czasu na horyzoncie zdarzen czarnej dziury prowadzi do
zadziwiajacych konsekwencji. Gdybysmy znalezli sic w poblizu czarnej dziury

i wrzucili do niej jabtko — zacznie si¢ ono gwaltownie rozpedzaé i po krétkim
czasie osiagnie predko$¢ réwna polowie predkosci $wiatta. Jednak w tym
momencie stanie si¢ co§ dziwnego. Jabtko zamiast dalej si¢ rozpedzaé, zacznie
hamowaé¢! Mimo, ze grawitacja ciagnie je coraz mocniej ku czarnej dziurze. Stanie
si¢ tak dlatego, ze jabltko znajdzie si¢ w obszarze ekstremalnej grawitacyjnej
dylatacji czasu. Efekt ten zdominuje caly ruch i za sprawa spowalniajacego czasu
jabtko zacznie stopniowo zwalniaé, az wreszcie zatrzyma sie zupelnie tuz przed
samym horyzontem zdarzen! Z perspektywy obserwatora przygladajacego sie
wszystkiemu z bezpiecznej odlegtosci jabtko nigdy nie przekroczy horyzontu
zdarzen, mimo ze bedzie do niego przyciagane z ogromna sila! Zatrzymanie
uplywu czasu okaze sie bowiem dominujace.

No dobra, ale jakim cudem Gauss nabral watpliwosci co do zasad geometrii
euklidesowej na dobrych kilkadziesiat lat przed odkryciem teorii wzglednosci?
Ktoredy przyszto mu to do glowy? No c6z, byl on pod wieloma wzgledami
wyjatkowym okazem. Juz w podstawéwce wstawit si¢ niezwyklymi
umiejetnosciami matematycznymi. Wies¢ niesie, ze jeden z jego nauczycieli kazat
uczniom zsumowac wszystkie liczby od 1 do 40, zeby mie¢ w czasie lekcji chwile
Swietego spokoju. Jednak dziewiecioletni Gauss niemal blyskawicznie podat
poprawny wynik, co wszystkich wprawilo w konsternacje, tym bardziej, ze nikt
inny nie byl w stanie w ogdle podaé¢ dobrego wyniku, nawet po dlugim czasie.
Jak to mozliwe?

Ot6z mtody Gaussik zwrécil uwage na fakt, ze 1+40 to doktadnie tyle samo,
co 2439, 3+38, 4+37 i tak dalej. A zatem suma wszystkich liczb od 1 do 40
to po prostu 41 x 20, czyli 820. Czyli niby taki bystry, a mierzyl sume katéw
w trojkatach, mimo ze kazdy glupi wie, ze wynosi ona przeciez 180 stopni. . .
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Piekna fizyka: dlaczego E = mc

* University of Toronto

‘W najprostszym przypadku, w procesie
anihilacji pary czastka-antyczastka
powstaje para fotonéw o réwnych
energiach, poruszajacych si¢

w przeciwnych kierunkach. Ich przeciwnie
skierowane pedy sumuja sie do zera.
Jezeli pierwszy z pary fotonéw porusza si¢
do przodu wagonu, to drugi zaczyna
poruszac si¢ do tylu, ale natychmiast
odbija si¢ od lustra. Po odbiciu oba
fotony poruszaja si¢ wigc do przodu,

a wagon doznaje odrzutu i zaczyna
poruszaé si¢ w kierunku przeciwnym

do kierunku ruchu fotonéw. Suma pedéw
wagonu i fotonéw pozostaje réwna zero.

Rozwigzanie zadania M 1602.
Przyjmijmy S1 = [ABP], So = [DCP],
Ty = [ADP], T>, = [BCP]. Zauwazmy, ze
[ABP] AC  [ADP]
[BCP]  CP  [DCP]
wobec czego S1S2 = T1T>. Wobec tego
przeksztalcajac réwnowaznie dowodzong

nieréwnosé¢, mamy
\/S1+S2+T1+T2 > S1+4/ S2,

S1+Se+T1+T2 > S1+ S2+24/ 5152,

Ty +Ts—2+/T1T5 > 0,
(Vri-vr) o

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywiscie
prawdziwa, co konczy dowdd.

Uwaga. Réwnosé w udowodnionej
nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy Th = Ts, czyli gdy AB || CD.

2 a gwiazdy $wiecg

Pawel ARTYMOWICZ*

Albert Einstein udowodnil, ze energia ¢ masa sq tak Scisle powigzane, ze mozina
placié jedng za drugq, a wspolczynnikiem wymiany jest kwadrat predkosci
Swiatla. Czyz jest prostsza i pickniejsza zaleinosé opisujgca nasz Swiat? Dziwne
tylko, Ze absolwent szkoly Sredniej, a nawet koniczgcy studia fizyki nie potrafig

w sposéb elementarny udowodnié, ze E = mc?. Pora to zmienié. Przytocze jedno
z nagjprostszych wyprowadzen. Opowiem tez, jak wspaniale astronomia 1 fizyka
pomogly sobie nawzajem w czasach Einsteina. Dzieki temu rozumiemy, jak Slorice
nas osSwietla i ogrzewa i jok diugo jeszcze bedzie to robic.

Dowéd E = mc?

Réwnanie Alberta Einsteina oparte na jego Szczegilnej Teorii Wzglednosci (STW)
ma bardzo wiele zastosowan. Pozwolilo Arturowi Eddingtonowi wyjasénié, skad
gwiazdy biora energie, ktora promieniuja. Opiera si¢ o nie takze zasada dzialania
wszelkiego rodzaju bomb oraz wszystkich silnikéw spalinowych, zmieniajacych

w reakcji spalania drobna cze$¢ masy paliwa i utleniacza w energie. Doskonale
sprawdza si¢ tez w CERN pod Genewg, gdzie energia zamienia si¢ w mase: fizycy
produkuja tam mase nowych czastek (w obu znaczeniach slowa ,masa”) z energii
zmiennego pola magnetycznego, przyspieszajacego w akceleratorze czastki troche
podobnie, jak pulsar wysyla w kosmos swe dwa strumienie promieni gamma

i masywnych czastek (przechodzacych jedne w drugie w procesie kreacji i anihilacji).

Oto dowdd elementarny, bedacy jednak w miare $cistym eksperymentem myslowym.
Doktadnie takim, jakie uwielbial przeprowadzaé¢ Einstein. W $wiecie bez tarcia

i powietrza na szynach stoi wagon o masie M. Para czastka-antyczastka o caltkowitej
masie m znajduje si¢ poczatkowo na lustrze zawieszonym na tylnej wewnetrznej
Scianie wagonu. Zachodzi anihilacja, czastki znikaja i pojawiaja sie fotony, ktére
poruszaja si¢ z predkoscia Swiatta ¢ od tylu do przodu wagonu.

Niosa energie F anihilacji masy m oraz ped p = E/c (to wlasciwosé fotonéw
znana juz z réwnan elektrodynamiki Maxwella). Po czasie At fotony docieraja do
przedniej $ciany, gdzie ich energia E z powrotem zmienia si¢ w mase czastek m.
Emisji fotonéw o pedzie p towarzyszy odrzut, ruch wagonu z pedem —p. Wagon
przemieszcza sie w czasie At do tylu z predkoscia —p/M, czyli —E/(cM), a po
uderzeniu fotonéw w przednia Sciane zatrzymuje sie. Nieruchomy srodek masy
ukladu lezy w punkcie x = (M + may,)/(M + m). Niech A oznacza réznice
miedzy wielkoSciami na koncu i na poczatku eksperymentu. Zmiana polozenia
srodka masy jest zerowa:

0=(M+m)Az = A(Mxp + may,) = MAzy + mAz,,.
Wspélrzedne mas M i m zmieniaja sie w czasie At odpowiednio o:
Azy = —E/(eM)At oraz Az, = cAt. Dlatego

0= —(E/c)At + mcAt,

czyli E = mc?, c.b.d.o.

Einstein kontra Edison

Dwa lata po opisaniu w 1905 roku w dwoch artykutach teorii STW Albert Einstein
zdawal egzamin habilitacyjny. Czlonek komisji zapytal kandydata dla zartu,

czy umie udowodnié twierdzenie: E = mc?, na co uczony odpowiedzial: ,Nie
zapamietalem dowodu. Ale wiem dokladnie, gdzie znalezé na pélce ksiazke, w ktérej
zostalo to udowodnione”. Czy to prawdziwa anegdota? Prawie na pewno tak!
Einstein zawsze mawial, ze wigkszoscia informacji nie warto zaprzata¢ pamieci,
mozna je znalezé w ksiazkach. Gdy odwiedzil po raz pierwszy stynny Uniwersytet
Harvarda w Bostonie, w Ameryce budzila emocje kontrowersja wokét dlugiego
kwestionariusza z pytaniami o malo istotne szczegdly z réznych dziedzin wiedzy,
ktéry wynalazca Thomas A. Edison dawal kandydatom do pracy w swej spélce, by
sprawdzié¢, czy maja dobra pamie¢. Einstein zapytany o predkos$é dzwieku (jedno

z pytan testu) albo rzeczywiscie nie pamietal, albo udatl Ze nie wie, by méc jeszcze
raz powiedzie¢: ,Nie przechowuje takich informacji w moim umysle, sa dostepne

w podrecznikach”. Polemizujac ze stabo wyksztalconym Edisonem, ktory oglosil, ze
edukacja wyzsza jest niepotrzebna, Einstein podkreslil, ze tak nie jest: rozwija ona
bowiem zdolnoéci i ma nie tylko te warto$¢, ze uczy faktéw, lecz ze uczy, jak myslec.
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Rozwigzanie zadania M 1600.
Korzystajac dwukrotnie z warunku
zadania, raz dla pary liczb (z,y), a drugi

raz dla (% lty), uzyskujemy
f@+fy) o f@)+ )
2 2 a
- g T+ vy
-5 (%)

zty 4y
oo
[e%

()

[e3

Eny

no |

(SR

Rozwigzanie zadania M 1601.
Zauwazmy, ze skoro

XAMK + ¥ACK = ¥BML + ¥BCL =
= 180°,

to na czworokatach ACKM oraz BC LM
mozna opisa¢ okregi. Wobec tego
IMCK = XMAK

oraz

XMCL = xMBL,
a zatem
xKCL =xMAK 4+ XMBL =
= 180° — XAPB,
czyli ostatecznie X KCL + ¥ KPL = 180°.

Przydatne uogdlnienie

Energia E w trakcie eksperymentu podrézowala jako bezmasowe promieniowanie
(o zerowej energii spoczynkowej), ktérego ped p i energia E spelniaja

E = pc.

W ogélnoéci, energia calkowita E to suma energii spoczynkowej mc? i energii

zwiazanej z pedem (kinetycznej), a w polach sil jeszcze tez potencjalnej. Pomijajac
te ostatnia, w STW udowadnia sie, ze dodawanie energii nie jest arytmetyczne, lecz
»,geometryczne”, tj. ze

B? = (mc*)? + (pe)*.

Uogolniony zwiazek opisuje i czastki masowe, i bezmasowe o dowolnym pedzie. Jest
nieslychanie przydatny nie tylko w $wiecie atomowym, ale réwniez w astrofizyce
wysokich i niskich energii. W granicy matych pedéw czastek materii energia
kinetyczna jest duzo mniejsza niz spoczynkowa: pc < mc?. To domena mechaniki
klasycznej, gdzie ped definiuje sie jako p = mwv, a predko$¢ v spetnia v < c.
Réwnanie upraszcza sie¢ wtedy do postaci asymptotycznej, gdzie energie sumujg si¢
arytmetycznie:

E = mc® + p*/2m.

[Czy umiecie to wykazaé¢ matematycznie? Sprébujcie udowodnié, ze im x jest
mniejsze, tym lepiej (1 + x)/? jest przyblizane przez 1 + x/2]. Energia kinetyczna
przybiera wigc postaé z fizyki newtonowskiej: p?/2m = mv? /2.

Astronomia dowodzi Teorie Wzglednosci

Teoria Einsteina pola grawitacyjnego jako efektu krzywizny czasoprzestrzeni,
opublikowana w wersji ostatecznej w 1916 r. jako Ogdlna Teoria Wzglednoéci
(OTW), miala z poczatku jeszcze wiecej sceptykéw niz jego STW. Dlatego gdy

po wielu kiétniach w komitecie noblowskim Einsteinowi przyznano Nagrode

Nobla za rok 1921, w roku 1922 nagrodzono inne niz STW i OTW. Przez wiele

lat traktowano OTW jako nieudowodniona eksperymentalnie. Mozna to bylo
zrobi¢ obliczeniowo, tltumaczac niewyjasniong dotad drobna czes¢ precesji orbity
Merkurego, ale mozna bylo tez poda¢ bardziej przemawiajacy i bezposredni dowod
astronomiczny, obserwujac przewidywany efekt soczewkowania grawitacyjnego,
czyli ugiecia promieni $wietlnych w kierunku masywnego Storica. W czasie
catkowitego za¢mienia Ksiezyc blokuje promienie stoneczne i widaé¢ na niebie
pobliskie gwiazdy. Powinny one by¢ widoczne w odleglosci nieznacznie wigkszej

od $rodka Stonca niz w katalogu czy na dokladnej mapie nieba. Pierwsza préba
zaobserwowania zjawiska przez asystenta Obserwatorium Berliriskiego Erwina
Freundlicha i Williama Campbella z kalifornijskiego Obserwatorium Licka podjeta
byla juz w sierpniu 1914 roku w czasie za¢mienia na Krymie. Nie udala sie:
Amerykanin napotkal zachmurzenie, a Niemiec zostal aresztowany jako obywatel
wrogiego panstwa we wlasnie rozpoczetej I wojnie swiatowej. Do decydujacej préby
odkrycia soczewkowania grawitacyjnego doszlo w czasie catkowitego zaé¢mienia
Storica w 1919 r. Tym razem probe obserwacyjna podjal z entuzjazmem znany
astrofizyk angielski Artur S. Eddington. Po zapoznaniu si¢ z teoria grawitacji

w czasie wojny $wiatowej, kiedy to naukowcy walczacych ze soba panstw caltkowicie
odwrdcili sie od siebie, powodowani falszywym uczuciem patriotyzmu, Eddington
chcial wlozyé¢ swéj wklad w jej empiryczne udowodnienie nie tylko jako wspanialej
teorii grawitacji. Chcial tez pokazaé, ze nauka nie zna granic i ideologii. Einstein

i Eddington byli osamotnionymi w swych srodowiskach pacyfistami, pierwszy

w Berlinie nie wzial najmniejszego udziatu w wysitku wojennym ze wzgledu na
przekonania, drugi w Cambridge ze wzgledow religijnych. Eddingtonowi grozito
wrecz aresztowanie przez rzad angielski. Organizacja ekspedycji i wyjazd do
Afryki byla wiec ze wszelkich wzgledéw priorytetem dla dyrektora Obserwatorium
w Cambridge. W dzungli, w zatoce Gwinejskiej na wyspie Principe, Eddington
wraz z pomocnikami znéw napotkali w ciagu pierwszych kilku minut chmury! Lecz
w ciagu pozostalych paru minut zachmurzenie mingto. Trudne pomiary nielicznych
dobrze naswietlonych klisz fotograficznych daty wkrétce pierwszy wynik pozytywny:
Eddington zwracajac si¢ na zebraniu Naukowego Towarzystwa Krolewskiego

z przeprosinami w strone portretu Newtona, oznajmil, ze ustanowiono nowa teorie
grawitacji.

9



Teoria wzgledno$ci odwzajemnia sie, wyjasniajac, dlaczego gwiazdy Swieca

Gwiazdy byly w koncowych dekadach XIX wieku trudnym orzechem do zgryzienia.
Na przyklad Stonce. Wiadomo bylo, jaka ma mase i promienl, moc promieniowania
i temperature powierzchni (5770 K). Ale nie wiadomo bylo poza tym prawie nic,
ani z czego nasza gwiazda jest zrobiona (nieznany stan skupienia ani pelen sklad
chemiczny), ani jak stare jest Storice, ani co powoduje, ze Swieci i grzeje. Istniala juz
matematyczna teoria struktury wewnetrznej gwiazd, przy pewnych zalozeniach co
do ich materialu (material barotropowy, a dokladniej gaz politropowy). Wykazano
w niej, ze musi istnie¢ olbrzymia réznica (Scislej, gradient) temperatury, ci$nienia

i gestodci materialu gwiazdy: bardzo wysokie wartosci oszacowane catkiem
poprawnie na 10 mln K w centrum, przy zaledwie tysiacach na powierzchni.
Inaczej gwiazda by sie zapadla. Czy taka temperatura, czyli przeskalowana energia
termiczna, mogla wydzieli¢ si¢ w procesie powstawania gwiazdy, ktéra tworzy sie

z materii rozproszonej, a koniczy w malej objetosci, w glebokiej studni potencjatu
grawitacyjnego? W zasadzie tak (hipoteza Kelvina—Helmholtza uwalniania energii
grawitacyjnej wskutek kontrakcji). Bylo jednak kilka wielkich ,ale”.

Jesli powstawanie Stonica i nastepnie powolne kurczenie sie wydziela energie
grawitacyjng zamieniang na $wiatlo, Stonice nie moze by¢ starsze niz okoto

20-30 mln lat, a inne, masywne gwiazdy nie moglyby utrzymac sie dluzej niz

30-70 tysiecy(!) lat. To nie bylo do zaakceptowania ani w biologii ewolucyjnej

(juz Charles Darwin rozumial, jak wiele czasu zajmuje ewolucja biologiczna), ani
paleontologii, ani w geologii, a zwlaszcza w uzywajacej radioizotopéw geochronologii
powstalej po odkryciach Henriego Becquerela oraz Marii i Piotra Curie. W samej
astronomii zas czas kontrakcji Kelvina—Helmholtza tez przeczyl obserwacjom
masywnych, pulsujacych gwiazd zwanych Cefeidami. Takie gwiazdy promieniuja ze
znacznie wigksza moca niz Stonce i musiatyby kurczy¢ sie tak szybko, ze zmieniatyby
kolor (temperature powierzchni) co najmniej 150 razy szybciej, niz pokazywaly
obserwacje astronomiczne. Gwozdziem do trumny hipotezy K-H okazalo sie
datowanie radioizotopowe skal ziemskich, ktére ,,powiekszaly” wiek Ziemi. W roku
1921 zgodnie méwiono juz o ponad miliardzie lat, okresie nareszcie zbieznym

z geologia i teorig ewolucji. No dobrze, ale co grzeje tak dlugo Ziemie i tak mocno

i dlugo Stonce? Radioaktywno$¢? W przypadku Ziemi to prawidlowa odpowiedz.
Dla Stonca to niewystarczajace zrédto. Pojawily sie glosy, ze jest to jaka$ podobna
energia subatomowa, wyzwalana z wnetrza atomu. Powolywal sie na taki mechanizm
grzania Stonica w 1919 roku Henry Russell, méwil tez o tym Jean Perrin.

W 1920 roku przedstawil konkretne dowody nie kto inny, jak przyjaciel Einsteina
Artur Eddington. Wedlug niego hel, jedyny pierwiastek wykryty po raz pierwszy
spektroskopowo poza Ziemia, to produkt syntezy wodoru w naszej gwiezdzie.
Eddington uzyl wzoru E = mc?, by wyjaénié dokladne pomiary Francisa W. Astona
mas pierwiastkéw chemicznych przy uzyciu spektrometru masowego (Nagroda
Nobla 1922 r.). Wedlug tych pomiaréw cztery jadra wodoru, od ktérych synteza
helu startuje, sa nieco masywniejsze od produktu konicowego reakcji — jadra atomu
helu — o 0,8% (dzisiejsza warto$é to 0,71%). Tracona w reakcji termojadrowe] czesé
masy (mniej niz 1% masy wodoru) zamieniana jest, jak zrozumial Eddington, na
energie promieniowania i ciepto, utrzymujac gwiazdy w réwnowadze. Gwiazdy
Swiecac, odrobine ,,chudng”. Zasoby wodoru sa w nich tak duze, a transformacje
pierwiastkéw tak nieefektywnie powolne, ze gwiazdy podobne do naszej moga,
przetwarza¢ wodor przez czas az okoto 10 miliardéw lat, dzigki czemu ewolucja
doszta od jednokomérkowceéw do nas.

To latwo wykazaé. Masa Slorica, obliczona z okresu ruchu i odleglosci od Ziemi
oraz zmierzonej w laboratorium stalej grawitacji, to 2 - 103° kg. Zaniedbujac

pewna wymiane materiatu z reszta gwiazdy i gromadzenie si¢ helu w goracym
jadrze gwiazdy, przyjmijmy, ze tylko jadro o masie 1/5 masy Slorica bierze udzial

w produkeji energii. Oryginalnie 3/4 jego masy stanowil wodér, ktérego 0,7%

znika w produkcji helu. AM ~ (1/5)(3/4)(0,007)2 - 1030 kg jest zatem szacowanym
ubytkiem masy wodoru. Catkowita energia, ktérg Storice wyswieca jako normalna
gwiazda, to E = AMc? ~ 1,9-10* J. Przy obecnej mocy promieniowania Storica:

L ~3,9-10%0 J/s, energia £ zapewnié¢ moze wy$wiecanie stalego strumienia L przez
dlugi czas:

E E
dEJdt L e
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To goérne oszacowanie, gdyz moc Storica rosnie w czasie. Ma ono obecnie 4,6 mld lat,
a stanie si¢ coraz mocniej pulsujacym czerwonym olbrzymem za kolejne 5 mld lat,
az zrzuci z siebie polowe masy. Jadro Stonca zostanie odsloniete jako bialy karzet

i zacznie ostygaé. Niedawno zaobserwowano takiego nowo powstaltego bialego karta,
gdzie wylaczyla sie wlasnie synteza termojadrowa. Ma bardzo wysoka temperature
(300 tys. K), blizsza na skali logarytmicznej obecnej temperaturze wnetrza Slonica
niz jego powierzchni. Ciekawe, co stanie si¢ z Ziemia po przemianie Stonica w bialego

karla.

Opisanie zasadniczego mechanizmu dzialania gwiazd przez Eddingtona byto
jedynie poczatkiem badan reakcji termojadrowych, czyli inicjowanych przez wysoka
temperature. Pojawily sie powazne watpliwosci: jak cztery jadra wodoru mogg
zblizy¢ sie dostatecznie do siebie, by utworzyé¢ jadro helu? Maja dodatni tadunek

O powstawaniu pierwiastkéw pisaliSmy
5 AT
w Agy i Ajg.

elektryczny i silnie si¢ odpychaja. Energia wymagana do ich zblizenia i zetkniecia
odpowiada temperaturze 10% razy wiekszej niz istniejaca w §rodku Storica. Zgodnie

z fizyka klasyczna zaden proton w Sloncu nie moze sie zblizy¢ dostatecznie blisko

do innego protonu. W sukurs przyszla wtedy powstajaca mechanika kwantowa.

W 1928 roku, dwa lata po skoriczeniu studiéw na Uniwersytecie Leningradzkim,
Georgij Gamow zaproponowal zjawisko tunelowania kwantowego jako podstawe
zrozumienia klasycznie niemozliwych reakcji jadrowych. Dwie nastepne dekady zajeto
naukowcom na calym $wiecie badanie skomplikowanych, wykorzystywanych przez
gwiazdy drég laczenia mniejszych jader atomowych w wicksze. A od lat 60-tych az
do konca XX wieku trwalo rozwiazywanie tzw. zagadki brakujacych neutrin, czastek
produkowanych w czasie syntezy helu. Ale to osobne, ciekawe tematy.

Przygotowal Eukasz BOZYK

M 1600. Dana jest liczba rzeczywista « # 0. Funkcja
f: R — R spelnia dla kazdej pary liczb rzeczywistych x, y

réwnanie
() - S fo),

(0% «

Wykazaé, ze funkcja f spelnia dla kazdej pary liczb
rzeczywistych z, y rownanie

() -,

Rozwiazanie na str. 9
M 1601. Punkty K, L, M leza odpowiednio na bokach
BC, CA, AB tréjkata ABC, przy czym

XAML = xBMK = xACB.

Odcinki AK i BL przecinaja sie w punkcie P. Wykazad,
ze punkty C, K, P, L leza na jednym okregu.
Rozwiazanie na str. 9

M 1602. Odcinki AC' i BD przecinaja sie w punkcie P.
Wykazaé, ze
V[ABCD] > \/[ABP] + \/[CDP),

gdzie [F] oznacza pole figury F.
Rozwiazanie na str. 8
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 975. Badania sejsmologiczne pewnej planety

o promieniu R = 6370 km pozwolily ustali¢, ze rozktad
masy w jej wnetrzu ma symetrie sferyczna, przy czym
gestosé warstw powierzchniowych, az do gtebokosci

H = 2900 km, wynosi p,, = 4,44 g/cm®. Glebsze warstwy
maja gestosé p. = 11,00 g/cm®. W jakiej odlegtodci

od érodka tej planety wartos¢ jej sity przyciagania
grawitacyjnego jest najwicksza? Warto$¢ stalej
grawitacji G = 6,67 - 10711 Nm?2 /kg?.

Wskazéwka: Wewnatrz jednorodnej powtoki
wypadkowa sita grawitacji jest rowna zeru, a na
zewnatrz powloka przyciaga tak, jakby cala jej masa
byta skupiona w jej geometrycznym srodku.
Rozwiazanie na str. 5

F 976. Zewnetrzne warstwy Ziemi to tzw. skorupa
ziemska zbudowana ze skal o Sredniej gestosci

ps = 2,8 g/cm?® i znajdujacy si¢ pod nig plaszcz ziemski
o éredniej gestosci skal pp = 3,3 g/cm?3. Ponizej statych
zewnetrznych plyt tworzacych powierzchnie Ziemi
znajduja si¢ warstwy plynne. O ile mniejsza jest grubosé
h warstwy skal skorupy ziemskiej pod oceanami od
grubosci H skorupy ladowej? Srednia glebokoéé oceanéw
wynosi d = 3,7 km, gestoéé wody pw = 1,0 g/cm3. Zmiany
wartosci przyspieszenia ziemskiego mozna pominaé.
Rozwiazanie na str. 4
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Nieskonczonosé: 3. Jak policzy¢ nieskonczone?

Kontynuujac nasza przygode z nieskonczonoscia, sprobujmy wypracowaé
podstawowe narzedzia do jej badania. Przyda nam sie w tym celu pewna
analogia pomiedzy zbiorami nieskonczonymi a tymi skonczonymi. Wyobrazmy
sobie dwa skonczone zbiory oséb. Powiedzmy, ze elementami pierwszego

z nich sa: Aldona, Balbina, Cezaria oraz Delfina, a elementami drugiego:
Abelard, Baldwin, Cyryl oraz Dezyderiusz. Od razu zauwazamy, ze te zbiory
maja tyle samo elementéw. Jak doj$é do tego wniosku? Mozna policzy¢
elementy w kazdym ze zbioréw i w obu przypadkach wyjdzie cztery. A co

by byto, gdybySmy nie umieli liczy¢ do czterech? Czy jest inna metoda
pozwalajaca na stwierdzenie, ze te zbiory maja tyle samo elementéw?

Owszem, jest taka metoda — wystarczy ustawi¢ elementy pierwszego zbioru
w pary z elementami drugiego zbioru. Na przyktad, Aldone z Abelardem,
Balbing z Baldwinem, Cezari¢ z Cyrylem i Delfing z Dezyderiuszem. Skoro
udalo sie takie ustawienie w pary znalezé, to znaczy, ze te dwa zbiory
maja taka sama liczbe elementéw. I ta metoda ma przewage nad metoda
polegajaca na liczeniu elementéw obu zbioréw, bowiem mozemy ja zastosowaé
takze do zbioréw nieskonczonych. Chociaz nie jesteSmy w stanie policzy¢
do nieskoniczonoéci, nic nie stoi na przeszkodzie, zeby probowaé ustawiac
elementy nieskonczonych zbiorow w pary. Dlatego matematycy dokladnie
tak definiuja pojecie réwnolicznoéci zbioréw. Zbiory A i B sg réwnoliczne
(co oznaczane jest jako |A| = |B]), jesli elementy zbioru A mozna ustawi¢
w pary ze wszystkimi elementami zbioru B, tak ze kazdy z elementéw jest
w doktadnie jednej parze.

Latwo mozna zauwazy¢, ze doktadnie to robiliémy w pierwszym odcinku
rozwazan o nieskonczonosci. Nieskonczenie wiele jednoosobowych pokoi
hotelu (zwanego hotelem Hilberta), ponumerowanych liczbami naturalnymi
(poczynajac od zera), ustawialiémy tam w pary z elementami zbioru

gosci. W pierwszym przypadku zastanawialiémy sie nad zakwaterowaniem
nowego godcia (nazwijmy go gosciem —1) w sytuacji, gdy wszystkie
pokoje, ktorych jest nieskonczenie wiele, sa zajete. Nazwijmy goscia,

ktéry jest w pokoju numer n, goéciem n. Okazalo sie, ze nowego goscia
mozemy dokwaterowaé¢ mimo zajetoéci wszystkich pokoi, przesuwajac
kazdego z dotychczasowych gosci do pokoju o numerze o jeden wigkszym.
Wtedy pokdj zerowy bedzie pusty i mozemy tam zakwaterowac goscia —1.
Rzeczywiscie przyporzadkowaliémy w pary elementy zbioru gosci
{-1,0,1,2,...} = {—1} UN z elementami zbioru pokoi {0,1,2,3,...} =N,
przyporzadkowujac goéciowi n pokédj o numerze n + 1. Inaczej méwiac,
dowiedliSmy, ze zbiory {—1} UN oraz N sa réwnoliczne, co zapisujemy
INU{-1} = [N].

W drugim przypadku kwaterowaliémy dwa nieskoriczone zbiory gosci: kobiet
i mezczyzn do pustego hotelu Hilberta. Doszliémy do wniosku, ze jest to
mozliwe, jesli bedziemy kwaterowaé ich na zmiane. Nazwijmy kolejne kobiety
kolejnymi liczbami naturalnymi {0,1,2,...}, za$ kolejnych mezczyzn liczbami
calkowitymi ujemnymi {—1, —2, —3,...}. Kwaterujac kobiety i mezczyzn na
przemian, umiescimy kobiety w pokojach o numerach parzystych, a mezczyzn
w pokojach o numerach nieparzystych. Precyzyjnie méwiac, kobiete n
kwaterujemy w pokoju numer 2n, za$ mezczyzne n (tym razem jest to

liczba ujemna) w pokoju —2n — 1. Inaczej méwiac, ustawiliSmy gosci, ktérzy
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zostali nazwani liczbami calkowitymi {0,1,2,...}U{-1,-2,-3,...} = Z,

w pary z pokojami, ktérych numery to liczby naturalne N = {0,1,2,...}.

A zatem dowiedli$my, ze |Z| = |N|, zbiory liczb naturalnych i catkowitych sa
rownoliczne. Moze by¢ to sprzeczne z intuicja podpowiadajaca, ze na kazda
niezerowa liczbe naturalng przypadaja az dwie liczby catkowite. Niemniej
jednak w hotelu Hilberta mieszcza sie naraz cale dwie grupy goéci, z ktérych
kazda moglaby sama zapelni¢ caly hotel Hilberta.

Na koniec pierwszego odcinka zadaliSmy pytanie, co by sie stalo, gdyby

do pustego hotelu Hilberta przyjechalo nieskonczenie wiele autokarow,

a w kazdym nieskonczenie wielu gosci. Czy wtedy takze bedziemy ich

w stanie wszystkich zakwaterowac¢? Przyjrzyjmy sie temu problemowi blizej.
Tym razem nazwijmy gosci parami liczb naturalnych (n, m). Pierwsza
liczba niech okresla numer autokaru, ktérym gosé przyjechal, a druga jego
numer siedzenia w autokarze. Wszystkich gosci mozemy przedstawi¢ wiec

w nastepujacej nieskoriczonej tabelce, gdzie kolejne rzedy odpowiadaja
kolejnym autokarom gosci.

o,
(1,
(2

)

(0,
(1,
(2,

(0,2
(1,2)
(2,2

)

o O O
I

) )
) )
) )

Wszystkich tych go$ci mozemy zakwaterowaé! Wystarczy, ze stworzymy ich
liste, przechodzac te tabelke kolejnymi skosami idacymi z géry po prawej

w dot po lewej. Na pierwszym takim skosie mamy goscia (0,0), na drugim
gosci (0,1) i (1,0). Na trzecim (0,2), (1,1), (2,0) itd. Gosci kwaterujemy

w pokojach w tej wlasnie kolejnosci, czyli do pokoju 0 — goscia (0,0), do
pokoju 1 — goscia (0,1), do pokoju 2 — goscia (1,0) itd. Widzimy, ze kazdy
gos¢ znajdzie sie w jakim$ pokoju. Przy odrobinie wysitku mozna nawet
zauwazy¢, ze gosé (n,m) znajdzie sie w pokoju w +n. A zatem
umiemy ustawi¢ wszystkich gosci, czyli umiemy przyporzadkowaé w pary
gosci oznaczonych parami liczb naturalnych z pokojami ponumerowanymi
liczbami naturalnymi. Inaczej méowiac, dowiedlidmy, ze zbiér wszystkich par
liczb naturalnych i zbiér liczb naturalnych sa réwnoliczne.

Co zatem mozna powiedzie¢ o zbiorze liczb wymiernych Q, czyli liczb, ktére
daja sie zapisa¢ w postaci p/q, gdzie g # 0 oraz p i g sa liczbami catkowitymi?
Czy wszystkie elementy tego zbioru mozna zakwaterowaé w hotelu Hilberta?
Okazuje sie, ze tak! Dla uproszczenia zajmijmy sie najpierw liczbami
wymiernymi nieujemnymi. Okazuje sie, ze zakwaterowanie ich nie rézni
sie specjalnie od poprzedniego rozwazanego przypadku — mozemy bowiem
ustawié¢ wszystkie takie liczby w analogicznej jak poprzednio tabelce, z tym
ze trzeba wykresli¢ powtdrzenia liczb (np. 1/2 = 2/4).

0/1 672 6/3 6/4

1/1 1/2 1/3 1/4

2/1 242 2/3 2/4

3/1 3/2 3/3 3/4

Nastepnie mozemy postepowaé¢ podobnie jak poprzednio — kwaterowaé liczby
kolejno z kolejnych skoséw. Zatem zbiér liczb wymiernych nieujemnych jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Latwo jednak zauwazy¢, ze caly
zbiér liczb wymiernych Q tez ma te wlasno$é — wystarczy kwaterowaé liczby
wymierne nieujemne i ujemne na zmiane. To oznacza, cho¢ znéw moze si¢ to
wydaé nieintuicyjne, ze |Q| = |N|.

Dowiedlismy zatem, niekiedy wbrew intuicji, ze zbiory liczb naturalnych,
catkowitych i wymiernych sa parami rownoliczne. Nasuwa si¢ wiec
nastepujace pytanie: czy moze w takim razie kazde dwa nieskonczone zbiory
sg réwnoliczne? Prébg odpowiedzi na to pytanie zajmiemy sie w nastepnym
odcinku.

Michat KORCH
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Konkurs im. Witolda Wilkosza

Oddziat Krakowski Polskiego
Towarzystwa Matematycznego oglasza

(z okazji setnej rocznicy powstania PTM)
Konkurs im. Witolda Wilkosza

na najlepsza studencka prace
popularyzujaca matematyke.

Konkurs nosi imie¢ Witolda Wilkosza
(1891-1941), profesora Uniwersytetu
Jagiellonskiego, autora ksigzek

i pogadanek radiowych popularyzujacych
matematyke, kuratora Kétka
Matematyczno-Fizycznego Uczniéw UJ,
redaktora serii wydawniczej ,,Bibljoteczka
Kétka Mat.-Fiz. U.U.J.”, znanego tez

z matematycznych dyskusji ze swoim
szkolnym kolega, Stefanem Banachem.

Do konkursu mozna zgltaszaé zaréwno
prace juz opublikowane, zgloszone

do druku, jak i prace przygotowane
specjalnie na Konkurs.

Konkurs przeznaczony jest dla studentéw
(dowolnego kierunku studiéw). Udziat

w konkursie oséb posiadajacych tytut
magistra matematyki dozwolony jest

w przypadku zgtaszania do konkursu
pracy opublikowanej w 2018 lub

2019 roku, jesli autor w momencie
zgloszenia pracy do druku nie posiadat
jeszcze tego tytutu.

Prace powinny zostaé przygotowane

w formie opracowania pisemnego. Poza
tym zastrzezeniem, charakter prac oraz
zakres popularyzowanej matematyki nie
jest w zaden sposéb ograniczony.

Zgloszenie pracy na Konkurs nalezy
przestaé do dnia 30 czerwca 2019 roku
drogg e-mailowa (prace w plikach

z rozszerzeniem pdf) na adres
ok.ptm@uj.edu.pl

Wreczenie nagréd zaplanowano na
3-7 wrzeénia 2019 roku, podczas
Jubileuszowego Zjazdu Matematykow
Polskich w stulecie PTM w Krakowie.

Regulamin Konkursu mozna znalezé pod
adresem

www2.im.uj.edu.pl/ptm/files
/regulamin-wilkosz-100.pdf

Na cale zycie

Kiedy si¢ rodzimy, mamy ich 30 milionéw i tyle ich bedzie do konca naszych dni.
Moga zmienia¢ jedynie ksztalt. Moga to by¢ duze, coraz wieksze krople ttuszczu,
otoczone blona, z jadrem plaskim i przylegajacym do blony od wewnatrz. Moga
sie te krople zmniejszaé, ale ciagle istnieja. Tak zyja komérki ttuszczowe, nasza
wysciétka i zapas na gorsze czasy. Zadne odchudzanie nie zmniejszy ich liczby,
jedynie moze je splaszczyé. ..

Ocenia sie, iz na calym $wiecie zyje 640 mln o0séb otylych (w 1975 roku bylo
ich 105 mln) i 460 mln ludzi z niedowaga. Czlowiek pierwotny byl glodny,
szczuply i umiesniony. Dzikie zwierzeta sa smukte, zawsze gltodne. Dopiero

jak je udomowimy, to te nasze swinki, koty, pieski — tyja. Udomowione maja
swoja miske. My dogadzamy sobie w restauracjach, albo w fotelu przed ekranem.
Otyloé¢ uznaje sie za jedna z gléwnych plag obecnych czaséw. To choroba

o podlozu genetycznym — tyjemy, bo jemy, ale to geny decyduja o indywidualnej
granicy nadmiaru kalorii. Wszystkich tych genéw jeszcze nie zidentyfikowano,
jest ich na pewno kilkadziesiat. Zadna pojedyncza pigulka nie spowoduje, ze
zdrowo i nieodwracalnie schudniemy. W tej sprawie staliSmy sie niewolnikami
ewolucji i cywilizacji.

Tkanka ttuszczowa (czyli komérki tkanki) wydziela wiele istotnych zyciowo
substancji, takich jak: cytokiny, czynniki wzrostu, zwiazki regulujace
powstawanie naczyn krwiono$nych. Stanowi mechaniczna podpore i amortyzuje
zawieszone w niej narzady wewnetrzne. Decyduje o termoregulacji. Nie
przypuszczano jednak, ze niesie takze. .. ttuszczowe komérki macierzyste, nie
tak dawno odkryte. W dodatku naprawde duzo — 1 gram tkanki to 5 tysiecy
komorek macierzystych! Naleza one do frakcji komérek multipotencjalnych, to
znaczy, ze mogg sie réznicowaé w wiele typéw dojrzatych komérek tej samej
klasy: osteocyty i chondrocyty (w hodowli in vitro mozna je réznicowaé do
tkanki kostnej lub chrzastki), adipocyty, kardiomyocyty, 8 komérki trzustki,
hepatocyty. Odsysany tegim, bogatym ludziom podskérny tluszcz moze

by¢ Zrodiem takich komérek, odpowiednio pobranych i przechowywanych.

W licznych badaniach wykazano, ze gdy znajda si¢ w towarzystwie innych
komorek i tkanek, maja aktywnosé przeciwzapalna i immunosupresyjna,
pobudzaja procesy naprawy i regeneracji tkanek. Ich otrzymywanie i stosowanie
nie budzi etycznych watpliwosci, szczegolnie gdy dawca jest jednoczesnie
biorca (przeszczep autologiczny). Swietnie znosza zamrazanie, moga by¢
dtugo utrzymywane w hodowli bez utraty cech biologicznych. Przewiduje sie
zastosowanie tych komérek w leczeniu stanéw zapalnych jelit, stwardnienia
rozsianego, w terapiach niegojacych sie tkanek, rekonstrukcji skory, chrzastek
czy kosci.

Odkrycie komoérek macierzystych w wielu tkankach pobudzilo zaréwno twércow
literatury fantastyczno-naukowej, jak i felietonistow z pism popularnych do
proponowania licznych scenariuszy stosowania ich w celach terapeutycznych.
Jednak jedna cecha komoérek macierzystych i pochodnych — latwa proliferacja,
budzi obawy o mozliwos¢ aktywizacji proceséw nowotworowych w ich obecnosci.
Badacze wszelkiego rodzaju komoérek macierzystych bardzo dokladnie

testuja to ewentualne zagrozenie i przed nim ostrzegaja. Na razie jedyna
powszechnie uzywang i zaakceptowana medycznie procedurg jest przeszczepianie
macierzystych komoérek szpiku, gdzie pierwszym warunkiem powodzenia

jest wysoka zgodnosé tkankowa dawcy i biorcy. Reszta wieSci o udanych
terapiach nalezy albo do legend, albo do préb wykonanych niezgodnie z metoda
i konsensusem naukowym, a wiec nieodpowiedzialnych. Zeby jednak zakoriczy¢
optymistycznie — nie ma zadnych watpliwosci, ze terapie z zastosowaniem
komérek macierzystych, budzace tak ogromne zainteresowanie lekarzy,
naukowcow i pacjentow, beda w najblizszych czasach rozwijane i akceptowane.

Magdalena FIKUS
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O podpisie cyfrowym pisaliSmy w odcinku
pierwszym sagi, patrz: Aig.

A jednak sie da (VI),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: o cyfrowej gotoéwce.

Tomasz KAZANA

Za co kochamy gotéwke? Chyba przede wszystkim za anonimowo$¢ transakcji.
To znaczy: je$li Aldona oraz Celina podejma z banku po banknocie stuztotowym;
nastepnie Aldona wyda te pieniadze w sklepiku Bogumita, a Celina

u Dobromira; po czym zaréwno Bogumil, jak i Dobromir zdeponuja zarobione
pieniadze z powrotem w banku, to oczywiscie bank w zaden sposob nie bedzie
w stanie stwierdzi¢, czy klientka Bogumita byta Aldona, czy tez moze Celina.

Czy podobna wlasciwo$é moga mieé¢ pienigdze cyfrowe, to znaczy takie, gdzie
role banknotéow przejma zwyczajne pliki komputerowe?

Pierwsza, bardzo naiwna proba skonstruowania takiego systemu mogtaby
wygladaé tak, ze bank wyplacajacy Aldonie pieniadze przekazuje jej po prostu
plik banknot_v1.txt o tresci "100 ztotych". Oczywiscie takie podejscie nie
jest madre, bo przeciez taki plik moze kazdy tatwo sam stworzy¢, wiec w takim
systemie kazdy mégltby sam sobie drukowaé¢ dowolna ilo$¢ pieniedzy.

Sprébujmy sytuacje poprawié¢, dodajac podpis banku do treséci pliku. To znaczy
myslimy teraz o pliku:

banknot_v2.txt: "100 ztotych, podpis cyfrowy banku: ad47gh23hgbewgh3"

Takie podejscie nie poprawia niestety znaczaco sytuacji. Co prawda nikt sam
z siebie tatwo takiego banknotu nie wygeneruje, ale kazdy, kto posiada juz
choéby jeden taki banknot, moze go wielokrotnie skopiowaé i wydawaé wiele
razy!

To moze rozwazmy wersje trzecia:

banknot_v3.txt: "100 ztotych wydane Aldonie (ID = 3287392) dnia
5 kwietnia 2019, podpis cyfrowy banku:
38fsudfhsjk4b4"

Przy takim formacie cyfrowych banknotéw oczywiscie jakiekolwiek falszerstwo
bedzie szybko wykryte, ale — niestety — tracimy nasz gtéwny cel, mianowicie
anonimowos¢ transakcji...

Wydaje sie, ze stoimy pod Sciana. To znaczy, fundamentalne logiczne prawo
wylaczonego $rodka (tertium non datur) powiada, ze:

albo

(a) w tresci pliku banknotu jest zawarta informacja o osobie pobierajacej go
z banku;

albo
(b) w tresci pliku banknotu nie ma tej informacji.

I teraz: w przypadku formatu typu (a) tracimy anonimowosé, a w przypadku (b)
— jestedmy zawsze narazeni na niewyrafinowany atak jak wyzej. To znaczy,
wlasciciel banknotu, ktéry nie zawiera informacji o nim, niewazne jak wymys$lny
byltby format jego zapisu, zawsze moze po prostu go skopiowaé¢ i wydaé

dwa razy. ..

A jednak! Zaprezentujemy za chwile system cyfrowych banknotéw, ktérego nie
bedzie cechowal zaden z dwu powyzszych mankamentéw. Wysokopoziomowa
intuicja stojaca za jego idea jest taka, ze — co prawda w banknocie jest zawarta
informacja o jego pierwotnym wtascicielu — zapisana jednak w taki sposéb, ze
jednokrotnie wydany banknot bedzie wymagal nieosiggalnej mocy obliczeniowej,
aby wyciagnaé z niego informacje o wlascicielu, ale juz dwie kopie wydanego

(w nieuprawniony sposéb) dwa razy banknotu — latwo to umozliwia. (Nieco
oczywidcie upraszczamy. W istocie nie beda to dwie identyczne kopie. Protokét
placenia wymusi pewne wzbogacenie banknotu o — za kazdym razem nieco inne
— dodatkowe informacje.)
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Commit oznacza zobowigzanie, o ktérym
pisaliSémy w drugim odcinku sagi, w A}é.
Telegraficzny skréot wiedzy

o zobowigzaniach: po opublikowaniu
Commit(z) praktycznie nie jest mozliwe
odczytanie z. Otworzyé zobowiazanie
(ujawniajac x) moze tylko jego autor,
przy czym — nie jest w stanie oszukad,
czyli wmoéwié, ze w zobowigzaniu
znajdowal sie jakis =’ # x.

W calym artykule nie rozwazamy sytuacji,
gdy banknot przechodzi wielokrotnie

z rak do rak (np. od Bogumita do Ewy,
od Ewy do Faustyny, i dopiero od
Faustyny do banku), zanim trafi

z powrotem do banku. Zakladamy, ze
kazdy, kto otrzyma banknot od innej
osoby, w nastepnym kroku zdeponuje go
w banku. Nawet takie zalozenie,

w polaczeniu z przedstawianym
protokotem, daje do$¢ wysokie poczucie
prywatnosci.

Opis systemu cyfrowej gotowki

Tym razem treé¢ pliku banknotu bedzie sktadala si¢ z ciagu liczb

B = (t,z1,y1, %2, Y2, . . ., Tk, Y ) oraz podpisu cyfrowego banku (o = Signpank(B)),
ktéry uwierzytelnia ten cigg. (Dla uproszczenia, w tresci pomijamy nominal
banknotu. Mozemy przeciez uméwié¢ sie, ze wszystkie cyfrowe banknoty sa
réwnowazne i maja np. warto$¢ 1 z1.) Zalézmy, ze taki wlasnie banknot

podjeta z banku Aldona, utozsamiana z identyfikatorem ID € N (liczba rzedu
kilkuset cyfr).

Liczba t jest tu zupelnie losowa i odgrywa role wylacznie identyfikatora
banknotu, natomiast liczby (z;,y;)i=1.. 1 nie sa byle jakie, ale spelniaja
nastepujace specyficzne warunki:

dla kazdego i, x; = Commit(r;) oraz y; = Commit(s;),
gdzie r; jest losowy, byle tylko r; < ID oraz r; 4+ s; = ID;

(%)

otwarcia do wszystkich zobowigzan powinny by¢ znane Aldonie.

Teraz opiszemy, jak wyglada wydanie takiego banknotu, na przyktadzie ptatnosci
dokonanej przez Aldone w sklepiku Bogumita:

1. Aldona, po spakowaniu i sprawdzeniu zakupow, wyraza gotowos¢ przekazania
swojego banknotu Bogumitowi;

2. Ucieszony Bogumit losuje ciag &k bitéw (b1,...,b) i oznajmia je Aldonie;

3. Aldona przekazuje Bogumitowi plik banknotu (czyli wszystkie liczby
t,x1,Y1,%2,Y2, - .., Tk, Yk oraz podpis o) i dodatkowo otwiera czesé zobowiazan
zawartych w banknocie. Konkretnie: (dla kazdego 4) jesli b; = 0, to otwiera x;
(wéwezas Bogumil poznaje r;), a jesli b; = 1, to otwiera y;, ujawniajac
wartoéé s;.

4. Bogumit sprawdza, czy podpis banku ¢ jest poprawny oraz czy protokot
otwarcia przebiegl prawidlowo. Jedli tak — to moze pozegnaé Aldone
i zachowaé w pamieci komputera jej banknot wraz z dodatkowymi
wartoéciami z otwartych zobowiazan.

A co sie stanie, gdy Bogumil zdeponuje ten banknot w banku? Najpierw bank
sprawdzi dokladnie to samo, co Bogumit w ostatnim kroku, czyli autentycznosé
wlasnego podpisu oraz poprawno$é¢ otwartych zobowiazan. Jeéli ten test sie
powiedzie, to bank weryfikuje jeszcze jedna rzecz: upewnia sie, ze do tej pory
nikt jeszcze nie przyszedl z banknotem o identyfikatorze ¢. Jesli nie, to zwigksza
saldo konta Bogumila oraz archiwizuje wartosé ¢t wraz z calym otrzymanym
banknotem. Problem pojawia sig, gdy banknot o numerze t juz kto$ wczedniej
przyniést, chociazby Dobromir. Oznacza to, ze kto$, niestety, oszukal i wydatl
swOj banknot dwukrotnie. (Zakladamy, ze szansa, iz dwa rézne banknoty beda
mialy ten sam losowy identyfikator, jest zaniedbywalna.) Kto? Prawie na pewno
uda nam si¢ to zaraz stwierdzi¢! Wystarczy do tego dodatkowa wiedza, o ktéra
proszony jest ptatnik podczas kazdej transakcji. Zauwazmy, ze bank dysponuje
teraz dwoma niezaleznymi zestawami takiej wiedzy. Jesli k jest dostatecznie
duze, to niemal na pewno (dla choé¢ jednego i) w jednym zestawie ujawniono r;,
a w drugim: s;. Ale przeciez dodanie tych dwoch wartoéci ujawnia wprost
identyfikator oszustal

Jak widaé powyzej, problem oszukiwania jest rozwiazany. A co z anonimowoscia?
Oczywiscie jest w miare jasne, ze sam ciag ¢, x1,y1, T2, Y2, - - . , Tk, Yk oraz tylko
jeden zestaw wiedzy dodatkowej nie zdradzaja identyfikatora pierwotnego
wlasciciela banknotu. To prawda, ale haczyk jest gdzie indziej. Nigdzie do tej
pory nie opisaliSmy, jak wyglada protokét podjecia banknotu przez Aldone.
Gdyby miato to wyglada¢ po prostu tak, ze bank sprawdza i podpisuje ciag B
wybrany przez Aldone, to przeciez nikt mu nie zabroni zapamietaé sobie tego B
na przysztos¢. Wowczas, juz po wizycie Bogumita, nie musi wigc starac¢ sie
otwieraé¢ zobowiazan zawartych w (x;,y;)i=1...k, tylko najzwyczajniej moze
sprawdzié¢, komu kiedy$ przekazal B, aby zidentyfikowaé¢ Aldone... Aby nasz
system naprawi¢, musi nastapi¢ przedziwna sytuacja, w ktérej Aldona jako$
otrzyma od banku poprawng pare (B, Signpank(B)), a z drugiej strony — bank nic
nie bedzie wiedzial o B! Ten punkt brzmi jak magia, ale Czytelnik Pamietajacy
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Telegraficznie o $lepym podpisie: istnieje
protokél, w wyniku ktérego jedna strona
moze poprawnie (wlasnym podpisem)
podpisaé¢ wiadomosé m, wybrang przez
druga strone, a jednoczesnie: nie mieé
pojecia, co podpisala.

Telegraficznie o zero-knowledge: okazuje
si¢, ze bardzo wiele zdan typu

»Znam x, ktéry spelnia wlasnosé¢ W”

da si¢ udowodnié drugiej stronie bez
ujawniania wartosci x!

Bitcoin jest pseudonimowy — patrz A?G.
Prawdziwie anonimowym systemem
kryptowalutowym jest np. Zerocash,
ktéry réwniez korzysta z dowodéw

z wiedzg zerowsq.

Protokét Brandsa korzysta

i ze zobowigzan, i z podpiséw o dziwnych
wtlasnosciach, i z protokoléw typu
zero-knowledge. Tych ostatnich: nie

w wersji generycznej, a specyficznie
skrojonych dla danego przypadku.

Czesé Pierwsza Tej Sagi (A1Y) zna juz podobne dziwy, a konkretnie: §lepy
podpis.

Niestety, okazuje sie, ze w naszym przypadku i slepy podpis to nie jest
dokladnie to, o co nam chodzi. Dlaczego? Ot6z bank nie chce, bynajmniej,
podpisaé byle czego. Sytuacja jest nieco subtelniejsza. Bank chcialby podpisac
pewien ciag B = (t,x1,y1,%2,Y2, - - ., Tk, Yk ), ale w taki sposéb, ze — godzac sie,
iz wprost niczego o wartosciach elementéw B sie nie dowie — ma przynajmniej
gwarancje, ze zachodzi warunek (x). Gdyby tak nie bylo, to sytuacja naszego
systemu bytaby rozpaczliwie dramatyczna — nieuczciwa Aldona moglaby przeciez
zazadaé od banku Slepego podpisu na ciagu B’ takim, ze odpowiednie s} oraz 7}
spelniaja na przyklad s} + r; = IDcelina (zamiast s; + r; = ID), co sprawiloby, ze
nie tylko bedzie nieuchwytna, ale jeszcze wrobi Bogu ducha winna Celing!

Aby ostatecznie rozwigza¢ ten problem, potrzebne bedzie odwolanie sie do
jeszcze jednej czeSci naszej sagi, mianowicie trzeciej (Afg), czyli tej o dowodach
z wiedza zerowg (zero-knowledge). Otéz poprawny protokél wyglada tak: Aldona
i bank realizujg protokoél slepego podpisu dla B (wybranego przez Aldong), ale
bank, zanim ostatecznie (Slepo!) podpisze B, bedzie oczekiwal dowodu (z wiedza
zerowa!), ze to, co podpisuje (choé¢ tego nie widzi i nie zobaczy!), spelnia
faktycznie warunek (x). Szczegdly tego kroku sa doéé techniczne, wymagaja
oczywiscie znajomosdci generycznego protokotu zero-knowledge dla jezykéw
klasy NP (prezentowanego w Alg), ale takze podstawowej wiedzy o tym, czym
w zasadzie sa te jezyki i jak dowodzi¢ przynaleznosé do tej klasy. Pozwole wiec
sobie tylko zakonczy¢ ten finalowy fragment uwaga: to si¢ naprawde da zrobi¢,
a doktadne uzupetnienie szczegdléw moze byé bardzo trudna, ale i pouczajaca
intelektualna przygoda.

Postscriptum

Podkreslmy, ze w tym artykule zajmowaliSmy si¢ prawdziwie anonimowg,
cyfrowa gotéwka. Nalezy sobie uzmystowié, ze ani Bitcoin (ani wigkszosé
innych kryptowalut), ani tym bardziej standardowy system elektroniczne;j
bankowosci nie posiadaja cechy anonimowosci rozumianej tak, jak okresliliémy to
na poczatku tego tekstu.

Postpostscriptum

Eksponowany w niniejszym tekscie system autor artykutu zobaczyt po raz
pierwszy w $wietnym eseju Ronalda Cramera, Ivana Damgarda oraz Jespera
Buusa Nielsena pt. On Electronic Payment Systems. Uzyty dokladnie tak, jak
opisano go wyzej, nie jest niestety dostatecznie praktyczny (waskim gardlem
jest uzycie generycznych dowodéw z wiedza zerowa), ma za to duzy walor
edukacyjny. Protokotem opartym o te sama idee i korzystajacym z podobnych
technik — co prawda bardziej skomplikowanym (sic!), ale za to znacznie
szybszym (praktycznym!) — jest natomiast protok6! Brandsa. Czytelnik Bardzo
Zaawansowany moze siegnac¢ do cytowanej powyzej pracy, w ktorej znajduja sie
szczegbly rowniez tego protokotu.

Wiersz zostal po raz pierwszy
zaprezentowany podczas konkursu
»Stanford Code Poetry Slam 2.07,
ktéry odbyt sie 23 stycznia 2015 roku.
Tlumaczenie: Tomasz Kazana.

Uzaleznienie Oishi BANERJEE

void uzaleznienie() {

int umysl = 1;

while (true) {
//co zasiejesz, to cie owinie wokdt
//i wspinamy sie na szczyty, aby odkryc,
//ze dotykaja przepasci
umysl = umysl + 1;
if (umysl < 0) {

break;

}
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Matrymonialna matematyka
Magdalena SIENIAWSKA*

Kiedy jest najlepszy moment na powiedzenie sakramentalnego ,,tak”? Czy
obecny obiekt westchnien jest osoba, z ktéra spedzisz reszte zycia? Ile zwiazkéw
musi sie rozpasé, zeby stworzy¢ stabilng relacje? Pewnie wiele oséb zadaje

(lub wkrétce zada) sobie takie pytania. Ciezko uwierzyé, ze matematyka

i algorytmika moga nam poméc réwniez w romantycznych rozwazaniach

i sercowych dylematach. Wszystko sprowadza si¢ przeciez do okreslenia
momentu, kiedy nalezy przerwaé szukanie i podja¢ decyzje, a ten problem
jesteSmy w stanie wymodelowaé¢ matematycznie.

Zagadnienie jest znane w kregach matematycznych jako problem sekretarki.

Nie wiadomo, kto i kiedy jako pierwszy sformulowal te zagadke, ale swoja
popularnoéé zyskata w 1960 roku po publikacji lutowego numeru czasopisma
Scientific American. Oryginalnie problem byl postawiony w nastepujacy
sposéb: szef biura pilnie potrzebuje sekretarki, w zwiazku z czym oglasza nabér
na to stanowisko. Na ogloszenie odpowiada N kandydatek, z ktérymi szef
przeprowadza rozmowy kwalifikacyjne. Po kazdym wywiadzie rekruter ma dwie
opcje: przyjaé¢ kandydatke i tym samym zakonczyé¢ poszukiwania badz odméwié
rekrutowanej osobie i zaprosié nastepna kandydatke. Zakladamy, ze (np. z racji
duzego ruchu na rynku pracy) nie ma mozliwosci zmiany raz podjetej decyzji.
Kiedy jest najlepszy moment na zakonczenie rekrutacji, jesli celem jest wybranie
najlepszej kandydatki sposrod wszystkich N zgtoszonych?

Intuicyjnie wiemy, ze decyzji nie nalezy podejmowaé zbyt szybko (wéwczas

jest duza szansa, ze nigdy nie spotkamy najlepszej kandydatki), ani zwlekaé
zbyt dlugo (najlepsza kandydatke mozemy wéwczas pochopnie odrzucic).
Okazuje sie, ze najbardziej optaca sie szukaé wlasciwej kandydatki dopiero po
przeshuchaniu okoto 37% kandydatek. Skad akurat taka liczba? Mozna zauwazy¢,
ze najkorzystniejsza strategia polega na podzieleniu rekrutacji na dwie fazy.
Najpierw nalezy zorientowaé sie¢ w kwestii ogdlnego poziomu kandydatek, t;j.
istnieje taka liczba osob r, ktérych aplikacje nalezy z automatu odrzucié, a same
rozmowy kwalifikacyjne traktowaé jako zbieranie informacji (oczywiscie musi
byé 1 < r < N). Po przeprowadzeniu r wywiadéw (pula testowa), w drugiej fazie
nalezy wybra¢ pierwsza kandydatke, ktéra bedzie lepsza od najlepszej z puli
testowej. Jakie r (w wersji asymptotycznej: jaki stosunek /N, gdy N — c0)

da nam najwiecksze prawdopodobienistwo wybrania najlepszej sekretarki z calej
puli? Zauwazmy, ze w puli zasadniczej jest N — r kandydatek. Wyzej postawiony
problem, z matematycznego punktu widzenia, sprowadza si¢ do znalezienia
takiego r, dla ktérego pewien ciag liczbowy osiagga maksimum. Rozwazmy
przypadek, gdy najlepsza kandydatka jest na pozycji n + 1. W oczywisty sposob,
jesli n+ 1 < r, to nie jestedmy w stanie jej znalez¢. Schemat ponizej ilustruje
przypadek, gdy najbardziej kompetentna osoba jest w puli zasadnicze;j.

1 r n n+1 N

Aby najlepsza kandydatka zostala faktycznie wybrana, musi zaj$¢ nastepujace
zdarzenie: najlepsza kandydatka w [1,r] jest réwniez najlepsza w [1,n] (ktérego
prawdopodobiefistwo oczywiscie wynosi r/n). Ten warunek gwarantuje
wytrwanie procesu rekrutacji do rozmowy z kandydatka n + 1 (czyli najlepsza
z calej grupy N os6b). Teraz, aby okresli¢ prawdopodobienistwo catkowite
sukcesu, sumujemy odpowiednie prawdopodobienstwa warunkowe, przy
kolejnych zalozeniach, ze najlepsza kandydatka zajmuje pozycje n + 1 =
=r+1,r+2,r+3,...,N (przemnozone przez prawdopodobieistwa warunkéw,
ktére w tym problemie stale wynosza 1/N):
1 |r r r r T T

Plsukees) = 1o+ Zqt 5t N—l] TN 'ln(N)’
gdzie In jest oznaczeniem logarytmu naturalnego (sposéb uzyskania wyniku
na marginesie). Teraz wystarczy znalezé maksimum wyrazenia na P(sukces),

18



Kolejne linie stanowia wyrazenia
réwnowazne:

[—z-In(z)] =0
—1-In(zx)—z-z " =0
—In(z) —1=0

In(z) = —1

="

Uwaga: Aby upewni¢ sig, ze funkcja
—x - In(z) na przedziale [0, 1] faktycznie
osigga maksimum w punkcie e~ nalezy
jeszcze sprawdzi¢ punkty brzegowe.

aby ustali¢ optymalny stosunek %. (Szukanie maksimum z uzyciem pochodnej
przyréwnanej do zera — na marginesie.) Z naszych rozwazan wynika, ze wynosi
on e~ !, czyli ze pula testowa kandydatek powinna zawiera¢ 1/e ~ 37% wszystkich
kandydatek. Wowczas szansa na znalezienie najlepszej osoby na stanowisko
sekretarki wynosi —e~! - In(e™!) = e~ =~ 37%.

W literaturze mozna spotkaé sie z ré6znymi modyfikacjami problemu sekretarki.
Wynik bedzie inny, jesli mozemy wréci¢ do poczatkowo odrzuconych oséb albo
zadowolimy sie najlepsza lub prawie najlepsza kandydatka. Warto zauwazy¢,
ze te matematyczng zagadke mozna réwniez rozwazy¢ w sposéb czasowy, nie
ilociowy. Jesli na przyktad nabér na stanowisko sekretarki trwa dokladnie
miesiac, a nie wiemy, ile dostaniemy CV, to optymalna pula testowa bedzie
pierwsze 11 dni (37% - 30 dni), niezaleznie od ilo$ci rozméw kwalifikacyjnych.
Nastepnie powinni$my zatrudni¢ pierwsza osobe lepsza od oséb z puli testowej.

Problem sekretarki dzieki swojej prostocie i jednoznacznemu rozwigzaniu
znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach zycia, takze codziennego.
Matematyka podpowiada, ze powinni$my postepowaé zgodnie z regutyg 37%,
jedli chodzi np. o wynajem mieszkania. Przeprowadzajac sie do nowego miasta
(np. z powodu wyjazdu na studia), najczesciej nie mamy wiedzy, jaki jest

tam rynek nieruchomodci. Jezeli szukamy mieszkania do wynajecia, warto
ustali¢ sobie limit, np. 30 potencjalnie interesujacych lokali, z czego pierwsze

11 potraktowaé jako wstepne ogledziny rynku nieruchomosci. Podobnie rzecz ma
sie z randkami i slubami, ktére takze mozna sprowadzi¢ do problemu sekretarki.
Umawianie si¢ za posrednictwem portali randkowych niekiedy przypomina
rozmowy rekrutacyjne. Z puli interesujacych nas wspoétuzytkownikéw portalu
staramy si¢ wybra¢ ,te najlepsza” lub ,tego najlepszego”. Schemat postepowania
powinien by¢ podobny: ustali¢ liczbe spotkan, na jakie jesteSmy gotowi, pierwsze
37% potraktowaé wylgcznie jako zbieranie informacji, a z puli pozostalych oséb
wybraé pierwsza lepsza niz kandydaci/-tki z puli testowej.

W przypadku bardziej powaznych decyzji, takich jak élub i ustatkowanie sie,
takze mozemy zrobi¢ uzytek z problemu sekretarki. Zauwazmy, ze nie jesteSmy
w stanie oszacowad, ilu potencjalnych partneréw spotkamy w zyciu. W takim
przypadku lepiej jest sie odnieé¢ do limitu czasowego: z przyczyn biologicznych
i prawnych najlepszym czasem na zalozenie rodziny jest wiek miedzy 18 a 35 lat.
Mamy wiec w sumie 35 — 18 = 17 lat na zbieranie informacji i podjecie decyzji
o ustatkowaniu sie. Z powyzszych rozwazan wiemy juz, ze przez pierwsze

37% - 17 lat =~ 6 lat powinnisémy pos$wieci¢ wylacznie gromadzeniu danych.

W wieku ok. 18 4+ 6 = 24 lat przychodzi moment, gdy musimy by¢ gotowi na
podjecie ostatecznej decyzji.

Problem sekretarki byt wielokrotnie testowany na ochotnikach podczas badan
psychologicznych i behawiorystycznych. Naukowcy chcieli sprawdzié, czy ludzie
intuicyjnie sklaniaja sie ku zasadzie 37%. Okazuje si¢, ze nie. Z badan wynika,
ze rodzaj ludzki jest raczej niecierpliwy i przystepuje do podejmowania decyzji
juz po ok. 31% puli. Na zbyt szybkim podejmowaniu decyzji mozna stracié,

np. gdy na wycieczce szukamy kawiarni. Przedwczesne zdecydowanie si¢ na
filizanke cappuccino moze sprawié, ze bezsensownie przeplacimy, podczas gdy
tansza kawiarnia jest tuz za rogiem. O ile zaplacenie zbyt wiele za kawe nie jest
tragedia, o tyle w przypadku sprzedazy domu czy zamazpdjsécia zbyt szybko
podjeta decyzja moze by¢ brzemienna w skutkach. Warto o tym pamigtac¢, kiedy
nastepnym razem bedziemy podejmowac decyzje, i by¢ moze powstrzymad sie
przed zbyt szybkim i pochopnym przerwaniem poszukiwan.

Autorka zaznacza, ze powyzsze rozwazania sg jedynie ciekawostka
matematyczna, nieuwzgledniajaca wszystkich mozliwych scenariuszy

i parametréw zwiazanych z prawdziwym zyciem. Ostatecznie, jak zauwazyl Mark
Twain: ,,Sa trzy rodzaje klamstw: klamstwa, bezczelne klamstwa i statystyki”.

Wiecej o informatycznych algorytmach i ich odniesieniu do codziennego Zycia
mozna przeczyta¢ w ksiazce Algorytmy. Kiedy mniej mysle¢ autorstwa Toma
Griffithsa i Briana Christiana.
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Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2019

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
662 (WT = 2,7), 663 (WT = 3,13)
664 (WT =1,7), 665 (WT = 2,55)

z numeréw 9/2018 i 10/2018

Marian Lupiezowiec Gliwice 41,74
Tomasz Rudny Poznann 40,29
Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard Wozniak Krakow 28,77
Krzysztof Magiera  Losiéw 28,70
Jan Zambrzycki Bialystok 28,39
Michatl Kozlik Gliwice 23,96
Tomasz Wietecha Tarnéw 22,72
Aleksander Surma  Myszkéw 22,25
Mateusz Kapusta Wroctaw 18,53

A
S
. B
a
I 2f
| f
Rys. 1
B
Rys. 2 A
S S1
Sz a
h
Rys. 3

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
767 (WT = 1,47) i 768 (WT = 2,85)
z numeru 10/2018

Piotr Kumor Olsztyn 46,39
Marcin Matlogrosz Warszawa 42,02
Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Andrzej Kurach Ryjewo 40,27
Krzysztof Kaminski  Pabianice 35,75
Pawel Kubit Krakéw 35,69
Michat Adamaszek Kety 35,42
Witold Bednarek Lodz 35,31

Pan Piotr Kumor jest z nami od wielu lat.
Jest intensywnie — co jasno widaé

z rocznych omoéwien Ligi. I wladnie
konczy czternaste okrazenie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyla¢ réwniez
pocztg elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z doktadnosciag do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe
o0séb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytut
‘Weterana. Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 678, 679
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

678. Dielektryczna kula spolaryzowana jest jednorodnie, to znaczy momenty
dipolowe wszystkich czasteczek sa réwne i wzajemnie rownolegte.

(a) Znalezé¢ natezenie pola elektrycznego wewnatrz dielektryka, jezeli
w jednostce objetosci znajduje sie N czasteczek, z ktorych kazda ma
moment dipolowy p = gl. Odleglos¢ [ miedzy tadunkami dipola jest duzo
mniejsza od promienia kuli.

(b) Znalezé¢ gesto$é powierzchniowa ladunkéw indukowanych na powierzchni
kuli.

679. Na gladkim lodzie zderzaja sie sprezyscie dwa jednakowe okragle kamienie
do gry w curling, z ktoérych jeden poczatkowo spoczywa, a drugi porusza

sie ruchem postepowym. Prosta przechodzaca przez $rodki kamieni podczas
zderzenia tworzy kat o = 7/3 z wektorem predkosci poczatkowej poruszajacego
sie kamienia. Znalez¢ maksymalna czesé energii ukladu, ktéra podczas zderzenia
przechodzi w energie sprezystej deformacji. Nie ma tarcia miedzy kamieniami.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2019

Przypominamy tre$¢ zadan:

670. Znalez¢ odleglo$¢ miedzy Zrédlem $wiatta S i jego obrazem w uktadzie optycznym
przedstawionym na rysunku 1. Ogniskowe soczewek A i B sa jednakowe i réwne f.

671. Rurke o $rednicy duzo mniejszej od dtugoéci zwinigto w pierscienn o promieniu R. Pierécien
napelniono woda, z wyjatkiem niewielkiego odcinka o diugoéci I, gdzie znajduje sie kropla oleju,

i postawiono pionowo. W chwili poczatkowej (rys. 2) kropla zaczyna wyplywac z punktu A

w kierunku punktu B. Znalez¢ jej predkosé, gdy mija punkt B. Gestosé¢ wody wynosi p,,, oleju

Po < pw. Dhugosé kropli oleju jest duzo mniejsza od promienia pierscienia. Tarcie zaniedbujemy. Nie
zachodzi przesgczanie przez olejowy , korek”.

670. Zgodnie ze wzorem soczewkowym % = % + y% obraz S (rys. 3) w pierwszej
soczewce A powstaje w odleglosci y1 = 2f od tej soczewki. Obraz ten jest
przedmiotem pozornym dla soczewki B, polozonym w x5 = — f. Oznaczajac
przez ys odleglosé obrazu Ss od drugiej soczewki po przejsciu Swiatta przez
uklad, otrzymujemy ze wzoru soczewkowego: y% = % — = %, czyliyo = L.
Odlegto$¢ h punktu S od osi optycznej drugiej soczewki wynika ze wzoru

na powiekszenie: 2 = | 2] = 3. Szukana odleglo$¢ miedzy przedmiotem S
i obrazem Sy wynosi d = /12,252 + 0,25a2.

671. Kropla oleju i wszystkie czastki wody poruszaja sie z jednakowymi
wartosciami predkosci. Oznaczmy przez v szukana predko$é¢ kropli w chwili,
gdy przechodzi ona przez punkt B. W czasie, gdy kropla oleju przemieszcza

sie z punktu A do B, porcja wody o tej samej objetosci przemieszcza sie z B do
A, czyli obniza sie o 2R. Energia potencjalna pozostalej masy wody nie zmienia
sie. Zasada zachowania energii ma postac

(2R = D)pu + po)v*
2

= l(pw - po)QRgv

4l(pw—po) Rg

291(pw—po)
27 Rpw+l(po—pw) :

Poniewaz | < R, to w przyblizeniu v = o

stad v? =
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Zadania z matematyki nr 781, 782
Redaguje Marcin E. KUCZMA

781. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 0 oraz parzystej liczby
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ kres gérny wartosci stosunku A/H, gdzie A i H

to (odpowiednio) érednia arytmetyczna i §rednia harmoniczna n liczb wybranych
dowolnie z przedzialu [a, b].

782. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym wysoko$é opuszczona z wierzchotka C
ma diugos¢ h. Na kazdym odcinku CT, laczacym wierzcholek C z bokiem AB,
odktadamy odcinek T'P ustalonej dlugosci d < h. Uzyskane w ten sposéb
punkty P tworza pewna krzywa. Czy — jedli liczba d jest dostatecznie mala —
dlugosé owej krzywej przekroczy dlugo$é boku AB?

Zadanie 782 zaproponowal pan Adam Woryna

773. Dana jest liczba nieparzysta n > 3. W kazde pole kwadratowej planszy n X n wpisujemy jedna
z liczb —1, 41, tak ze suma wszystkich wpisanych liczb wynosi 1. Wyznaczamy sume liczb w kazdym
wierszu oraz sume liczb w kazdej kolumnie; dostajemy ciag 2n liczb nieparzystych. Ile maksymalnie

+[+[+[H ][+
|+ [+ ===

=+

Bl e Rozwigzania zadan z numeru 1/2019
==

—|=1=1=1={+[+]+][+] -]+ Przypominamy tre$¢ zadan:
===+

=== ===+

++[= === ==+ +]+

[+ [=T=]=T=T=]=T+]+ moze by¢ w tym ciggu liczb ujemnych?
++[H

774. Wyznaczyé wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych m, n, ze nieréwnosé

L(m+n)aJ + L('m+ n)bJ > LmaJ + L'me + Ln(a +b)J

zachodzi dla kazdej pary liczb rzeczywistych a, b.

773. Suma wszystkich wpisanych liczb jest dodatnia,
zatem co najmniej jeden wiersz oraz co najmniej jedna
kolumna musi mie¢ sume dodatnia. W rozwazanym
ciagu 2n sum (wierszy i kolumn) moze wiec byé co
najwyzej 2n — 2 liczb ujemnych.

Dla kazdego nieparzystego n > 3 ta warto$¢ jest
osiggalna. Ilustracja przedstawia przykladows realizacje,
gdy n = 11. Opis algorytmu: caly skrajny dolny wiersz

oraz cala skrajna prawa kolumne wypelniamy jedynkami.

Po odcigciu tego fragmentu zostaje plansza kwadratowa
o boku dlugosci parzystej n—1. W jej gérnym wierszu
umieszczamy, kolejno od lewej, (n—3)/2 jedynek oraz
(n4+1)/2 minus jedynek. W kolejnych wierszach (planszy
(n—1) x (n—1)) powtarzamy ten uktad z przesunieciem
(w kazdym kroku) o jednostke w prawo; nadwyzke
wychodzaca poza prawy skraj przenosimy przy tym
cyklicznie na skrajne lewe pole.

W pelnej planszy n x n uzyskujemy przewage
minuséw nad plusami we wszystkich wierszach

i kolumnach z wyjatkiem ostatniego i ostatniej. Kazdy
z poczatkowych n—1 wierszy ma sume¢ —1, za$ ostatni
wiersz ma sume n, zatem suma calej tabeli wynosi 1.
Stad, ostatecznie, odpowiedz: szukane maksimum
wynosi 2n — 2.

774. Bedziemy uzywaé oznaczenia (wychodzacego

zmody): x — || = {x}; jest to liczba z przedziatu [0, 1).

Znane (i latwe do sprawdzenia) wlasnosci tego symbolu:
1 gdy {z} >1/2,
(1) [2z] —2[z] =
0 gdy {z} <1/2
(2) {z} +{-2} =1 (dla z e R\ Z).
Niech m, n beda dodatnimi liczbami catkowitymi

speliajacymi podany w zadaniu warunek. Dla a = b
przybiera on postaé

(3) 2[(m+n)a] = 2|mal| + |2nal.
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(dla = € R);

To ma zachodzi¢ dla wszystkich liczb a € R.

Podstawiamy a = 1/m oraz a = —1/m i otrzymujemy
2 2
2L1+£J22+{£J oraz 2{—1—£J>—2+{——HJ.
m m m m

Oznaczajac 1+ - = xg, mamy wiec

2|zo] > |20 2[—mo] = | —220].
To znaczy, ze dla x = xg oraz dla x = —x( lewa
strona (1) ma warto$¢ niedodatnia. Zgodnie
z wlasnoscig (1), ta warto$é musi by¢ zerem, co ma
miejsce jedynie, gdy {zo} < 1/2 oraz {—zo} < 1/2.
Dla tej liczby z nie jest wiec spelniona réwnosé (2),
co pokazuje, ze xq jest liczba caltkowita, czyli ze n dzieli
sie przez m.

oraz

Wracamy do nieréwnosci (3) i zauwazamy, ze

dla a = 1/(2n) jej prawa strona jest dodatnia.

Wobec tego i lewa strona musi by¢ dodatnia, skad
(m+n)a=(m+n)/(2n) 21, czyli m > n. Ale n dzieli
sie przez m. Zatem m = n.

Na odwrét, gdy m = n, nieréwnosé¢ dana w zadaniu

jest speliona dla wszystkich liczb a,b € R. By to

sprawdzié, oznaczmy ma =na = A, mb=nb= B;

nalezy pokazaé, ze

(4) [24] + [2B]| > [A] + [B] + [A+ B].

Przy oznaczeniach |A| =k, {A} =«, |B] =1,

{B} = 3, zalezno$é¢ (4) jest réwnowazna nastepujacej:
(2k + |2a)) + (20 + [28]) = b+ 1+ (k+ 1+ [a+B]);

czyli krécej:

(5) [2a] + 28] = [a+B].

Jedli cho¢ jedna z liczb «, 8 wynosi co najmniej 1/2,

lewa strona (5) wynosi co najmniej 1 i nieréwnosé (5)

zachodzi; a jedli «, 8 < 1/2, wéwczas obie strony (5) sa

zerami.

Ostatecznie szukane pary liczb catkowitych m,n > 1
to pary réwnych liczb.



Dwie gtéwne ,,populacje” $mieci
kosmicznych: pierscien obiektéw w okolicy
orbity geostacjonarnej (geostationary
earth orbit, GEO) i chmura obiektéw na
niskiej orbicie okoloziemskiej (low-earth
orbit, LEO).

Niebo w maju

Prosto z nieba: Szanuj przestrzen!

Czy przestrzen kosmiczna jest rzeczywiscie pusta? Niestety nie. Podobnie jak
powierzchnie Ziemi, wode i powietrze, kosmos wokot Ziemi okupujg wicksze

i mniejsze wytwory ludzkiej cywilizacji. Kazdy satelita, sonda kosmiczna

i zalogowa misja wytwarza duze ilosci kosmicznych $mieci. Wokét Ziemi krazy
obecnie wiele tysiecy satelitéw réznego przeznaczenia: telekomunikacyjnych,
naukowych i wojskowych. Jednoczesnie w przestrzeni okotoziemskiej znajduje
si¢ ponad pot miliona sztuk $mieci kosmicznych o rozmiarach od 1 cm do 10 cm,
ktore sprawiaja, ze $rednio co roku niszczony jest jeden satelita.

Najczedciej uzywanymi orbitami zaréwno dla zalogowych, jak i bezzatogowych
pojazdow kosmicznych sa tzw. niskie orbity okotoziemskie, ktore obejmuja
zakres wysokosci (odleglodci?) wystarczajaco malych, by resztkowy opér
atmosfery utrzymal te strefe we wzglednej czystosci (dzieki oporowi powietrza
szczatki deorbituja i spalaja sie podczas spadku na Ziemig). Zmiany i zanik orbit
jest znacznie wolniejszy na wiekszych odlegtosciach. Wplyw innych niz Ziemia
mas, np. Ksiezyca, oraz wiatr stoneczny moga stopniowo doprowadzi¢ do spadku
Smieci na Ziemig, ale proces ten jest powolny i moze trwac tysiace lat.

Dlaczego wazne jest, by przestrzen kosmiczna byla jak najmniej skalana
ludzkoscia? Oprécz oczywistego stwierdzenia, ze nietadnie jest Smiecié, a tadnie
staraé sie zachowaé nature taka, jaka jest, kosmiczne szczatki moga by¢ dla

nas niebezpieczne. Szczegdlnie ciekawym fenomenem zwigzanym z kosmicznymi
Smieciami jest zjawisko Kesslera. Efekt zbadany teoretycznie przez Donalda
Kesslera z NASA w 1978 roku to scenariusz, w ktérym gesto$¢ obiektéw na
niskiej orbicie okoloziemskiej jest wystarczajaco wysoka, aby kolizje miedzy
nimi mogty spowodowaé kaskade, w ktérej kazda nastepna kolizja generuje
coraz wiecej $mieci-odtamkéw, co zwieksza prawdopodobienstwo dalszych
kolizji. W efekcie rozmieszczenie szczatkéw na orbicie moze sprawié, ze dzialania
w przestrzeni kosmicznej i uzycie satelitow w okreslonych zakresach orbitalnych
stanie sie niepraktyczne przez dziesiatki lat.

Przestarzate lub zepsute satelity wychodzace z uzycia do niedawna byty
najczesciej po prostu porzucane z powoddéw ekonomicznych. Zespoty
projektujace nowe satelity sa jednak zobowigzane do wdrozenia rozwigzan
pozwalajacych na tatwe deorbitowanie statku kosmicznego pod koniec misji
badz umieszczenie go na orbicie w niestabilnym rezonansie ze Storicem lub
Ksiezycem, ktory przyspiesza zanik orbity i umozliwia bezpieczne spalenie si¢
w atmosferze. Na male $§mieci kosmiczne proponuje si¢ natomiast zbudowanie
poteznego (o mocy wielu megawatéw) lasera naziemnego. Taka ,kosmiczna
miotta” bedzie w stanie wywiera¢ dostatecznie duze cisnienie promieniowania, by
umieszczaé¢ $mieci na niestabilnych orbitach i w ten sposéb przyczyniac sie do
sprzatania okolic Ziemi.

Michat BEJGER

Nastatl piaty miesiac roku, a wraz z nim trwajacy Pod koniec maja zaczyna si¢ sezon na dwa inne zjawiska:
przez okolo 3 miesiace okres tzw. bialych nocy tuku okolohoryzontalnego (wiecej o nim na angielskiej
astronomicznych, gdy Sloiice nie chowa sie zbyt gleboko stronie: https://www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm)
pod widnokrag i przez cala noc péinocny horyzont oraz tzw. oblokéw srebrzystych. L.uk okotohoryzontalny
jest rozéwietlony. Nasza Gwiazda Dzienna 20 dnia na naszych szerokosciach geograficznych jest zjawiskiem
miesiaca przekracza réwnoleznik 20° w drodze na rzadkim. Aby do niego doszlo, Stonice musi znajdowaé
péinoc i od tego momentu do przesilenia letniego sie wyzej niz 58° nad widnokregiem, co u nas zdarza sig
21 czerwca wysokos¢ jego gérowania zmieni sie juz tylko latem i to tylko w godzinach okotopotudniowych.
tylko o 3,5 stopnia. W trakcie miesiaca dzien wydtuza Drugim warunkiem jest wystepowanie cienkich chmur,
sie z niecatych 15 godzin do prawie 16,5 godziny i na dziatajacych jak pryzmat. Wtedy jakie$ 46° pod
obserwacje widocznych tylko w nocy cial niebieskich Stonicem pojawia sie mala, lecz intensywna tecza. Jak
pozostaje malo czasu, a najstabsze z nich, przez biate tatwo policzy¢, tuk okolohoryzontalny pojawia sie u nas

noce, sa w ogdble niewidoczne.

na wysokosci kilkunastu stopni nad widnokregiem, stad
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jego nazwa. Drugie ze zjawisk ma inny charakter: tutaj
po prostu wysoko zawieszone chmury sa o$wietlane przez
Swiatlo niezbyt gleboko schowanego Storica, dzigki czemu
widaé je nawet w najciemniejszej czeéci nocy.

Maj to miesiac wiosenny, a zatem ekliptyka jest
nachylona korzystnie wieczorem, za$ rano sytuacja staje
si¢ niekorzystna. Jest to gtéwny czynnik decydujacy

o warunkach widocznosci cial niebieskich znajdujacych
sie blisko ekliptyki i jednoczesnie blisko Stonica.
Szczegblnie planet Merkury i Wenus oraz Ksiezyca

w okolicach nowiu. Srebrny Glob przejdzie miedzy nami
a Storicem 4 maja, stad na poczatku miesigca jego
dostrzezenie jest trudne, zwlaszcza ze wedruje wtedy

z naszej perspektywy pod ekliptyka, co dodatkowo
pogarsza sytuacje. To samo dotyczy planet Wenus

i Uran. Pierwsza z planet dazy do koniunkcji gérnej

ze Sloncem w polowie sierpnia, natomiast druga — do
opozycji pod koniec pazdziernika. 18 maja Wenus minie
Urana w odleglosci 1°, lecz obie planety sa w maju
niewidoczne.

Noéw Ksiezyca bardzo dobrze koresponduje z corocznym
rojem meteorow n-Akwarydéw, majacych maksimum
aktywnosci w okolicach 6 maja. Niestety na duzych
péinocnych szerokosciach geograficznych ich radiant
potozony jest niekorzystnie — wschodzi niewiele przed
Stonicem. W nocy maksimum radiant roju wschodzi
okoto godziny 2:30 i na poczatku $witu zeglarskiego
wznosi sie na wysokosci jedynie 10°, co bardzo ogranicza
liczbe widocznych zjawisk. Duzo lepiej n-Akwarydy
prezentuja sie na potkuli potudniowej, gdzie trwa jesien
i ekliptyka jest rano nachylona pod duzym katem. Sa
to szybkie meteory, zderzajace si¢ z nasza atmosfera

z predkoscia 66 km/s. Sa zatem bardzo jasne i czesto
zostaja po nich efektowne smugi.

Zupelnie inaczej Srebrny Glob zachowuje sie po nowiu,
gdy przejdzie na niebo wieczorne. Niestety poczatkowo
tez jest daleko na potudnie od ekliptyki i 5 maja, niecata
dobe po nowiu, raczej nie da si¢ go jeszcze dostrzec. Lecz
juz nastepnego wieczoru wspaniale zaprezentuje si¢ tuz
po zmierzchu, przechodzac w fazie 4% przez gromade
otwarta gwiazd Hiady. Szczegdlnie blisko Ksiezyca
znajda sie gwiazdy d1, 62 i 03 Tauri. Pierwsze dwie
gwiazdy znikna za ksiezycowa tarcza. Polska ma troche
pecha i 61 Tauri wyloni sie zza sierpa Srebrnego Globu
w okolicach zachodu Stonca, natomiast §2 pokaze sie
ponownie niewiele ponad pét godziny pézniej. Trzecia

z gwiazd uniknie zakrycia, cho¢ granica zjawiska
przejdzie tuz na potudnie od granic Polski. Niecate 3°
na lewo od Srebrnego Globu pokaze sie Aldebaran,
najjasniejsza gwiazda Byka i jedna z jadniejszych gwiazd
na niebie.

Przez gwiazdozbiér Byka wedruje w maju takze planeta
Mars, zblizajaca sie do wrzesniowej koniunkcji ze
Stonicem. Na poczatku miesigca Czerwona Planeta
przejdzie 4° na potudnie od gwiazdy El Nath, tworzacej
péinocny rég Byka. 7 maja 5° pod Marsem przejdzie
Ksiezyc w fazie 9%. Dziewigé dni pézniej planeta wejdzie
do gwiazdozbioru Blizniat, a trzy dni p6zniej przetnie
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jasna gromade otwarta gwiazd M35, przesuwajac sie
jakie$ 13’ na péinoc od jej srodka. Nastepnie Mars minie
pare gwiazd n i p Gem, koniczac maj 1° na poludnie od
Mebsuty, czyli € Gem. W tym czasie jej blask zmniejszy
sie do +1,8™, a $rednica jej tarczy spadnie ponizej 4”.

W nastepnych dniach naturalny satelita Ziemi szybko
nabierze wysokosci i wydluzy czas przebywania na
niebosklonie po zmierzchu, choé ekliptyke przetnie
dopiero 10 maja, dwa dni przed I kwadra. Tej nocy
Ksiezyc dotrze do gwiazdozbioru Raka i w fazie 38%
zblizy sie na 2° do jasnej gromady otwartej M44. Przez
I kwadre Ksiezyc przejdzie okolo godziny 3 polskiego
czasu, a tej samej doby pokaze sie¢ mniej wiecej 3° od
Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Dwa dni przed
pelnia, 16 maja, Ksiezyc wzejdzie w towarzystwie Spiki,
najjadniejszej gwiazdy Panny.

Pelnia przypadnie 18 maja przed péinoca i zastanie
Srebrny Glob na tle gwiazdozbioru Wagi, jakie$ 6° na
péinocny wschod od charakterystycznego tuku gwiazd
z potnocno-wschodniej czesci Skorpiona, z gwiazdami
Graffias i Dschubba. Dalej o 8° w tym samym kierunku
znajdzie sie Antares, najjasniejsza gwiazda Skorpiona,
o nie dajacej sie¢ pomyli¢ wyraznej czerwonawej barwie.

20 maja, juz z faza zmniejszona do 95%, naturalny
satelita Ziemi spotka sie z szykujacym sie do czerwcowej
opozycji Jowiszem. Tuz po wschodzie obu ciat
niebieskich, jeszcze przed pdéinoca, przedzieli je
dystans 3°. W maju Jowisz bedzie si¢ poruszal ruchem
wstecznym na tle gwiazdozbioru Wezownika, miedzy
gwiazdami 6 i £ Ophiuchi. Do konica miesiaca jasnosé
planety zwiekszy sie do —2,6™, za$ jej tarcza urodnie
do 46”. Niestety obserwacje planety utrudni jej niskie
polozenie nad widnokregiem. Podczas gérowania po
godzinie 3 Jowisz wzniesie si¢ na wysoko$¢ zaledwie
okoto 15°.

W tym sezonie obserwacyjnym Jowisza i Saturna

dzieli jakie$ 30°. Szésta planeta od Stonca kresli petle
w potnocno-wschodniej czesci Strzelca, 5° na wschdod
od wianuszka gwiazd 7, o oraz £1 1 £2 Sgr. Ksiezyc
dotrze do Saturna 23 maja, z tarcza o$wietlong w 82%.
Dzierr wezeéniej przejdzie ponownie pod ekliptyke. Tuz
po wschodzie obu cial niebieskich okoto godziny 1:30
Ksiezyc znajdzie si¢ 1,5° pod Saturnem. Opozycja
Saturna przypadnie w lipcu, miesiac po opozycji Jowisza.
Ostatniego dnia kwietnia planeta zmienita kierunek
ruchu na wsteczny, ktéry zakonczy w polowie wrzesnia.
Przesunie sie w tym czasie o ponad 6°, zawracajac mniej
wiecej 1,5° na poludnie od gwiazdy 1 Sgr. W maju
jasnos¢ Saturna zwiekszy sie do +0,3™, zas jego tarcza
urosnie do 18”.

26 maja Ksiezyc przejdzie przez ostatniag kwadre,
wschodzac niewiele przed $witem i wedrujac nisko nad
horyzontem, na tle gwiazdozbioru Wodnika. Do konica
miesiaca nachylenie ekliptyki o tej porze doby nieco sie
poprawi, ale nie na tyle, by dalo si¢ Ksiezyc obserwowac
na krétko przed nowiem.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zréb sobie eksperyment

Jak odkryé¢ nowa czastke elementarna? Lata doswiadczen
przyzwyczaily nas do mysli, ze trzeba w tym celu
wybudowaé potezny detektor i zrzeszy¢ do wspdlnej
pracy setki, jesli nie tysiace fizykéw. W przypadku
zespotu detektora ATLAS przy LHC w CERN-ie

zdarza si¢, ze sama lista autoréw publikacji naukowej
opisujacej najnowsze wyniki zajmuje jedng trzecia
artykutu. Przektada si¢ to na ogromne koszty
wybudowania i biezacej obstugi, takze naukowej,

takiego detektora, wiec decyzja o budowie nowego
uktadu eksperymentalnego, np. w postaci akceleratora

i stowarzyszonych z nim urzadzen, jest wazna decyzja
polityczna. Przyktadem moze byé¢ marcowa decyzja rzadu
japonskiego o odlozeniu w czasie rozwazania wsparcia
budowy Miedzynarodowego Zderzacza Liniowego (ILC,
International Linear Collider).

Pomimo bardzo duzego naktadu pracy projektantéw

i wieloletniego namystu nad ich konstrukcja wspétczesne
wielkie detektory czastek elementarnych nie sg w stanie
zarejestrowa¢ wszystkich potencjalnie pojawiajacych

si¢ w ich wnetrzu czastek elementarnych. Detektory

przy LHC zmierzg czastki produkowane w zderzeniach
proton-proton (lub zderzeniach ciezkich jonéw), o ile
czastki te odchyla sie¢ dostatecznie od wiazki protonow.
Tymczasem w niektérych bardzo interesujacych
propozycjach teoretycznych wystepuja czastki ciemne;j
materii o bardzo malej masie. Ich doswiadczalna detekcja
bytaby bardzo wazna dla zrozumienia tego tajemniczego
sktadnika naszego Wszech$wiata. C6z z tego, skoro
czastki te produkowane sg przede wszystkim w rozpadach
znanych czastek elementarnych pedzacych z ogromnymi
predkos$ciami wzdluz wiazki w detektorze?

Tego rodzaju mysli dreczyly z pewnoscia niejednego
fizyka czastek elementarnych. Zastanawial sie nad tym
takze Sebastian Trojanowski, ktory, uzyskawszy
magisterium na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego (z autorem tych stéw jako opiekunem,
ktéry teraz bezwstydnie grzeje sie w blasku cudzej stawy)
oraz doktorat w Narodowym Centrum Badan Jadrowych
pod kierunkiem prof. Leszka Roszkowskiego, wyjechal
na staz podoktorski do Uniwersytetu Kalifornijskiego

w Irvine. Tam, pod kierunkiem Jonathana Fenga,
rozpoczal badania w zespole, w sklad ktérego wchodzili
takze Iftah Galon i Felix Kling.

Owocem tych prac byla nastepujaca koncepcja. Wiele
czastek postulowanych przez teoretykéw, w tym czastki
ciemnej materii, nie ma tadunku elektrycznego. Oznacza
to, ze sg niemal niewrazliwe na obecno$¢ silnych pol
magnetycznych, ktore utrzymuja wigzke protonow

w LHC na torze (prawie) kolowym. Gdyby zatem

taka neutralna czastka zostala wytworzona w punkcie
zderzenia protonéw, to jej trajektoria bylaby linia prosta
stopniowo oddalajaca sie od wiazki protonéw. Mozna

by zatem umiesci¢ na takiej linii jakis, niekoniecznie
duzy, detektor czastek, w nadziei, ze te nowe czastki

po rozpadzie znowu beda oddzialywaé ze znana
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materig. Powstalo jednak pytanie, czy gdzie§ w tunelu
mieszczacym akcelerator znalaztoby sie miejsce na jeszcze
jeden niewielki eksperyment.

Jak duzy? Feng, Galon, Kling i Trojanowski obliczyli,
ze w odlegtodci pét kilometra od punktu zderzenia
protonéw wigzka nowo powstajacych neutralnych
czastek mogtaby mieé szerokosé kilku centymetréw.
Dodatkowo szczesliwy przypadek sprawil, ze wiazka

ta przechodzitaby przez nieuzywany tunel serwisowy
poprzednika LHC — akceleratora LEP. Idea zbudowania
nowego detektora nie byla zatem az tak szalona, jak to
sie teoretykom poczatkowo wydawato. Nie bylo jednak
tatwo przekonaé eksperymentatoréw do porzucenia
swoich zwyklych zaje¢ i wsparcia projektowania nowego
urzadzenia, ktore zostato ochrzczone mianem FASER,
od angielskiego ForwArd Search ExpeRiment.

Szczescie nie opuszcezalo tworcéw FASER-a w jeszcze
jednej kwestii. Zbudowanie kazdego profesjonalnego
uktadu do$wiadczalnego wymaga zgromadzenia
pewnej liczby czedci zapasowych na wypadek awarii.
W przypadku wielkich i skomplikowanych detektoréw
ATLAS i CMS tych czesci trzeba bylo przygotowad
szczegdlnie duzo. Tymczasem detektory okazaly sie
znacznie bardziej niezawodne niz w pesymistycznych
scenariuszach, wedtug ktérych skalkulowano
zapotrzebowanie na czesci zapasowe. Czes¢ z nich
mozna bylo zatem przekazaé¢ nowo powstajacemu
eksperymentowi.

W efekcie w lutym FASER uzyskal obietnice pelnego
finansowania od prywatnych amerykanskich fundacji
zajmujacych sie wspieraniem nauki i na poczatku marca
zostal zaaprobowany do zbudowania przez CERN.
Obecnie trwa bowiem dwuletnia przerwa, podczas ktorej
akcelerator LHC zostanie istotnie ulepszony, aby moglo
sie w nim zderzaé wiecej czastek. W tym samym czasie
bedzie takze powstawal FASER. W koncu 2020 roku
wiazka protonéw zagosci ponownie w akceleratorze

i wszystkie detektory, tacznie z FASER~em zaczna
zbiera¢ dane, a pierwsze nowe analizy ujrza $wiatto
dzienne w 2021 roku.

Catla ta historia dostarcza kilku moratéw. Pierwszy,
przesmiewczy: dobra marka to potega i naukowcy nie
cofna sie przed niczym, zeby mie¢ dobrze brzmiacy
akronim. Drugi, dajacy nadziej¢ mtodym badaczom:
$wiat idei jest bardzo pojemny i na pewno w nauce

jest jeszcze wiele ciekawych pomystow, na ktére warto
wpasé. I wreszcie trzeci, inspirujacy: dobra koncepcja

i wytrwalosé w jej realizacji to wazne sktadniki sukcesu.
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Najwazniejsza nieré6wnos¢ na Swiecie
Barttomiej BZDEGA
Oto najwazniejsza nieréwnos¢ na $wiecie:

2>0dlazeR.

W praktyce stosuje sie ja w nastepujacy sposob. Nieréwnos¢ A > B, ktéra chcemy
udowodnié, przeksztalcamy réwnowaznie do postaci C' > 0 i prébujemy zapisaé C
jako kwadrat liczby rzeczywistej badz jako sume kwadratow liczb rzeczywistych.

Zadania

1. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich z, y, z prawdziwa jest nieréwnosé

yz+zw+zy< r+y+z
V 3 3

2. Wyznaczy¢ najmniejsza oraz najwicksza wartosé¢ wyrazenia

2 +ay+y°
2 _ Ty + y2
dla liczb rzeczywistych x i y, niebedacych jednoczesnie zerami.
3. Udowodnié, ze dla liczb rzeczywistych x1,zo, ..., x, zachodzi nieréwnosé

2 2
itz + ...+ m = T1To + Xoxz + ...+ Tp_12, + Tpx.

4. Wykazaé¢ nieréwno$¢ pomiedzy srednig arytmetycznag i kwadratowa

1+ 29+ ...+, o \/xf—»—x%—i—...—i—x%
n h n
dla liczb rzeczywistych x1, 22, ..., 2.

5. Suma liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwna 1. Udowodnié, ze
a’ + b+ ¢ +2V3abe < 1
6. Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja réwnosé a + b + ¢ = 1. Wykazaé, ze
3a—1 3b—-1 3c—1
1—-a?2 1-0 1-¢27
7. Udowodnié¢, ze dla liczb nieujemnych a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé

VB3 +vVe3a3 + vVadhd < B

8. Niech z1,x9,...,x, beda liczbami dodatnimi. Przyjmijmy z, 1, = zj dla
catkowitych k. Dowiesé, ze prawdziwa jest co najmniej jedna z nieréwnosci:

~ n
Zx >§’

=1 Tit1 + Tit2

4(a+b)

n
xX; n
- - @ 2 —.
Y Tio1 + T 2

9. Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych z,y,z > 3

5, spelniajacych warunek zyz =1,
zachodzi nieréwnosé

2 2 2
T Yy =z

10. Dowies¢, ze liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosé

2a+b+c+d—1).

zr+y+z+3.

a® +b* +c? +d* +ab+ be+ cd + da >
11. Dowiesé, ze dla liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosé

(a+b+c+d)? <3(a®+b*+c? +d?) + 6ab.

12. Liczby x1, 2, ..., 2, € [-1,1] spelniaja warunek z3 + 23 + ... + 22 = 0.

Dowiesé, ze

7'%.71

1 +x9+...+x, <

3
13. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosé

(a+b+c+d)? <4(a®+b* + ¢ + d®) + 24(abe + bed + cda + dab).
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TERMIN: 23—-27 SIERPNIA 2019 ROKU, MIEJSCE: POD WARSZAWA

LX SZKOLA MATEMATYKI POGLADOWEJ

Ca?

BEDZIE MIEDZY INNYMI O TAKICH RZECZACH:

» oszustwa w dowodach wielkich twierdzen i to, ze niektore btedy potrafig byc¢ pouczajace,

« statystyka i matematyka w naukach spotecznych — jak to udajemy, ze potrafimy modelowac,

» zhudzenia optyczne, numeryczne szacowanie btedow i inne oszustwa w fizyce i naukach przyrodniczych,
» sztuczki geometryczne, kombinatoryczne i karciane.

Szkoty sg otwarte dla wszystkich zwigzanych z matematyka niezaleznie od tego,
czy j€j ucza, uprawiaja ja, piszg o niej, czy sie nig pasjonuja. Szczegolnie mile widziani sg
mtodzi matematycy, ktoérzy uczg badz chcg uczy¢ w szkotach wyzszych.

Zapraszamy

Zgtoszenia uczestnictwa przyjmowane s do 20.06.2019 poprzez formularz
znajdujacy sie na stronie www.smp.uph.edu.pl

Pytania nalezy kierowac na adres okm@uph.edu.pl

f SszikMatPog

1“_ . ‘ O¢rodek Kultury Matematycznej

* medal Filca jest nagroda za najlepszy odczyt. Po kazdej Szkole medaliste wybieraja Stuchacze.




