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Kroétka historia ciemnej materii

* Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

Wojciech A. HELLWING*

Ciemna materia i problem wyjasnienia jej fizycznej natury to jedna
z najwiekszych zagadek wspolczesnej nauki. Materia ta, w przeciwienstwie do
znanej nam dobrze materii ,$wiecacej” (lub tez, jak kto woli, jasnej), pozostaje

Fotografia na okladce: wizualizacja
ewolucji czasowej wielkoskalowe]j sieci,
w jaka uklada si¢ ciemna materia.

Na podstawie symulacji P-Millennium
i oprogramowania SWIFT
(swift.dur.ac.uk)

wcigz nieuchwytna we wszystkich ziemskich eksperymentach. O istnieniu tej
tajemniczej formy materii, ktéra nie oddziatuje elektromagnetycznie ani silnie
jadrowo, najbardziej przekonani sa astronomowie. Bez ciemnej materii prawie
nic, co obserwujemy w sferach niebieskich, nie mialoby sensu i nie dalo sig

wyjasnié¢ za pomocg znanych nam praw fizyki. Moze si¢ wydawad, ze istnienie
niewidocznej ciemnej materii jest pomystem rodem z powiesci science-fiction.
Idea, ze moze istnie¢ materia, ktorej nasze zwyczajne zmysty nie moga uchwycic,
jest jednak bardzo stara. Przyjrzyjmy si¢ zatem jej historii.

Historia dawna

Istnieniem materii, ktorej nie da si¢ bezposrednio
obserwowacé z Ziemi, zajmowali sie juz starozytni
Grecy. Epikur w ,Liscie do Herodota” sugerowal, ze
istnieje nieskonczona liczba $wiatéw, ,niektére takie
jak nasz, a pozostale zupelnie inne”. W rozwazaniach
filozoficznych Epikura, dowodzacych, ze moga istnieé¢
odmienne $wiaty, znajdujemy zatem esencje idei
ciemnej materii, ktéra jest przeciez ,zupelnie inna”

niz ta, z jakiej sklada si¢ nasz swiat. Co ciekawe, mysl
starozytnych medrcéow potrafita p6jsé dalej. Oto Filolaos
z Tarentu, ktory przynalezal do ruchu pitagorejczykéw,
przedstawil hipoteze istnienia , Antichtonu”, czyli
Przeciwziemi. Przeciwziemia mialaby orbitowaé wokoét
centralnego ognia doktadnie po przeciwnej stronie niz
Ziemia. Totez sila rzeczy nie moglaby by¢ z Ziemi
dostrzezona. Dzi§ powiedzieliby$émy, ze Antichton to
przyklad ciemnej materii.

Pierwszy potezny przetom w docieckaniach na temat
tego, co znajduje sie w sferach niebieskich, dokonatl sie
dzieki Galileuszowi i jego rewolucyjnemu wynalazkowi

— lunecie astronomicznej. Jak wiemy z podrecznikdw
historii, uczony za pomoca swojej lunety nie tylko odkryt
istnienie czterech duzych ksigzycéw Jowisza, ale réwniez
odkryt istnienie gor, ,,mérz” i krateré6w na powierzchni
Ksiezyca. Wykazal tez, ze blada smuga zamglonego
Swiatta biegnaca w poprzek niebosklonu, Droga Mleczna,
tak naprawde sklada sie z ogromnej liczby stabych
gwiazd. Zauwazmy, z jak istotnym przelomem mamy
tutaj do czynienia. Dzieki nowym technikom obserwacji
(luneta) udalo sie wykazaé, ze istnieje w niebiosach
materia (slabe gwiazdy i ksiezyce planet), o ktérej nie
mieliSmy wczesniej pojecia. Odkrycia Galileusza i jemu
wspdlcezesnych uczonych pozwolily obali¢ obowiazujaca
przez tysiaclecia arystotelesowska wizje niezmiennego

i doskonalego swiata niebios.

Ciemne obtoki, planety i gwiazdy

Nastepnym milowym krokiem na drodze do zbadania

i wyjasnienia praw rzadzacych ruchami cial niebieskich
byto opublikowanie w 1687 roku przez Izaaka
Newtona jego opus magnum, czyli ,,Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica”. Zawarte tam prawo
powszechnego ciazenia pozwolito wyjasni¢ pochodzenie
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praw ruchu orbitalnego Keplera oraz uzbroito uczonych
w narzedzia, dzieki ktérym mozna byto wreszcie
wyznaczaé¢ masy cial niebieskich. Wychodzac z zalozenia,
ze grawitacja jest naprawde sila powszechna, prawie sto
lat pdzniej John Michell zasugerowal, ze réwniez $wiatto
powinno podlegaé jej prawom. Niedtugo potem Laplace,
opierajac si¢ na teorii Newtona, wykazal, ze jezeli tak
jest w istocie, to moglyby istnie¢ obiekty potencjalnie
tak masywne, ze ich grawitacja nie pozwalataby

nawet Swiattu sie z nich wydostaé. Stynna sugestie
Laplace’a uwaza sie za pierwszg w historii wzmianke

o obiektach, ktore obecnie nazywamy czarnymi dziurami.
W naszych rozwazaniach jest jednak istotne, ze prawa
fizyki dopuszczaja istnienie obiektéw, ktore grawituja,

a ktorych nie wida¢. Czyli wypisz, wymaluj mamy tu
ciemna materi¢ w pewnej postaci.

W XIX wieku francuski matematyk Urbain Le Verrier
badajac zaburzenia orbity Urana, postulowal, ze musi
istnie¢ masywne nieznane ciato, ktore swoja grawitacja
wplywa na orbite Urana. Przewidziane przez Le Verriera
cialo niebieskie odkrywa juz po godzinie obserwacji
(jakze precyzyjne byly obliczenia Le Verriera i jak
bardzo dokladna okazala sie teoria Newtona!) Johann
Galle. Mowa oczywiscie o Neptunie, najdalszej planecie
Ukladu Stonecznego. Neptun byl zatem najprawdziwsza
ciemna materig! Nieznanym nam obiektem, o ktérego
istnieniu wiedzieliSmy tylko dzieki rejestrowaniu efektéw,
jakie wywierala jego grawitacja. I chociaz w teleskopie
Gallego Neptun objawil sie jako zwykla planeta
$wiecaca odbitym stonecznym blaskiem, to jego odkrycie
za, pomoca poréwnania obserwacji ruchu znanych

nam planet z przewidywaniami, jakie daje teoria
grawitacji, utorowalo droge metodzie wnioskowania

o ciemnej materii, jaka obecnie powszechnie stosujemy
w astronomii.

Przestanki z dynamiki

Przeniesmy sie teraz do czaséow fin de siécle i poczatkow
XX wieku. Wielcy astronomowie tego czasu badali
$rednia gesto$é materii gwiazdowej w okolicach Storica
oraz w calej Drodze Mlecznej. Jednym z pionieréw
zastosowania bardzo waznej, jak zobaczymy po6zniej,
metody dynamicznej do szacowania masy i gestosci

byl lord Kelvin. Argument, jaki wysunal, byl zarazem



bardzo prosty i bardzo mocny: jezeli gwiazdy w Drodze
Mlecznej mozna opisaé¢ jako gaz czastek poruszajacych
si¢ zgodnie z sitami grawitacji, to wtedy mozna
wykazac, ze istnieje relacja pomiedzy rozmiarami catego
grawitujacego systemu a dyspersja predkosci gwiazd.
Takie pierwsze zastosowanie ,teorii gazéw” do systemu
gwiezdnego Galaktyki dato podwaliny pod wspélczesne
szeroko stosowane metody dynamicznego wyznaczania
masy (tj. na podstawie predkosci skladnikéw systemu).
Podazajac $ladami Kelvina inni astronomowie, tacy

jak Kapteyn, Opik czy w koncu Oort, wykazali,

ze ilo§é ciemnej materii w Galaktyce (tj. gléwnie

w okolicach Stonca i w galaktycznym dysku) nie powinna
przekraczaé ilodci materii Swiecacej. Astronomowie

przy tych badaniach uzywali bardzo waznego pojecia:

T — stosunku masy-do-Swiatla (mass-to-light ratio).

Jezeli znamy zwiazek miedzy jasnoscia L a masa gwiazdy M oraz
rozklad wielkosci gwiazd w galaktyce, to wiemy, jak wiele powstaje
$rednio gwiazd o danej masie. Mozemy wéwczas wskazaé, jak wiele
masy gwiazdowej $rednio przypada na jednostke jasnosci. Wygodnym
punktem odniesienia jest oczywiscie nasze Stonce, ktére z definicji ma
To =1Mg /1L, co w jednostkach SI wynosi 5133 kg/W. Zaktadajac
dla danej galaktyki $éredni stosunek masy do jasnosci, ktéry najczesciej
jest bliski Y, ale dla mlodych galaktyk wzrasta, i mierzac jasnosc
absolutng galaktyki, mozemy oszacowad ilos¢ masy Swiecacej. Podobnie
w przypadku gromad galaktyk, gdzie przyjmujemy pewna jasnosé
$rednig charakteryzujaca wiekszoéé galaktyk, mnozac te wielko$¢ przez
liczbe cztonkéw gromady, uzyskamy wielko$¢ masy swiecacej dla catej
gromady. Teraz gdy z innych pomiaréw znamy catkowita mase obiektu,
mozemy ja podzieli¢ przez znang jasnoéé. Tak uzyskane ilorazy
masy-do-$§wiatla dla wigkszosci obiektéw we Wszechswiecie beda
wigksze od ilorazu stonecznego, sugerujac istnienie odpowiadajacych
iloéci masy nieswiecacej.

Wyliczono, ze w Galaktyce T ~ 2. Pamietajmy, ze wowczas
uwazano, ze ciemna materia sklada sie gtéwnie z wielkiej
liczby matych gwiazd oraz réznej masci kosmicznego
,gruzu”, tj. planet, komet i asteroid, ktére $wieca zbyt
stabo, by je zaobserwowaé¢ w teleskopach. Stosunek
masy-do-Swiatta rzedu 2 byt spokojnie do pogodzenia
z obrazem, gdzie réznorakie malte obiekty planetarne oraz
mglawice gazowe daja wklad do calkowitej masy tego
samego rzedu, co obserwowane gwiazdy.

W latach 30. XX wieku Fritz Zwicky, stynny astronom
szwajcarski, poczynil obserwacje i spostrzezenia,

ktére byly bardzo wazne dla ugruntowania pogladu,

ze w wiekszych skalach mamy jednak do czynienia

z problemem znacznego braku masy. Zwicky
zaadaptowal i rozwinal koncepcje lorda Kelvina

w zastosowaniu do uktadu gromady galaktyk

w Warkoczu Bereniki (zwanej réwniez Gromada

Coma). Stosujac twierdzenie o wiriale (tzw. twierdzenie
Clausiusa) do gromady galaktyk jako zamknietego

i zwigzanego grawitacyjnie uktadu, Zwicky wykazal, ze
okoto 1000 znanych wowczas galaktyk przynalezacych do
Gromady Coma powinno charakteryzowaé sie dyspersja
predkosci 80100 km/s. Jednak obserwowana wielko$é
wynosila prawie 700 km/s. To implikowalo, ze dla Comy
T ~ 500! Dzi$ wiemy, ze oszacowanie Zwicky’ego jest
zawyzone prawie 8 razy z uwagi na 6wczesne bardzo
niedoktadne wyznaczenie statej Hubble’a. Podobne
spostrzezenia poczynil Sinclair Smith, badajac gromade
galaktyk w Pannie i wyliczajac T ~ 100. Tak wielkie
dysproporcje masy-do-Swiatta nie dadza si¢ wyttumaczy¢
populacja stabych gwiazd i kosmicznego gruzu. Mamy
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wiec do czynienia z silng przestanka, ze w skalach
wigkszych niz dyski gwiazdowe galaktyk istnieje duza
iloé¢ materii nieSwiecacej, wystepujacej w nieznanej nam
postaci. W potowie XX wieku panowal jednak poglad,
ze ta brakujaca masa da sie wyttumaczy¢, np. poprzez
istnienie masywnych oblokéw chlodnego gazu (wodoru)
w przestrzeniach miedzy galaktykami.

Krzywe rotacji i rewolucja lat 70. XX wieku

Bardzo wazne sygnaly, ze brakujaca niewidzialna
materia raczej nie moze wystepowaé w postaci obtokéw
zimnego wodoru, nadeszty w latach 60. i 70. zesztego
stulecia dzigki rozwojowi spektroskopii radiowej. Nowa
technika pozwalala rejestrowac linie emisyjna na fali

21 cm, ktorg emitowaly obloki neutralnego wodoru.
Poréwnanie dtugoéci tej fali, emitowanej z réznych
rejonéw obserwowanej galaktyki, pozwolito, dzieki
efektowi Dopplera, na zmierzenie predkosci, z jaka
galaktyki spiralne rotuja. Co bardzo wazne, obserwacje
radiowe oblokéw wodoru mozna prowadzi¢ w znacznie
wigkszych odleglosciach od érodka galaktyki, niz ma

to miejsce w przypadku emisji Swiatta gwiazdowego.
Pionierskie prace Very Rubin i Kenta Forda dotyczace
wyznaczania predkosci rotacji pobliskich galaktyk
spiralnych wykazaty, ze dla wiekszosci pobliskich
galaktyk predkosé rotacji nie spada wraz z odlegloscia
od centrum. Byl to wynik bardzo zaskakujacy. Podobnie
jak w przypadku gromad galaktyk, tak i w przypadku
rotujacych galaktyk mozna uzy¢ obserwowanej
predkoéci do wyznaczenia grawitujacej masy. Tutaj
zakladamy, ze gaz i gwiazdy w galaktyce znajduja sie
na (w przyblizeniu) kolowych orbitach keplerowskich.
Predkosé na orbicie kotowej zalezy tylko od ilosci
materii zawartej w kuli mniejszej od promienia danej
orbity (patrz Aj}). Uwzgledniajac cala materie $wiecaca
w dysku galaktyki, uzyskamy wynik, ze predkosé rotacji
powinna szybko maleé¢ w miare oddalania si¢ od $rodka
galaktyki. Tymczasem, jak zmierzyli Rubin i Ford,
wodor w galaktykach nawet na sporych odleglosciach
od centréw orbitowal wciaz z predkoscia zblizona do
predkosci gwiazd na orbitach wewnetrznych. Taka
,plaska krzywa rotacji” mozna bylto wyjasni¢ tylko
tym, ze w zewnetrznych partiach galaktyk znajdowato
sie duzo nie$wiecacej i nieemitujacej promieniowania

w zakresie radiowym materii. Co wiecej, dokladne
pomiary sugerowaly, ze ta dodatkowa materia musi
by¢ roztozona w miare symetrycznie, to jest w postaci
halo/korony. W ten sposéb doszliémy do koncepcji halo
ciemnej materii. Obecnie wiemy, ze prawie wszystkie
galaktyki we Wszech§wiecie zanurzone sa w znacznie
wiekszych oblokach ciemnej materii. Gdyby nie bylo
dodatkowej grawitacji od niewidzialnej masy halo, to
galaktyki spiralne powinny sie rozpada¢ w krétkim (jak
na kosmiczne skale) czasie na rozpierzchajace sie we
wszystkie strony gwiazdy.

Ciemno$¢ na wszystkich skalach

Na przetomie lat 70. i 80. w érodowisku astronoméw
popularna byla juz wiedza o problemach brakujacej
masy w galaktykach i w gromadach galaktyk. Nie byto



jednak powszechnie przyjete laczenie tych probleméw

i przyjmowano, ze w calym Wszechéwiecie mamy
globalny problem brakujacej masy. Dzigki kampaniom
obserwacyjnym zakrojonym na coraz wigksza skale,
ktére zapoczatkowat stynny przeglad nieba wykonany

w Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics,
astronomowie uzyskiwali coraz obszerniejsze i siegajace
coraz dalej w przeszlo$¢ katalogi galaktyk. Mapy

te ukazaty, ze galaktyki nie sg roztozone losowo

w przestrzeni, ale maja silng tendencje do grupowania
sie. Okazalo sie rowniez, ze galaktyki nie grupuja

sie tylko w zwykle skupiska (takie jak znane juz od
dawna gromady galaktyk), ale w znacznie wigksze
struktury, takie jak kosmiczne wltdékna i Sciany, pomiedzy
ktérymi znajduja sie wielkie przestrzenie pozbawione
galaktyk, ktére nazwano pustkami. Taka strukture,

w jaka ukladajg si¢ galaktyki w najwigkszych skalach,
nazywamy dzi§ Kosmiczng Siecia. By potaczy¢ problemy
brakujacej masy we wszystkich skalach, potrzebny byt
ostatni element — rozwdj metody, jaka stosowali najpierw
Le Verrier, a potem lord Kelvin, Zwicky i Rubin. Mowa
tu o metodzie pozwalajacej przewidzieé, jak powinna
wyglada¢ struktura galaktyki w najwiekszych skalach.

ﬁ Zadania

Tutaj jednak analityczne rachunki matematyczne,
stosowane z powodzeniem do tej pory, zalamywaly

sie, gdyz powstawanie galaktyk zachodzi w skalach,
gdzie kosmiczne oddzialywania grawitacyjne staja sie
nieliniowe. Powoduje to, ze precyzyjne rachunki staja sie
arcytrudne lub wrecz niemozliwe.

W sukurs przyszedl astronomom rozwdéj komputeréw.
Nowe narzedzie umozliwitlo symulacje numeryczne
powstawania galaktyk i formowania si¢ z nich
wielkoskalowej struktury Wszech$wiata. Szybko okazalo
sie, ze symulacje bez odpowiednie]j ilodci ciemnej materii
nijak nie chcialy wyprodukowaé¢ uktadu galaktyk
zgodnego z obserwacjami. Tylko te, w ktérych zatozono
obecno$é¢ sporej iloci ciemnej materii, dawaly wyniki
zgodne z obserwowanym Wszech§wiatem. Naukowcy
zrozumieli, ze problem brakujacej masy w galaktykach

i gromadach galaktyk tak naprawde dotyczy catego
Wszechéwiata i wszystkich skal. Tak oto narodzita

sie wspoélczesna hipoteza kosmicznej ciemnej materii,
ktorej grawitacja rzadzi nie tylko prawami ruchu gwiazd
i galaktyk, ale losami calego Kosmosu. O tym napiszemy
w nastepnym numerze.

Przygotowal Eukasz BOZYK

Triangulacjg n-kata (niekoniecznie wypuklego) nazywamy podzial tego wielokata

na n — 2 tréjkaty przy uzyciu pewnej liczby nieprzecinajacych sie przekatnych
(ktére moga mie¢ wspélne konce).

M 1606. Dana jest triangulacja pewnego n-kata. Wykazaé, ze jego wierzchotki
mozna tak pokolorowa¢ trzema kolorami, aby kazde dwa punkty potaczone
bokiem lub jedna z narysowanych przekatnych mialy rézny kolor.

Rozwiazanie na str. 10

M 1607. Dana jest triangulacja pewnego n-kata o tej wlasnosci, ze w kazdym
wierzchotku tego trdjkata schodzi sie nieparzysta liczba trojkatéw tej
triangulacji. Wykazaé, ze n jest liczba podzielng przez 3.

Rozwiazanie na str. 6

M 1608. Dana jest triangulacja pewnego n-kata, przy czym n > 4. Na czarno
malujemy wszystkie tréjkaty tej triangulacji, ktérych dokladnie jeden bok

jest przekatna danego n-kata, a na bialo — wszystkie tréjkaty tej triangulacji,
ktorych wszystkie trzy boki sa przekatnymi danego n-kata. Wykazaé, ze liczba
czarnych tréjkatow jest o 2 wieksza od liczby biatych tréjkatow.

Rozwiazanie na str. 10

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

£vI, CZARNA MATER 14

F 979. Stosunek czestosci kolejnych péttondéw muzycznej skali wynosi

/2 ~ 1,059. Przyjmijmy, ze odbieramy dzwick jako czysty, jesli rézni sie

> od przypisanej mu czestosci o nie wiecej niz 1/16 tonu. Ile co najmniej musi
trwaé dzwiek o czestosdci v1 = 880 Hz $piewany przez sopranistke, a ile dzwick
odpowiadajacy v, = 110 Hz épiewany przez glos basowy?

3872

G-

Rozwiazanie na str. 17

F 980. Zaobserwowano czastke o czasie zycia 7 = 3 - 1072%s. Z jaka dokladnodcia

mozna wyznaczy¢ jej mase spoczynkowa? Stata Plancka h = 6,63 - 10734 Js,
predkoéé swiatla ¢ = 3 - 103 m/s.

Rozwiazanie na str. 17
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Gomez-Géalvez Pedro i inni:
Scutoids are a geometrical solution to

three-dimensional packing of epithelia.

Nature Communications, 9 (1)

Skutoidy

o

Rys. 1. Dwa doskonale dopasowane
skutoidy

Przyroda geometrg
Krzysztof REJMER

Istnieje nieskoniczenie wiele bryl geometrycznych, ktérymi matematycy nigdy
dotad sie nie zajmowali, bo po prostu nie byty one dla nich wystarczajaco
interesujace. Czasem jednak zdarza sie, ze i niematematyk natrafi na co$, co
z pewnych powodéw okaze sie wazne, a wtedy robi si¢ naprawde ciekawie.

Tak wlasnie bylo w tym przypadku, gdy uczeni z Uniwersytetu w Sewilli oraz
Uniwersytetu Lehigh w Bethlehem (Pensylwania) zajmujacy sie badaniami
nabtonka odkryli nieznany wczeéniej ksztalt, jaki moga przyjmowaé jego
komorki, o czym w lipcu 2018 roku poinformowali w Nature Communications.

Tkanka nabtonkowa jest wszechobecna w zZywych organizmach i spelnia w nich
wielorakie funkcje. Wy$ciela ona jamy ciala oraz jego narzady wewnetrzne,
bierze udzial w transporcie czasteczek chemicznych, tworzy skoére, pelni
funkcje wydzielnicza w gruczotach dokrewnych, uczestniczy w odbieraniu
bodzcéw z zewnetrznego otoczenia, stanowi cze$é jader i jajnikéw, gdzie
zachodzace w niej podzialy prowadza do powstania plemnikéow oraz komorek
jajowych. Niewatpliwym przywilejem odkrywcow bylo nazwanie nowej bryty.
Wybrali nazwe skutoid, a dlaczego, o tym za chwile. Najpierw 6w skutoid
opiszemy. Wyobrazmy sobie graniastostup o podstawie pieciokata, ktéremu
odcinamy jeden z wierzchotkéw w taki sposéb, ze powstaje dodatkowa trdjkatna
$ciana. Skutoid to bryta bardzo zblizona do tego, co powstalo, przy czym
dopuszczamy deformowanie Scian: krawedzie traktujemy tak, jakby byty
polaczone przegubowo i dodatkowo kazda krawedZ mozemy rozciagaé i skracac.
Czyli przy deformacji nie zmieniamy wlasnosci topologicznych, kazda $ciana nie
zmienia liczby wierzcholkéw, ale nie musi by¢ juz nawet plaska figura. Skutoid
ma zatem osiem $cian: jedna tréjkatna, trzy czworokatne, trzy piecio- i jedna
szeSciokatna. Ma osiemnascie krawedzi i dwanascie wierzchotkéw. Przypomnijmy
jeszcze wzor Eulera:

W+S=K+2,
gdzie W, S i K to odpowiednio liczby wierzchotkéw, $cian i krawedzi
wieloscianu. Dokonana w graniastostupie zamiana I na Y zwigksza W o 2,
Sol,a K o3, awiec wszystko sie zgadza. Naturalnie prawdziwe komérki nie
sa wieloScianami, nie maja ostrych krawedzi ani ptaskich $cian, ale mozemy je
w ten sposob przyblizaé.

Dtugo przypuszczano, ze komoérki nabtonka przypominaja ksztattem
graniastostupy lub butelki. Okazuje si¢ jednak, ze moga one by¢ bardziej
skomplikowane. Moga by¢ na przyktad skutoidami. Dzigki temu ksztaltowi
daje si¢ z nich utozy¢, niczym z klockéw lego, bardzo dobrze upakowana
strukture. Rysunek 1 pokazuje dopasowanie dwéch skutoidéw. Co wiecej,
mozna w ten sposéb tworzy¢ zakrzywione i zarazem szczelne powierzchnie.

Ma to podstawowe znaczenie dla morfogenezy rozwoju tkanek. Wszystko
zaczyna sie od jednej komoérki, ktora sie dzieli, potem nastepuja kolejne
podziaty, tkanki réznicujg sie, tworza warstwy i narzady. Gdy warstwy skrecaja
sie i wyginaja, musza przy tym zmienia¢ ksztalt. Poczatkowo komérki sa
piecio- lub szesciokatnymi graniastostupami. Gdy tkanka rosnie i zarazem
wygina sie, jej géorna powierzchnia powieksza swoje pole; niektére komoérki
odksztatcaja sie, a przy tym moga by¢ budowane nowe krawedzie i nowe Sciany.
Niestety zmiana pola powierzchni i ewentualne pojawienie sie nowych krawedzi
pociaga za soba pewne wydatki energetyczne. Dopasowanie geometryczne to
jeden istotny czynnik, drugim jest zuzycie energii, niezbedny jest wiec jakis
kompromis pozwalajacy na stworzenie stabilnego i zakrzywionego ksztattu.
Symulacje komputerowe pokazuja, ze wydatki energetyczne sa stosunkowo
male, a wiec korzystne dla komoérek, gdy niektore z nich przyjmuja ksztalt
skutoidow. A zatem tam, gdzie jest krzywizna, tam moga by¢ rowniez
skutoidy. W tytule artykutu popularnonaukowego poswieconego temu odkryciu,
zamieszczonego w New Yorkerze, jego autor, Alan Burdick, napisal: wszyscy
jestesmy skutoidami.
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Bardzo to pickne, ale czy aby na pewno prawdziwe? Pewien niemiecki astrofizyk
onegdaj o$wiadczytl: Symulowalibysmy gwiazdy nawet wtedy, gdyby one nie
istnialy.

Otéz tak, tego rodzaju komoérki juz odkryto. Okazalo sig, ze skutoidami jest 75%
komérek nablonkowych w gruczotach §linowych muszki owocowej (Drosophila
melanogaster — dla genetykéw bedacej prawdziwym laboratorium) i 50%
komérek rozwijajacych sie fald zarodka owada. Wykryto je rowniez u danio
pregowanego (Danio rerio), ryby, ktora dzieki latwemu rozmnazaniu i szybko
przebiegajacemu cyklowi zyciowemu takze jest wdziecznym obiektem badan.

e Winien jestem jeszcze wyjasnienie dotyczace nazwy tej nowej bryty. Autorzy
Rys. 2. Scutellum kruszczycy zlotawki odkrycia dopatrzyli sie w niej pewnego podobienstwa do pancerza chrzaszczy,
Cetonia aurata. a konkretnie do fragmentu grzbietowej czesci segmentu skrzydtotutowia po
tacinie nazwanego scutellum (od scutum — tarcza), a po polsku zatarczkq. Jest
to niewielki tréjkat widoczny na grzbiecie chrzaszcza kruszczycy ztotawki,
pokazany na rysunku 2.

Nieoczekiwane zastosowania szeregu harmonicznego
* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie KCL?“OZ GR YSZKA *

Problem 1. Do dyspozycji mamy nieograniczona liczbe Problem 2. Na jednym z koncéw kilometrowej
prostopadlosciennych cegiel o jednakowym rozmiarze rozciagliwej nici siedzi mréwka. Zaczyna poruszaé

i masie. Cegly ustawiamy jedna na drugiej — bez uzycia sie ze stala predkoscig 1 em/s w kierunku drugiego
zadnych materialéw klejacych. Jak bardzo najwyzej konica. Po uptywie kazdej sekundy ni¢ wydluza sie
polozona cegla moze by¢ wysunieta w stosunku do cegly o jeden kilometr — natychmiastowo i jednorodnie na
polozonej najnizej? Rozklad masy w kazdej cegle jest calej dlugosci. Czy mréowka jest w stanie dotrzeé na
jednorodny. drugi koniec nici?

Zanim przedstawimy rozwiazania, przypomnijmy, ze szereg harmoniczny, suma
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych

+oo
1 1 1 1 1
I+§+§+Z+...—;E,
jest rozbiezny, czyli jego suma jest nieskonczona. Wynika to z nastepujacych
oszacowan
1+1+1+ + L _ (! + 1+1 + 1+1+1+1 +...+ ! +.o 4+ ! >
12 3 " o2v—1 - \1 23 45 6 1) 7 \2N-t T oN—d

AL NS U WS U U S 0 N O S B
2) " \4 4 8 '8 8 8) T \oN T oN ] oor
N———

1 1 1

2 2 2

Rozbieznosé tego szeregu odgrywa kluczowa role w rozwigzaniach obu
probleméw.

Rozwiazanie problemu 1. Chcemy ustawié¢ wieze, ktérej najwyzsza cegla
bedzie wystawata mozliwie daleko. Eksperymentujac, na przyktad z kostkami
domino, mozemy zauwazy¢, ze nizsze kostki warto wysunaé mniej niz te wyzsze;

wyzsze maja ,swobode”, gdyz musza utrzymaé na sobie mniej kostek (rys. 1).
Rys. 1

Przyjmijmy, ze kazda cegta ma dlugosé 2. Masa cegiet jest roztozona

jednorodnie, tak ze $rodek ciezkosci znajduje si¢ dokladnie w potowie dlugosci
+Z prawej strony” oznacza, ze lewy koniec  cegly. Jakie wysunigcie mozna osiagnaé w ten sposéb z czterech cegiet?
podkladancj cegly ma wspdlrzedna Odwr6émy kolejnoéé budowania i zacznijmy od cegly najwyzszej — niech kazda
wickszg niz lewy koniec cegly X . I o .
bezposrednio nad nia. nowa cegla bedzie dokladana na spdéd wiezy z jej prawej strony.
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Rys. 2. Optymalna wieza z pigciu cegiel.
Najwyzsza cegla znajduje si¢ w calodci
poza zasiggiem najnizszej cegly.

Wzoér

ZHk —(n+1)H, —
k=1

jest prawdziwy dla wszystkich n > 0.
Wykazemy to indukcyjnie. Zalézmy, ze
powyzsza rownosé jest prawdziwa, wtedy
zachodzi nastepujace:

n+t1

ZHk 7ZHk+Hn+l =

:(n+1)ann+Hn+1:

1
= VD (Hps1— —— ) —n+Hppy =
(n+)< +1 n+1) n-+ +1

=(n+2)H,y1—(n+1).
Nalezy jeszcze sprawdzié pierwszy krok
indukcji i tozsamo$é bedzie udowodniona.

.1

Rozwigzanie zadania M 1607.
Pomalujmy kazdy tréojkat danej
triangulacji na czarno albo na bialo

w taki sposéb, aby tréjkaty majace
wsp6élny bok mialy rézny kolor. Takie
kolorowanie mozna uzyskac
rozpoczynajac od pomalowania dowolnego
trojkata, a nastepnie kolorujac kolejno
tréjkaty graniczace bokiem

z pomalowanymi dotychczas. Oznaczmy
liczby biatych i czarnych tréjkatow
odpowiednio przez b i c.

Z warunkéw zadania wynika, ze wszystkie
boki danego n-kata naleza do tréjkatéw
triangulacji tego samego koloru; bez
straty ogolnosci przypusémy, ze jest to
kolor czarny. Tymczasem kazda przekatna
triangulacji jest bokiem doktadnie
jednego tréjkata czarnego i jednego
tréjkata biatego. Stad wniosek, ze lagczna
liczba narysowanych przekatnych jest
réwna 3b, a lgczna liczba bokéw n-kata

i narysowanych przekatnych jest réwna 3c.

W konsekwencji n = 3(c — b).

W $rodku pierwszej cegly zaczepmy pozioma o$ liczbowa — wspotrzedne srodkdw
wiez bedziemy oblicza¢ wzgledem tej osi.

Pierwsza dotozona pod spdd cegla musi by¢ ustawiona tak, by gérna cegta nie

wystawata o wiecej niz 1 — w przeciwnym przypadku $rodek cigzkoSci gornej

cegly znajdowalby si¢ poza punktem podparcia i wieza przewrdcitaby sie.

Jak teraz dostawi¢ trzecig cegle? Srodek ciezkosci dwéch gérnych cegiel ma

wspotrzedna %(0 +1) = 3, jest to wspdtrzedna lewego konca trzeciej cegly, ktoérej
3

srodek ciezkosci ma wspéirzedng 1 + % = 3.

Jeszcze czwarta cegla. Srodek ciezkosci trzech dotychezas ustawionych cegiel
ma wspolrzedna 5 1 (0 +1 + §) = 5 Czyli érodek ciezkosci czwartej cegly ma
wspolrzedna 1 —|— 3 + 3 KoleJne cegly sa wysunigete w prawo o 1, %, %

w stosunku do cegly powyzej.

Ustawiajmy kolejne cegly w ten sposéb i zaprzegnijmy do pracy szereg
harmoniczny. Oznaczmy przez H, =Y ;_, % Pokazemy ogdlny wzor na
wspdblrzedng lewego korica n-tej cegly — a mianowicie jest ona réwna H,_1 — 1
dla n > 1. Rozumowanie poprowadzimy indukcyjnie. Przypadek, gdy n = 2,
przeanalizowaliSmy powyzej, zalézmy zatem stusznosé wzoru dla pewnego n > 1.

Zauwazmy na poczatek, ze srodek ciezkosci k-tej cegly, dla 1 < k < n, ma
wspdlrzedna réwng Hy_ 1 (kazda cegla ma dlugosé 2) oraz $rodek ciezkosei
pierwszej cegly ma wspélrzedna réwna 0. Tym samym $rodek ciezkosci
wszystkich n cegiel ma wspoétrzedna réwna

n—1
(» 1
”(M;Hk) = —(nHy1 —(n—1)) =
gdzie réwno$é (x) uzasadniona jest na marginesie. Pamietajac, ze §rodek
ciezkosdci n cegiel wyznacza polozenie lewego konca cegly (n + 1)-wszej,
otrzymujemy teze.

1
anl"_*_l:Hn_lv
n

Podsumujmy: prawy brzeg najwyzszej cegly ma wspoélrzedna 1, lewy koniec
kazdej kolejnej cegly ma wspélrzedna rowng Hi_1 — 1. W szczegdlnodci mozliwe
jest ustawienie takiej wiezy, zeby wysuniecie byto réwne jednej, dwém lub
dziesieciu dlugosciom cegly. W teorii wysuniecie moze by¢ dowolnie duze.
Wysuniecie wieksze niz 1 uzyskamy juz dla 5 cegiel (rys. 2), dlugosci 2 dla

32 cegiel, dlugoéci 3 dla 228 cegiel. Ile cegiet jest potrzebnych do wysuniecia
dhugoéci 47

Rozwigzanie problemu 2. Rozwazmy ogdlniejszy problem: s to poczatkowa
dlugosé nici; d — kazdorazowe wydtuzenie nici; v — dystans pokonywany przez
mréwke w ciagu kazdej sekundy (miedzy wydluzeniem nici). Zobaczmy, co stanie
si¢ w pierwszej sekundzie: mréwka pokonata % czesci calej nici, ktéra rozciaga
sie nastepnie jednorodnie. Po tym rozciagnieciu mréwka nadal ma za sobg taka
sama czes¢ calej nici. W drugiej sekundzie sytuacja jest podobna — mréwka
pokona 5 czesci nici (o dlugosci s 4 d), a wigc tacznie pokona ¥ + Srq calej
drogi. Zauwazmy, ze proces rozciagania nie wplywa na to, w jakiej czesci nici
znajduje si¢ mréwka. Po trzeciej sekundzie mréwka pokona T + Si—d + 35a
nici. Niech funkcja f(n) okresla cze$é nici przebyta w czasie n sekund (przed
rozciagnieciem). Mozemy stwierdzié, ze

n

fo) =% ——.
;_Oerkd

Zauwazamy jednak, ze dla k > 0 zachodzi a2 ﬁ T, stad
=z — - H, -H,.
fo)> S g > o

s+d

Poniewaz H,, jest rozbiezny, to istnieje takie n, dla ktérego H,, > ; dla
takiego n otrzymujemy f(n) > 1. A to oznacza, ze mréwka dotarta na drugi
koniec nici!

Zauwazmy rzecz niezwykla — niezaleznie od wyboru wartosci v, s oraz d, mréwka
ostatecznie zawsze pokona calty dystans. Potrzebne jest jednak robocze zatozenie,
ze mrowka jest nieSmiertelna. Aby sie przekonaé¢ dlaczego, odpowiedzmy

na pytanie: jak dtugo mréwka bedzie musiata kroczyé, aby osiagnaé swéj cel?

6



HURRA I

Problem 2 oraz jego wariant wydaja sie
sprzeczne z intuicja i z tego powodu
czesto okresla sig¢ je mianem paradoksu —
jest on zblizony w swojej naturze do
paradoksu Achillesa i zélwia.

Réwnanie wystepujace w rozwigzaniu
Problemu 2’ jest typu
Lagrange’a—d’Alemberta i jego (dos$¢
skomplikowane) rozwigzanie pomijamy.

Stata Hubble’a opisuje tempo ekspansji
Wszechswiata. Jej dokladna warto$é nie
jest znana, jednak dane z obserwacji
odlegtych obiektéw wskazuja jej wartosé
w granicach 67-74 kilometréw na sekunde
na kazdy megaparsek (parsek to

w przyblizeniu 3,2616 lat $wietlnych).

Na tym nie koricza sie zastosowania
rozbieznosci szeregu harmonicznego.
Mozna za jego pomoca wykazaé istnienie
nieskonczenie wielu liczb pierwszych
(zobacz: A7) lub dowie$é twierdzenia
Schura (zobacz: A).

Ot6z ma miejsce nastepujace przyblizenie

Vo= v VoW (n—1)d
=- —— -4+ -In(1+-—].
J(n) s+;s+kd $+dn(+ s+d
Po przeksztalceniach otrzymujemy jawny wzor na n — przyblizony czas marszu
mréwki wynosi
s+d a_a S
n = ev s .
d d
W szczegdlnosci, dla danych opisanych w naszym problemie otrzymujemy
n & 2,065 - 10*342% sekund. To duza (!) liczba — szacowany wiek Wszech§wiata
to okoto 4 - 1017 sekund.

Problem 2 mozna uogblni¢ na przypadek, w ktérym nie tylko mréwka

porusza sie ze stala predko$cia, ale réwniez nié¢ rozciaga sie stale (tj. w kazdej
chwili ze stala predkoscia). Innymi stowy — przypadek dyskretny oméwiony
powyzej zamieniamy na problem z czasem ciaglym. Przy czym ostrzegamy: do
rozwiazania uzyjemy rownania rézniczkowego.

Rozwiazanie problemu 2’. Niech x(t) oznacza pozycje mréwki w chwili ¢. Nié
zaczepiamy na osi liczbowej tak, ze jej nieruchomy koniec jest w punkcie x = 0,
drugi za$ koniec przesuwa sie wzdtuz dodatniej pétosi. Predkosé, z jaka porusza
sie mréwka, jest rowna v powiekszonemu o biezaca predkosé, z jaka rozciaga sie
dany kawatlek nici. Aktualna dlugoéé nici to s + td i tylko drugi koniec porusza
sie z predkoscia d — punkt odlegly o x(¢) od punktu poczatkowego mréwki
porusza si¢ z predkoscia d - :jf?d proporcjonalna do polozenia na nici. Réwnanie
rézniczkowe (ostrzegaliSmy) opisujace taka sytuacje:

dx(t)

s+td

() =v+

Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja
2(t) = (s +td) - (A + g In(s + td)) ,

gdzie A € R jest pewna nieznana stata. Wyznaczamy ja przez uwzglednienie
warunku z(0) = 0, ktéry znajduje sie w opisie problemu. Otrzymujemy
A= —%Ins, a tym samym )

d
x(t)==-(s+td)-In[ 1+t— ).
(0= G+t (145
Rozwiazanie problemu polega teraz na znalezieniu takiego ¢, dla ktérego
x(t) = s + td. Korzystajac z wyprowadzonego przed chwila wzoru, mozemy

wykazaé, ze
S d
t:f(?fl)
e

Oznacza to w szczeg6lnosci, ze dla dowolnego v > 0 oraz dowolnych
s,d > 0 mréwka zawsze dotrze na koniec nici. Jezeli s = 1km, d = 1km/s
oraz v = 1 cm/s, to t ~ 2,807 - 10*342% sekund. Jest to wynik bardzo zblizony do
tego otrzymanego w przypadku dyskretnym. Co wiecej, mozna zauwazy¢ spore
podobienstwo w otrzymanych wzorach przyblizajacych czas wedréwki.

kkk

Zostawmy chwilowo szereg harmoniczny i przyjrzyjmy sie ekspansji
Wszechéwiata. Wspdlczesny model kosmologiczny bazuje na dwoch kluczowych
obserwacjach:

e obiekty odlegle od Ziemi oddalaja sie od niej,
e tempo oddalania jest proporcjonalne do odlegloséci od Ziemi.

Te obserwacje to tak zwane prawo Hubble’a. Taki model Wszech$wiata jest
zblizony w opisie do Problemu 2 (réwniez 2') — Wszechswiatem jest nié, a jego
ekspansja to jej rozciaganie. Zauwazmy, ze w modelu z nicig tempo rozciggania
byto proporcjonalne do odlegloici od jednego z konicéw nici (tego, z ktérego
zaczynala swéj marsz mrowka) — odpowiada to dokladnie prawu Hubble’a.

Co w szczegblnoséei wynika z rozwigzania probleméw 2 i 2’ dla podboju
Wszechéwiata? Nie musimy przejmowacé si¢ tym, ze dalsze punkty uniwersum
oddalaja sie coraz szybciej. Majac do dyspozycji odpowiedni statek i duzo czasu,
mozemy dotrze¢ do dowolnego punktu w obserwowalnym kosmosie.
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A jednak sie da (VIII),

czyli saga kryptologiczna w odcinkach.
Tym razem: o lganiu w zZywe oczy.

tukasz RAJKOWSKI

W poprzednim odcinku naszej sagi (Ay)
przedstawiliSmy milosna historie Aldony i Bogumita.
Ponizej prezentujemy jej dosé¢ dramatyczna kontynuacje,
widziang oczami Aldony:

Aldona ma problem sercowy. Na dyskotece z okazji
ostatniego dnia kolonii poznata chlopaka, Bogumila.
Byl calkiem sympatyczny, wiec nawet ucieszyla

ste, gdy zadzwonil do niej kilka dni po zakoriczeniu
wyjazdu. Umowili sie na ciastka, przyniost jej bardzo
tadne kwiatki i tak zaczeli sie spotykaé. Bogumil
wydaje sie bardzo porzgdny, jednak jaka$ cze$é serca
Aldony wcig? tesknie wzdycha do innego poznanego na
koloniach chlopaka, Dobromira, z ktorym od pewnego
czasu koresponduje. Aldona nie jest jeszcze pewna
swoich uczul i nie chcialaby zamykac sie na Zadng

z moZliwosct, co jest zupelnie zrozumiale. Problem

w tym, Ze Bogumil zdaje sie wiedzie¢ o jej kontakcie

z Dobromirem i by¢ moze lada chwila bedzie sie od

niej domagal ujawnienia korespondencji. Aldona jest
wielkqg mitosniczkq kryptografii, w zwigzku z czym do
komunikacji z Dobromirem uZywa protokolu szyfrowania
RSA. Niestety, Bogumil nie jest w ciemie bity © wie,

ze w tym protokole Aldona nie moze udawaé, Ze
zaszyfrowala inng wiadomosé niz w rzeczywistosci. Czy
istnieje sposob, dzieki ktoremu Aldona moglaby wmawiad
Bogumitowi, Ze przesylane przez nig do Dobromira listy
majq tres¢ inng niz naprawde?

Protokél, ktorego potrzebuje Aldona, nosi nazwe
szyfrowania wypieralnego (jest to do$é karkotomna
proba autora tlumaczenia angielskiego terminu deniable
encryption). Zanim mu sie przyjrzymy, wyjasnijmy
najpierw, na czym polega wspomniana w powyzszej
historii wada szyfrowania RSA. Temu szyfrowaniu
poswiecony byt pierwszy odcinek sagi, zamieszczony

w A, ponizej przedstawiamy skrétowe przypomnienie:

Niech p, ¢ beda duzymi liczbami pierwszymi i niech

n=pq, ¢ = (p—1)(¢ — 1). Dobromir losuje liczbe e (klucz
publiczny) wzglednie pierwsza z ¢ i znajduje d (klucz
prywatny) takie, ze ed = 1 (mod n), a nastepnie upublicznia e
(podczas gdy d zachowuje dla siebie). Dla m < n niech
Enc(m) = (m® mod n) i Dec(c) = (¢* mod n). Wéwczas
obliczenie Enc(m) (czyli szyfrowanie wiadomosci m) jest
szybkie i proste, ale obliczenie m na podstawie ¢ = Enc(m)
(czyli tamanie szyfru) juz nie, chyba ze znamy d, gdyz
zachodzi Dec(Enc(m)) = m (mod n) (czyli Dec to funkcja
deszyfrujaca). Jest to przyklad szyfrowania z kluczem
publicznym — wszyscy moga zaszyfrowywa¢ wiadomoéci, ale
tylko wybrancy moga je odszyfrowywaé.

Zauwazmy, ze oszalaly z zazdroéci Bogumil, ktéry nakryt
Aldone na wysylaniu szyfrogramu (czyli zaszyfrowanej
wiadomosci) ¢ do Dobromira, mégtby prébowaé wymusié
na niej ujawnienie tresci wiadomosci m. Niestety,
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Aldona nie moglaby udaé, ze chciata wystaé inna
wiadomo$¢é m’ niz w rzeczywistosci. Bogumit ma
dostep do klucza publicznego e i wie, na czym polega
szyfrowanie, w zwiazku z czym wystarczy, ze sprawdzi,
czy ¢ = Enc(m’) — jedli nie, dowiaduje sie, ze m’ #m

i Aldona prébowalta go oszukadé, co czyni go jeszcze
bardziej sfrustrowanym. Mozna odnie$é¢ wrazenie, ze nie
sposéb skonstruowaé protokotu szyfrowania z kluczem
publicznym, ktéry bylby pozbawiony tego mankamentu
— rzecz jasna, gdyby to byla prawda, nie pisalibySmy

o tym w ramach naszego cyklu: A jednak sie da!

Naturalnie, wystarczy nam umiejetnosé wypieralnego
szyfrowania pojedynczego bitu — wszak dowolnie dluga
wiadomo$é mozna rozbié na bity i osobno zaszyfrowaé
kazdy z nich. Takie szyfrowanie mozna przedstawic

w postaci dwéch czynnosci: X i Y oraz klucza k.
Dobromir informuje Aldone, ze jesli chce ona wystaé

do niego bit 0, powinna wykonaé czynnosé X, a jesli
chce wystaé 1 — wykonuje Y. Klucz k powinien pozwalaé
Dobromirowi na rozstrzygniecie, czy Aldona wykonala
X czy Y. Oczywidcie, aby to szyfrowanie mialo sens, bez
znajomosci k to rozstrzygniecie powinno by¢ bardzo
trudne. Rozwazane szyfrowanie bedzie wypieralne,

jesli dla zadnej z tych czynnosci nie istnieje dowdd
(niewymagajacy klucza k), ze wykonalo sie wlasnie te
czynno$é. Istotnie, gdyby dla ktérej$ z nich istnial taki
dowéd (powiedzmy dla X), to po wykonaniu Y Aldona
nie moglaby udawaé przed Bogumiltem, ze uczynila X
(gdyz wéwezas Bogumil wie, ze moze domagaé sie
dowodu, a jesli go nie dostanie, dowiaduje sie, ze Aldona
ma przed nim jakie$ sekrety).

Najpierw przedstawimy protokél, w ktérym tylko
czynno$¢ X bedzie pozbawiona wspomnianego
sdowodu wykonania” (czyli Aldona moze udawaé, ze
przeslala 0, gdy przestala 1, ale nie odwrotnie). W tym
wypadku X bedzie oznacza¢ przestanie Dobromirowi
losowego elementu ze zbioru {0, 1}! (tzn. zbioru

ciagbéw binarnych dlugosci t) dla pewnej (duzej) liczby
naturalnej t. Czynnoscia Y bedzie z kolei wystanie
losowego elementu z pewnego podzbioru S zbioru {0, 1}
Pojawia sie tutaj pewien szkopul — przeciez element z S
jest réwniez elementem z {0, 1}f, zatem po wykonaniu Y
Dobromir nie jest w stanie stwierdzi¢ ze stuprocentowa
pewnoscia, ze nie zostalo wykonane X. Sto procent to
faktycznie za duzo, ale jedli zbiér S jest dostatecznie
maly w stosunku do {0, 1}, to szansa na wyb6r elementu
z S przy losowaniu z {0,1}! jest pomijalnie mata
(mniejsza niz, powiedzmy, 27190) w zwiazku z tym
czynnoéci X 1 Y maja praktycznie roztaczne skutki.
Pojawito sie nam w ten sposéb pierwsze naturalne
wymaganie wobec zbioru S:

(a) stosunek |S|/2¢ jest bardzo maly.



Kolejne wymagania wobec zbioru S sa bezposrednimi
konsekwencjami sformulowanych wcze$niej wlasnosci
czynnosci X 1 Y prowadzacych do uzyskania protokotu
szyfrowania (,,polowicznie”) wypieralnego:

(b)
()
(d)
()

tatwo generowaé losowe elementy zbioru S bez
znajomosci klucza k,

bez znajomosci klucza k trudno stwierdzi¢, czy dany
x € {0,1}* nalezy do S,

znajac klucz k, tatwo stwierdzié, czy dany z € {0,1}
nalezy do S,

bez znajomosci klucza k praktycznie nie sposéb
udowodnié, ze dany x nienalezacy do S faktycznie
nie nalezy do S.

Uff, pozostaje nam teraz ,tylko” wskazaé¢ taki magiczny
(mozna poetycko napisaé: przezroczysty) zbioér S,
spelniajacy wlasnosci (a)—(e). Zwrécimy najpierw uwage
na pewna charakterystyczna wtasnosé funkcji Enc przy
szyfrowaniu z kluczem publicznym. Jej obliczenie jest
proste, natomiast jej odwrdcenie bardzo trudne, o ile nie
znamy klucza prywatnego. Jesli potraktowaé Enc jako
funkcje z {0,1}* do {0,1}* dla pewnej liczby naturalnej s
(mozemy tak zrobié, zapisujac argumenty i wartosci

w postaci binarnej), takie funkcje zwyklo sie nazywaé
Sfunkcjami jednokierunkowymsi z zapadkg — tatwo obliczaé
ich wartoéci i trudno je odwracaé (jednokierunkowosé)
bez podpowiedzi (zapadki).

Okazuje sie, ze dla kazdej funkcji jednokierunkowe;j
f:{0,1}* — {0,1}* mozna wskazaé ,funkcje trudnego
bitu”, tzn. funkcje B: {0,1}* — {0,1} taka, ze B(x) jest
trudne do obliczenia, jedli znamy tylko warto$é f(z).
Méwi o tym twierdzenie Goldreicha—Levina.
Odpowiednie definicje ,trudnosci” sa w tym kontekscie
dos¢ skomplikowane — na potrzeby artykutlu ograniczymy
sie do stwierdzenia, ze dla odpowiednio duzych

wartoéci s z omawianymi tutaj trudnymi zadaniami nie
poradzi sobie zaden ziemski komputer.

Ustalmy pewna funkcje jednokierunkowsa

f:{0,1}* — {0,1}* z zapadka k oraz odpowiadajaca

jej funkcje trudnego bitu B. Ustalmy liczbe naturalng ¢,
(duzo) wigksza od s. Dla dowolnego ciagu y z {0,1}*
rozwazmy ciag z {0,1}! powstaly przez dotaczenie

do ft=*(y) (gdzie ,potegowanie” funkcji oznacza
krotnoéé iteracji) ,trudnych bitéw” z y, f(y), f2(y), ...,
ft=571(y), a zbiér tak powstalych ciagéw oznaczmy
przez S, to znaczy

S={""WIBIBEWIB ) .- |BUf " y):

y €1{0,1}°},
gdzie znak ,|” oznacza laczenie ciagdéw. Zbiér S ma
wszystkie pozadane wlasnoéci! Istotnie, jego rozmiar to 2°
(co w poréwnaniu z 2! jest bardzo male, wigc spelnione
jest (a)), a spos6b generowania elementéw z S, wychodzacy
od dowolnego elementu y z {0,1}* (i niewymagajacy
klucza k), zostal przedstawiony wyzej (wlasnosé (b)). Jesli
dostaniemy dowolny = € {0, 1}, to aby stwierdzi¢, czy jest
to element z S, musielibySmy sprawdzié, czy jego ostatnie
t — s bity sa ,trudnymi bitami” dla z, f(z), ..., ff=5"1(y)
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dla pewnego y € {0,1}%, o ktérym wiemy jedynie, ile wynosi
Fi%(y) (jest to pierwsze s bitéw z). Zgodnie z definicja
Htrudnego bitu”, bez znajomosci k jest to zadanie trudne
(zatem spelniona jest wlasnoéé (c)), a znajac k — latwe
(co oznacza (d)). Ponadto, nie znajac k, praktycznie nie
mozna udowodnié, ze dany x spoza S faktycznie do niego
nie nalezy — ponownie, jak poprzednio, nalezatoby obliczy¢
odpowiednie ,trudne bity” i uzasadnié, ze si¢ nie zgadzaja
z ,ogonem” x, a tego bez klucza zrobié nie umiemy, co
uzasadnia ostatnia wlasnosé (e). Przypomnijmy jednak,
7e nasz sukces jest niestety potowiczny — Aldona moze
udawaé tylko ,,w jedng strone”.

Teraz czas na przedstawienie czynno$ci X i Y,
z ktérych obie sg pozbawione ,,dowodu
wykonania” (no dobrze — tak szczerze méwiac,
jedna z nich bedzie go pozbawiona z duzym
prawdopodobiernstwem). Polega on na odpowiednim
w,zamaskowaniu” ktopotliwej sytuacji, ktorej
do$wiadczyliSmy poprzednio. Teraz Aldona wybiera
liczbe naturalna n i losuje ¢ < n. Nastepnie losuje

X1,T2,...,Ta_1 ze zbioru S; oraz (jedli i < n)
T2it1,-- -, Tap ze zbioru {0, 1}, Czynnoéé X polega

na wylosowaniu y; ze zbioru {0,1}!, a czynnoéé Y — na
wylosowaniu xg; ze zbioru . Oczywiscie Dobromir

— podobnie jak poprzednio — moze bez problemu
sprawdzié, co chciata przesta¢ Aldona. Ponadto, jesli
Aldona zrobila X, moze $mialo wmawiaé¢ Bogumilowi, ze
zrobila Y — wystarczy, ze bedzie twierdzié, ze xo; bylo
wylosowane z {0, 1}! (czego i tak nie bylaby w stanie
udowodnié), oraz pokaze mu, jak wygenerowala xo;_1
(co bedzie dowodem, ze nalezy ono do S). Co, jesli
Aldona zrobila Y i chce przekonaé¢ Bogumila, ze bylo

to X? Wtedy moze mu powiedzieé, ze zaréwno xs;,

jak i wg;_1 byly wylosowane z {0, 1}, i pokaze, jak
wygenerowala xo;_o z S. W takim przypadku Bogumit
rowniez nie jest w stanie wykry¢ szwindlu. Czy aby

na pewno? Zauwazmy, ze Aldona moze nieszczesliwie
wylosowac ¢ = 1 i wéwczas, jesli zrobita Y i chce
wmoéwi¢ Bogumilowi, ze byto inaczej, to twierdzitaby,

ze wszystkie liczby 1, . .., T2, byly wylosowane z {0, 1}
— taka sytuacja nie jest jednak dopuszczalna przez
protokét. Wydawaé by sie moglo, Ze nie jest to problem
— przeciez to Aldona jest ,strong losujaca”, wiec jesli
wylosuje ¢ = 1, moze $miato powtérzy¢ losowanie. Dla
jednego bitu takie oszustwo mogloby przejsé, ale (jak

to w kryptografii) zakladamy, ze przeciwnik (tutaj,
niestety, Bogumil) ,zna system” i w koricu zorientowalby
sie, ze protokdl nie jest taki, jak méwimy (tzn. nigdy
nie wylosowaliSmy i = 1, chociaz po dtuzszym czasie
powinno to si¢ zdarzyé). W tej sytuacji nalezy po prostu
uznaé, ze nasze rozwiazanie nie jest idealne i z grubsza
,raz na n”, niestety, préba oszustwa wychodzi na jaw.

Rzecz jasna, opisane tu uczuciowe rozterki miaty
jedynie doda¢ calej historii kolorytu. Mamy jednak
nadzieje, ze Czytelnikom latwo bedzie uwierzy¢

w znaczenie przedstawionej idei dla bezpieczenstwa
w cyberprzestrzeni.
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Rozwigzanie zadania M 1606.
Rozpocznijmy od pomalowania trzema
kolorami wierzchotkéw dowolnego
trojkata triangulacji. Po usunieciu tego
tréjkata wielokat zostanie podzielony na
co najwyzej trzy mniejsze, z ktérych
kazdy ma pomalowany dokladnie jeden
bok. W kazdym z uzyskanych wielokatéw
pomalujmy trzeci wierzchotek tréjkata,
ktorego jeden bok jest juz pokolorowany
(mozna to zrobié jednoznacznie)

i podobnie jak wczedniej — usunmy ten
trojkat. Wéwcezas ponownie otrzymamy
mniejsze wielokatne czesci

z pomalowanym doktadnie jednym
bokiem. Pozostaje kontynuowaé ten
spos6b postgpowania do momentu
pomalowania wszystkich wierzchotkow.
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Rozwigzanie zadania M 1608.
Pomalujmy na szaro wszystkie tréojkaty,
ktorych dokladnie jeden bok jest
przekatng danego n-kata i oznaczmy
przez b, ¢, s odpowiednio liczby bialtych,
czarnych i szarych trojkatéw.
Skoro n > 3, to nie istnieje tréjkat,
ktérego wszystkie boki sa takze bokami
danego n-kata, wiec kazdy z n — 2
trojkatéw zostal pomalowany doktadnie
jednym kolorem, czyli
b+c+s=n—2.
Kazdy czarny tréjkat ma doktadnie dwa
boki bedace bokami danego n-kata,
a kazdy szary trojkat ma dokladnie jeden
taki bok. Stad
2c+ s =n.
Pozostaje zauwazy¢, ze
c—b=2c+s—(b+c+s)=
=n—(n—-2)=2.

Towarzysza zyciu od poczatku

Dzi$ nie bedzie ani lekko, ani $émiesznie. Problem zachorowan dzieci i dorostych
na odre zrobil sie (dostownie) $miertelnie powazny. Temat wiaze sie bezposrednio
z ruchami antyszczepionkowymi. Przedstawie tylko dane, bez argumentacji. Na
jakakolwiek rzeczowa debate o tym brak tu miejsca. Zacznijmy od podstawowych
faktéw.

WIRUSY to mikroskopijne czastki infekcyjne, sktadajace si¢ z DNA lub RNA
otoczonymi powtoka biatkowa. Nie moga ,,zy¢” poza komoérka gospodarza, poniewaz
brak im genéw kodujacych podstawowe enzymy metabolizmu. Wychodzac z wlasnej
informacji genetycznej, sa w stanie powiela¢ wlasne geny i sterujac gospodarzem,
korzystajac z jego metabolizmu, wyprodukowaé kolejne pokolenia wiruséw. Genomy
najprostszych to 4 geny, najbardziej ztozonych — okoto 200. Najprostsze znane
bakterie, ktére zyja samodzielnie, maja w genomie okoto 400 genéw. Z punktu
widzenia rodzaju gospodarza rozrézniamy wirusy zwierzece, roslinne, bakteryjne.
W 1935 roku udato sie, ku zdziwieniu badaczy, wykrystalizowaé roslinny wirus,

co na wiele lat pozwolito zadawaé podstepne pytanie: czy wirus to twér zywy,
zyjacy...?

Wirusy potrafia tez modyfikowaé drogi metaboliczne gospodarza, hamujac

procesy ,zdrowej” komorki. Sa tez takie, ktére integrujac swoj genom z genomem
gospodarza, trwajg tam w formie utajonej i czesto nadajag zainfekowanej komérce
cechy nowotworowe. Mamy wiele ktopotéow z wirusami chorobotwérczymi, ale

tez dzigki prostocie budowy wiruséw uzyskano w badaniach duzo, bardzo duzo
bardzo pozytecznych informacji, takze o podstawowych funkcjach samych komoérek.
A poniewaz wiele wiruséw zakaza bardzo rézne typy komorek, to od lat trwaja takze
préby przeksztalcenia wiruséw w wektory wnoszace wybrane geny (terapeutyczne)
do komérek eukariotycznych.

Cykl zycia wiruséw jest krétki (liczy sie w godzinach), a tempo mutacji wysokie.

Skad sie wirusy wziety? Jaka byla ich ewolucja? Najbardziej przemawia mi

do wyobrazni hipoteza koewolucji wiruséw (bo o ich pochodzeniu mozna tylko
spekulowad). Zgodnie z nig w sasiedztwie zrédet pokarmu niegdy$ (4 mld lat temu?)
male fragmenty informacji genetycznej zdolne do samoreplikacji (replikony)
zamykaly sie w pecherzykach lipidowych, ktére stopniowo, pochtaniajac zwiazki
pokarmowe, rosty do rozmiaréw i funkcji pre-komérek. Mozliwe takze, ze

w $rodowisku pre-komoérek znajdowaty sie pecherzyki lipidowe z replikonami, co
umozliwiato ich wspélng ewolucje. W wiekszosci genoméw komérek eukariotycznych
(takze ludzkich) znajduje sie odcinki dzi$§ nieaktywnych sekwencji niegdysiejszych
wiruséw. Zostawily swdj élad, nieszkodliwy, wiec ewolucja ich nie wyeliminowata.

Genom WIRUSA ODRY to jednoniciowy RNA, zakaza jedynie ludzi i naczelne,
infekcja rozpoczyna si¢ od limfocytéw. Do komoérek wchodzi tylko RNA wirusa, po
czym wewnatrz komérki dochodzi do pelnej syntezy nowych wiruséw. Od kazdego
ze szczepow (od A do H) chroni jedna, uniwersalna szczepionka, poniewaz

maja wspOlny serotyp (serotyp — odmiana mikroorganizmu charakteryzujaca

si¢ antygenami znajdujacymi sie na jego powierzchni). Wspélczesny wirus odry
prawdopodobnie oddzielil si¢ od bydlecego wirusa w VII wieku n.e.

CHOROBA. Zakazenie droga kropelkowsg jest szybkie

i proste. Po 10-12 dniach pojawiajg sie wysoka goraczka,
objawy zazigbienia, utrata apetytu. Po kilku dalszych
dniach wystepuje przez 3 dni guzetkowata wysypka;
wladnie wtedy chory przestaje zakaza¢. Objawy mijaja
po 2-3 tygodniach, ale... az u 40% chorych zdarzaja

sie powiktania, ktére moga konczy¢ sie utraty wzroku,
wrzodami w jamie ustnej, powazng biegunka, utrata
stuchu, zapaleniem médzgu, nawet Smiercia. Najczesciej
powiktania dotycza dzieci ponizej 5 lat, na 1000 chorych
umiera 1-2. Niedawno z odra skojarzono podostre
stwardniajace zapalenie mézgu (SSPE, zapadalno$é
1 na 1400 nieszczepionych chorych), ktére moze wystapié
10—20 lat po pierwotnym zachorowaniu i jest Smiertelne.

Nie istnieje zaden LEK przeciw odrze. W nieszczepionej
populacji jedna osoba zakaza 12-18. Przed wprowadzeniem
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szczepionki w 1963 roku w Stanach Zjednoczonych
chorowaly rocznie 4 mln oséb, a 500 umierato. Wirusolodzy
uwazali, ze jest to jeden z wiruséw, ktérego moglibySmy

sie pozby¢ z Ziemi (jak wirusa ospy). Niestety w wyniku
aktywnosci ruchéow antyszczepionkowych odra wrécita.

W Polsce w pierwszym kwartale 2019 liczba zachorowan
wzrosta niemal o$miokrotnie w stosunku do roku 2018.

W Europie w 2018 roku odnotowano 82 596 zachorowan,

to najwyzsza liczba od ponad dekady, 15-krotnie wyzsza

w poréwnaniu do 2016 roku.

Mam tez dobrg wiadomo$é: przy prawidlowej dawce
szczepionka zabezpiecza na cale zycie; bardzo rzadko
towarzyszg szczepieniu niepozadane, krétkotrwale skutki
uboczne. Urodzeni przed 1960 rokiem na pewno szczepieni
nie byli.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Hubert Mikolaj Szymanski, Maciej Szymanski,

Jarowit Stanistaw Sledzinski, Jakub Ignacy Tyrala,
Marek Zbysinski

Laureaci III stopnia:

FLukasz Mateusz Besuch, Barttomiej Bychawski,
Maja Zuzanna Bzowska, Marcel Jerzy Chwiatkowski,
Kamil Dalidowicz, Marta Zyta Dawidowska,

Wyniki
Olimpiad
2018/2019

XIV Olimpiada Matematyczna Junioréw

W XIV Olimpiadzie Matematycznej Junioréw (dawniej Gimnazjalistow),
adresowanej do uczniéw gimnazjum oraz szkét podstawowych, wzieto udziat
11592 uczniéw z 1486 szk6t (w tym 7189 ucznidéw z 924 szkdt podstawowych).
W zawodach II stopnia wzielo udzial 1753 uczniéw z 877 szkdt (w tym

923 uczniéw z 498 szkdl podstawowych). W zawodach III stopnia wzielo udzial
257 uczniéw ze 166 szk6t (w tym 132 uczniéw z 93 szk6t podstawowych).

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Junioréw postanowit przyznaé
126 uczniom tytul laureata I, II lub III stopnia, w tym 63 uczniom z 45 szkét

Marcin Jan Dudziak, Cezary Gabriel Galinski,
Marcin Giembicki, Lukasz Glogowski,

Bartosz Piotr Glowacki, Bartosz Jazwiec,

August Piotr Jeziorny, Stanistaw Marcin Karpiejczyk,
Igor Donat Klimczak, Barttomiej Kojacz,

Agata Krawczyk, Zofia Réza Kusmierowska,
Stanistaw Pawel Lada, Bartlomiej Jan Lech,
Augustyn Majtyka, Marek Makochon,

Michat Szymon Marika, Piotr Jan Marszalik,
Krzysztof Michat Michalak, Weronika Matylda Mierzanowska,
Jan Mozanski, Mitosz Muszynski,

Weronika Mysliwiec, Adam f.ukasz Naskrecki,

Tue Anh Nguyen, Barbara Nowak, Urszula Obirek,
Stanistaw Antoni Pankowski, Antoni Jerzy Parus,
Krzysztof Andrzej Piechota, Jan Dominik Piotrowski,
Tymon Olaf Piwowarski, Lidia Podoluk,

Mateusz Prokopowicz, Mateusz Pawel Przebieracz,
Tomasz Puczel, Dominika Ewa Radaszewska,
Karolina Helena Radzio, Mikotaj Jerzy Rams,

Michat Redmer, Patryk Nikodem Rogalski,

Krzysztof Salata, Bartlomiej Jan Sitnik,

Natalia Urszula Siwek, Anna Smoétko,

Franciszek Pawel Sobota, Adam Socha,

Adam Stachelek, Antoni Staniewski,

Barbara Anna Staszewska, Igor Staszkiewicz,
Szymon Strzalek, Adela Szczurek, Michal Jan Szyfelbein,
Dominika Szymeczak, Emilia Sliwka, Hubert Wach,
Jadwiga Wiatr, Emilia Anna Wiéniewska,

Maciej Wisniewski, Stanistaw Tadeusz Wisniewski,
Mateusz Zbigniew Wojcicki, Michat Wéjcik,
Krzysztof Wyborski, Marcin Wykpis, Jacek Zaleski,
Bartosz Zawistowski, Michal Rafal Zimniewicz,
Cyprian Adam Zi6étkowski

Komitet Gléwny OMJ pragnie serdecznie podziekowaé¢ Fundacji mBanku,
Instytutowi Matematycznemu PAN oraz Szkole Przymierza Rodzin

im. Jana Pawla II w Warszawie za wsparcie organizacji Olimpiady, a takze
Fundacji mBanku, Panu Franciszkowi Hutten-Czapskiemu, Panu Cezaremu

Zadania oraz pelng wersje komunikatu
mozna znalezé na stronie www.omj.edu.pl.

laureatéw OM.J.
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Smorszczewskiemu oraz redakcji czasopisma Delta za ufundowanie nagréd dla



Nagrody pierwszego stopnia:

Juliusz Banecki (36) — Gdanskie Liceum Autonomiczne,
Tomasz Slusarczyk (36) — V Liceum Ogélnoksztatcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie,

Justyna Jaworska (35) — XIII Liceum Ogélnoksztatcace
w Szczecinie.

Nagrody drugiego stopnia:

Radostaw Zak (31) — V Liceum Ogélnoksztatcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie,

Adam Dankowiakowski (30) — XIV Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Stanistawa Staszica w Warszawie,
Jan Dobrakowski (30) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Maciej Dziuba (30) — II Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Marii Sktodowskiej-Curie w Konskich.

Jan Fornal (30) — Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana
Pawta II Siéstr Prezentek w Rzeszowie,

Pawel Gadzinski (30) — V Liceum Ogoélnoksztaltcace

w Bielsku-Bialej,

Kamil Galewski (30) — I Liceum Ogdlnoksztatcace

im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim,
Kosma Kasprzak (30) — XXXVIII Dwujezyczne
Liceum Ogdlnoksztaltcace im. Jana Nowaka-Jezioranskiego
w Poznaniu,

Mateusz Nowak (30) — V Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie,

Iwo Pilecki-Silva (30) — Liceum Ogdlnoksztatcace Nr I11
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu,

Aleksandra Kowalska (29) — Liceum Ogélnoksztalcace
im. Jana Pawta II Siéstr Prezentek w Rzeszowie.

Nagrody trzeciego stopnia:

Mikotaj Tymon Bardos (28) — XIV Liceum
Ogolnoksztatcace im. Stanistawa Staszica w Warszawie,
Patryk Bartowski (24) — IV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Mikotaja Kopernika w Rzeszowie,

Cezary Botta (24) — VIII Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu,

Dominik Bysiewicz (24) — I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Mikotaja Kopernika w Kro$nie,

Dominik Chmura (24) — III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Adama Mickiewicza w Tarnowie,

Daniel Goc (24) — V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie,

LXX Olimpiada Matematyczna

W zawodach I stopnia LXX Olimpiady Matematycznej wzieto udziat 1324 uczniéw.
Do zawodéw stopnia 11 zakwalifikowano 598 uczniéw, a do zawoddéw stopnia 111 — 141.

Komitet Gtowny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 5 kwietnia br.
postanowil przyznaé¢ 39 tytuléw laureata. Nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego
i czwartego stopnia otrzymali nastepujacy zawodnicy (w nawiasie podano liczbe
uzyskanych punktéw na 36 mozliwych):

Mikolaj Grzebieluch (24) — II Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Marii Sktodowskiej-Curie w Konskich,

Mitosz Kasak (24) — XX Liceum Ogoénoksztatcacego

im. Zbigniewa Herberta w Gdansku,

Tomasz Kielbasa (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Aleksander Misztal (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Krzysztof Olejniczak (24) — Liceum Ogolnoksztalcace
Nr IIT im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu,

Lukasz Orski (24) — Akademickie Liceum
Ogoélnoksztalcace Politechniki Wroclawskiej we Wroctawiu,
Rafat Pyzik (24) — III Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Adama Mickiewicza w Tarnowie,

Mateusz Scharmach (24) — III Liceum Ogdlnoksztalcace
z Oddzialami Dwujezycznymi im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni,

Bartlomiej Sikorski (24) — I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Tadeusza Kosciuszki w Starachowicach,

Michat Szwej (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Stanislawa Staszica w Warszawie,

Jakub Wornbard (24) — XIV Liceum Ogdélnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Jakub Dobrowolski (23) — XIII Liceum Ogdlnoksztalcace
w Szczecinie,

Stanistaw Hauke (23) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Piotr Sawicki (23) — XIII Liceum Ogdlnoksztalcace

w Szczecinie,

Piotr Zygmunt (23) — Publiczne Liceum Ogolnoksztalcace
Uniwersytetu L.odzkiego w Y.odzi,

Katarzyna Kepinska (22) — VIII Liceum
Ogodlnoksztalcace im. Marii Sktodowskiej-Curie

w Katowicach,

Marcin Pawlowski (22) — V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.

Nagrody czwartego stopnia:

Adam Baranski (20) — XIV Liceum Ogoélnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

Filip Konieczny (20) — III Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Adama Mickiewicza w Tarnowie,

Wojciech Misiak (20) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Nagrode imienia Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane poprawne
rozwiazanie zadania z finalu LXX Olimpiady Matematycznej otrzymali:

Justyna Jaworska (zadanie 1) — XIII Liceum Ogdlnoksztalcace w Szczecinie,
Aleksander Misztal (zadanie 4) — XIV Liceum Ogolnoksztalcace im. Stanistawa

Staszica w Warszawie,

Iwo Pilecki-Silva (zadanie 5) — Liceum Ogdlnoksztatcace nr I im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu,
Radostaw Zak (zadanie 5) — V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta Witkowskiego

w Krakowie.

Zadania oraz pelng wersje komunikatu
mozna znalezé na stronie www.om.edu.pl.
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Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim, ktérzy pomagali
finalistom w przygotowaniach do zawodéw.



ale nie jest to proste.

LXVIII Olimpiada Fizyczna

W roku 2018/19 odbyta sie kolejna, LXVIII Olimpiada Fizyczna. Ostatni jej

stopienn miat miejsce w Warszawie w dniach 6-9 kwietnia 2019 roku. Pierwszego

dnia zawodnicy rozwigzywali zadanie do$wiadczalne, polegajace na wyznaczeniu
oporu wlasciwego materiatu rurki (byla to rurka aluminiowa), uzywajac silnego
magnesu oraz cewki i oscyloskopu. Cewka i oscyloskop stuzyly do pomiaru sity
elektromotorycznej indukowanej w rurce podczas opadania magnesu. Trudnosé
polegala na powigzaniu oporu wlasciwego materiatu rurki z predkoscia spadania
magnesu w rurce. Zwigzek ten mozna znalez¢, rozpatrujac zmiany energii w uktadzie,

Nastepnego dnia zawodnicy mieli do rozwiazania trzy zadania teoretyczne. Najmniej
banalne zadanie dotyczyto ruchu trzech matych cial we wtasnym polu grawitacyjnym
przy zalozeniu, ze ciata te caly czas znajduja sie¢ w wierzchotkach trojkata
rownobocznego. Pelna tres¢ zadan oraz ich rozwiazania mozna znalezé na stronie
Komitetu Gléwnego Olimpiady Fizycznej (www.kgof .edu.pl).

Jak co roku zadania bytly trudne. Wprawdzie do ich
rozwigzania wystarcza znajomosé praw fizyki znanych ze
szkoty, ale jednak konieczne jest znacznie gltebsze rozumienie
proceséw fizycznych, niz to jest wymagane na egzaminie
maturalnym. Przydaje si¢ tez bieglos¢ rachunkowa.

Nagrodami w Olimpiadzie Fizycznej byly bony podarunkowe
oraz ksiazki. Pierwszych pieciu laureatéw otrzymato
zaproszenia do udziatu w Miedzynarodowej Olimpiadzie
Fizycznej, ktéra odbedzie sie w Izraelu w lipcu tego roku.
Ponadto pigciu uczniéw, ktérzy w tym roku nie zdaja
matury, wezmie udzial w Europejskiej Olimpiadzie Fizycznej
na Lotwie.

W zawodach finatowych Olimpiady uczestniczylo 74 uczniéw
ze wszystkich rejonéw Polski, tytuly laureatéow przyznano
24 osobom. Oto ich lista w porzadku zajetych miejsc:

1. Juliusz Banecki, Gdanskie Liceum Autonomiczne
w Gdansku

2. Adam Watroba, IV LO im. Mikolaja Kopernika
w Rzeszowie

3. Tomasz Slusarczyk, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

4. Piotr Sawicki, XIII LO w Szczecinie

5. Jakub Wornbard, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

6. Oliwier Urbanski, Szkota Podstawowa nr 28
im. Kornela Makuszynskiego w Poznaniu

7. Marcin Augustynowicz, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

8. Grzegorz Komorowski, XIV LO im. Stanistawa
Staszica w Warszawie
9. Szymon Kus$, Pijarskie LO Krélowej Pokoju w Lowiczu

10. Wojciech Kolesinski, XIII LO w Szczecinie

11. Wojciech Niedzidtka, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

12. Michat Zelasko, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

13. Michal Maszkowski, XIV LO im. Stanislawa Staszica
w Warszawie

14. Michal Uminski, III LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni

15. Piotr Masajada, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we
Wroctawiu

16. Lukasz Jakubowski, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

17. Antoni Puch, XIV LO im. Stanistawa Staszica
w Warszawie

18. Tomasz Twardoch, ZSO nr 7, XIII LO w Szczecinie

19. Piotr Kaminski, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

20. Kamil Iwanowski, III LO im. Marynarki Wojennej RP
w Gdyni

21. Krzysztof Druciarek, XIII LO w Szczecinie

22. Dawid Zapolski, Liceum Akademickie w Toruniu

23. Filip Nikolow, V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie

24. Wiktor Zdrojewski, VI LO im. Jana i Jedrzeja
Sniadeckich w Bydgoszczy

LXII Olimpiada Astronomiczna

Laureaci (wedlug zajetych miejsc)
I. Mateusz Kapusta, 2 klasa III LO Wroctaw
II. Wojciech Kolesinski, 3 klasa XIIT LO Szczecin
II. Antoni Skoczypiec, 1 klasa V LO Krakow
IV. Aleksander Lenart, 2 klasa I LO Krosno
IV. Kamil Ciebiera, 3 klasa LO im. JPII Rzeszéw
VI. Piotr Masajada, 3 klasa XIV LO Wroctaw
VI. Krzysztof Zakrzewski, 3 klasa XIV LO Warszawa

Finalisci (w kolejnosci alfabetycznej)

e Daniel Ciolek, 3 klasa I LO Radzyn Podlaski
e Pawel Drabarek, 3 klasa II LO Szczecin

e Jakub Garwotla, 3 klasa III LO Lublin
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Arkadiusz Hess, 3 klasa I LO Przemy$l

Kornel Howil, 2 klasa XIIT LO Szczecin

Jakub Kappes, 2 klasa LO Polit. L. L.6dz
Agnieszka Makulska, 3 klasa XIV LO Warszawa
Szymon Nachlik, 2 klasa ZSO nr 1 Racibérz
Michatl Napiorkowski, 2 klasa XIII LO Szczecin
Julia Osegka, 3 klasa Lic. Autonomiczne Gdansk
Piotr Plonka, 3 klasa ZSE i M. Bielsko-Biata
Bartosz Salwiczek, 3 klasa I LO Kotobrzeg
Maciej Szczesniak, 2 klasa VI LO Radom
Kamil Szydlowski, 3 klasa Lic. UMK Torun

Strona internetowa Olimpiady Astronomicznej:
www.planetarium.edu.pl/oa.htm



XXVI Olimpiada Informatyczna

W dniach 9-12 kwietnia 2019 roku w Warszawie odbyly sie
zawody finalowe XXVI Olimpiady Informatycznej. Zostalo do
nich zakwalifikowanych 95 zawodnikéw. W ciagu dwdéch dni
zawodéw uczestnicy mieli do rozwiazania w sumie szes¢ zadan
programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktow.

Komitet Glowny przyznal tytuly laureata I, II i IIT miejsca
zawodnikom, ktorzy w zawodach finalowych uzyskali,
odpowiednio, co najmniej 400, 300 i 200 punktéw, i wyrdznit
zawodnikéw, ktorzy w finale zdobyli co najmniej 150 punktow.
Ponizej publikujemy liste tych zawodnikéw (w nawiasach liczba
zdobytych punktéw oraz szkola). Lista wszystkich finalistéw jest
dostepna na stronie oi.edu.pl.

Olimpiada
INnformatyczna

Laureaci I miejsca

N Ot W=

Laureaci IT miejsca
8. Kacper Harasimowicz (393, I1I LO, Gdynia)
9. Mateusz Cegietka (385, XIV LO, Warszawa)
10. Michat Grzymek (376, LO nr XIV, Wroctaw)
11. Arkadiusz Czarkowski (375, III LO, Gdynia)
12-13. Krzysztof Boryczka (374, V LO,
Bielsko-Biala)
Bartlomiej Wactawik (374, V LO, Krakéw)
14. Jan Strzeszynski (357, Oddzialy Gimnazjalne
w XIV LO, Warszawa)
15. Jakub Bachurski (356, XIV LO, Warszawa)
16. Tomasz Nowak (333, XIII LO, Szczecin)
17. Piotr Kepczynski (317, XIV LO, Warszawa.)
18. Kacper Solecki (312, LO nr XIV, Wroclaw)

Laureaci IIT miejsca
19. Pawel Pawlowski (295, Prywatne Liceum
im. Krélowej Jadwigi, Lublin)
20. Mikotaj Polinski (289, LO nr III, Wroctaw)
21. Janusz Partyka (288, XIV LO, Warszawa,)
22. Szymon Dominikowski (280, XIV LO, Warszawa,)
23. Kacper Szczepanski (279, III LO, Gdynia)
24. Juliusz Korab-Karpowicz (274, III LO,
Bielsko-Biala)
25. Adrian Gérecki (273, XIV LO, Warszawa)
26. Franciszek Malinka (265, LO nr XIV, Wroclaw)
27. Hubert Zigba (257, V LO, Krakéw)
28.-29. Mateusz Maciej Mastowski (254, 11T LO,
Gdynia)
Michal Mgetadze-Arciuch (254, 11T LO, Gdynia)
30. Katzper Michno (252, V LO, Krakéw)
31.-33. Mateusz Opala (246, LO nr XIV, Wroclaw)
Pawel Pilarski (246, XIV LO, Warszawa)
Antoni Wisniewski (246, XIV LO, Warszawa)
34. Kamil Jonak (243, XIV LO, Warszawa)
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Marek Skiba (531, I LO, Lublin)

Jakub Wasilewski (510, XIV LO, Warszawa)
Mikotaj Stepinski (450, XIV LO, Warszawa)
Mieszko Grodzicki (449, VI LO, Radom)

Michat Staniewski (422, XIII LO, Szczecin)
Tymoteusz Wisniewski (421, XIV LO, Warszawa)
Adam Gérkiewicz (417, LO nr XIV, Wroclaw)

35. Lukasz Orlikowski (237, IIT LO, Gdynia)

36. Mateusz Olszewski (236, I LO, Suwalki)

37. Pawel Kowalski (230, III LO, Gdynia)

38. Jan Wankowicz (225, I LO, Legnica)

39. Aleksandra Kowalska (219, Publiczne LO Sié6str
Prezentek, Rzeszéw)

40. Antoni Puch (218, XIV LO, Warszawa)

41. Grzegorz Kwacz (215, XVIII LO, Warszawa,)

42. Jan Kwiatkowski (214, I LO, Lublin)

43-44. Antoni Dlugosz (207, Oddzialy Gimnazjalne
w XLII LO, Krakéw)
Michal Leszczynski (207, 1T LO, Bialystok)

45. Tomasz Buczynski (205, V LO, Krakéw)

46. Bartlomiej Czarkowski (204, Gimnazjum nr 24
przy III LO, Gdynia)

47. Maksymilian Grochowski (203, XIV LO,
Warszawa)

48. Marcin Mordecki (200, III LO, Gdynia)

Finalisci z wyréznieniem

Dominik Wawszczak (191, XIV LO, Warszawa)
Jan Klimczak (189, I LO, Lublin)

Jan Wojtach (186, I LO, Bialystok)

Adam Morawski (179, LO nr ITI, Wroctaw)
Grzegorz Kopania (176, XIV LO, Warszawa)
Mateusz Eadysz (176, I LO, Bialystok)

Jonasz Aleszkiewicz (170, XIV LO, Warszawa)
Michal Wozny (169, V LO, Krakéw)

Patrycja Krzyna (168, I LO, Lublin)

Jakub Zacharczuk (163, II LO, Bialystok)
Krzysztof Olejniczak (160, LO nr III, Wroclaw)
Franciszek Biel (159, VI LO, Radom)
Grzegorz Gruza (154, XIV LO, Warszawa)
Filip Konieczny (151, ITII LO, Tarnéw)
Krzysztof Rymski (150, XIV LO, Warszawa)



Informatyczny kacik olimpijski (129): Telekomunikacja

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,, Telekomunikacja”, ktére
pojawito si¢ na drugim etapie Zawodéw Druzynowych XIII Mlodziezowej
Olimpiady Informatycznej.

Telekomunikacja: W pewnym panstwie znajduje sie n miast ponumerowanych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1
do n. W kazdym miescie znajduje sie jedna wieza telekomunikacyjna. WieZa w i-tym miesScie jest przystosowana
do nadawania i odbierania fal na czestotliwosci f; hercéw. Dotychczas wszystkie miasta komunikowaly sie bardzo
chaotycznie, dlatego postanowiono to uporzgdkowac. Bezposrednia komunikacja ma byé ograniczona do wybranej sieci
polaczen. Sieé ma skladaé sie zmn — 1 polaczen pomiedzy miastami oraz ma byé spdjna (innymi stowy ma tworzyé
drzewo). WartosScig polgczenia pomiedzy miastami u i v nazywamy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb fy, i f,. Krdl
chce wybrac takq sieé, aby suma wartosci polgczen byla maksymalna. Pomdz mu i podaj te wartosé.

Wstep

Zacznijmy od opisania zadania jako problemu grafowego.

Dany jest graf pelny G = (V, E), gdzie:

o V={1,2,...,n},
o E={(u,v):u,v eV Au#v}.

Waga krawedzi (u,v) € E jest NWD(f,, f,). Chcemy
znalez¢ sume wag krawedzi maksymalnego drzewa
rozpinajacego. Przykladowo, jesli mamy cztery miasta,
w ktérych wieze nadaja z czestotliwodciami: f; = 8§,
fa=9, f3 =12, f4 =6, to graf wyglada nastepujaco
(linie ciagle oznaczaja krawedzie maksymalnego drzewa
rozpinajacego, a suma wag tych krawedzi wynosi
44346 =13):

Niech M = max,cy fu-

Rozwiazanie O(n? - log(M))

W pierwszym kroku tego rozwiazania zbudujmy wyzej
opisany graf, ktéry ma n wierzchotkéw i @
Wage dowolnej krawedzi (u,v) € E mozemy obliczy¢
za pomoca algorytmu Euklidesa, ktory dziata w czasie
O(log(fu + fv)). Zatem caly graf zbudujemy w czasie
O(n? -log(M)).

Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego to znany
problem, ktéry moze zostaé¢ rozwiazany za pomoca
jednego z algorytmoéw: Prima, Kruskala lub Boruvki.
Do znalezienia maksymalnego drzewa rozpinajacego
wykorzystamy zmodyfikowany algorytm Kruskala.

Na poczatku mamy las drzew, gdzie kazdy wierzchotek
stanowi osobne drzewo. Nastepnie przegladamy
wszystkie krawedzie w kolejnosci nierosnacych wag.

Jedli rozpatrywana krawedz taczy dwa rézne drzewa,

to dodajemy ja do drzewa rozpinajacego. Sprawdzanie,
czy dwa wierzchotki naleza do réznych drzew, mozemy
zrealizowaé za pomoca struktury zbioréow roztacznych.
Czas wykonania @ operacji (dla kazdej krawedzi)
na n-elementowym zbiorze wierzchotkéw wynosi O(n? -
log™(n)), gdzie log™ oznacza logarytm iterowany, czyli
liczbe operacji logarytmowania potrzebna do uzyskania
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krawedzi.

wyniku nie wigkszego od 1. Algorytm wybierze n — 1
krawedzi, ktére tworza maksymalne drzewo rozpinajace.
Calkowity czas dzialania algorytmu wynosi O(n? - log(n))
(dominujace jest sortowanie krawedzi po wadze). Jesli
wykorzystamy sortowanie przez zliczanie, to otrzymamy
czas O(M + n? -log*(n)). Dowéd poprawnosci algorytmu
pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie (dowdd jest
analogiczny do dowodu algorytmu Kruskala).

Rozwiazanie O(n + M -log(M) - log™(M))

W tym rozwiazaniu nie bedziemy jawnie konstruowali
grafu, natomiast postaramy sie szybko znajdowaé
krawedzie maksymalnego drzewa rozpinajacego.
Zauwazmy, ze NWD(fy, fo) < min(fy, f,) dla dowolnych
u,v € V. Zatem krawedzie incydentne z wierzchotkiem
u € V moga mieé co najwyzej wage f,. Na mocy
obserwacji potaczmy w drzewa wierzcholki o tej samej
czestotliwosci. Niech S, = {u € V : f, = x}. Teraz,

dla kazdego naturalnego x € [1; M| wierzcholki S,
taczymy w drzewo. Wystarczy np. do wybranego
wierzcholka podlaczyé pozostale, tworzac |S;| — 1 nowych
krawedzi o wadze = kazda. W dalszej czedci rozwiazania
mozemy uwzglednié tylko reprezentantéw otrzymanych
drzew, poniewaz kazdy wierzcholek w drzewie ma taki
sam zestaw wag krawedzi. Wowczas nie ma dwéch
wierzchotkéw o tym wspodlezynniku.

W zmodyfikowanym algorytmie Kruskala przegladamy
krawedzie w kolejnoSci nierosnacych wag. Zatem

dla kazdego d od M do 1 znajdzmy wierzchotki,

ktére moga by¢ potaczone krawedzia o wadze d.

Sa to wierzcholki z etykietami: d, 2d,3d, ..., |2 |d
(wielokrotnosci d nie wigksze niz M). Checemy wszystkie
te wierzcholki uspéjnié¢ (byé moze pomiedzy niektérymi
wierzchotkami sg juz krawedzie wygenerowane
wezesniej). Wystarczy, ze wybierzemy jeden wierzcholek
i podtaczymy do niego te wierzchotki, ktére naleza,

do innego drzewa.

Dla kazdego d rozpatrzymy L%J wierzchotkéw. Zatem
w sumie rozpatrzymy O(M - log(M)) wierzchotkéw.

Do sprawdzania spdjnosci wykorzystujemy strukture
zbioréw roztacznych. W celu szybkiego sprawdzania,
czy istnieje wierzchotek z dang etykieta, wystarczy

na poczatku zliczy¢ wystapienia w czasie O(n + M). Stad
calkowita zlozonosé¢ wynosi O(n + M -log(M) - log™(M)).

Bartosz LtUKASIEWICZ



Banka jaka jest, kazdy widzi
* Wydzial Matematyki, Informatyki M/]/Cha/{ M[SK]E W]CZ*

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Kazdy widzial kiedys banki mydlane. Nie ma co ukrywac, sa one okragle. Tylko
dlaczego?

Nie wiadomo, czemu to pytanie miatoby stuzy¢, ale zastanéwmy sie chwile.
) Czy gdyby sie postaraé, to czy mozna wydmuchaé barike-torus, czyli baike

w ksztalcie detki rowerowej? A jeSli juz banka musi mie¢ ksztalt sfery, to czy

moze by¢ to sfera zdeformowana, na przykiad zwezona w talii? Do$wiadczenie

mowi, ze nie — o ile banka nie jest za cigzka, to juz chwile po wydmuchaniu

przybiera ksztalt idealnie okraglej sfery. Zobaczmy wiec, jaka matematyka

(i oczywiscie fizyka) za tym stoi.

Przy dmuchaniu banki wttaczamy do niej powietrze o cisnieniu wyzszym

niz atmosferyczne. R6wnanie Younga—Laplace’a stwierdza, ze w dowolnym

punkcie A powierzchni barki zachodzi wzoér

Ap(A) = cH(A),

gdzie o jest napieciem powierzchniowym (wspoélczynnikiem zaleznym od

M parametréw materiatu; w przypadku baniek mydlanych mozemy przyjaé, ze
jest ono stale na calej powierzchni), Ap(A) oznacza réznice ciSnieii po obu
stronach banki w punkcie A, a H(A) oznacza $redniq krzywizne powierzchni
w tym punkcie. Zgodnie ze znanym ze szkoly prawem Pascala, ci$nienie jest
stale na zewnatrz banki i stale w jej wnetrzu, a wiec réznica Ap tak naprawde
nie zalezy od wyboru punktu. To samo tyczy si¢ zatem $redniej krzywizny.

f(z,y)

Pozostaje wyjasni¢, czym ta érednia krzywizna jest. Zeby ja okreslié,
Rys. 1 potrzebujemy oprzeé¢ nasza powierzchnie M na plaszczyznie zy tak, by
jej punkt A dotykal poczatku ukladu wspétrzednych (rys. 1). Nastepnie
wybieramy funkcje kwadratowa dwdch zmiennych, czyli funkcje postaci
f(x,y) = ax? + bry + cy?, ktoérej wykres najlepiej przybliza M w otoczeniu A,
i definiujemy $érednia krzywizne jako

H(A):=a+ec.
Sredniej krzywizny nie nalezy myli¢ z krzywizna Gaussa, ktérg definiuje sie
w podobny sposéb jako G(A) := —(b? — 4ac).

Nazwa srednia bierze sie stad, ze gdybySmy przecieli M jakas plaszczyzna
zawierajaca os z i dla powstalej na przecieciu krzywej obliczyli krzywizne

w punkcie A, to H(A) réwna sie §redniej wartosci wszystkich uzyskanych w ten
sposéb pomiaréw. Mozna powiedzie¢ niescisle, ze im wigksza krzywizna, tym
bardziej powierzchnia zagina si¢ do wewnatrz.

Przykladowo, jesli sfere o promieniu R polozyé w wyzej opisany sposob, to dolna
pélsfera jest wykresem funkcji g(z,y) = R — /R? — 22 — y2. W otoczeniu zera
najlepiej przybliza ja funkcja kwadratowa f(z,y) = EZQJ;{’Z, wiec érednia krzywizna
wynosi 1/R. Oczywiscie nie ma znaczenia, ktéry punkt obraliémy jako punkt
podparcia, wiec sfera ma stalg $rednia krzywizne réwna 1/R.

W latach pieédziesiatych XX wieku Aleksandr Aleksandrow wykazal, ze jest to
jedyna zamknieta (czyli ograniczona, domknieta i pozbawiona brzegu, ktéry ma
na przyklad pélsfera) powierzchnia o tej wlasnoscei:

Twierdzenie (Aleksandrow). Jesli spdjna i zamknieta powierzchnia M
w przestrzeni trojwymiarowej ma takg samgq Sredniq krzywizne H w kazdym
swoim punkcie, to jest sferqg o promieniu 1/H.

Twierdzenie to wyjasnia okraglo$¢ baniek. Rzeczywiscie, powierzchnia
pojedynczej banki jest ograniczona i spdjna, a z praw Pascala

i Younga—Laplace’a wynika, ze w kazdym punkcie ma t¢ sama Srednig krzywizne.
7 twierdzenia Aleksandrowa wnioskujemy wiec, ze musi by¢ to sfera.

Poniewaz powierzchnie o stalej Sredniej krzywiznie sa interesujace same w sobie,
Wiegcej (i troche inaczej) o krzywiznach Kicui d 5d ierd ia. Bedzi . fakei
mosna przeczytaé w artykule Jerzego naszkicujemy teraz dowdd twierdzenia. Bedzie on oparty na nastepujacym fakcie,
Konarskiego w Afg. ktorego uzasadnienie odlozymy na pdzniej.
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Rozwigzanie zadania F 979.

Niech t oznacza czas trwania dzwieku.
Czestoé¢ v dzwigku nasze ucho
rozpoznaje na podstawie liczby
rejestrowanych pelnych drgan n
mieszczacych sie w czasie t, inaczej: n
réwne jest catkowitej czesci iloczynu vit.

Dokladnosé okreslenia czestosci Av = 1/¢.

Jedli réznica czestosci ma odpowiadac nie
wigcej niz 1/16 tonu (czyli 1/8 péttonu)
to

v+ Av S1/12\1/8 1796
——< (z ) — 21/96,
Mamy wiec Av/v < 0,0073, czyli

t > 1/(0,0073v). Otrzymujemy dla

vy = 880Hz, t; > 0,157s, a dla

vo = 110 Hz, t2 > 1,255s. Ttumaczy to
»powolnosé¢” arii basowych w poréwnaniu
z partiami sopranu.

L]

Rozwigzanie zadania F 980.
Czas T zycia stanu ogranicza dokladnos$é
AEFE, z jakag mozna wyznaczy¢ jego
energie:

h

4w

Masa spoczynkowa m czastki rownowazna
jest energii E = mc?. Tym samym mase
spoczynkows czgstki o czasie zycia 7
mozna wyznaczy¢ z dokladnoscia

AFE h

c2

TAE >

Am =

> —.
4mTc?
Dla 7 = 3 - 10~ 2% s oszacowanie to daje

Am > 2- 10727 kg ~ 1,1 GeV/cQ.

My
M M
Ly
L
My My

Rys. 2. M; w dwdéch fazach ruchu — tuz
przed i tuz po krytycznym momencie

Lemat 1. Jesli powierzchnia M speilnia zaloZenia twierdzenia Aleksandrowa
i ma Srodek ciezkosci w punkcie S, to jest symetryczna wzgledem kazdej
plaszczyzny przechodzqcej przez S.

Twierdzenie Aleksandrowa jest natychmiastowym wnioskiem z powyzszego
lematu. Istotnie, wezmy dowolny punkt A € M rézny od S. Pokazemy, ze M
pokrywa sie ze sfera M’ o érodku S i promieniu |AS|. Dla kazdego punktu

B € M’ mozna znalezé ptaszczyzne przechodzaca przez S, wzgledem ktoérej
punkty A i B sg symetryczne, a wiec z symetrii M wynika B € M. To pokazuje
zawieranie M’ C M, ale skoro M jest spdjna powierzchnia, to M i M’ musza
by¢ réwne. Jak obliczyliémy wczesniej, promien musi wynosié 1/H, by zgadzala
sie krzywizna.

Naszkicujemy zaraz uzasadnienie Lematu 1, ale najpierw przedstawimy dwa
pomocnicze fakty. Rozwazmy sytuacje, w ktérej dwie powierzchnie My,

M sa umieszczone jak M na rysunku 1, przy czym w pewnym otoczeniu
poczatku uktadu wspélrzednych A powierzchnia M; znajduje sie nad Mo

(z mozliwymi punktami styku, na przyklad w A). Wéwcezas odpowiadajace im
funkcje kwadratowe f1, fo sa zwiazane relacja fi > fo, z ktorej w szczegdlnosci
odczytujemy Hi(A) > Ho(A). Nier6wno$é ta jest zreszta zgodna z intuicja:
,wieksze zakrzywienie do wewnatrz = wieksza krzywizna”. UzasadniliSmy w ten
sposéb

Lemat 2 (slaba zasada maksimum). Jesli dane sq powierzchnie My, Ma
o statej sredniej krzywiinie Hy, Hs, przy czym My znajduje sie nad Ms oraz
H, < Hj, to powierzchnie te nie mogq sie styka¢ w punktach wewnetrznych.

Do dowodu Lematu 1 bedzie jednak potrzebna tak zwana silna zasada
maksimum, ktéra stwierdza, ze réwniez w przypadku Hy; = Hs powierzchnie nie
moga sie stykac¢, chyba ze sa jedna i ta sama powierzchnia; ponadto uzyteczny
bedzie analogiczny wynik w przypadku, gdy punkt styku lezy na brzegu obu
powierzchni.

Lemat 3 (silna zasada maksimum). Dane sq¢ dwie rézne powierzchnie My,

My o tej samej stalej sredniej krzywiznie, przy czym My znajduje sie nad Ms.

Wowczas:

(a) powierzchnie te nie mogq sie stykaé w punktach wewnetrznych,

(b) jesli My, My magja brzeg i stykajq sie w punkcie brzegowym, to nie mogq
mie¢ w tym punkcie tej samej plaszczyzny stycznej.

Uzasadnienie wymagaltoby wprowadzenia narzedzi réwnan rézniczkowych
czastkowych i w zwiazku z tym wykracza poza mozliwosci niniejszego artykutu.
Czytelnik by¢ moze zechce uwierzy¢ mi na slowo, ze idea dowodu nie odbiega
znaczaco od tego, co juz zauwazyliémy przy Lemacie 2. Tymczasem przejdziemy
do geometrycznej czesci rozumowania.

Dowdd Lematu 1. Zauwazmy, ze je$li powierzchnia M ma jaka$ plaszczyzne
symetrii, to jej srodek ciezkosci automatycznie musi leze¢ na owej ptaszczyznie.
Wystarczy wiec, ze znajdziemy plaszczyzne symetrii w kazdym mozliwym
kierunku. Dla uproszczenia zapisu skupimy sie na szukaniu plaszczyzny symetrii
réwnolegtej do plaszczyzny zy, a wiec wérdd rodziny L, = {(z,y,t) : ¢,y € R}
parametryzowanej przez t € R. Dla kazdego innego kierunku dowéd wyglada
analogicznie.

Ponizsze rozumowanie nosi obecnie nazwe metody ruchomych plaszczyzn, a to
dlatego, ze bedziemy przesuwaé plaszczyzne L, (poprzez zmiang parametru t)
tak dlugo, az znajdziemy plaszczyzne symetrii.

WprowadZmy pewne oznaczenia. Dla ustalonego ¢ niech M, M; bedzie
czescia M znajdujaca sie¢ odpowiednio nad i pod plaszczyzna L. Ponadto
czes¢ M, odbita wzgledem L; oznaczymy przez ./\;l; — z nadzieja na réwnosé
./\;l; = M, ktéra koticzytaby dowdd. Przeanalizujmy, jak ta konfiguracja
zalezy od t. Dla odpowiednio maltych wartoéci t plaszczyzna L; przebiega
ponizej M, w rezultacie M, i M[ sa puste. Nastepnie dla pewnego zakresu t
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powierzchnia Mt_ znajduje sie pod M;; od teraz interesowaé nas bedzie
najwicksza wartos¢ ¢, dla ktérej ma to miejsce.

Przypusémy, ze w tym krytycznym momencie ¢ powierzchnie ./\;l; i M sie nie
pokrywaja. Zauwazmy, ze majq te sama stala srednig krzywizne H oraz wspolny
brzeg, mianowicie przeciecie M N L;. Ponadto Mt_ caly czas znajduje sie ponizej
M, jest to jednak ostatni taki moment — rysunek 3 ilustruje dwie mozliwosci,

Rys. 3. Dwie mozliwo$ci ./\;t;
w krytycznym momencie

jak moze on wygladaé (zachecam Czytelnika do uzasadnienia, ze innych
mozliwosci nie ma). W pierwszym przypadku M; , M;" maja wewnetrzny punkt

wspdlny, co jest wykluczone przez Lemat 3(a); w drugim zachodzi zgodnosé
plaszczyzn stycznych w ktéryms z punktéw brzegowych, co z kolei przeczy

Lematowi 3(b).

Sprzeczno$¢ ta pokazuje, ze dla tej szczegdlnej wartosci ¢t powierzchnie

=

M; i M istotnie musza si¢ pokrywaé, a wiec L; jest szukana plaszczyzna

symetrii M. Jak juz zauwazyliémy wcze$niej, w takim przypadku L; przechodzi
przez srodek cigzkosci S, natomiast wybrany kierunek nie mial znaczenia dla

dowodu.

O

Z ciekawymi problemami w matematyce czesto jest tak, ze ich rozwiazanie
stanowi bardziej poczatek niz koniec historii. Tak byto i w tym przypadku
— wprowadzona przez Aleksandrowa metoda ruchomych plaszczyzn znalazla
zastosowanie w przerdéznych zagadnieniach, niekoniecznie w kontekécie
powierzchni o stalej sredniej krzywiznie. Natomiast klasyfikacja takich

0

powierzchni jest nadal aktywnie uprawiang dziedzing badan. Jednym
z odgalezien tej dziedziny jest dopuszczenie mozliwych samoprzecieé, czyli
rozwazanie tak zwanych powierzchni immersyjnych (przykladem jest tzw.

butelka Kleina). Rodzina mozliwych rozwiazan tego typu okazuje sie bogatsza,

Rys. 4. Immersja butelki Kleina w R®

cho¢ nie jest latwo sie¢ o tym przekonaé. Dopiero w 1984 Henry Wente

skonstruowal rézny od sfery ,immersyjny przyklad” powierzchni o stalej,
$redniej krzywiznie — byl to torus z samoprzecieciami.

Czy przestepstwa mozna przewidziec¢?

* deepsense.ai

Patryk MIZIULA*

Walka z przestepczoscia jest jednym z podstawowych zadan kazdej wladzy, od
jej skutecznosci zalezy jakos¢ zycia obywateli. Nic wiec dziwnego, ze rozmaite
instytucje publiczne staraja sie zaprzegaé¢ do tego celu metody statystyczne

i uczenie maszynowe. Opowiem tu pokrétce, jak wyglada w praktyce
,maszynowe” przewidywanie przestepstw i czy daje zadowalajace rezultaty.
Skupie sie na miastach Ameryki P6élnocnej, poniewaz tam tego typu systemy
sa najbardziej rozwiniete. Aby uniknaé¢ rozwazan natury prawnej, przestepstwem
bede dla uproszczenia nazywat kazde ztamanie prawa, niezaleznie od tego, czy
formalnie kwalifikuje si¢ jako czyn zabroniony, wykroczenie czy przestepstwo.

Co dokladnie chcemy przewidzieé?

Kiedy myslimy o przewidywaniu przestepstw, wielu z nas
przychodzi na my$l film ,Raport mniejszoéci”, oparty
na opowiadaniu Philipa Dicka o tym samym tytule.
Nazwisko przysztego przestepcy bylo tam grawerowane
na drewnianej kulce, a jej kolor okreslal typ niecnego
czynu. Oczywiscie w prawdziwym Swiecie mozemy
zapomnie¢ o tak duzej dokladnoéci naszych prognoz.
Warto natomiast spojrzeé¢ na sprawe w sposéb ilodciowy
— prébowaé przewidzieé, w jakich obszarach bedzie mialo
miejsce najwiecej przestepstw, np. w ciagu tygodnia albo
nawet miesigca. Jesli tam wtasnie wyélemy dodatkowe
patrole, by¢ moze zapobiegniemy najwiekszej liczbie
przestepstw.
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Jakie obszary sie rozwaza? Pélnocnoamerykanskie
miasta sa formalnie podzielone na rewiry policyjne

o takich rozmiarach, aby jeden funkcjonariusz mogt
patrolowaé jeden rewir na piechote. Prognoza moze byé
wybranie ,najgorszych” (o najwiekszej przestepczosci)
rewirow. Czesto tez naklada sie na miasto regularna
prostokatna siatke o oczku o rozmiarach rzedu

100m x 100m (dosyé¢ zgodna z uktadem ulic) i wskazuje
,hajgorsze” komoérki. Mozna réwniez nie narzucaé
zadnego odgoérnego podziatu i pozwolié¢ algorytmom
znalez¢ nieregularne ,najgorsze” obszary wedle ich
uznania.

Jak zmierzy¢ jakos$é naszych przewidywan? W zwiazku
z niewielkg liczbg policjantéw wybrane fragmenty



miasta musza by¢ jego malutka czesdcia (lacznie ok. 1%),
tak aby do kazdego z nich rzeczywiscie mozna byto
skierowaé¢ patrol. Dlatego nie ma sensu np. sprawdzanie,
jaki procent przestepstw ,trafiliSmy”, gdyz wrtosé takiej
funkcji mozemy zwiekszaé przez wskazywanie coraz
wiekszych obszaréw. Przykladem funkcji wolnej od tej
wady jest tzw. wskaznik dokladnosci prognozowania
dany wzorem

n/N

a/A’

gdzie:

e n to laczna liczba przestepstw popelnionych
w wybranych obszarach,
e N to liczba przestepstw popelnionych w calym
miescie,
e a to laczna powierzchnia wybranych obszaréw,
e A to powierzchnia miasta.

Musimy jednak przyja¢ dolne ograniczenie dla a, inaczej
algorytm zapewne wskaze obszar o powierzchni rzedu
1 m?, ktéry policji do niczego si¢ nie przyda.

Czym sie kierowad?

Amerykanskie miasta za darmo udostepniaja

w Internecie aktualne pelne wykazy popelnionych
przestepstw wraz z datami i wspétrzednymi. Mozemy
zatem swobodnie pracowaé z kompletnymi danymi
historycznymi. To komfortowa sytuacja. W tym miejscu
nalezy wspomnieé, ze polska policja, niestety, nie jest
uprawniona do ujawniania tego typu danych.

Czym jeszcze mozemy sie kierowaé przy przewidywaniu
przestepstw? Co moze wplywaé na przyszle przestepstwa,
ale nie by¢ ,,zakodowane” w danych historycznych?
Moim zdaniem tylko przyszle wydarzenia. Ale czy mozna
je przewidzieé¢ latwiej niz same przestepstwa? Niektérzy
decyduja sie na uzycie w swoich modelach dodatkowych
danych demograficznych: struktury narodowoéci, wieku,
wyksztalcenia, zarobkéw itp. w poszczegdlnych czedciach
miasta. Istnieja prace probujace wytuskaé przydatne
informacje ze zdje¢ z Google Maps czy z wiadomosci

na Twitterze. Korzysta si¢ tez z prognoz pogody.
Podstawowym zrédlem informacji pozostaja jednak dane
historyczne.

Jak to zrobié?

Kiedy zastanawiamy sie, w jaki sposéb przewidywaé
przyszte przestepstwa, pierwszy pomyst brzmi: po prostu
zliczmy historyczne przestepstwa w poszczegolnych
rewirach czy komérkach i wskazmy te z najgorsza
przeszloscia. Co ciekawe, tak proste (i pesymistyczne)
podejscie moze by¢é skuteczne! Pozwolilo ono zespotowi
deepsense.ai wygra¢ w 2017 roku konkurs na najlepsza
prognoze przestepstw w miescie Portland w stanie
Oregon.

W naszym algorytmie stworzonym na potrzeby konkursu
nieco podrasowaliémy powyzsza ogdlna idee. Historyczne
przestepstwa nalezy wazy¢: przestepstwo popelnione
wcezoraj jest ,wazniejsze” od majacego miejsce kilka lat
temu, przestepstwo popelnione rok temu o tej samej
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porze jest ,wazniejsze” od popelnionego w innym
miesiacu poprzedniego roku. Jedli przestepstwo zostato
popelnione metr od (sztucznej) granicy rewiru/komorki,
by¢ moze pociagnie za sobg kolejne tuz za ta granica.
Na pytanie, jak istotne sa takie efekty starzenia

sie, sezonowosci i ,,promieniowania” przestepstw,
odpowiedzieliSmy w sposob charakterystyczny dla
uczenia maszynowego: pozwoliliSmy algorytmowi
samemu skalibrowa¢ ich znaczenie.

Oczywiscie z sukcesami przewiduje si¢ przestepstwa
réwniez przy uzyciu bardziej wyrafinowanych metod
statystycznych. Opowiem tutaj o jednej z nich. Skupmy
sie na wlamaniach. Charakteryzuja sie one dwiema
cechami: sa bardzo rzadkie (ok. 20 tygodniowo

w Portland) oraz wlamywacze czesto wracaja do
poprzednio okradzionego mieszkania lub odwiedzaja jego
najblizsza okolice (poniewaz znaja juz teren). Podobnie
»zachowuja sie” wstrzasy sejsmiczne: sa rzadkie oraz
pierwszemu wstrzasowi towarzysza zwykle wstrzasy
wtorne. Dlatego przeszczepia sie¢ metody sejsmologiczne
na grunt przewidywania wtaman.

Trzesienia ziemi modeluje sie za pomoca tzw.
samonapedzajacych si¢ czasoprzestrzennych

proceséw punktowych. Dzialaja one tak, ze domyslne
prawdopodobiefistwo wystapienia zdarzenia (wstrzasu)
w danym miejscu w danej chwili jest niskie, ale jesli juz
zdarzenie nastapi, prawdopodobienstwo, ze powtérzy sie
za chwile w tym samym miejscu, znacznie wzrasta. Przy
tworzeniu modelu trzeba uwazaé, zeby nie napedzatl si¢
za bardzo, inaczej ,wybuchnie” — bedzie wskazywal, ze
w danym miejscu zdarzenie nastapi w kazdej przysztej
chwili. Opierajace sie na tego typu metodach systemy
przewidywania wlaman charakteryzujq si¢ wysoka
jakoscia.

Czy to naprawde dziata?

Automatyczne systemy przewidywania przestepstw
funkcjonuja w wielu amerykanskich miastach, zostaty
réwniez wdrozone m.in. w aglomeracjach Wielkiej
Brytanii, Holandii czy Chin. Spelniaja tam swoja role
— redukuja przestepczo$é. Na przyklad po uruchomieniu
takiego systemu liczba wlaman w miescie Santa Cruz
w Kalifornii spadla o 20%. Tego typu rozwiazania
bywaja jednak przyjmowane przez policjantéw
niechetnie. Myéle, ze przede wszystkim dlatego, ze

nie obejmuja wszystkich sytuacji. Nie nadaja sie

np. w przypadku, kiedy wszyscy wiedza, ze sprawca
wlaman czy zniszczen mienia w okolicy jest dopiero
co wypuszczony na zwolnienie warunkowe recydywista
i ztapanie go na goracym uczynku jest tylko kwestia
czasu i wlozonych sit.

Miejmy nadzieje, ze Scista wspolpraca instytucji
publicznych ze statystykami i osobami parajacymi

sie uczeniem maszynowym pozwoli na zwigkszenie
skutecznosci systemdéw przewidujacych przestepstwa

i bardziej entuzjastyczne uzywanie ich przez policjantow.
I miejmy tez nadzieje, ze cena za to nie bedzie
inwigilacja obywateli przypominajaca te z ,,Raportu
mniejszosdci”.



Klub 44

VE1-44

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
771 (WT =2,91) 1772 (WT = 1,57)
z numeru 12/2018

Marcin Matogrosz Warszawa 48,12

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesyta¢ réwniez
poczta elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego
zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytutl
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig¢

na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 3/2019

777. W tréojkacie ABC bok BC jest najdluzszy. Okrag wpisany jest styczny do bokéw BC, CA, AB

Michal Adamaszek Kety 44,23

Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74

Witold Bednarek Lédz 39,79 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Pawel Najman Krakow 38,58

Pawel Kubit Krakow 38,09 : 44 =
Jerzy Cisto Wroctaw 37,86 Przypomlnamy tresé zadan:
Krzysztof Kaminiski ~ Pabianice 37,32

Michatl Kozlik Gliwice 35,73

Oto i dzien Weteranéw Klubu 44 M.

Pan Marcin Matogrosz — po swej trzeciej
ukonczonej kolejce — jest Weteranem
trzydziestym dziewigtym. Zas pan Michat
Adamaszek (Weteran od dawna) wlasnie
zalicza czwarta kolejke.

777. Punkt przeciecia prostych CA i KM oznaczmy
przez N, a punkt przecigcia prostych AP i KL — przez S.
Przyjmijmy ponadto oznaczenia: © = |AL| = |AM]|,
y=|BM|=|BK|, z=|CK| = |CL| (wigc x < y,

x < z); w = |AN]|. Dzigki réwnoleglosci CP||LK mamy
podobienstwa ANCP ~ ANLK, NACP ~ ANALS,

z ktérych wynikaja proporcje
|ICP| INC| w+ax+z

ICP| |AC| a+2z

odpowiednio w punktach K, L, M. Na prostej KM lezy taki punkt P, ze odcinki PC oraz KL sa
réwnolegle. Dowiesé, ze prosta AP przechodzi przez $rodek odcinka K L.

778. Znalezé wszystkie tréjki liczb catkowitych z, y, z spelniajace réwnanie
2 . .
(m+y+2) :2(w2+yz+22)

wraz z warunkiem NWD(z,y, z) = 1.

778. Z tozsamosci

(+y+22+(@+y—2)?2=2a+y>+2%) +4ay
wynika, ze zadane réwnanie jest rGwnowazne
nastepujacemu:

1) (z+y—2)? = day.
Jest tez réwnowazne kazdemu z dwéch réwnan
uzyskanych przez cykliczne przestawienie zmiennych

ILK| |NL|  w+ax

LS| |AL| =

w (1). Jesli wiec liczby caltkowite x, y, z spelniaja
warunki zadania, to iloczyny xy, yz, zr sa nieujemne,

Zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze |[LK|=2-|LS|,
czyli ze wH+xr+z x+2

w+T 2r
Twierdzenie Menelausa (dla tréjkata ABC przecietego
prosta K M) daje réwnosé

|AM| |BK| |[CN| =z y w+x+z_1
IMB| |KC| |NA| y =z w -
Z niej kolejno wyznaczamy
z(z + x) 2xz
=, w+r=——
z—z z—z
i otrzymujemy
wH+T+z z Z—x x+z
wzr wHr 20 2

czyli to, o co chodzilo.
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co oznacza, ze liczby x, y, z sa wszystkie nieujemne lub
wszystkie niedodatnie.

WezZmy przypadek, gdy z,y,z > 0. Ze zwiazku (1)
(oraz warunku, zZe x, y, z nie maja wspdlnego
dzielnika > 1) wynika, ze x = a2, y = b? dla pewnej
pary liczb catkowitych a,b > 0, wzglednie pierwszych.
Przepisujemy (1) jako a? + b% — z = +2ab, czyli
z=(a+b)2

Uwzgledniajac pominiety przypadek, gdy z,y,z < 0,
widzimy, ze tréjka (z,y, z) ma postaé
(2) (1) (a®b% (a £b)?);

a,be NU{0}; NWD(a,b) =1.
Na odwrét, jesli tréjka liczb catkowitych z, vy, z ma
taka postaé¢ (wiec x = ea?, y = eb?, z = e(a + £'b)?;
g, e’ € {1,—1}), wéwczas spelnione jest réwnanie (1)
(réwnowazne wyjsciowemu), za$ liczby z, y, z sa
wzglednie pierwsze. Wzér (2) przedstawia wiec ogdlne
rozwiazanie postawionego zagadnienia. [Mozna
sformulowaé te odpowiedZ w formie bardziej symetryczej,
piszac, ze liczby x, y, z, po ewentualnej jednoczesnej
zmianie znaku, sa kwadratami trzech wzglednie
pierwszych liczb catkowitych, z ktérych jedna jest suma
dwoch pozostatych].
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Przypominamy tre$¢ zadan:

674. Niewazki poziomy pret o dlugosci 2a moze obracaé si¢ swobodnie wokél pionowej osi
przechodzacej przez jego srodek (rys. 1). Na pret nawleczone sg dwie jednakowe kulki, ktére moga
przemieszczaé sie wzdluz preta bez tarcia i odbijaé sie sprezyscie od odbojnikéw na jego koncach.

zatku kulki umocowane sg w odleglodciach a/2 od osi obrotu. Pret rozkrecono do predkosci
katowej wp, po czym kulki jednoczeénie oswobodzono. Po jakich torach beda poruszac¢ sie kulki?
Po jakim czasie pret wykona pelny obrét? Jaka jest zaleznoéé predkosci katowej preta od czasu?
Rozmiary kulek sa duzo mniejsze od dtugosci preta.

675. Trzy jednakowe naladowane kulki polgczone sg nieprzewodzacymi ni¢mi, ktére tworza trojkat
prostokatny ABC (rys. 2). Kat ABC jest rowny «, bok BC ma diugosé I. Z jakimi przyspieszeniami
zaczng poruszaé si¢ kulki po przecieciu nici BC'? Masa kulki jest réwna m, tadunek kazdej z nich
wynosi g. Sil ciezkosci nie uwzgledniamy.

674. Dzigki symetrii poczatkowych polozen i predkosci, kulki przez caly

czas znajdowac sie beda w punktach symetrycznie potozonych wzgledem osi
obrotu oraz beda mialy symetryczne predkosci. Poniewaz pret jest niewazki,
nie wystepuja sily prostopadte do niego, lezace w plaszczyznie poziomej. Nie
ma tarcia, wobec tego wzdluz preta na kulki réwniez nie dziataja zadne sity

i miedzy kolejnymi zderzeniami z koncami pretéw kulki poruszaja sie wzgledem
Ziemi ruchem jednostajnym prostoliniowym (rys. 3) z predkoscia v = wpa/2.
Podczas zderzenia z odbojnikiem sktadowa pedu kulki prostopadta do preta
nie zmienia si¢. Zderzenie jest sprezyste, zatem katy padania i odbicia sa sobie
réwne i wynosza /6. Torem ruchu kazdej z kulek jest tréjkat réwnoboczny

o boku I = a/3. Pret wykona pelny obrét w czasie T' = 31/v = 6/3/w.
Predkoséé katowa preta dana jest wzorem w = vy /r, promien r spelnia réwnanie
r? = a?/4 + 22, gdzie x = vt , a vy jest sktadows predkosci v prostopadly do
promienia. Z rysunku 3 widaé, ze zachodzi zwiazek v1 /v = a/ (2r). Szukana
zalezno$é predkosci katowej preta od czasu dana jest wzorem

dl dla f\/g/wo <t< \/g/wo.

R CE-T2)

W chwili ¢ = v/3/wy nastepuje zderzenie z odbojnikiem i cykl si¢ powtarza
(rys. 4).

675. Wprowadzmy prostokatny uktad wspotrzednych XY jak na rysunku 5.
Poniewaz kulki A i C polaczone sa nicia, maja wzdluz osi X jednakowe
przyspieszenia. Na uktad tych kulek dzialaja sity F} i Fy. F} jest sila
oddzialywania elektrycznego miedzy kulkami B i C, F» jest wypadkowsa
sity Coulomba miedzy kulkami A i B oraz sily naprezenia nici AB i nie ma
sktadowej wzdtuz osi X. Rownanie ruchu uktadu wzdluz osi X ma postac:

2ma, = Fisinq,

stad rzuty przyspieszen kulek A i C' na 0§ X sa réwne

k 2
af :af =0 =50 sin a,
m
gdzie k = 47350. Analogicznie dla uktadu kulek A i B, réwniez polaczonych nicig,
k 2
aﬁ = af =ay =50 cos a.

Wartosé przyspieszenia kulki A jest réwna:

kq?
ot = \/(a)? + (a2 = 5 5

Wektor a? tworzy z osig X kat 3 taki, ze tg 3 = aj /a2 = ctg a. Réwnanie ruchu
kulki B w kierunku osi X ma postac maf = F} sin . Stad:

kq? 1
a® a V1+3sin?a i tgy= -ctga.

= omi2 2

Analogicznie dla kulki C' otrzymujemy: ag = Fj cosa/m,
k 2
o€ = vV1+4+3cos?2a i tgd=2ctga.
2ml?
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Prosto z nieba: Kokon czy struga?

W sierpniu 2017 roku detektory LIGO i Virgo zarejestrowaly fale grawitacyjne
powstale podczas zderzenia si¢ dwoch gwiazd neutronowych. Gwiazdy neutronowe
to bardzo geste obiekty o masie porownywalnej do masy Slonca, ale o Srednicy
przecietnego miasta (~10 km), a przez to gestsze od jader atomowych. Zderzenie
nastapito w odlegtoéci ,,jedynie” 130 milionéw lat §wietlnych od naszej Galaktyki

(40 milionéw parsekéw),

w konstelacji Hydry.

Poza emisja fal grawitacyjnych zaobserwowano réwniez emisje swiatta, co
potwierdzito naukowe teorie, ktére byly przedmiotem dyskusji przez dziesiatki lat
— wskazujace na zwiazek zderzen gwiazd neutronowych z poteznymi i tajemniczymi
eksplozjami: blyskami gamma. Po zapadnieciu si¢ uktadu podwéjnego

ogromna ilo$¢ materii zostaje wyrzucona w przestrzen, tworzac goraca chmure.
Astronomowie obserwowali to zdarzenie w calym spektrum elektromagnetycznym,
od promieni gamma (zarejestrowany zostal wspomniany wezesniej tzw. krétki
blysk gamma) przez promieniowanie rentgenowskie do swiatta widzialnego i fal
radiowych. Dwieécie dni po zderzeniu potaczone obserwacje z radioteleskopéw

w Europie, Afryce, Azji, Oceanii i Ameryce Pélnocnej potwierdzily istnienie strugi
promieniowania radiowego (dzetu radiowego) wylaniajacego sie z pozostatosci po

kosmicznej kolizji.

Obserwatorzy spodziewali sie, ze cze$¢ materii zostanie wyrzucona w formie
dzetu prostopadle do ptaszczyzny orbity uktadu, ale nie byto oczywiste, czy éw
dzet przebije si¢ przez otaczajaca materie. Istnieja bowiem dwa konkurencyjne
scenariusze: w pierwszym przypadku dzet nie moze sie przebié¢ i zamiast tego
generuje rozszerzajaca sie¢ wokét pozostatosci ,banke” (kokon), w drugim dzet
skutecznie penetruje otoczke, a nastepnie rozprzestrzenia si¢ dalej w przestrzeni
kosmicznej w postaci waskiej strugi. Tylko bardzo czule obserwacje radiowe

o bardzo wysokiej rozdzielczosci pozwalaja na weryfikacje tych hipotez. Kluczowsa
technika jest interferometria wielkobazowa (Very Long Baseline Interferometry,
VLBI), ktéra pozwala taczyé¢ dane z radioteleskopéw umieszezonych w réznych
miejscach na $wiecie: wykorzystano trzydziesci trzy radioteleskopy z europejskiej
sieci VLBI (laczacej teleskopy z Hiszpanii, Wielkiej Brytanii, Holandii, Niemiec,
Wioch, Szwecji, Polski, Lotwy, RPA, Rosji i Chin), e-MERLIN w Wielkiej Brytanii,
Australian Long Baseline Array w Australii i Nowej Zelandii oraz Very Long

Baseline Array w USA.

Obraz stworzony przez polaczenie danych globalnej sieci obserwatoriéw ma
rozdzielczo$¢ poréwnywalng z rozdzielczoscia, z jaka widzielibySmy czlowieka na
powierzchni Ksiezyca, obserwujac go z Ziemi. W tej samej analogii, rozszerzajaca
sie banka mialaby rozmiar ciezarowki, duzo wigkszy niz przebijajacy sie z sukcesem
dzet. Obserwacje wskazuja zatem raczej na ten drugi scenariusz.

Astronomowie ustalili, ze dzet zawiera tyle energii, ile wyprodukowaly wszystkie
gwiazdy w naszej Galaktyce w ciagu jednego roku. Energia ta jest zawarta

w obszarze o Srednicy mniejszej niz jeden rok swietlny. W nadchodzacych latach
zostanie odkrytych wiele podobnych zderzen gwiazd neutronowych; polaczenie
obserwacji fal grawitacyjnych i elektromagnetycznych pozwoli jeszcze lepiej badaé
procesy zachodzace podczas i po tych niezwyklych katastrofach.

Niebo w lipcu

Zaczeta sie druga potowa 2019 roku. Lipiec to

pierwszy miesiac z wyraznie skracajacymi sie dniami

i wydtuzajacymi nocami. W trakcie miesiaca Storice
przejdzie przez gwiazdozbior Blizniat, konczac lipiec

w Srodku gwiazdozbioru Raka, obnizajac przy tym
deklinacje z 23 do 18°. Wskutek tego dzien skroci sie

o ponad godzine, do 15,5 godziny ostatniego dnia miesiaca.
Na poczatku lipca nasza planeta przechodzi przez
aphelium, a wiec najdalej od Stonca potozony punkt
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Michat BEJGER

swojej orbity, w zwiazku z czym jego Srednica katowa

jest najmniejsza w calym roku i Ksiezycowi najlatwiej

je zastoni¢. Réwniez ilos¢ docierajacego ze Storca
promieniowania jest najmniejsza. Jednakze 5 mln km

(o tyle zmienia sie odleglo$¢ Ziemi od Storica w ciagu
roku) to na tyle niewielki ulamek wielkiej p6losi orbity
naszej planety, ze réznica ta nie ma wplywu na pory roku;
liczy sie tylko nachylenie osi obrotu Ziemi w kierunku
Stonica. Gdy do Stonca nachylony jest biegun poéinocny



Ziemi, wtedy mamy wiosne i lato, gdy poludniowy — jesien
i zime.

Pod koniec lipca koniczy sie¢ w Polsce sezon na zjawiska
tuku okotohoryzontalnego i oblokéw srebrzystych. Obszar
widoczno$ci pierwszego z nich przesuwa sie na potudnie,
drugiego — na potnoc. W lipcu wyraznie pogarsza

sie¢ nachylenie ekliptyki do wieczornego zachodniego
widnokregu i jednoczesnie tak samo poprawia sie jej
nachylenie do wschodniej czedci niebosklonu przed $witem.
Stad w drugiej potowie lata i jesienia planety wewnetrzne
wieczorem widoczne sa stabo, albo wcale, nawet jesli sg

w swoich maksymalnych elongacjach, a rano — odwrotnie:
mozna je obserwowaé nawet kilka—kilkanascie dni po ich
spotkaniach ze Stonicem, zwlaszcza jesli sa nad ekliptyka.

W lipcu planety wewnetrzne sg albo za blisko Stonca,
albo nachylenie ekliptyki jest niekorzystne i wszystkie
ging w zorzach wieczornych i porannych. Widoczne sa

za to wszystkie planety zewnetrzne. Jowisz jest miesiac
po opozycji, Saturn za$ znajdzie si¢ 9 lipca po przeciwnej
stronie Ziemi niz Stonce, a zatem obie planety sa bliskie
swoich maksymalnych jasno$ci i rozmiaréw, Swiecac przez
cala albo wieksza cze$é¢ nocy, kreslac petle w odleglosci
jakich$ 30° od siebie. Obie planety poruszaja sie ruchem
wstecznym. Jowisz wedruje przez gwiazdozbiér Wezownika
i w lipcu pokona w ten sposob ponad 2°, gdyz zwalnia juz
swéj ruch wzgledem gwiazd tla, szykujac sie do zmiany
kierunku ruchu w pierwszej polowie sierpnia. Niewiele
mniej przesunie sie w lipcu Saturn, poruszajacy sie

teraz z maksymalna predkoscig katowa przez wschodniag
czes¢ Strzelca. Do konca miesiaca Saturn zblizy sie na
okolo 40" do $wiecacej blaskiem +3,8™ gwiazdy o Sgr.
Jasnoé¢ Jowisza do korica lipca spadnie do —2,4™, a jego
tarcza skurczy sie do 43", natomiast Saturn Swieci

z jasnoscig +0,1™, majac tarcze o $rednicy 18”.

Ksiezyce obu planet mozna obserwowaé przy uzyciu
lornetek i teleskopéw. W przypadku Jowisza sa to cztery
tzw. ksiezyce galileuszowe: Io, Europa, Ganimedes

i Kallisto (wg wzrastajacej odlegtosci od planety
macierzystej). Wszystkie maja jasnosci miedzy 4,8

a 5,8 magnitudo i gdyby nie blisko$¢ bardzo jasnego
Jowisza, moglyby byé¢ widoczne golym okiem. Okresy
orbitalne wynosza odpowiednio: Io — 1,8 dnia (ziemskiego),
Europa — 3,6 dnia, Ganimedes — 7,2 dnia, Kallisto —

16,7 dnia. Jak tatwo zauwazy¢, sa one w rezonansie ze
soba, a ich konfiguracje zmieniaja sie caltkiem szybko.

To oddala si¢ maksymalnie na 2’ od Jowisza (3 $rednice
planety), Europa — na 3,5" (5 $rednic), Ganimedes — na
5,5’ (ponad 7 $rednic), a Kalisto — na 10’ (14 $rednic).
W przypadku Saturna jego najwigkszy ksiezyc Tytan jest
wyraznie jasniejszy od pozostalych ksiezycow, $wiecac
blaskiem +8,5™, pozostale sa o co najmniej 1,5™ stabsze.
Tytan oddala si¢ od Saturna maksymalnie na 3', czyli

na 10 $rednic swojej planety macierzystej, i wtedy jest
dostrzegalny przez lornetke. Jednak w ostatnich latach,
ze wzgledu na lato na pénocnej pétkuli Saturna, jego
péinocna czesé jest nachylona w naszym kierunku. Stad
ksiezyce Saturna nie chowaja sie za tarcze planety,

a sam Tytan nie zbliza si¢ bardziej do Saturna niz na 1/
(4 érednice planety), okrazajac ja raz na 16 dni.
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Ostatnie dwie planety mozna obserwowaé¢ w drugiej

czedci nocy. Neptun takze porusza sie ruchem wstecznym
na tle gwiazdozbioru Wodnika, na péinocny wschéd

od gwiazdy 4. wielkosci ¢ Aquarii. Do konica miesiaca
Neptun zblizy sie do niej na 1°, sam §wiecac blaskiem
+7,9™. W najciemniejszej czesci nocy planeta zajmuje
pozycje na wysokosci okoto 20° nad potudniowo-wschodnig,
czeScia niebosktonu. Planeta Uran swoja petle kresli

na tle gwiazdozbioru Barana, niecate 50° na péinocny
wschéd od Neptuna. Uran porusza sie w lipcu ruchem
prostym, kreslac swa petle okoto 11° pod Hamalem,
najjasniejsza gwiazda konstelacji. W tym sezonie
obserwacyjnym w bezposredniej bliskosci Urana nie ma
gwiazd o poréwnywalnej lub wiekszej jasnosci, ktore
mogtyby ulatwi¢ odnalezienie planety, ktorej blask wynosi
+5,8™. Na razie Uran wznosi sie nisko, mniej wiecej 10°
okoto péinocy, lecz w sierpniu jego warunki obserwacyjne
znacznie si¢ poprawia.

Oczywiscie wszystkie widoczne planety bedzie odwiedzat
Ksiezyc. Naturalny satelita Ziemi zacznie miesiac od
nowiu i catkowitego zaémienia Stonca 2 lipca. Zjawisko
zajdzie jednak daleko od Polski, na potudniowym
Pacyfiku. W kolejnych dniach Ksiezyc przeniesie si¢ na
niebo wieczorne, gdzie pokaze si¢ nisko nad horyzontem,
wznoszac sie nieco wyzej dopiero pod koniec miesiaca.
Juz 5 lipca sierp Ksiezyca w fazie 12% dotrze na 6° do
Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa, natomiast 9 lipca
przejdzie przez I kwadre i jednoczesnie 7° na péinoc od
Spiki, najjadniejszej gwiazdy Panny. Cztery dni pézniej,
przy fazie zwigkszonej do 91%, Ksiezyc minie Jowisza

w odlegtosci 1,5°, a 15 i 16 lipca spotka sie z Saturnem.
Réwniez 15 lipca Ksiezyc w fazie 99% pokaze sie 6° na
zach6d od Saturna, dobe pézniej, w fazie 100% pojawi sie
7° na wschéd.

Warto zapamietaé szczegélnie te druga date, gdyz tego
dnia Srebrny Glob zahaczy o cien Ziemi i da si¢ to
dostrzec z Polski. Niestety, nie bedzie to za¢mienie
catkowite, lecz czeéciowe, o dos¢ duzej fazie, bo 65%.
Zaémienie zacznie sie od wejscia Ksiezyca w poélcien
Ziemi jeszcze przed jego wschodem w naszym kraju,
lecz najciekawsza czes¢ zjawiska bedzie widoczna

z Polski w calodci. Zaémienie czeSciowe zacznie sie
okoto godziny 22, a faza maksymalna nastapi 1,5
godziny pézniej, pét godziny przed gérowaniem
Ksigzyca. Oprocz Saturna w dalszej odlegtosci
towarzystwa Ksiezycowi dotrzyma Altair, najjasniejsza
gwiazda Orla. Faza czesciowa skonczy sie okoto

1 w nocy.

Ksiezyc powedruje dalej i 20 lipca, w fazie zmniejszonej do
85% zblizy sie na 7° do Neptuna, a 5 dni pdzniej przejdzie
przez ostatnia kwadre i jednoczes$nie spotka sie z Uranem,
zblizajac si¢ don na 8°. Na cztery dni przed koncem
miesiaca sierp Ksiezyca w fazie 30% znajdzie si¢ 10° pod
Plejadami, zas$ dobe p6zniej, w fazie zmniejszonej do 21%,
przejdzie 1,5° od Aldebarana, najjasniejszej gwiazdy Byka.
Natomiast jeszcze kolejnego ranka jego cienki juz sierp
(183%) dotrze na niecaly stopienn do gwiazdy ¢ Tauri, czyli

poludniowego rogu Byka.
Ariel MAJCHER



Murray Gell-Mann
(autor zdjecia: Joichi Ito, CC BY 2.5
commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=2508061)

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Czlowiek, ktéory zrozumial Wszechswiat

Kiedy fizycy teoretycy obliczaja prawdopodobienstwo oddzialywania czastek,
moga zamiast czastki znikajacej podczas tego oddziatywania rozwazacé
pojawiajaca sie antyczastke o energii i sktadowych pedu przeciwnego znaku niz
odpowiednie wielkosci opisujace znikajaca czastke — wynik wyjdzie ten sam.

Przy zderzeniach czastek w akceleratorach produkowanych jest wiele czastek
potomnych. Nawet zwiezty opis wlasnosci tych czastek zajmuje cala ksiazke.

A jednak w tym gaszczu danych mozna dostrzec pewne prawidlowosci. Podobnie
jak pierwiastki mozna pogrupowaé z uwagi na ich wlasnosci w uktad okresowy,
takze i czastki elementarne mozna utozy¢ mysélowo w powtarzalne struktury,
wykorzystujac dzial matematyki zwany teoria grup. Struktury te nazywa

sie fachowo multipletami. Mase czastek w ramach jednego multipletu mozna
okresli¢, znajac inne wlasnosci oddzialywania tych czastek.

Niezaleznie od wewnetrznej budowy czastek zasady teorii grup pozwalaja

na okreslenie relacji pomiedzy oddzialywaniem réznych czastek w ramach
tak wyodrebnionych multipletow. W ten sposéb mozna przewidzieé, jakie sa
oddzialywania okreslonych czastek, zanim jeszcze czastki te zostang odkryte.
W szczegdlnoscei niektére czastki sa ,,dziwne” — zaréwno dostownie, jak

i w nomenklaturze fizykéw czastek — gdyz zyja znacznie dtuzej niz inne, bo
rozpadaja si¢ wskutek oddzialywan stabych.

Czastki oddziatujace silnie zbudowane sg z kwarkéw. Scidlej rzecz biorac,

i wykluczajac przypadki egzotyczne, czastki te moga by¢ uktadami trzech
kwarkow lub ukladami kwark—-antykwark. Samo slowo ,kwark” jest
mistrzowskim przykladem udanego stowotworstwa naukowego — jest krotkie
i dynamiczne, zaciekawia, a zarazem erudytom moze kojarzy¢ sie z trudno
czytajaca sie zwyklemu zjadaczowi literatury powiescia Jamesa Joyce’a.

W przyrodzie wystepuja rézne rodzaje kwarkéw. Najpowszechniejsze sa kwarki
gbérny i dolny: w uproszczeniu, proton to uklad dwéch kwarkéw gérnych

i dolnego, a neutron — dwéch dolnych i gérnego. Kazdy kwark moze istnieé¢

w jednym z trzech stanéw, nazwanych pociesznie kolorami. Umozliwia to
kwarkom oddzialywanie miedzy soba. Teoria opisujaca oddzialywania kwarkéw
jest chromodynamika kwantowa.

Znajac oddzialywania czastek zderzajacych sie z niewielkimi energiami, mozna
przewidywaé prawdopodobienstwo oddzialywania czastek o znacznie wigkszych
energiach. Podobnie znajomo$¢ oddzialywan przy wielkich energiach pozwala
przewidywaé zachowanie czastek niskoenergetycznych.

Neutrina majg bardzo male masy, tak malerikie, ze nie potrafimy ich zmierzy¢,
mozemy tylko podawaé wywiedzione z doswiadczen gérne ograniczenia.
Eleganckim wyjaénieniem tego faktu jest mozliwos¢, ze w oddzialywaniach
zapewniajacych masy neutrin biora udzial bardzo ciezkie czastki, co znacznie
zmniejsza prawdopodobienstwo takiego oddzialywania — a w konsekwencji takze
i mase neutrin.

Podane wyzej wyliczenie osiggnieé¢ nie zostalo przygotowane jako bryk z historii
dwudziestowiecznej teorii czastek elementarnych... Wielu fizykéw marzyltoby

o chocby jednym wyniku tej rangi, tymczasem wszystkie one sg rezultatem pracy
naukowej jednego czlowieka.

Murray Gell-Mann, jeden z nielicznych uczonych, do ktérego mozna na serio
zastosowaé tytul niniejszej notki, zmart w maju tego roku w wieku 89 lat.

Krzysztof TURZYNSKI
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Trzy rodzaje indukcji matematycznej
Barttomiej BZDEGA

Dodajac obustronnie n + 1 do réwnosci 1+ 2+ ... +n = n(n + 1), dowodzimy
implikacji

1 1
1+2+..‘+n:§n(n+1) = 1+2+...+(n+1):§(n+1)(n+2).

T(n) T(n+1)

Zwrbéémy uwage, ze druga réwnosé jest analogiczna do pierwszej, z ta jedynie
réznica, ze kazde n zostalo zastapione przez n + 1. To tlumaczy nazwy T'(n)
i T(n+ 1), ktére zostaly tym réwnosciom nadane.

Zauwazmy, ze T'(1) jest réwnoécia prawdziwa: 1 = % - 1-2. Wyzej udowodniona
implikacja dla n = 1 ma postaé T'(1) = T(2), zatem i réwnosé¢ T'(2) jest
prawdziwa. Nastepnie biorac n = 2, wnioskujemy prawdziwosé T'(3) i tak
dalej, przez caly zbiér liczb naturalnych. To oznacza, ze T'(n) jest zdaniem
prawdziwym dla kazdego naturalnego n.

Powyzsze rozumowanie jest przyktadem dowodu przez indukcje. Ogélniej, zasada
indukcji matematycznej méwi, ze jesli chcemy wykazaé prawdziwosé jakiegos
stwierdzenia T'(n) dla wszystkich liczb naturalnych n > ng (zwykle ng = 1),

to wystarczy udowodnié T'(ng) (baza indukeji), a nastepnie dla wszystkich
naturalnych n > ng dowiesé, ze T'(n) = T'(n + 1) (krok indukcji; stwierdzenie
T(n) nazywamy tu zalozeniem indukcyjnym, a T'(n + 1) — teza indukcyjna).

Przedstawiamy ponizej jeszcze dwa rodzaje indukcji. Indukcje o glebokosci d > 1
stosujemy w zadaniach 3 i 8, a silng indukcje w zadaniach 9 i 10.

Indukcja o glebokosci d. Baze indukcji stanowia stwierdzenia
T(ng), T(no+1),...,T(no+d—1), aw kroku indukcyjnym dowodzimy
implikacji T(n) AT(n+ 1)A...AT(n+d—1)=T(n+d) dla n > ng.

Silna indukcja. Baza jest stwierdzenie T'(ng), a krokiem indukcyjnym
T(ng) ANT(ng+1)A...AT(n—1) = T(n) dla n > ny.

Zadania. (Uwaga. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.)

1. Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié przez indukcje, ze:
(a) 3"+ 4" < 5" dlan > 3, (b) 12| 7" +6n — 1.

2. Udowodnié nier6wno$é Bernoulliego: (1 4+ )™ > 1 + nx dla wszystkich liczb
rzeczywistych x > —1 i liczb naturalnych n.

3. Wiadomo, ze a; = 5, ag = 13 oraz an+2 = dan+1 — 6a, dla n > 1. Wykazaé, ze
an, = 2" + 3" dla wszystkich naturalnych n.

4. Dowieéé, ze n > 1 réznych okregéw dzieli plaszczyzne na co najwyzej n? —n -+ 2
obszardw.

5. Nazwijmy L-ka figure zlozona z trzech kwadratéw jednostkowych, w ksztalcie
litery L. Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié, ze szachownice
o wymiarach 2" x 2" z jednym usunietym polem mozna rozciaé na L-ki.

6. Udowodni¢ male twierdzenie Fermata: p | n? — n dla kazdej liczby pierwszej p
i liczby naturalnej n.

7. Niech n bedzie liczba naturalng. Dowiesé, ze istnieje n-cyfrowa wielokrotnosé
liczby 2", w ktorej zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry 11 2.

8. Wykazaé, ze dla n > 7 mozemy tak umieéci¢ w wierzchotkach n-kata foremnego
rézne liczby od 1 do n, by warto$é bezwzgledna réznicy liczb z kazdych
dwdch sasiednich wierzchotkéw byla kwadratem liczby naturalnej.

9. Na stole lezy n > 1 stoséw monet, po jednej w kazdym. W danej chwili
mozemy polaczy¢ dwa dowolnie wybrane stosy w jeden. Jesli polaczymy
stos @ monet ze stosem b monet, to zapisujemy iloczyn ab. Te czynnoéci
wykonujemy az do uzyskania jednego stosu n monet. Dowie$é, ze suma
zapisanych iloczynéw wynosi $n(n — 1).

10. Kazda liczbe naturalna pomalowano pewnym kolorem w taki sposéb, ze
jesli a,b > 2 sa liczbami naturalnymi, to liczby a + b i ab maja ten sam kolor.
Dowies¢, ze wszystkie liczby naturalne wieksze od 4 maja ten sam kolor.
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fowcy promieniowania kosmicznego w Krakowie

JOURNEY www.credo.science

Wszechswiat kryje wiele tajemnic. Naukowcy na calym Swiecie staraja sie miedzy innymi odpowiedzie¢ na pytanie,

czym jest ciemna materia i ciemna energia, ktére wspélnie stanowia ponad trzy czwarte materii-energii obserwowanego
Wszechswiata. Czym dokfadnie jest czasoprzestrzen, w ktorej sie znajdujemy? Wreszcie, czy to, co wydarzyto sie przed
milionami lat, do dzisiaj ma wptyw na ludzi zyjacych obecnie?

Dzieki globalnemu i dostepnemu dla kazdego modelowi projektu Cosmic Ray Extremely Distributed Observatory
(CREDO) kazdy moze teraz zosta¢ cztonkiem zespotu badawczego i zdobywac odpowiedzi na te pytania. Nie trzeba by¢
profesjonalnym uczonym, aby wiaczyc¢ sie do tego projektu badawczego. Co zatem trzeba zrobi¢, by wzig¢ w nim
udziat? To proste. Wystarczy zainstalowac aplikacje CREDO detektor w telefonie wyposazonym w system Android.
Pozwoli ona na wykorzystanie telefonu jako detektora promieniowania kosmicznego.

Jak to dziata? Pomiary przeprowadzone przy uzyciu telefondw rejestrujg czas detekcji czastki. Nastepnie czasy te sa
porownywane w celu wykrycia odchylen od normy. Wysokoenergetyczne czastki docieraja do Ziemi z kosmosu losowo,
a ich rozktad powinien by¢ jednorodny. Jednak w 1983 roku udato sie zaobserwowac pierwsza anomalie: sie¢
detektoréow promieniowania kosmicznego w ciggu pieciu minut zarejestrowata 32 przypadki wielkiego peku
atmosferycznego, podczas gdy spodziewano sie tylko jednego. Mozliwe, ze takie zdarzenia sg czestsze, niz myslimy;,
jednak ze wzgledu na ograniczona liczbe detektoréw do tej pory byty niewykrywalne. Wiemy, ze wysokoenergetyczne
promieniowanie nie pozostaje bez wptywu na organizmy zywe, ale jaki ma doktadnie wplyw na nas? Czy ma zwigzek

z niektérymi chorobami, a moze z mutacjami?

Jak widac liczba pytan bez odpowiedzi pozostaje duza, dlatego tak wazne jest zachecenie do udziatu w projekcie jak
najwiekszej liczby osob, ktére niekoniecznie muszg by¢ naukowcami. Poza udziatem w grupie badawczej, CREDO oferuje
bezposredni dostep do wykwalifikowanej kadry naukowej, materiatéw badawczych, spotkan oraz paneli dyskusyjnych,
np. podczas spotkarn CREDO Week. Juz we wrzesniu tego roku po raz kolejny odbedzie sie wydarzenie dla nauczycieli

i uczniéw, tym razem w formie warsztatow — CREDO workshop.

Program obejmuje miedzy innymi prace na detektorze, ktéry docelowo ma trafi¢ do szkét srednich, a takze szereg
otwartych wyktadéw.

Szkotly oraz samych nauczycieli chetnych do udziatlu w wydarzeniu zapraszamy do kontaktu przez adres e-mail:
contact@credo.science.

Katarzyna Smalcerz
1. Instytut Teleinformatyki, Wydziat Fizyki, Matematyki i Informatyki, Politechnika Krakowska
2. Instytut Fizyki Jadrowej im. H. Niewodniczanskiego, Polska Akademia Nauk




