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Toporna logika brudnych maszyn

*Instytut Fizyki Teoretycznej,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Perpetuum mobile (z tac. ,wiecznie poruszajacy sie”)
pierwszego rodzaju to hipotetyczna maszyna, ktérej
jedynym efektem dzialania jest wykonywanie pracy,

a wiec réwniez produkcja energii. Istnienie takiego tworu
sprzeczne jest w oczywisty sposob z zasada zachowania
energii. Konstrukcja nieco bardziej wyrafinowana jest
perpetuum mobile drugiego rodzaju, a wiec urzadzenie,
ktérego (jedynym) skutkiem funkcjonowania bylaby
zamiana ciepta na prace. Mozliwo$¢ zbudowania

takiej machiny nie jest bynajmniej wykluczona przez
zasade zachowania energii, a wizja urzadzenia, ktoére
produkowaloby uzyteczng prace poprzez chlodzenie
jakiego$ medium, moze si¢ (stusznie) wydaé ze wszech
miar pociggajaca.

Historycznie jedno z pierwszych sformulowan drugiej
zasady termodynamiki odwotuje sie wlasnie do tego

poniekad inzynieryjnego konceptu i pochodzi od Kelvina.

Zasada Kelvina orzeka wprost, ze perpetuum mobile
drugiego rodzaju nie mozna zbudowaé. W rzeczy
samej, pojecie entropii w owych czasach nie istnialo,
ludzi za$ frapowal (dzi$ nie mniej aktualny) problem
maksymalnie efektywnego wykorzystania energii
wyzwolonej wskutek spalenia czarnych substancji
wykopywanych spod powierzchni ziemi. Z punktu

Pawel JAKUBCZYK*

widzenia jezyka wspolczesnych nauk przyrodniczych
kelvinowskie sformutowanie fundamentalnego prawa
fizyki (jakim jest druga zasada) poprzez odwolanie

do brudnych i hatasliwych maszyn cieplnych wydacé

sie moze nieco toporne. Podobnie sprawa wyglada

z pochodzacym z réwnie zamierzchlych czaséw
sformutowaniem Clausiusa. Mozna z drugiej strony

na ten problem spojrze¢ jako na przyktad ewolucji
jezyka i tworzenia sie (abstrakcyjnych poniekad) pojeé
inspirowanych przez, jak moze si¢ zdawaé, ekstremalnie
praktyczne zagadnienie, wskutek czego powstaé moze to,
co nazywamy czesto ,teoria fenomenologiczna”.

Roéwnowazna zasadzie Kelvina zasada Clausiusa orzeka,
ze niemozliwy jest proces, ktérego jedynym efektem
bylby przeplyw ciepta od ciata o temperaturze T« do
ciala o wyzszej temperaturze 7. Chronologicznie zasada
Clausiusa (1850) nieznacznie poprzedza zasade Kelvina
i moze by¢ uznana za najwczesniejsze sformulowanie
drugiej zasady termodynamiki. W pewnym sensie

jej tresé jest zawarta we wczesniejszej pracy Carnota
(1824), ktéra jednakze dotyczy ,.cieplika”, czyli ,fluidu
ciepla”, konceptu, ktéry nie przetrwal préby czasu

(tj. konfrontacji z do$wiadczeniem).

Qll T Q2+W
Q-0
TQz
T<
Rys. 1

Maszyna cieplna to uklad realizujacy
zamkniety cykl przemian
termodynamicznych (obieg
termodynamiczny), w wyniku ktérych
nastepuje wymiana energii miedzy
uktadem a dwoma zbiornikami ciepta

o réznych temperaturach. Maszyna
realizujaca cykl w takim kierunku, ze
cieplo przeplywa ze zbiornika cieplejszego
do zimniejszego, przy czym czes$é ciepta
zamienia na prace, nazywa sie silnikiem
cieplnym. Maszyne realizujaca cykl

w przeciwnym kierunku, ktéra dzigki
wykonanej na uktadzie pracy
przeprowadza ciepto ze zbiornika
zimniejszego do cieplejszego, nazywa sie
pompa ciepla.

Zrozumienie réwnowaznosci zasad Kelvina (K) i Clausiusa (C) nie jest trudne.
Obrazuje to diagram naszkicowany na rysunku 1. [lustracja la pokazuje
rozumowanie prowadzace do implikacji K = C. Maszyna cieplna oznaczona
jako kotko ze znakiem ,,C” pobiera ciepto @)1 ze zbiornika o temperaturze T
(grzejnika) i jego cze$é oddaje do zbiornika o temperaturze T (chlodnicy),
wykonujac przy tym uzyteczna prace W = Q1 — Q2 (na przyklad stuzaca do
rozpedzania lokomotywy). Rozumujemy teraz ad absurdum: zakladamy, ze
(wbrew zasadzie C') zbudowano machine, ktérej jedynym efektem dzialania jest
przekaz ciepla od chlodnicy do grzejnika. Urzadzenie to podlaczamy tak, jak
pokazuje rysunek la, gdzie oznaczone jest ono schematycznie czarnym koétkiem.
Caly skonstruowany w ten sposob aparat de facto pobiera cieplo z grzejnika

i zamienia na prace. Jest to sprzeczne z zasada K. W ten sposob pokazalidmy
implikacje K = C.

Dowdéd implikacji C = K przebiega nieco podobnie. Zakladamy prawdziwosé
zasady C' i znéw uprawiamy reductio ad absurdum. Jedli nasza teza (czyli
zasada K) nie jest prawdziwa, to istnieje urzadzenie przedstawione jako czarne
kolo na rysunku 1b. Poslugujac si¢ maszyna C (dziatajaca w odwréconym
cyklu), zbudowaé¢ mozemy schemat z rysunku 1b, ktérego jedynym efektem
dzialania jest przekazywanie ciepta od chtodnicy do grzejnika. Ztamalismy
zatem zasade C (wbrew zalozeniu, ktére na poczatku poczyniliémy). Mamy
zatem implikacje C = K i w konsekwencji réwnowaznos¢ K <= C.

Wychodzac od zasady zachowania energii i zasady Kelvina (oraz konceptu
empirycznej temperatury), zbudowaé¢ mozna w gruncie rzeczy cala
termodynamike. Zobaczmy teraz, jak postugujac sie jezykiem maszyn, dotrzec
do drugiej zasady w ujeciu, ktore dzi§ mozna by uznac¢ za standardowe. Przyda
sie do tego bardzo konkretne urzadzenie, mianowicie znajomy silnik Carnota
(dzialajacy w sposéb odwracalny). Przypomnijmy, ze urzadzenie takie wymaga
dwdéch zbiornikéw cieplnych: grzejnika i chlodnicy, o temperaturach odpowiednio
T- i T<. Jego cykl sklada sie z czterech proceséw: (i) izotermicznego rozprezania
w T =T~ (czemu towarzyszy pobranie ciepla od grzejnika); (ii) adiabatycznego
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Przemiana izotermiczna (np. sprezanie
lub rozprezanie izotermiczne) to
przemiana zachodzaca przy okreslonej,
stalej temperaturze. Stala temperatura
uktadu moze byé wymuszana poprzez
kontakt termiczny z wyidealizowanym
zbiornikiem (o stalej temperaturze),

z ktérym uklad wymienia cieplo.

Przemiana adiabatyczna

(np. adiabatyczne sprezanie lub
rozprezanie) to proces termodynamiczny,
podczas ktérego izolowany uklad nie

wymienia ciepla z otoczeniem, lecz calosé

energii jest dostarczana lub odbierana
z niego jako praca.

Rys. 2. Cykl Carnota na diagramie pV'
pokazujacym zalezno$¢ ci$nienia gazu
od objetosci:

1 — 2 izotermiczne rozprezanie

(uktad pobiera ciepto),

2 — 3 adiabatyczne rozpre¢zanie
(uklad wykonuje prace),

3 — 4 izotermiczne sprezanie

(uktad oddaje ciepto),

4 — 1 adiabatyczne sprezanie

(praca jest wykonywana nad ukladem).
Catkowita praca, jaka w takim cyklu
udaje si¢ uzyskaé z uktadu, jest réwna
polu obszaru ograniczonego krzywymi
reprezentujacymi cykl

rozprezania; (iii) izotermicznego sprezania w kontakcie z chtodnica w T = T,
ktéremu towarzyszy oddawanie ciepla do chlodnicy, (iv) oraz adiabatycznego
sprezania do osiagniecia stanu wyjéciowego. Zakladamy, ze operacje te mozemy
réwniez przeprowadzi¢ w przeciwnym kierunku.

Znana jest taka wlasciwosé silnika Carnota, ze stosunek ciepta pobranego (Q1)
do ciepla oddanego (—Q-2) zalezy jedynie od temperatur Ty i T5 i wynosi
—Q1/Q2 = T1/T>. Nadmieni¢ mozna, ze fakt ten stuzy do zdefiniowania
temperatury absolutnej w fenomenologicznej konstrukeji termodynamiki

(ale o tym moze innym razem). Mamy wiec dla rozpatrywanego silnika wlasnosé
> Q;/T; = 0. Pokazemy teraz podobny wynik dla dowolnego cyklu odwracalnego
oraz wazng nieréwnos¢ przypisywana Clausiusowi. Uprawiajac konsekwentnie
toporna logike doskonale naoliwionych (funkcjonujacych potencjalnie w sposéb
odwracalny) maszyn, rozpatrujemy dowolne urzadzenie U dzialajace w sposéb
cykliczny. W kazdym z ,infinitezymalnych elementéw” sktadajacych sie na

cykl praca jest wykonywana przez uktad badz nad uktadem i doprowadzane
(badZ odprowadzane) jest ciepto. Wyobrazamy sobie teraz, ze kazdy element
ciepta (q) przekazywany jest do (badZ z) ukladu przez pomocniczy uktad U’

o temperaturze T. Ponadto U’ jest silnikiem Carnota mogacym dzialaé
pomiedzy temperatura T i (ustalona) temperatura zbiornika Tp. Infinitezymalny
element cyklu traktujemy wiec jako nastepujaca procedure: (i) U jest w danym
stanie, U’ w stanie o temperaturze Tp; (ii) przeprowadzamy U’ adiabatycznie
(odwracalnie) do T (iii) U wykonuje element cyklu, absorbujac ciepto ¢ od U’,
U’ podaza wzdluz izotermy odpowiadajacej T'; (iv) U’ podlega adiabatycznej
(odwracalnej) przemianie do temperatury Ty, a nastepnie jest sprezony (badz
rozprezony) do osiagniecia stanu wyjsciowego. Zauwazamy teraz, ze skoro

w naszym infinitezymalnym procesie U’ oddat w kroku (iii) ciepto ¢, to musi

w kroku (iv) pobraé ciepto ¢Tp/T. W trakcie calego cyklu uktadu U cieplo
pobrane ze zbiornika wynosi zatem Ty f q/T (gdzie catka przebiega po cyklu
uktadu U). Zauwazamy teraz, ze po wykonaniu pelmego cyklu uktady U oraz U’
znalazly sie w swoich stanach wyjsciowych, a zatem ich energia (ktéra jest
funkcja stanu) nie zmienila sie. Cieplo Ty § ¢/T pobrane ze zbiornika musialo
zatem zamienié¢ si¢ w prace wykonang w trakcie realizacji cyklu. Ale powotujac
sie teraz na zasade Kelvina, stwierdzamy, ze nie moze ono by¢ dodatnie, a zatem

(1) fﬂTg&

Jest to stynna nieréwnosé Clausiusa. Podkreslmy, ze otrzymalismy ja, postugujac
sie zasada Kelvina i bardzo szczegblna maszyna cieplna (odwracalnym silnikiem
Carnota). Jezeli dodatkowo cykl ukladu U jest odwracalny, to powtarzajac
powyzsze rozumowanie ,w drugim kierunku” (biorac ¢ — —¢q), dostaniemy

(2) —?{Q/T <0,

co nieuchronnie prowadzi (dla cykléw odwracalnych) do réwnosci
3) far—o

i wniosku, ze dla dowolnych drog taczacych stany A i B catka ff q/T nie zalezy
od drogi. Mozemy wiec zdefiniowaé¢ pewna funkcje S nastepujacym wzorem:
B

(4) Sp =S4+ /CI/T,

A
gdzie A jest pewnym ustalonym stanem, dla ktérego wartos¢ S4 mozemy
przyja¢ dowolnie. Wartos¢ Sp dla dowolnego innego stanu jest juz jednoznacznie
zadana powyzszym wzorem, poniewaz calka nie zalezy od drogi. Tak
zdefiniowana funkcja S jest wiec funkcja stanu (wyznaczona z dokladnoscia
do stalej, ze wzgledu na dowolnoéé wartoscei S4). Konkluzje te mozna tez
bardziej formalnie wyrazi¢ nastepujaco: z niezaleznosci catki od drogi wynika,
ze forma ¢/T jest rézniczks zupelna, a zatem istnieje funkcja stanu S taka, ze
dS = ¢q/T i dla dowolnych standéw A i B zachodzi réwnosé .
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Funkcjq stanu nazywa si¢

w termodynamice wielko$¢ zalezna
wylacznie od stanu uktadu, czyli od
aktualnych wartosci opisujacych go
parametréw, takich jak masa, liczno$é
materii, temperatura, ci$nienie, objetos¢
itp. Wartosé funkcji stanu nie moze
natomiast zalezeé¢ od jego historii,

tzn. tego, co dzialo si¢ z nim wczedniej.
Jest to rownowazne temu, ze zmiana
wartosci funkcji stanu zalezy tylko od
stanu poczgtkowego i konicowego uktadu,
a nie od sposobu, w jaki ta zmiana
zostala zrealizowana.

Funkcjami stanu nie sa np. cieplo ani
praca, poniewaz wykonujac zamkniety
cykl termodynamiczny, uklad wraca do
pierwotnego stanu, ale catkowity przekaz
ciepta w takim cyklu moze by¢ niezerowy,
podobnie jak praca wykonana przez
uklad. Natomiast energia catkowita
uktadu jest funkcjg stanu.

Co natomiast w sytuacji, gdy zarzucimy zalozenie odwracalnosci? Dla dowolnego
procesu od A do B przeprowadzamy proces odwrotny w sposéb odwracalny.

Do otrzymanego w ten sposéb cyklu stosujemy nieréwnosé Clausiusa, co daje
nam ff q/T < S(B) — S(A). W szczegélnosci, gdy przeprowadzamy proces
adiabatyczny (ale nieodwracalny), to ¢ =01 S(B) — S(A4) > 0. Dla procesu
infinitezymalnego mamy ¢/T < dS (gdzie réwnosé zachodzi jedynie dla procesu
odwracalnego).

NawiazaliSmy zatem kontakt z bardziej powszechnym podejsciem do
termodynamiki, gdzie istnienie funkcji S (zwanej entropia), okreslonej na
stanach réwnowagi termodynamicznej jest postulatem. Niektore kanoniczne
podreczniki termodynamiki (np. ksiazka A. Briana Pipparda z roku 1957) jako
punkt startowy przyjmuja wiltaénie zasade Kelvina i wprowadzaja entropie na
podstawie rozumowania podanego (w nieco skréconej formie) powyzej. Wydaje
sig, ze podejscie to jest wypierane (badZ zostalo wrecz wyparte) przez wzorzec
logiczny oparty na ksiazce Herberta Callena z roku 1966, gdzie termodynamika
formulowana jest poprzez zasade wariacyjng odnoszaca sie do funkcji S, ktorej
istnienie jest postulatem. Urok tego podejscia polega na tym, ze termodynamika
stanéw réwnowagi w sposéb jasny staje sie zamkniety teorig aksjomatyczna,
oparta w gruncie rzeczy na zasadzie zachowania energii oraz pewnej eleganckiej
(choé byé¢ moze lekko enigmatycznej) zasadzie wariacyjnej, ktorej sensownosé
weryfikowana jest de facto a posteriori. Odrobine kuriozalnym jest fakt, ze

w tej wersji kursu termodynamiki poradzi¢ mozna sobie bez odwotania sie do
maszyn cieplnych, zasady Kelvina i Clausiusa natomiast pominaé, badz tez
przywolaé jako ,historyczne” sformulowania II zasady (co stuchaczom wyda sie
zapewne cokolwiek nudna i nie do korica potrzebna dygresja). Urzekajaca w swej
estetyce aksjomatyczna termodynamika jest ,ortogonalna” do historycznej logiki
brudnych maszyn. Logika brudnych maszyn jest natomiast czysta, acz moze
nieco toporna.

i Zadania

Przygotowal Lukasz RAJKOWSKI

M 1630. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 2. Udowodnié, ze istnieje
doktadnie jeden sposob przedstawienia % w postaci sumy % + i, gdzie z < y.
Rozwiazanie na str. [I3]

M 1631. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC i nie jest
srodkiem okregu w opisanego na tym tréjkacie. Udowodnié, ze wéréd odcinkéw
PA, PB i PC znajduja sie odcinek krotszy oraz odcinek dhuzszy od promienia
okregu w.

Rozwiazanie na str. [T5]

M 1632. Liczby x1,...,z, naleza do odcinka [0, 1]. Udowodnié, ze istnieje takie
0<a<l,zei>" |z;—al =3
Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 995. Ile bateryjek 9V nalezy polaczy¢ szeregowo, aby dlugosci fal

de Broglie’a elektronéw przyspieszanych uzyskanym w ten sposéb napieciem
byly réwne ,,promieniowi Bohra” atomu wodoru 7 = 0,53 - 1071 m? Masa
elektronu m, ~ 9,1 - 103! kg, stata Plancka h ~ 6,63 - 1073* Js, ladunek
elementarny e ~ 1,6 - 10719 C.

Rozwigzanie na str.

F 996. Dla fotokomorki prézniowej o katodzie wykonanej z cezu zmierzono
napiecie hamowania i prad nasycenia, podczas o$wietlania katody $wiattem

o dlugosdci fali Ay = 500 nm oraz Ay = 300nm. W obu przypadkach strumien
energii $wiatla padajacego na katode byt taki sam i wynosit S = 1W/m?. Jakie
wartosci napiecia hamowania i pradu nasycenia uzyskano dla kazdej z uzytych
dtugosci fal? Dla cezu praca wyjscia W = 1,95eV. Iloczyn stalej Plancka h

i predkoéci éwiatla ¢, he =~ 1,24 - 1075 m, a ladunek elementarny e ~ 1,6 - 10~° C.
Rozwiazanie na str. [12]
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*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

O tréjkatach (nie tylko) na sferze
Michat MISKIEWICZ*

Rozpocznijmy od przypomnienia, czym jest tréjkat opierajac si¢ na przykltadzie sfer o réznych promieniach.
geodezyjny. Majac dane dwa punkty na powierzchni Przypomnijmy je w troche zmienionej wersji: jesli
(powiedzmy, ze lezace odpowiednio blisko siebie), na danej powierzchni M dowolny tréjkat geodezyjny

najkrotsza taczaca je krzywa lezaca na tej powierzchni o katach «, 8, i polu A spelnia nieréwnosc¢
nazwiemy geodezyjng. Dla przykladu — na plaszczyznie
te role pelnig odcinki, a na sferze tuki tzw. okregéw *) atft+yzm+K-A

wielkich. Przez trdjkqt geodezyjny rozumiemy obszar
wyznaczony przez trzy punkty, zamkniety miedzy
laczacymi je geodezyjnymi. Kat w wierzcholku takiego
tréjkata liczymy jako kat miedzy stycznymi do
odpowiednich krzywych geodezyjnych.

to powiemy, ze powierzchnia ta ma krzywizne Gaussa
ograniczona z dotu przez K. Jesli (ED jest zawsze
réwnoécia, to méwimy, ze krzywizna Gaussa jest

rowna K. W $wietle tej definicji ptaszczyzna ma zerowa
krzywizne Gaussa, natomiast okazuje sie, ze sfera

W poprzednim numerze (A2,), w artykule O tréjkgtach o promieniu r ma krzywizne réwna 1/r?, co wykazaliémy
na sferze, wprowadziliSmy pojecie krzywizny Gaussa, w poprzednim artykule.

Gdyby znaé wszystkie spdjne
powierzchnie i dla kazdej obliczyé
charakterystyke Eulera, otrzymalibysmy
doktadnie liczby 2,1,0, -1, —2,... Taka
wiedza nie bedzie nam jednak konieczna.

Vs

Na powyzszym rysunku:
01({e1,e2,e3,ea,e5}) = {v1,v6},

02({f1, f2, fa}) = {e1,e2,e3,e4,€9}

Roéznica symetryczna tréjkata i kwadratu
zaznaczona jest kolorem.

Celem tego artykulu jest uzasadnienie nastepujacej zaleznoéci pola calej
powierzchni M od jej krzywizny:
Twierdzenie. Jesli M jest spdjna powierzchnia o krzywiznie Gaussa
ograniczonej z dotu przez K > 0, to jej pole | M| spelnia nieréwnosé
47

M| < —.

M< 2
Warto odnotowad, ze dla dowolnej sfery ta nieréwnosé staje sie réwnoscia.
Na potrzeby dowodu zacznijmy od nalozenia na M siatki ztozonej z trojkatow
geodezyjnych, oznaczmy przez V, £, F odpowiednio zbiory wierzchotkéw,

krawedzi i tréjkatéow w tej siatce, a przez V', E, F' licznosci tych zbiorow.
Zadanie pozostawione na koniec poprzedniego artykulu pokazuje, ze

2
M| < %(V—E+F).

Pozostaje wiec wykazaé¢ nieréwnosé¢ V — F 4+ F < 2. Sprowadzilismy wiec dowod
twierdzenia do nastepujacego faktu:

Lemat. Jesli spbjna powierzchnia M jest pokryta tréjkatng siatka, to V — E + F
nie przekracza 2.

Aby ten fakt uzasadnié, wprowadzimy narzedzie pomocnicze, w ktérym

odpowiednio do$wiadczony zyciem Czytelnik moze rozpoznaé homologie
symplicjalne o wspdtezynnikach w Z,.
Whprowadzmy zbiory potegowe (czyli zbiory wszystkich podzbioréw) 2V, 28, 27
i okredlmy tak zwany operator brzegu 0 : 2° — 2V:
01(X) = {v € V : v jest konicem nieparzyécie wielu krawedzi nalezacych do X }
Analogicznie definiujemy drugi operator brzegu 9s: 27 — 2¢:

h(Y)= {e € E': e jest krawedzig nieparzyscie wielu $cian nalezacych do Y}.
Nazwa operator brzegu bierze sie stad, ze 01({e}) to dwuelementowy zbiér
konicow krawedzi e, a 02({f}) jest zbiorem trzech bokéw Sciany f.
Dla dowodu kluczowa jest pewna wlasnos¢ tych operatoréw, ktéra nazwiemy
tutaj liniowoscig. Mianowicie operator p: 24 — 2B nazwiemy liniowym, jedli

p(A1+ A2) = p(A1) + p(Az) dla Ay, Ay C A,

gdzie + oznacza réznice symetrycznag dwoch zbiorow. Sprawdzenie liniowosci
operatoréw 0; i 0 zostawimy Czytelnikowi jako ¢wiczenie (rozwiazanie na

stronie .

Réwnoséé p(A;r) = p(As) jest réwnowazna réwnosei p(A;) + p(As) = 0,
co (jesli p jest liniowy) zachodzi dokladnie wtedy, gdy p(A; + Az) = 0. Stad
wynika, ze p przyjmuje kazda swoja wartos¢ tyle samo razy, a mianowicie
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U3

V1 V2

Dlaczego |P| = 2V 717 Jedli ustalimy

dowolny wierzchotek v € V, to
X—=X+v

zadaje bijekcje miedzy rodzing P

a dopelnieniem tej rodziny.

[p~1(0)| razy. Oznacza to, ze zbiér 2 mozna podzieli¢ na |p(24)| podzbioréw,
kazdy o licznosci [p~*(0)|, co daje nam réwnosé

(1) 2] = [p2)] - [p~ 1 (0)].

Ustalmy Sciane f i oznaczmy jej krawedzie oraz wierzchotki jak na rysunku,
wowcezas O2({f}) = {e1, €2, e3}. Widzimy teraz, ze kazdy z wierzcholtkéw vy, v, v
nalezy do dwoch krawedzi z otrzymanego zbioru, natomiast kazdy pozostaly
wierzchotek nie nalezy do zadnego. Jako ze 0 i 2 sa liczbami parzystymi,
wnioskujemy, ze 91 (02({f})) jest zbiorem pustym. Korzystajac z liniowosci
operatoréw 0; i 0o (i indukcji wzgledem k), mozemy wyprowadzié¢ réwnosé

M (92({f1,---,fx})) =0 dla dowolnego podzbioru { fi,..., fr} rodziny F. Oznacza
to, ze jesli £ jest wartoécia s (czyli jest elementem 95(27)), to 91 (') = 0
(czyli & jest elementem ;' (0)). Zbiér d2(27) jest wiec podzbiorem 9, *((),

w zwiazku z czym

(2) 10:2(27) < |07 (0)]-

Woprost z definicji 92 wynika, ze 92(0) = () oraz d2(F) = (); sprawdzimy teraz, ze
istotnie 05 *(0) = {0, F}. Rozwazmy mianowicie podzbiér F’ C F, dla ktérego
Oo(F') = . Warunek ten oznacza, ze jesli jaka$ $ciana nalezy do JF', to kazda ze
$cian sgsiadujacych réwniez nalezy do F'. Poniewaz M jest powierzchnig spdjna,
tatwo zauwazy¢, ze wowczas wszystkie §ciany musza naleze¢ do F'. Pozostawia
to dwa mozliwe przypadki: 7/ = F oraz F' = ().

Wykazemy réwniez, ze 01 (2°) = P, gdzie P jest rodzing wszystkich
parzystoelementowych podzbioréw V. Zauwazmy najpierw, ze 01({e}) jest
zbiorem dwuelementowym, a wiec 0;({e}) € P. Poniewaz réznica symetryczna
dwéch zbioréw parzystej mocy réwniez jest parzystej mocy, ogdlny warunek
01({e1,...,ex}) € P latwo otrzymujemy z liniowosci 91 przez indukcje ze
wzgledu na k. Stad zawieranie 9;(2¢) C P. Dla dowodu przeciwnego zawierania
rozwazmy najpierw dowolny dwuelementowy zbiér wierzchotkéw {vy,ve}. Dzieki

spéjnosci M mozemy znalezé lamang eq, ..., e, prowadzaca z v; do vg; wprost
z definicji mamy wtedy 01 ({e1,...,ex}) = {v1,v2}. Ogdlny przypadek ponownie
otrzymujemy przez indukcje. Jesli dla dowolnych v, ..., v4 umiemy znalezé

podzbiory X,Y spelniajace 01(X) = {v1,v2} 1 01(Y) = {vs,v4}, to

81<X - Y) = 81<X) —81(Y) = {’Ul,. .. ,’1)4}.
Iterujac to rozumowanie, otrzymujemy odpowiedni zbior krawedzi dla kazdego
parzystoelementowego zbioru wierzchotkéw.

Z powyzszych dwoch akapitéw wynika, ze
(3) 051 (@0) =2 oraz 0,(2°) = [P|=2""".

Wykorzystujac réwnosci , i , otrzymujemy
2F 27 F -1 2] 2%
9 |82—1(@)| - |82(2 )| < |al (®)| - |al(25)| T 9v-1-
Po zlogarytmowaniu obu stron odczytujemy nieréwnosé V — E + F < 2,
ktora konczy dowdd lematu, przez to réwniez uzasadnienie twierdzenia,
w konsekwencji niestety niniejszy artykul. A wszystko zaczelo sie tak niewinnie,
od sumy katéw w trojkacie. ..

Od obserwacji Eddingtona do obrazu czarnej dziury

*Black Hole Initiative,
Harvard University

Maciek WIELGUS

W kwietniu 2019 roku mieliSmy okazje zobaczyé¢ pierwszy obraz supermasywnej
czarnej dziury w centrum galaktyki M87, zarejestrowany przez Teleskop
Horyzontu Zdarzeni (Event Horizon Telescope, EHT). Obraz przedstawia niezbyt
ostry jasny pierécien, czasem okre$lany jako cieri czarnej dziury. Szybko zrobit
popkulturowa kariere, zostajac bohaterem licznych meméw, ale czy aby wszyscy
publikujacy jego internetowe przerébki wiedza, co tak naprawde przedstawia?
Zeby to wyjasnié, musimy najpierw cofnaé sie w czasie o 100 lat, do poczatkéw
teorii wzglednosci i teorii grawitacyjnego ugiecia promieni swiatla.
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Problem ruchu dwéch cial w teorii
Newtona zawsze daje rozwiazania bedace
krzywymi stozkowymi: okregami,
elipsami, parabolami lub hiperbolami.

Zeby wyprowadzié wzér , trzeba
zatozyé, ze foton osigga maksymalng
predko$é réwna ¢ w punkcie najmniejszej
odleglosci rg. Alternatywna wersja,

z predkoscia ¢ osiggang

w nieskoriczonosci, daje taki sam kat dn
w pierwszym rze¢dzie rozwiniecia
wzgledem M /rq.

Grawitacyjne ugiecie promienia swiatta

o kat 6 pod wplywem obiektu o masie M.
Strzalki na trajektorii zaznaczaja, ze
foton moze ja przebyé w obydwie strony

Promieri horyzontu zdarzen nierotujgcej
czarnej dziury, tak zwany promien
Schwarzschilda, jest réwny 2M.

W roku 1915 Albert Einstein sformulowal nowsa teorie grawitacji, ogélna teorie
wzglednosci (OTW). Zamiast widzieé grawitacje jako sile oddzialujaca miedzy
masywnymi cialami zanurzonymi w tréojwymiarowe]j przestrzeni euklidesowej,
OTW opisuje ja jako krzywizne czterowymiarowej rozmaitosci — czasoprzestrzeni.
Geometria czasoprzestrzeni determinuje tor ruchu fotonéw, prowadzac do efektu
ugiecia promieni $wiatta w poblizu masywnych obiektéow. W $wietle klasycznej
newtonowskiej teorii grawitacji fotony, jako czastki bezmasowe, nie oddziatuja
grawitacyjnie, a zatem ich trajektorie nie powinny ulegaé zakrzywieniu. Jesli
jednak zapomnimy o tym na chwile i zalozymy, ze fotony poruszaja sic w polu
grawitacyjnym tak jak dowolnie lekkie materialne czastki, obliczymy kat ugiecia
Swiatla §. Zignorujemy réwniez fakt, ze taki ruch implikowalby, ze fotony
przyspieszaja w polu grawitacyjnym, a wiec predko$é¢ $wiatta musialaby nie byé
stala. Same problemy!

Dla matego kata ugiecia  masywne fotony poruszalyby sie po hiperbolach

w newtonowskim polu grawitacyjnym. Przyklad takiej trajektorii jest pokazany na
rysunku na marginesie. Newtonowski kat dy i odlegto$é g, najmniejsza odlegtoéé
miedzy fotonem i centrum masy, sa zwigzane prosta formuta

-M M M\*
(%) oN = 2arccos <r0_]\4_>—71'_2r0+0<<r0> >

WprowadziliSmy tu mierzona w jednostkach odlegtosci mase M, nazywana
tez promieniem masowym. Jest ona zwiazana ze standardowa masa M przez
odpowiednie skalowanie, M = GM /c%, gdzie G to stala grawitacji, natomiast
¢ to predkosé swiatta w prozni.

OTW rozwiazuje problem grawitacyjnego ugiecia trajektorii bezmasowego fotonu —
to krzywizna czasoprzestrzeni spowodowana obecnoscia masywnego obiektu
wymusza zmiane jego toru ruchu. W teorii wzgledno$ci fotony nie tylko pozostaja
bezmasowe, ale rOwniez zawsze poruszaja sie ze stalg predkoscig c. Einsteinowska
formuta na obserwowany kat Jg jest troche bardziej zawila i zadana przez calke
0znaczona;

1
2
5E:2/ dg 3 —7r—4M+O((M) )
) - (1- 225 1) "o "o

gdzie ¢ = ro/r, w tym przypadku ry jest nie mniejsze od fizycznego promienia
Stonca. Poréwnujac te dwa réwnania, widzimy, ze newtonowska formuta przewiduje
dla malych warto$ci M/ry dwukrotnie mniejsze ugiecie 6 od formuly wynikajacej
z OTW — $wietny test dla teorii wzglednosci! Dla Storica M /rg jest nie wieksze
niz okoto 2 x 1078, a zatem spokojnie mozemy zaniedbaé¢ wyrazy wyzszego rzedu.
W 1919 roku ugiecie promieni $wiatla odleglych gwiazd przez grawitacje Stonca
zostalo zaobserwowane i zmierzone po raz pierwszy podczas wyprawy badawczej
pod kierownictwem stawnego brytyjskiego astronoma, Arthura Eddingtona.
Wykorzystujac catkowite zaé¢mienie Stonica, aby moc zarejestrowaé¢ doktadne
potozenie gwiazd znajdujacych si¢ w poblizu tarczy stonecznej, otrzymat on
wynik § = 1,98” +0,18" (sekundy tuku kgtowego), ktéry dosé dobrze zgadzal sie
z wartoscia przewidziang przez OTW, dg = 1,75”. To bardzo niewielkie ugiecie
promieni §wiatta (rzedu tysiecznej czesci Srednicy katowej Ksiezyca w pelni)

bylo pierwszym zweryfikowanym obserwacyjnie przewidywaniem OTW i wielkim
triumfem Einsteina, ktory przyniést mu swiatowa stawe.

Innym nieoczywistym wnioskiem z teorii grawitacji Einsteina jest istnienie
rozwigzan rownan OTW, dla ktérych krzywizna czasoprzestrzeni rosnie
nieograniczenie, tworzac osobliwosé. Jest ona otoczona horyzontem zdarzen — sfera,
ktéra mozna przekroczy¢ tylko w jednym kierunku. Rozwiazania te nazywamy
czarnymi dziurami. Nic, nawet $wiatlo, przekraczajac horyzont czarnej dziury,

nie moze juz nigdy powréci¢ do zewnetrznego Swiata. Maksymalny kat ugiecia
promienia $wiatta zalezy od zwartosci obiektu — obiekty o wigkszej masie wzgledem
$rednicy pozwalaja na wieksza warto$¢ M/rg, a zatem na wieksze ugiecie §. Czarne
dziury sg réwniez pod tym wzgledem bardzo szczegdélne, zapewniaja bowiem
maksymalng zwartosé, a kat ugiecia $wiatla przez czarna dziure moze by¢. ..
nieskonczony! Dla wartosci rg = 3M, odpowiadajacej parametrowi zderzenia

b = /27TM (patrz schemat na marginesie), warto$é¢ dg roénie nieograniczenie,
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Sama orbita fotonowa jest niestabilna,
wiec fotony nie moga na niej pozostawacd
zbyt dlugo.

Promieniowanie synchrotronowe jest
generowane przez tadunki elektryczne
(w tym przypadku elektrony

w zjonizowanym gazie — plazmie)
przyspieszajace w polu magnetycznym.

Scislej, V27M to wartosé dla nierotujacej
czarnej dziury. Wraz z rotacja i katem
obserwacji kontur staje si¢ nieco mniejszy
i potencjalnie asymetryczny. Te efekty sa
jednak niewielkie wobec ograniczonej
rozdzielczosci EHT i niedoktadnosci
wyznaczonej odlegtosci do M87.

Symulacje przewiduja, ze 10-15%
catkowitej jasno$ci pierscienia wokét
czarnej dziury pochodzi z jego ostrego
wewnetrznego brzegu.

Pomiar promienia pier$cienia czarnej
dziury w symulacjach zazwyczaj daje
wynik systematycznie wigkszy o kilka
procent od v/27M, co jest zwigzane
z wplywem turbulentnej sktadowej
obrazu.

co odpowiada wielokrotnemu okrazeniu czarnej dziury przez foton. Jest to tak
zwana orbita fotonowa. Dla mniejszych b fotony wpadaja pod horyzont zdarzen,
dla wiekszych uciekaja. Potezny teleskop moze uchwycié te, ktérym udalo sie uciec,
gdzie$ daleko od czarnej dziury (54 mln lat $wietlnych w przypadku MS8T).

Z nowo zdobyta wiedza mozemy wréci¢ do obrazu M87. Ponizszy rysunek
przedstawia symulacje obrazu czarnej dziury. Stworzenie tego rodzaju obrazu
wymaga modelowania goracej (miliardy kelwinéw), turbulentnej plazmy opadajacej
na czarng dziure i emitujacej promieniowanie synchrotronowe.

Z lewej: przyktadowa klatka symulacji M87, zaznaczona $rednica odpowiadajaca D = 2b = 2v27TM
(autorzy: Wong, Prather i Gammie). W $rodku: ta sama klatka rozmyta do rozdzielczosci EHT,

zaznaczony okrag o promieniu b = V/27TM. Z prawej: jeden z obrazéw M87 uzyskany przez EHT

z zaznaczonym wymiarem katowym

Nastepnie trajektorie emitowanych fotonéw trafiajacych do odleglego obserwatora
musza by¢ obliczone zgodnie z OTW, uwzgledniajac absorpcje i rozproszenie przez
plazme, i dopiero wtedy mozemy z nich posktada¢ obraz taki jak na pierwszym
panelu rysunku. Widzimy na nim pierScienn o ciemnym wnetrzu — to sygnatura
horyzontu zdarzen, z ktérego wnetrza zaden foton nie moze by¢ wyemitowany.
Ostry kontur pierscienia to fotony, ktore zblizyly sie do orbity fotonowej, a ich
trajektorie zostaly ugiete do wspomnianej krytycznej wartosci parametru zderzenia
b= +/27M, dajac zwiagzek pomiedzy rozmiarem katowym obrazu i masa czarnej
dziury (po uwzglednieniu odleglo$ci miedzy obserwatorem a Zrédlem, pozwalajacej
na konwersje miedzy wymiarem liniowym i katowym). Ale widzimy réwniez doé
chaotyczng spiralna strukture dookota ostrego konturu — to fotony emitowane
przez dynamiczna, turbulentng plazme wirujaca wokot czarnej dziury. Fotony takie
sa emitowane blisko horyzontu zdarzen, ale nie musza by¢ powiazane z orbita
fotonowa. Niestety Teleskop Horyzontu Zdarzen, chociaz chwali si¢ najwigksza,
rozdzielczoscig w historii naziemnych obserwacji astronomicznych, nie pozwala
aktualnie na rozréznienie tej subtelnej, ztozonej struktury. Jesli rozmyjemy
symulowany obraz do efektywnej rozdzielczosci EHT (ok. 20 pas — mikrosekund
tuku katowego, wystarczajaco, by pozostajac w Warszawie, poczytaé New York
Timesa lezacego na pdlce w nowojorskim sklepie z gazetami), otrzymamy obraz

na Srodkowym panelu. Nareszcie przypomina to rezultat EHT! Wykorzystujac
duzy zbiér tego rodzaju symulacji, pomiar masy czarnej dziury w M87 zostal
odpowiednio skalibrowany, dajac ostateczny wynik — ponad 6 miliardéw mas
Stonca.

Pozostaje wyjasnié, skad bierze sie asymetria pierécienia. Otz jest to dobrze
znana konsekwencja relatywistycznego efektu Dopplera. Rozgrzany gaz wiruje
wokot czarnej dziury z ogromna predkoscia, poréwnywalna z predkoscia swiatta.
Promieniowanie emitowane przez plazme poruszajaca sie chwilowo w kierunku
obserwatora jest wzmocnione, nieco podobnie jak dzwigk sygnatu zblizajacego sie
do nas pociagu uzyskuje wyzsza czestosé, a wiec i wyzsza energie.

Réwno 100 lat po obserwacji Eddingtona, mierzacego pojedyncze sekundy

tuku odchylenia promieni §wiatta, EHT pokazal obrazy, na ktérych ugiecie jest
setki tysiecy razy wieksze i powodowane przez obiekt miliardy razy bardziej
masywny od Stonica. Wyglada jednak na to, ze obydwa przypadki sa bardzo
dobrze opisane przez jedna i te sama teorie, ogblng teorie wzglednosci, wciaz
niezawodna po stuleciu obserwacyjnych i eksperymentalnych testéw. Przyszie
usprawnienia EHT, w szczegdlnosci obserwacje w zakresie fal radiowych wyzszej
czestosei, mogg pozwoli¢ na oddzielenie turbulentnej sktadowej emisji od prostego,
geometrycznego komponentu przewidzianego przez OTW, umozliwiajac jeszcze
doktadniejsze badania wlasnosci czarnych dziur, czasoprzestrzeni i poprawnosci
teorii wzglednosci.
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Lemat Spernera, czyli co wspélnego
majg tréojkaty i sprawiedliwy podziat

Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Ja,kub SZUL O*

Warszawski
Poprzez triangulacje bedziemy rozumieé podzial figury na tréjkaty (rys. 1).
W dalszej czegsci artykulu bedziemy zajmowaé si¢ kolorowaniem wierzchotkéw
triangulacji pewnego tréjkata. Wyjsciowy trojkat bedziemy nazywali duzym,
natomiast ,,jednostkowe” trojkaty triangulacji bedziemy nazywac¢ matymi.
Kluczowym elementem tych rozwazan bedzie nastepujacy lemat:

Lemat (Sperner). WeZmy dowolng triangulacje tréjkata i pokolorujmy kaidy
wierzchotek na czarno, szaro lub pomarariczowo, zachowujge dwa warunki:

o duzy trdjkgt jest réznokolorowy (to znaczy, ze jego wierzcholki sq pokolorowane
parami réznymi kolorams),
o na zadnym boku duzego trdjkgta nie mogq wystepowaé wszystkie trzy kolory.

Rys. 1. Triangulacja tréojkata

Wtedy istnieje réznokolorowy maly tréjkat (rys. 2).

Dowadd. Zalézmy, ze nie ma takiego matego trojkata. Poprzez drzwi bedziemy
rozumieli kazda krawedZ miedzy pomaraiczowym a szarym wierzcholtkiem (na
rysunku 3 oznaczone przerwanym odcinkiem). W dalszej cze$ci dowodu bedziemy
‘ mysleli o matych tréjkatach jako o pokojach, miedzy ktérymi bedziemy chodzié¢.
.‘ Zauwazmy, ze wszystkie drzwi na bokach duzego trdjkata moga by¢ tylko na
jednym boku (powiedzmy, ze jest to ,dolny” bok, tak jak na rys. 3). Co wiecej,
Rys. 2 na tym boku jest ich nieparzyécie wiele.

-

A

Sprawdzmy, ile drzwi moze znajdowaé sic w pokojach. Latwo zauwazy¢, ze zaden
pokdj nie moze mie¢ doktadnie trojga. Jedne drzwi moégtby mie¢ tylko w wypadku,
gdyby byt réznokolorowy (a zalozyliSmy, ze takiego nie ma). Wszystkie pokoje maja
zatem albo 0 albo 2 drzwi.

Mozemy teraz zaczaé¢ chodzi¢ po pokojach. Kazdych drzwi bedziemy uzywaé co
najwyzej raz. Najpierw ,wejdziemy” do duzego trojkata przez ktores z drzwi na

i f jego dolnym boku i bedziemy chodzi¢ do momentu, gdy ,,wyjdziemy” z duzego
tréjkata przez jakie§ drzwi na jego dolnym boku. Fakt, ze kazdy pokéj ma albo 0,

Rys. 3 albo 2 drzwi, gwarantuje nam, ze z kazdego pokoju, do ktérego wejdziemy, mozemy

tez wyjsé, a ponadto nigdy dwukrotnie nie wejdziemy do tego samego pokoju.
Cata procedure powtarzamy, az wyczerpiemy drzwi na dolnym boku duzego
tréjkata. Z drugiej strony oznacza to, ze drzwi na tym boku jest parzyscie wiele,
i otrzymujemy sprzecznoscé. O

Zauwazmy, ze jest to tak naprawde dowdd konstrukcyjny i przedstawia on algorytm
na znalezienie takiego trdjkata. Chcac znalezé réznokolorowy pokdj, chodzimy do
momentu, az utkniemy. Zwré¢émy réwniez uwage, ze z powyzszego dowodu wynika,
iz réznokolorowych malych trojkatow jest nieparzyscie wiele. Wynika stad, ze
lemat Spernera dziata dla wigkszej liczby wymiaréow i koloréw. Dowédd przebiega

w podobny sposéb przy uzyciu indukcji. Fakt, ze liczba drzwi na dolnej $cianie
sympleksu (czyli wielowymiarowego trojkata) jest nieparzysta, to w rzeczywistodci
,boprzednio-wymiarowa” wersja lematu Spernera.

Problem 1. Aldona, Bogumil i Celina chcg podzieli¢ miedzy siebie ciasto. Jak to
zrobié, zeby nikt nikomu nie zazdro$cit? Kazdy moze miec rézne preferencje co do
tego, ktora czesé ciasta jest najlepsza.

Rozwigzanie. Ustalmy dowolnie pewien kierunek i zatézmy, ze w tym kierunku
ciasto ma szerokosé¢ 1. Bedziemy ciaé prostokatne ciasto prostopadle do tego
kierunku. Mozemy wtedy przedstawié kazde takie cigcie jako pare (z,y), gdzie
x4y < 11ikawalki beda mie¢ odpowiednio szerokosci z,y,1 — x — y. Kawalki
nazwiemy odpowiednio czarny, szary i pomaraniczowy (rys. 4).

Zbiér wszystkich takich par (z,y) tworzy tréjkat o wierzcholkach (0,0), (1,0), (0, 1).
Potnijmy go na bardzo duzo mniejszych tréjkatéw. Oznaczmy wierzcholtki literami
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Rys. 5

Dociekliwy Czytelnik moze nie by¢
usatysfakcjonowany podanym
rozwigzaniem problemu 1. ZnalezliSmy
bardzo dobry podziat ciasta, a nie idealny,
i kto$ nadal moze byé delikatnie
niezadowolony. Chcac znalezé idealny
podzial ciasta, mozemy wziaé ciagg coraz
lepszych podziatéw. Wsréd nich, na mocy
twierdzenia Bolzano—Weierstrassa, istnieje
podciag zbiezny. Granica tego podciagu
wyznacza nam idealny podziat ciasta.

Rys. 6

A, B, C tak, ze w kazdym malym trdjkacie wéréd oznaczen wierzchotkéw beda
wszystkie litery (tak jak na rys. 5). Nastepnie dla kazdego wierzchotka (z,y)
pytamy odpowiadajaca mu osobe (Aldone, Bogumila lub Celine), ktéry kawalek by
wybral, gdyby wlasnie taki podzial ciasta miatl miejsce. W ten sposéb kolorujemy
wierzcholki na czarno, szaro lub pomaranczowo. Latwo sprawdzié, ze ten podzial
wierzchotkéw spelnia warunki lematu Spernera. W konicu na krawedziach duzego
trojkata ktorys kawalek jest pusty, a nikt nie wybierze pustego kawatka! W
szczegolnosci w wierzchotkach duzego tréjkata niepusty bedzie tylko jeden kawalek,
w kazdym inny. Zatem istnieje roznokolorowy maty tréjkat. Oznacza to, ze istnieja
trzy bardzo podobne podzialy ciasta, w ktérych kazdy woli inny kawatek. Mozemy
wiec wziaé np. érednig z nich (§rodek ciezkosdci malego tréjkata) i podzielié kawalki
zgodnie z preferencjami. MogliSmy wzia¢ dowolnie drobng triangulacje, wiec réznice
miedzy kawalkami beda minimalne. O

Problem 2. Aldona, Bogumil i Celina chcg razem wynajec trzypokojowe
mieszkanie. Czynsz za cale mieszkanie wynosi 3000 zlotych. Jak podzieli¢ miedzy
nich pokoje i czynsz tak, Zeby nikt nikomu nie zazdroscit?

Rozwigzanie. Skorzystamy ze znanej wlasnosci tréjkata réwnobocznego, takiej

ze dla kazdego punktu wewnatrz tego tréjkata suma x + y + z jest stala (rys. 6).
WezZmy zatem ,regularna” triangulacje (rys. 6) i powiedzmy, ze dla kazdego punktu
(z,y, z) zachodzi © + y + z = 6000. Dalej postepujemy analogicznie do poprzedniego
zadania: oznaczmy wierzcholki literami A, B, C' podobnie jak na rysunku 5, tylko
ze dla trojkata réwnobocznego. Nastepnie dla kazdego wierzchotka (x,y, z) pytamy
odpowiadajaca mu osobe, ktory pokdj by wybrata, gdyby ceny czarnego, szarego

i pomaranczowego pokoju wynosity odpowiednio (3000 — z), (3000 — y) i (3000 — 2)
zlotych (dopuszczamy ,ujemne ceny”, tzn. doplacanie lokatorowi za mieszkanie

w danym pokoju). Zauwazmy, ze istotnie te ceny sumuja sie do calego czynszu,
czyli 3000 ztotych. W ten sposéb kolorujemy wszystkie wierzchotki. Zaktadamy
przy tym, ze nikt nie wezmie pokoju za 3000 zlotych (nikt nie chce placié sam
czynszu za cale mieszkanie). Latwo sprawdzié, ze wtedy to kolorowanie spelnia
warunki lematu Spernera. Istnieje zatem maly réznokolorowy tréjkat, a wiec trzy
bardzo podobne podziaty czynszu, w ktérych kazdy woli inny pokéj. Podobnie

jak w poprzednim zadaniu, mozemy wzia¢ np. Srednia z tych trzech podziatéw
czynszu i rozdzieli¢ pokoje zgodnie z preferencjami. MogliSmy wzia¢ dowolnie
drobna triangulacje (podzieli¢ na dowolnie duzo malych tréjkatéw), wiec réznice

w zadowoleniu lokatoréw beda minimalne. O

Problem 3. Aldona i Bogumil grajg w Hex. Jest to gra polegajgca na
naprzemiennym oznaczaniu szesciokgtnych pdl na ,kwadratowej” (tyle samo
szesciokgtow w pionie i w poziomie) planszy. Celem Aldony jest utworzenie Sciezki
od lewej do prawej krawedzi, a celem Bogumila — od gérnej do dolnej (np. na rys. 7
wygrywa Bogumil). Aldona zaczyna. Czy moze zapewnié sobie zwyciestwo?

Rozwigzanie. Udowodnimy, ze istnieje strategia wygrywajaca dla Aldony. Najpierw
zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Zermelo zachodzi dokladnie jedno z ponizszych:

1. Aldona ma strategiec wygrywajaca.
2. Bogumil ma strategie wygrywajaca.
3. Oboje maja strategie remisujaca.

Udowodnimy, ze niemozliwy jest przypadek 2. Zalézmy, ze Bogumit miatby
strategie wygrywajaca. Wtedy Aldona moglaby zaczaé gre, oznaczajac dowolne
pole (co nie moze jej w zaden sposéb zaszkodzié) i nastepnie podazaé za strategia
Bogumita. Wygralaby wtedy Aldona, i otrzymujemy sprzeczno$é (ten pomyst
nazywa sie ,ztodziejem strategii”, mozecie o tym poczytaé wiecej w A$.).

Wystarczy zatem udowodnié, ze niemozliwy jest remis. Zalézmy, ze kazde pole na
planszy nalezy do kogo$, ale nikt nie wygral (rys. 8). Poprzez wierzcholki bedziemy
rozumieli pola planszy oraz cztery sztucznie dodane wierzchotki reprezentujace
kazda strong planszy. Oznaczmy ,sztuczne” wierzchotki przez vy, vs, v3, v4. Powiemy,
ze v1 1 vz naleza do Aldony, a vy i v4 do Bogumila.

9



Paca s

= AVAVAVAVARN
'A!A!A'Ay

AVAVAYAY,

Rys. 9

VaVaVa¥a
AYAYAVAY,

ER

v1 Va U3

Rys. 10

Pokolorujmy kazdy wierzcholek v wedlug nastepujacej zasady (rys. 9):

e mna czarno, jesli v nalezy do Aldony i istnieje Sciezka od v; do v nalezaca
caltkowicie do Aldony,

e na szaro, jesli v nalezy do Bogumita i istnieje Sciezka od vy do v nalezaca
calkowicie do Bogumita,

e na pomaranczowo w przeciwnym wypadku.

Wydawaloby sie, ze nie da sie tu uzy¢ lematu Spernera (w koricu graf na rysunku 9

w zadnym stopniu nie przypomina tréjkata). Nie jest to jednak problem, bo

mozemy go zdeformowaé, aby uzyskac tréjkat, co wida¢ na rysunku 10. Sprawdzmy,

czy powstala triangulacja spelnia warunki lematu Spernera:

e w1, U2 1 v3 sg wierzchotkami powstalego duzego tréjkata i sa odpowiednio czarne,
szare i pomaranczowe (gdyby vs bylo czarne, to istnialaby Sciezka od vy do vs
nalezaca do Aldony — sprzeczno$é z zalozeniem o remisie).

e Na lewym boku duzego trojkata znajduja sie vy i v, ktére sg odpowiednio
czarne i szare. Jest tez lewy gorny rég planszy. Jest on potaczony z vy i v,
zatem jedli nalezy do Aldony, to jest czarny, a jesli nalezy do Bogumita, to jest
szary. Nie ma wiec koloru pomarariczowego.

e Na prawym boku duzego tréjkata znajduja sie vy i vs, ktére sa odpowiednio
szare i pomaranczowe. Jest tez prawy goérny rog planszy. Gdyby byl czarny, to
istnialaby Sciezka od vy do vz w calosci nalezaca do Aldony — sprzeczno$é. Nie
ma wiec koloru czarnego.

¢ Na dolnym boku duzego tréjkata znajduja sie: v1, vs, v4 oraz rogi planszy.
Wierzcholek vy jest czarny, a vs pomaranczowy. Gdyby vg lub ktérys z rogéw
planszy byl szary, to istnialaby $ciezka od vy do dolnej krawedzi planszy
nalezaca tylko do Bogumila — sprzecznosé. Nie ma wiec koloru szarego.

Widzimy zatem, ze ta triangulacja spelnia warunki lematu i istnieje réznokolorowy

maly trojkat. Oznaczmy przez a, b, ¢ jego wierzcholki, ktére sa odpowiednio czarne,

szare i pomaranczowe. Jedli ¢ nalezy do Aldony, to poniewaz istnieje $ciezka od vy
do a nalezaca do Aldony, to istnieje takze $ciezka od v; do ¢ nalezaca do Aldony.

Zatem c powinno by¢ czarne — sprzecznosé¢. Podobnie sprzecznosé uzyskujemy, gdy c

nalezy do Bogumita, co konczy dowdd. O

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Jak dziata Textinflator? Na przyktad
wstawia do tekstu niewiele znaczace
ozdobniki, zastepuje krétkie wyrazy
dlugimi itp.

Po6t szklanki mocnego kodu

Ghost speaker Piotr KRZYZANOWSKI*

Jest wiele sposobéw zrobienia wrazenia na ludziach, ale jednym z najbardziej
popularnych jest wciaz

wygloszenie przemowienia.
W zZyciu kazdego méwey moze przyjsé taki moment, gdy wczesniej przygotowanag,
plomienng przemowe chciatoby si¢ przedtuzy¢, by jeszcze wyzej wznie$¢ si¢ na
emocjach entuzjastycznego thumu, doskonale rezonujacego z glosem z megafonéw. . .
FLatwo tu jednak wpasé w putapke, bo przeciez nie mozna zbyt dlugo mowi¢ samych
madrych, samych porywajacych, samych gleboko przemyslanych zdan. Trzeba
wiec mie¢ w zanadrzu pewna ,wate stowna”, ktora w razie koniecznos$ci mozna by
nadmuchaé¢ dtugosé przemoédwienia.

Oczywiscie problem nie jest nowy — i jest od dawna rozwiazany, zreszta na

kilka sposobéw. Na przyklad na stronie textinflator.com mozemy skorzystacé

z automatu, ktéry rozwadnia podany tekst — nawet dwukrotnie zwigkszajac jego
objetosé! Niestety w trakcie wydarzenia na zywo nie da si¢ z niego skorzystaé, bo
przeciez to, co mieliSmy przeczytaé z kartki, juz przeczytaliSmy. ..

W takim przypadku lepiej sprawdzi si¢ rozwiazanie polegajace na wykorzystaniu
mowy-trawy, czyli spreparowaniu tekstu sktadajacego sie z okraglych zdan,
zawierajacych pewne rytualne, oklepane teksty — przez co przemowa bedzie udawac,
ze niesie w sobie jaka$ sensowna tre$é. Miedzy innymi w latach osiemdziesiatych
XX wieku tygodnik ,,Polityka” opublikowal zartobliwa tabelke — uniwersalng
Sciggaczke zebraniowq — wystarczajaca na ,czterdziestogodzinne przeméwienie”,
tworzone na zywo przez przypadkowe ztaczenie fraz—wytrychéw owczesnej
nowomowy. Przytaczamy ja w calosci ponizej, tacznie z instrukcja uzycia: Dowolng
fraze z kolumny 1. nalezy kolejno polgczyé z dowolnymi frazami z kolumn 2., 3. i 4.
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Kolezanki i koledzy

realizacja nakreslonych zadan
programowych

zmusza nas do
przeanalizowania

istniejacych warunkéw
administracyjno-finansowych.

7 drugiej strony

zakres i miejsce szkolenia kadr

spelnia istotng role
w ksztaltowaniu

dalszych kierunkéw rozwoju.

Podobnie

staly wzrost iloci i zakres naszej
aktywnosci

wymaga sprecyzowania
i okreslenia

systemu powszechnego
uczestnictwa.

Nie zapominajmy jednak, ze

aktualna struktura organizacji

pomaga w przygotowaniu
i realizacji

postaw uczestnikéw wobec zadan
stawianych przez organizacje.

W ten oto sposéb

nowy model dziatalnoéci
organizacyjnej

zabezpiecza udzial szerokiej
grupie w ksztaltowaniu

nowych propozycji.

Praktyka dnia codziennego dowodzi, ze

dalszy rozwdj réznych form
dziatalnosci

spelnia wazne zadania
W wypracowaniu

kierunkéw postepowego
wychowania.

Wagi i znaczenia tych probleméw nie
trzeba szerzej uzasadniaé¢, poniewaz

stale zabezpieczenie
informacyjno-programowe naszej
dziatalnoéci

umozliwia w wigkszym stopniu
tworzenie

systemu szkolenia kadry
odpowiadajacego potrzebom.

Roéznorakie i bogate doswiadczenia

wzmacnianie i rozwijanie struktur

powoduje docenianie wagi

odpowiednich warunkéw
aktywizacji.

Troska organizacji, a szczegélnie

konsultacja z szerokim aktywem

przedstawia interesujaca prébe
sprawdzenia

modelu rozwoju.

Wyzsze zatozenia ideowe, a takze

rozpoczecie powszechnej akcji
ksztaltowania postaw

pociaga za sobg proces
wdrazania i unowocze$niania

form oddzialywania.

Modut gTTS (Google Text-to-Speech) generuje z pomoca
internetowego serwisu Google Translate (tak wlasnie!) plik
mp3 zawierajacy odczytana kobiecym glosem fraze.

Zobacz tez cloud.google.com/translate/docs/reference/libraries.

(Nie syntezujemy calego zdania, tylko pojedyncze
fragmenty, ze wzgledu na ograniczenie serwisu do tekstow
o maksymalnej dlugodci 100 znakéw.) Odtworzenie pliku
mp3 powierzamy sympatycznej bibliotece pygame. Co
prawda ostateczny efekt dzwiekowy dziatania naszego

Dzi$ te frazesy nieco traca myszka, cho¢ wciaz zaskakujaco dobrze sie je czyta. . .
Oczywiscie teraz — z pomoca komputera — mozemy bez najmniejszego trudu
wygenerowaé nieskonczenie dhugi tekst oparty na tej czy innej podobnej tabelce
(w Internecie jest tego troche):

from random import choice

for frazy in przemowa:
print choice(frazy),
print

przemowa = [ ['kolezankiyi~koledzy,.', 'z drugiejstrony,.’, ...itd...],
['realizacjauzadan’, 'zakres_szkolenia_kadr’, ...itd...], ...itp... ]
while True:

Réwnie tatwo mozemy tak wyprodukowane przeméwienie automatycznie przeczytad,
wykorzystujac komputerows, synteze mowy — a potem godzinami wstuchiwaé sie
w coraz bardziej usypiajace zdania: w kétko o tym samym, a przeciez nie te same:

-

from gtts import gTTS
import pygame
from random import choice

M)

w

pygame.init()
pygame.mixer.init()

o

o

s| while True:
9| for frazy in przemowa:

10 fraza = choice(frazy)

11 print fraza,

12 gTTS(fraza, lang="pl").save('fraza.mp3’)
13 pygame.mixer.music.load('fraza.mp3’)

14 pygame.mixer.music.play()

15 while pygame.mixer.music.get_busy():
16 continue

17| print

11

skryptu jest daleki od tego, ktory uzyskalibysmy,
zapraszajac do wspélpracy, powiedzmy, pania Krystyne
Czuboéwne — ale tatwo go ulepszy¢, nagrywajac wiasne,
pelne pasji interpretacje fraz.

A wiec, zlotoudci, do dzieta!l Zrdobcie maszynke
opowiadajaca mtodszemu rodzenstwu nieskonczong bajke
na dobranoc! (I w razie sukcesu zapewne takze na dzien
dobry?) Najzabawniejsze tabelki/kody opublikujemy na
stronie internetowej Delty, deltami.edu.pll



cloud.google.com/translate/docs/reference/libraries
http://deltami.edu.pl

* Studentka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

w

Rozwigzanie zadania F 996.
W zewnetrznym zjawisku
fotoelektrycznym energia padajacych
kwantéw swiatta hc/X i maksymalna
energia kinetyczna elektronéw wybijanych
z katody E} spelniaja zwigzek:

hc

A
Przytozenie do elektrod fotokomorki
napiecia Uy, do ktérego pokonania nie
wystarczy maksymalna energia kinetyczna
uzyskiwana przez elektrony, catkowicie
wygasza prad przez fotokomérke. Mamy
wiec:

= B, + W.

U he W i U he w
eUp = — —W, czyli Up,=—— —.
I X ) Yy h e -

Jesli napigcie przyspieszajace elektrony
w kierunku anody jest wystarczajaco
duze, to wszystkie elektrony wybite

z katody docieraja do anody i wtedy
przez fotokomoérke plynie prad nasycenia
(dalsze zwiekszanie napiecia nie zwicksza
pradu). Odpowiada to sytuacji, kiedy
kazdy padajacy foton wybija jeden
elektron, ktory dociera do anody. Prad
nasycenia wynosi wiec:

eSA

he ~

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy (odpowiednio dla Ay i A2):

Up1 = 0,53V, Upa =22V

I, =

oraz

Ini = 0,40 A, Ins = 0,24 A.

Cyklem dlugo$ci k w permutacji o
nazwiemy ciag elementéw ai, ..., a
takich, ze o(a;) = a;4+1 dla i < k oraz
o(ak) = ai.

Problem wiezniéw — o pewnych
wlasnosciach losowych permutac

Joanna JASINSKA*

W pewnym zaktadzie karnym przebywa stu skazanych, ponumerowanych liczbami
od 1 do 100: By, Ba, ..., Bigo- Straznik zaproponowal im nastepujaca gre: sto
kartek z ich numerami umieszcza w stu skrytkach, po jednej kartce w kazdej
skrytce. Sposob rozmieszczenia kartek nie jest znany wiezniom. Nastepnie straznik
pozwala kazdemu z wiezniow sprawdzi¢ dokladnie polowe skrytek. Sprawdzajacy
wchodzi do pokoju ze skrytkami sam, a po swojej turze musi zostawi¢ pokdj

w stanie nienaruszonym i jedynie poinformowaé nadzorce, czy odnalazt swéj
numer, czy tez nie. Nie komunikuje sie p6ézniej z pozostalymi wiezniami. Osadzeni
wygrywaja wyjscie na wolnosé wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z nich zdota
odnalezé swoj numer. Jaka jest szansa na to, ze im sie to uda? Na pierwszy rzut
oka wigzniowie sa w dramatycznej sytuacji. Kazdy z nich ma szanse 50% na
odnalezienie numeru w swojej turze, wiec wydawaé by sie moglo, Ze szansa na
sukces wszystkich wynosi (0,5)1%°, czyli przerazliwie malo. Okazuje sie, ze ta
intuicja jest bledna. Opowiem o strategii pozwalajacej na zmaksymalizowanie
prawdopodobienistwa wygranej w opisanej grze — dzieki niej szansa wigzniéw na
uzyskanie wolnoséci wynosi. .. ponad 30%!

i

Wspomniana strategia jest nastepujaca: wigzien B; swoja ture rozpoczyna od
sprawdzenia i-tej szafki. Jedli nie znajdzie tam swojego numeru, tj. znajdzie
numer k # i, to sprawdza k-ta szafke. Postepuje w ten sposéb az do momentu
sukcesu lub wyczerpania si¢ puli szafek mozliwych do sprawdzenia. Dla przykltadu,
ograniczmy sie do przypadku 10 wiezniéw, zeby z latwoscia przesledzi¢ przebieg
rozgrywki. Zalézmy, ze w szafkach znajduja sie kolejno numery: 3, 2, 8, 5, 9, 4, 6,
10, 7, 1. Rozgrywka wieznia By krok po kroku przedstawia si¢ nastepujaco:

Sprawdza szafke 1. — Znajduje w niej 3 — Sprawdza szafke 3. — Znajduje w niej 8 —
Sprawdza szatke 8. — Znajduje w niej 10 — Sprawdza szatke 10. — Znajduje w niej 1
— Zwyciesko konczy swoja ture.

Zauwazmy, ze w momencie znalezienia swojego numeru (czyli po czterech
sprawdzeniach) wiezienn B juz wie, ze wiezniowie Bz, Bs, Big beda sprawdzaé
doktadnie te same szafki co on, w pewnym cyklicznym przesunieciu, i kazdy

z nich odniesie sukces w czwartym kroku. Sukcesy wigzniéw nie sa zatem, przy
zastosowaniu tej strategii, zdarzeniami niezaleznymi, a wiec — chociaz wciaz
kazdy z nich ma szanse 50% na znalezienie swojego numerka — szansa na sukces
wszystkich wigzniéw nie musi by¢ tak mata, jak podpowiadata opisana na wstepie
intuicja. A ile ta szansa wynosi doktadnie? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
musimy odrobine sformalizowaé¢ nasza gre.

Gdy spojrzymy na te zagadke jak na problem matematyczny, rozmieszczanie przez
straznika numeréw wiezniéw w szafkach ponumerowanych od 1 do 100 odpowiada
losowaniu przez niego pewnej permutacji o zbioru {1,...,100}. Zgodnie z opisana
strategia i-ty wiezien rozpocznie od sprawdzenia i-tej szafki, w ktérej znajdzie
numerek o (7). Jesli o(i) # ¢, to wigzierl kontynuuje i otwiera szatke o numerze o (i),
w ktérej znajduje o(a(i)) =: 02(i). O ile wezedniej nie znalazt swojego numerka,

w k-tym podejéciu otworzy szafke o*~1(i) i znajdzie tam numer o* (7). W tej
sytuacji i-ty wiezien odnajdzie swoj numer, jesli liczba ¢ jest elementem cyklu
dtugosci nie wigkszej niz 50. Zatem sukces wigzniéw jest réwnowazny temu, ze

w permutacji ¢ nie ma cyklu dlugoéci wiekszej niz 50. Szansa na ich porazke to
zatem szansa na wystapienie takiego cyklu w losowej permutacji liczb 1,2, ..., 100.

Obliczanie prawdopodobieristwa przegranej przy opisanej strategii sprowadza sie
wiec do znalezienia liczby permutacji zbioru 100-elementowego, ktére maja cykl
dtugosci 51 lub dtuzszy. W ogdlnosci sprawe wyjasnia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Liczba permutacji zbioru n-elementowego, ktore zawierajq cykl
dlugosci k > 2, wynosi %‘

2
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Rozwigzanie zadania M 1630.
Zwloany, ze liczby = < y spelniaja
il L4 i Roéwnanie to mozna
sprowadzw do pObtdCl

(2z — p)(2y — p) = p?. Poniewaz p jest
liczba pierwsza, wynlkm stad, ze

2z — p = p lub 2z — p = 1. Pierwsza

z tych mozliwosci oznaczalaby, ze

T = p =y, co przeczy zaleznoéci z < y.
Musi byé¢ zatem = = p+l , skad

Yy = p<[)+1) ; poniewaz p > 2, liczby te sa
calkow1te i faktycznle spelnlajq
wymagang rownosé.

Dowdd. Zwréémy uwage, ze permutacja moze mie¢ co najwyzej jeden cykl
dtugosci wigkszej niz 5. Wybieramy na (Z) sposobow, ktore k elementy maja
wejs¢ w sklad cyklu k-elementowego. Ustawiamy je na k! sposobéw. Cykl nie
zmienia si¢ przy przesunieciach — mozliwych przesunieé¢ w prawo reprezentacji
cyklu jako (aq,...,ax) jest dokladnie k. Liczba mozliwych istotnie réznych
ustawien wybranych k elementéw to zatem % = (k — 1)!. Pozostale n — k elementy
permutujemy na (n — k)! sposobéw. Liczba permutacji zbioru n-elementowego,

ktére w swoim rozkladzie zawierajg cykl dlugosci k > %, to w takim razie:
() (k=D (n—k)!="2 O

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem dla k = 51,52,...,100 cykle dtugosci k
stanowig, % wszystkich permutacji. Prawdopodobieristwo otrzymania permutacji
posiadajacej cykl dtugosci 51 lub dtuzszy jest wobec tego réwne:

11 1
4+ ...+ — ~ 0,688

100 99 51
Szansa wigzniéw na wygrang wynosi wiec w przyblizeniu 1
w ponad 30% przypadkéw wigzniowie wyjda na wolnosé.

— 0,688 = 0,312, czyli

2n

Dygresja dla Czytelnikéw-Analitykéw. Nasuwa sie
pytanie, czy istnieje dodatnie ograniczenie dolne szansy
na wygrana, niezaleznie od liczby wiezniéw. Odpowiedz
na nie jest twierdzaca. Rozwazmy sytuacje, w ktoérej jest
2n wigzniéw. Skazancy wygrywaja, gdy permutacja zbioru
A={1,...,2n}, czyli ulozenie w szafkach ich numeréw,
nie bedzie zawierata cyklu dtugoéci wigkszej lub rownej

n + 1. Prawdopodobienstwo wystapienia takiego cyklu

In <2> /T—Hdﬂc\szrk / —dxr =1n2.

Przechodzac z n do nieskoniczonodci i korzystajac
z twierdzenia o trzech ciggach, obliczamy granice
lim,, o0 EZ 1 nik = 1n2. Co wiecej, ciag (b,)%

Zk 1 n+k jest rosnacy, co Wnikliwy Czytelnik zechce

n=1 —

wynosi
n

. . 2n
riemannowska dla catki fn

riemannowska dla caltki f f" %d:]:. Obliczajac kazda z tych
calek, otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

@

Rozwigzanie zadania M 1632.
Niech f(z) = -+
0< x; <1, wiec

n n

/(1):%2(1713):17221,;

i=1 i=1
=1— f(0).
W tej sytuacji f(0) < % wtedy i tylko
wtedy, gdy f(1) > % Teza wynika zatem

z cigglosci funkeji f i wlasnoséci Darboux
funkcji ciagtych.

N |z; — z|. Poniewaz

1
;n—i-k"

7 tatwoscia mozna zauwazy¢, ze jest to gérna suma
—L_dz i dolna suma
x+1

samodzielnie wykazaé¢, uzasadniajac, ze dla kazdego
bpt1 — by, > 0. W takim razie cigg (1 — b, )52, maleje do
granicy, jaka jest
1— lim b, =1-—1In2 =0, 307.
n— oo

Na podstawie tych rachunkéw wiemy, ze niezaleznie
od tego, ilu skazanych podjelo sie¢ gry, ich szanse na
zwycigstwo przy opisanej strategii nie beda mniejsze
niz 30%.

Pozostaje uzasadnié, dlaczego jest to najlepsza mozliwa strategia. Nie jest
zaskakujace, ze dowdd optymalnosci bedzie bardziej skomplikowany, jest jednak
wielce pouczajacy! Dla uproszczenia bedziemy znéw rozwazaé przypadek

z dziesiecioma wiezniami, n = 10. Rozwazmy subtelng zmiane regul gry:

tym razem kazdy z wiezniéw musi otwiera¢ szafki do momentu, w ktérym
znajdzie swoj numer. Nie ma ograniczen co do liczby sprawdzeni, jednak
wiezniowie przegrywaja, gdy na koncu okaze sie, ze ktérys z nich otworzylt ponad
potowe szafek. Taka zmiana nie wplywa na prawdopodobienistwo zwyciestwa

W rozwazanej przez nas grze, ktéra dalej bedziemy nazywac gra A.

Opiszemy teraz zasady nieco innej gry, nazywanej przez nas dalej gra B. Tym
razem straznik zaprasza wszystkich wiezniéw jednoczesnie do pokoju z szatkami,
tak ze moga oni obserwowaé przebieg rozgrywki. Zalézmy, ze rozmiescit

on numery w kolejnosci: 2, 5, 10, 3, 9, 4, 6, 8, 1, 7. Wiezienn B rozpoczyna
sprawdzanie. Szuka do momentu, w ktérym znajdzie swdj numer, przy czym

nie zamyka juz otwartych szafek. Inni gracze widza, jakie numery zostaly

juz znalezione. Ponadto jesli By odnajdzie (postepujac wedlug jakiej$ swojej
strategii) kolejno numery 4, 7, 2, 1, to By, B7 i By juz nie startuja w grze, ich
numery zostaly odnalezione. Kolejnym sprawdzajacym bedzie teraz wiezien

0 najmniejszym numerze, ktéry nie zostal znaleziony w poprzedniej turze,

czyli Bs. Odnajduje on numery 9, 5, 10, 6, 3. Pozostaly gracz Bg w jednym kroku
odnajduje swéj numer. Na koncu sprawdzamy, czy ktorys z graczy otworzyl wigcej
niz 5 szafek. Tym razem wigZniom udalo sie wygrac.

Jest jasne, ze gra B jest dla wiezniéw korzystniejsza niz gra A. Oznacza to
w szczegblnosci, ze najlepsza mozliwa strategia w grze A daje nie wigksza szanse
na sukces niz najlepsza mozliwa strategia w grze B. Pokazemy, ze kazda strategia
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Rozwigzanie éwiczenia z artykulu

O tréjkgtach (nie tylko) na sferze:
Pokazemy liniowo$é 01, ale uzasadnienie
dla 02 przebiega analogicznie. Ustalmy
dwa podzbiory krawedzi X,Y C & oraz
wierzcholek v € V. Jesli na chwilg
ograniczymy si¢ jedynie do krawedzi
koriczacych si¢ w v, to liczba krawedzi z
X + Y ma te samg parzystos$é¢ co suma
liczby krawedzi z X i liczby krawedzi z Y.
Aby ta ostatnia suma byla nieparzysta,
doktadnie jeden ze skladnikéw musi byé
nieparzysty, a drugi parzysty. Innymi
stowy, v € 01(X +Y) wtedy i tylko
wtedy, gdy v nalezy do dokladnie jednego
ze zbioréw 91(X) i 91(Y). W jezyku
réznicy symetrycznej oznacza to
doktadnie réwnosé

01(X +Y)=01(X)+0:(Y).

Dlaczego dla k > 5 mamy 170'

permutacji z blokiem dlugosci k7

Taki blok moze by¢ co najwyzej jeden.
Najpierw na (1k0) sposobéw wybieramy
k elementow, ktoére maja by¢ czescia
bloku. Najmniejszy z nich m musi
znalez¢ sie na koncu, a pozostate
mozemy ustawi¢ na (k — 1)! sposobdéw.
Elementy spoza bloku mozemy ustawic¢
na (10 — k)! sposobéw i dla kazdego

z nich w doktadnie jednym miejscu
mozemy ustawi¢ wyrézniony blok, tzn.
tuz po tym, jak pojawia sie wszystkie
elementy od 1 do m — 1.

Rozwigzanie zadania F 995.
Dtugoséé¢ fali de Broglie’a czastki spelnia
réwnos$é A = h/p, gdzie p jest pedem
czastki. Energie kinetyczne elektronéw
w rozwazanych procesach sg male
w poréwnaniu z energiag spoczynkowsa
elektronu (mec? ~ 511keV), mozemy wiec
uzy¢ klasycznego zwiazku pedu i energii
kinetycznej czastki. Energia kinetyczna
uzyskana przez elektron przyspieszany
napieciem U wynosi:
2
eU = P .
2mee

Po podstawieniu p = h/\ otrzymujemy:
2
U= ——— =540V,
2eA2m,
czyli napiecie uzyskiwane przez
polaczenie szeregowe 60 bateryjek 9V.

w grze B daje prawdopodobienstwo sukcesu takie, jak opisana wczesniej strategia
dla gry A, co bedzie dowodzi¢ optymalnosci tej ostatniej.

Powr6émy do rozwazanego wczesniej przyktadu rozgrywki w gre B. Powiedzmy, ze
kazdy z wykonujacych ruchy graczy zapisywal numery kolejno otwieranych szafek
w jednym ciagu. Tutaj daloby to ciag 7 = (4,7,2,1,9,5,10,6, 3,8). Uzyskany ciag
jest pewna permutacja zbioru liczb od 1 do 10, potencjalnie dowolna. Ponadto
mozna z niego wywnioskowaé¢ ,,bloki” numeréw odkrywanych przez kolejnych
graczy: kazdy blok ma konczyé si¢ najmniejszym ,,jeszcze niezblokowanym”
numerem (4,7,2,1 wraz z 9,5,10,6,3 oraz 8 to trzy bloki). Wiezniowie wygrywaja
gre B, jesli uzyskana permutacja 7 nie ma bloku dilugosci wigkszej niz 5.

Kluczowym spostrzezeniem jest teraz to, ze jesli kazda z permutacji o
rozmieszczenia kartek w szafkach byta wylosowana z tym samym
prawdopodobienistwem, to w wyniku kazda z permutacji 7 réwniez bedzie
uzyskana z tym samym prawdopodobienstwem. Dokladne wyjasnienie

tego faktu nie jest dlugie, jednak mato interesujace i mogloby sie zdawaé
»brzeformalizowane”, zamiast tego przedstawimy zatem przekonujacg intuicje.

Prawdopodobienistwo pojawienia sie danego uporzadkowania numerkéw
w szafkach wynosi %0!' Niezaleznie od tego, ktora szafke postanowi jako
pierwsza sprawdzi¢ By, prawdopodobienstwo wystapienia w niej na przyklad 9
wynosi 1—10. Pod warunkiem, ze owa dziewiatka zostanie odszukana jako pierwsza,
prawdopodobienistwo odszukania na przyktad 1 w drugim kroku jest réwne %
(ze wzgledu na ,symetrie” wyjéciowego losowania o). W tym wypadku nie

ma zadnego znaczenia, jaka strategia postuza sie wiezniowie, gdyz z punktu
widzenia ich decyzji kazdy z nieodkrytych jeszcze numerkéw pelni te sama

role. Powtarzajac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku, ze kazda wynikowa

permutacja 7 moze zosta¢ uzyskana z tym samym prawdopodobienstwem

10!"

Prawdopodobienistwo przegranej jest zatem dla kazdej strategii takie samo — jest
to prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana permutacja ma blok dluzszy niz 5.
W ilu przypadkach z 10! mozliwych wieZniowie przegraja? Otéz dokladnie w ten
sam sposéb, jak udowodniliémy twierdzenie, mozemy pokazaé, ze permutacji,
ktére maja blok dtugosci k > 5, jest doktadnie 170! — szczegdly na marginesie.

W tej sytuacji wigzZniowie wygrywaja gre B z prawdopodobienstwem réwnym
1-— (% + % + é + % + %) = % =~ 0,354. Prawdopodobienistwo zwycigstwa
w grze B jest réwne prawdopodobienstwu sukcesu w grze A, w ktérej

wykorzystano strategie poruszania si¢ po cyklach.

Wiezniowie moga zaadaptowac¢ dowolna strategie z gry A do gry B. Przy
ustalonym ustawieniu numeréw w szafkach, jesli dana strategia poprowadzila

do zwycieskiej kolejnoéci otwierania w grze A, to ta kolejno$¢ bedzie réwniez
zwycigska w grze B. W takim razie, gdyby istniala lepsza strategia dla gry A,
niz przechodzenie przez cykle, to po zaadaptowaniu do gry B musialaby réwniez
dawaé w niej wicksze szanse na zwycigstwo. Jednakze nie jest to mozliwe,
poniewaz wszystkie strategie w grze B prowadza do takich szans na zwyciestwo,
jak przechodzenie przez cykle. Jest to zatem strategia optymalna.

Udalo nam si¢ rozwiklaé¢ problem wiezniow — wskazaliSmy najlepsza mozliwa
strategie. Zagadnienie to ma jednak te wtasnosé, ze generuje duza liczbe pytan,
ktére mozna sobie zadaé, kiedy juz pozna sie¢ jego rozwiazanie. Co si¢ stanie, gdy
szafek bedzie dwukrotnie wiecej niz wiezniéw i potowa z nich bedzie pusta? Wtedy
oczywiScie strategia przechodzenia przez cykle nie dziala, bo mozna natrafi¢ na
pusta szafke. Czy w takim wariancie mozna stwierdzié¢, ze razem ze zwickszajaca
sie liczba graczy, prawdopodobienistwo ich wygranej bedzie zmniejszaé sie az do 07
Okazuje sig, ze wciaz jest to problem otwarty. Mozna réwniez zadaé pytanie, co
sie stanie, jesli straznik wigzienia bylby niezwykle dociekliwym Czytelnikiem Delty
i przewidzial, ze wigzniowie beda postepowaé zgodnie ze strategia przechodzenia
przez cykle. Wtedy mégltby ustawi¢ numery specjalnie w taki sposéb, by pojawit
sie cykl o dlugosci wiekszej niz polowa liczby szafek. Zagadka dla Czytelnika
rownie dociekliwego, co éw straznik, pozostaje znalezienie sposobu, w jaki
wiezniowie mogliby poradzi¢ sobie wéwczas z pilnujacym ich matematykiem.
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Rozwigzanie zadania M 1631.
Skorzystamy z nastepujacego lematu: jesli
punkt R lezy wewnatrz tréjkata XY Z
iR#Z,to RX+RY < ZX + ZY. Aby
go udowodnié, zauwazmy najpierw, ze R
nie lezy na co najmniej jednym

z odcinkéw ZX, ZY . Bez straty ogdlnosci
przyjmijmy, ze jest to ZX. Niech S
bedzie punktem przeciecia prostych RX

i ZY. Wtedy z nieréwnosci trojkatas:

RX 4+ RY < RX 4+ RS+ SY <

< XZA+ZS+SY =ZX +ZY.

PrzejdZzmy do rozwigzania zadania. Niech
O bedzie srodkiem okregu w, a r bedzie
promieniem tego okregu. Punkt P lezy

w co najmniej jednym z tréjkatéw ABO,
BCO, CAO; bez straty ogdlnosci
przyjmijmy, ze jest to tréjkat ABO.
Podobnie, O lezy w ktéryms z tréjkatéw
ABP, BCP, CAP; przyjmijmy, ze jest to
tréjkat BC'P. Zgodnie z lematem
zachodzi AP + BP < AO + BO = 2r;

i analogicznie: BP 4+ CP > 2r. Zatem
ktérys z odcinkéw AP, BP jest mniejszy
od 7 i ktérys z odcinkéw BP, CP jest
wiekszy od 7.

C

! Marcin Rotkiewicz »W krélestwie
Monszatana. GMO, gluten
i szczepionki”. Wydawnictwo Czarne
(2017).

2 Wszystkie cytaty pochodza
z internetowych zestawow
,Biologicznych bzdur roku”.

3 Lukasz Lamza ,Swiaty réwnolegle.
Czego ucza nas plaskoziemcy,
homeopaci i rézdzkarze”, Wydawnictwo
Czarne (2020).

Reagowac¢ zdecydowanie

Zapewne pierwszym powszechnie dyskutowanym na calym globie
problemem tak zwanej nauki alternatywnej byly organizmy genetycznie
modyfikowane (GMO), realnie istniejace od poczatku lat 80. XX wieku.
Fala protestow laikéw rozpoczela sie od tabloidéw i byta skierowana

do szerokiej publicznosci, bez troski o wyjasnienie stow ,, genetycznie”

i ,modyfikowane”. Internet nie byt wtedy jeszcze powszechnie dostepny

i te protesty narastaty dos¢ powoli. Zazwyczaj na czele wojownikéw stali
dziatacze polityczni i spoteczni, ktorzy w antagonizmie wobec GMO widzieli
prosty sposéb uzyskania poklasku i popularnoéci. Sama, bedac naukowcem,
wiedzialam, jakie zagrozenia niosg GMO i jakie potencjalnie ogromne
korzysci. Powoli gromadzila si¢ wiedza, udokumentowana doswiadczalnie

i teoretycznie. Wydawalo sie, ze poglady alternatywne nie moga, ze wzgledu
na ,nienaukowo$¢”; zyskaé szerokiego poparcia.

Naukowcy bronili nauki o GMO na niezbyt licznych debatach publicznych;
mieli znacznie wiecej waznych zadan zawodowych, wymagajacych
zaangazowania i czasu. Mysle, ze powoli i systematycznie gromadzac wiedze,
uwazali, Zze nierzeczowe poglady o GMO zwyczajnie wygasna, nie majac
poparcia w faktach. Ale nie wygasly, bo fakty zawsze mozna fabrykowac.

A argumentacja opierala sie na prostej zasadzie: nie bo nie, tak bo tak...

Omawiane zjawisko w Polsce pojawilo si¢ z pewnym opédznieniem, ale

nie miato oryginalnej formy. Tak jak biotechnologie mieliSmy op6Zzniona

w stosunku do bogatego Swiata, tak i z podobnym poslizgiem rozpoczetly
sie, podobne do amerykanskich czy francuskich, protesty. Polscy oponenci
GMO wysuwali argumenty znane z wczesniejszych wystapien zagranicznych.
Byli wéréd nich politycy, dziatacze. .. i byli tez naukowcy. I p6zno
bardzo doczekaliémy sie pierwszej ksiazki ,W krélestwie Monszatana”
Marcina Rotkiewicza. Swietny dziennikarz naukowy wszedl bardzo gleboko
w problemy GMO oraz roli biotechnologicznej firmy Monsanto.

1

Od czasu pierwszej szeroko rozpowszechnionej akcji anty-GMO

minetlo kilkadziesiat lat, wszechobecny stat si¢ Internet z mediami
spoleczno$ciowymi, dorobiliémy sie znacznie bogatszej palety alternatywnych
pogladéw. Trudno uwierzy¢, ale w XXI wieku istnieja zwolennicy: plaskiej
Ziemi, powszechnej szkodliwosci glutenu, pozytku z homeopatii oraz
przeciwnicy szczepien ochronnych. W popularnych mediach ukazuja sie
rowniez drobne i ,przekonujace” informacje — niestety te rekordowe bzdury
wypowiadajg popularni celebryci: dietetycy, lekarze, dziennikarze, aktorzy,
utrwalajac takie mysli, jak: Polskie dzieci chorujgc na odre, bedg zdrowsze
(lekarz, 2018 r.); Autyzm jest chorobg metaboliczng i mozna go cofngé dietq
(lekarz, 2018 r.); Rak piersi powstaje w wyniku picia wody z kranu (2019 r.);
Szczepionki zmieniajg biorce w cyborga, ktorym mozna potem sterowaé
zdalnie (2018 1.); Smalec jest pozyteczny, poniewasz zawiera duzo biatka.”

Za zdanie podsumowujace uznam (nie moge powstrzymaé si¢ od podania
nazwiska autora) stwierdzenie Rafala Ziemkiewicza: Po raz pierwszy od
czaséow Reagana w USA prezydentem jest mezczyzna z chromosomami.

Fizyk, profesor Iwo Bialynicki-Birula powiedzial krétko: Wymagana jest
zdecydowana reakcja na wtargniecie ignorantéw na teren, ktory jest domeng
nauki. Kolezanki i koledzy — to jest takze do nas apel. Dlatego z radoscig
donosze, ze znalazt sie naukowiec, Lukasz Lamza, ktory spokojnie i rzeczowo
rozpatruje zjawisko nauki ,alternatywnej”. Bez ztosliwosci i zacietrzewienia
prébuje zrozumieé, skad biora sie antyszczepionkowcy i im podobni.? Goraco
polecam, z wdzigcznoscia dla autora.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Czy 7 jest normalna?
tukasz RAJKOWSKI

By¢ moze nie wypada zadawaé tytutowego pytania w numerze marcowym,
gdyz w tym miesiacu obchodzone jest wspaniale $wieto tej najwiekszej bodaj
celebrytki posréd liczb rzeczywistych, jednak Delta nie pozwoli zakneblowaé
sobie ust poprawnoécia polityczna. Tym bardziej, ze w Internecie roi sie od
plotek i poglosek na ten temat. Zamieszanie rozpoczelo sie od utworzonego
w dobrej wierze memu (zamieszczony ponizej), ktérego autor w poetycki
sposob opisywat rzekoma, mistyczna wlasno$é m — jej rozwiniecie dziesietne
mialoby skrywaé wszelkie tajemnice tego $wiata i odpowiedzi na wszystkie
fundamentalne dla ludzkosci pytania.

Pi is an infinite, nonrepeating decimal - meaning that
every possible number combination exists somewhere in
pi. Converted into ASCII text, somewhere in that infinite
string of digits is the name of every person you will ever
love, the date, time, and manner of your death, and the
answers to all the great questions of the universe.
Converted into a bitmap, somewhere in that infinite string
of digits is a pixel-perfect representation of the first thing
you saw on this earth, the last thing you will see before
your life leaves you, and all the moments, momentous and
mundane, that will occur between those two points.

All information that has ever existed or will ever exist, the
DNA of every being in the universe.

EVERYTHING:
all contained in the ratio of a
circumference and a diameter.

Mem w wolnym tlumaczeniu (redakcja odcina si¢ od
zawartych tu stwierdzen): Pi jest liczbg o nieskoriczonym

7 nieokresowym rozwinieciu dziesietnym — co oznacza,

ze dowolna kombinacja cyfr pojawi sie gdzies w tym
rozwinieciu. Jesli potraktowaé jg jako kod ASCII pewnego
tekstu, gdzies w tym nieskoriczonym ciggu znajdqg sie
imiona wszystkich osob, ktore kiedykolwiek pokochasz, czas
i okolicznosci twojej smierci oraz odpowiedzi na wszystkie
wielkie zagadki Wszechswiata. Po przeksztalceniu w bitmape,
gdzie$ w tym rozwinieciu pojawi sie pierwsze, co ukazalo
ste twoim oczom przy przyjsciu na Swiat, ¢ ostatnie co
ujrzysz, z tego swiata odchodzqc, a takzie wszystkie momenty,
wzniosle i przyziemne, ktére nastgpiq pomiedzy. Cala
informacja, istniejaca i ta, ktéra jeszcze powstanie, a takze
DNA kazdej zyjacej istoty. WSZYSTKO zawarte w stosunku
obwodu do $rednicy.

Sama 7 nie potwierdzila ani nie zaprzeczyla tej
poglosce, twierdzac, ze pytania o nature jej rozwiniecia
dziesietnego godza w jej prywatno$é. O komentarz

w tej sprawie poprosiliSmy zaprzyjaznionego z redakcja
eksperta, prof. dra hab. inz. Piotra Pipinskiego.

LR: Zapytam bez ogrodek: co Twoim zdaniem w skrywa
w teczkach swojego rozwiniecia dziesietnego? Co na ten
temat mowi nauka?

PiPi: Pogloski, jakoby w rozwinieciu dziesietnym
mozna byto odnalezé wszystko, pomimo wysitkow
uczonych, nie zostaly niestety zweryfikowane. Przez
,wszystko” rozumiemy dowolna skoriczona kombinacje
cyfr. Na przyklad wlasna date urodzenia — to akurat
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mozemy zrobié, zagladajac na strone internetowa
http://www.mypiday.com/. Albo tysiac zer, jedno

obok drugiego — takiego miejsca jednak nie potrafimy
wskazac i jednoczesnie nie potrafimy udowodnié, ze

na pewno istnieje. Nawet jednak gdyby$my potrafili
zweryfikowaé te plotki, to duzo bardziej interesujaca
jest dla nas kwestia bardziej szczegdétowa — chcielibysmy
bowiem dowiedzie¢ sie, czy 7 jest liczbg normalng.
Normalna, czyli majaca pewne wlasnosci losowej liczby
rzeczywistej.

LZR: ,Losowej liczby rzeczywistej”? Co nalezy przez to
rozumiec i o jakiej wiasnosci mowa?

PiPi: Zastanéwmy sie, jak mogliby$my wylosowac liczbe
rzeczywista z przedzialu [0,10). Najpierw losujemy cyfre
jednosci, kazda z jednakowym prawdopodobienstwem.
Nastepnie to samo robimy z kolejnymi cyframi po
przecinku: dziesietnych, potem setnych i tak dalej.
Zalézmy, ze byliSmy nieskonczenie cierpliwi i w ten
sposéb wygenerowalidémy wszystkie cyfry rozwiniecia
dziesietnego pewnej liczby X. Woéwczas czestotliwosé
wystepowania cyfry 1 w pierwszych 10, 100, 1000

(i tak dalej) cyfrach rozwiniecia dziesietnego X
praktycznie zawsze coraz lepiej przybliza %. Obowiazek
ten wynika ze specjalnej ustawy regulujacej gry
hazardowe, nazywanej Mocnym Prawem Wielkich
Liczb. Obejmuje ona wszystkie cyfry, nie tylko 1,

a takze dowolne skoniczone kombinacje cyfr, z ta
modyfikacja, ze ustalony ciag cyfr dtugosci d ma sie
pojawiaé¢, méwiac potocznie, raz na 10% cyfr. W oschtym
jezyku matematycznego ustawodawstwa zaleznosé ta
brzmi:

dla kazdej kombinacji cyfr dlugosci d granica
podzielonej przez n liczby wystgpien tej kombinacji
wsrdd pierwszych n cyfr rozwiniecia dziesietnego X
wynosi 107¢.

Wtlasnie te ceche liczby X nazywamy normalnoscia,

a dokladniej: normalnoscig w podstawie 10, gdyz

w podobny sposéb mozna okresli¢ normalno$é w innych
podstawach — wystarczy patrze¢ nie na rozwiniecia
dziesietne, a dwojkowe, trojkowe itp. Pojecie to ukut
Emile Borel — w 1909 roku wykazal, ze losowa liczba
rzeczywista jest na 100% absolutnie normalna, czyli
normalna w kazdej podstawie.


http://www.mypiday.com/

ER: Czyli jesli z zamknietymi oczami zaznaczylbym
na 0si liczbe rzeczywistq, to bylaby ona normalna, tak?
A czy mozna wskazaé konkretne przyklady?

PiPi: Jest to dos¢ zabawna kwestia, gdyz nie jest

tak tatwo wskaza¢ konkretny przyktad, choé prawie
kazda liczba rzeczywista jest normalna. Mozna
pokazaé, ze tzw. stala Champernowne’a, czyli
0,123456789101112. .., jest normalna w bazie 10.

Duzo trudniej uzasadnié, ze liczba 0,2357111317.. .,
powstata przez ,sklejenie” kolejnych liczb pierwszych,
jest normalna w podstawie 10. Udowodnili to dopiero
Arthur Copeland i Paul Erdés w 1946 roku. To nie
jedyna istotna zastuga Frdésa w badaniu normalnosci!
Wraz z Haroldem Davenportem w 1952 roku pokazali,
ze normalna w bazie 10 jest dowolna liczba postaci
0,w(Hw(2)w(3)..., gdzie w jest niestalym wielomianem,
ktory dla naturalnych argumentéw przyjmuje naturalne

wartosci, np. w(n) = n?.

LR: Krecimy sie caly czas wokol normalnosci

w podstawie 10. A co ze wspomniang przez Ciebie
absolutng normalnoscig? Czy tutaj znane sq jakies
przyklady?

PiPi: To jest bardzo dobre pytanie i odpowiedZ na

nie jest dos¢ niewygodna. Faktycznie, wspomniane
przeze mnie stale albo nie sq, albo nie wiadomo, czy sq
absolutnie normalne. Tutaj réwniez znane sa przyktady,
jednak ich konkretno$¢ moze wydawaé sie niektorym
Czytelnikom dyskusyjna. Pierwsza ,,dobrze zdefiniowana”
liczbe absolutnie normalna podal nasz rodak, Waclaw
Sierpinski. Jego konstrukcja niestety nie nadaje sig

do publikacji w prasie codziennej. Dosé powiedzie¢,

ze wyznacza on pewna przeliczalng rodzine odcinkéw

o wymiernych koncach. Okazuje sie, ze odcinki te nie
pokrywaja calego przedziatu (0,1), a liczby, ktére

nie zostana pokryte, musza by¢ absolutnie normalne.
Opierajac sie na tej konstrukeji, Verénika Becher

i Santiago Figueira pokazali, jak wyznaczaé¢ kolejne
cyfry pewnej absolutnie normalnej liczby z dowolna
doktadnoscia. Oczywidcie nie ma najmniejszego

sensu wypisywaé ponizej pierwszych cyfr rozwiniecia
dziesietnego ich wyniku; normalnos¢ nie zalezy od tego,
jak liczba zaczyna, a od tego, jak konczy. Majac liczbe
normalna, mozemy po przecinku dopisaé¢ jej dowolny
ciag cyfr i nie przestanie ona by¢ normalna. Czyli
faktycznie liczy sie tylko to, ze mozemy przyblizy¢ te
absolutnie normalng liczbe z dowolng dokladnoscia, a nie
to, co dostajemy na poczatku.

LR: Robi sie strasznie abstrakcyjnie, powrocmy zatem
do konkretu. Czy zatem w jest normalna, czy nie jest?

PiPi: Tak jak juz wspominatem — nie wiadomo. Znamy
juz jednak bardzo wiele cyfr rozwiniecia dziesigtnego .
Ostatni rekord nalezy do Emmy Haruka Iwao, ktora
obliczyta m z dokladnoscia do ponad 3 - 10*® (a doktadnie
|7 - 103], co jest doéé¢ urokliwe) cyfr. To duzo — zwykly
plik tekstowy zawierajacy to rozwiniecie zajalby pewnie
ponad 1 TB = 10% GB, zatem nie zmiescitby si¢ pewnie na
komputerze wiekszosci Czytelnikéw Delty. Na podstawie
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tej prébki nie stwierdzono zadnych odchylen 7 od
normalnoéci. Nawet wiecej: uzyskanego ciagu cyfr nie
da sie zadnymi statystycznymi metodami odréznié¢ od
losowego ciagu cyfr. OczywiScie, niezaleznie od tego,
jak wiele cyfr rozwiniecia dziesietnego m uzyskamy, nie
przybliza nas to do dowodu normalnosci — jest to jedynie
(bardzo mocna, ale jednak) sugestia. W tym momencie
warto wspomnie¢ o pewnej anegdotycznej historii. Otéz
w roku 1872 August de Morgan poczynil spostrzezenie,
ze w znanym éwczesnie rekordowo dtugim rozwinieciu 7
(608 cyfr), opublikowanym przez Williama Shanksa

w 1853 roku, wystepuje zaskakujaco niewiele si6demek.
Widaé to na ponizszej tabelce, prezentujacej liczbe
wystapien poszczegdlnych cyfr w rozwinieciu Shanksa.

0 1123|456 | 7|89
60 | 62 | 67 | 68 | 64 | 56 | 62 | 44 | 58 | 67

De Morgan poprawnie ocenil prawdopodobienstwo

tak istotnego odstepstwa cyfry 7 od ,,przecietnosci”

— na ok. 2%, co uznal za pewng osobliwo$é. Nalezy

tu poczynié statystyczna dygresje¢ i zaznaczy¢,

ze tak naprawde powinien byl on zastanowié sie

nad prawdopodobienstwem takiego odstepstwa

u ,najbardziej odstepujacej” cyfry; mierzona w ten
sposéb ,niezwyklo$¢” rozwiniecia Shanksa wynositaby
juz tylko ok. 20%. Tak czy inaczej, de Morgan nie
traktowal swojej obserwacji jako zarzut wobec obliczen
Shanksa (przynajmniej nie sformulowal tego zarzutu

na pismie), a raczej jako ciekawostke, uszczypliwie
komentujac, ze niezwykloéé¢ sibdemki w tym wzgledzie
moze by¢ woda na mlyn wszelkiego rodzaju mistykdw
(zwlaszcza ze najczestsza z wystepujacych w rozwinieciu
jest inna magiczna liczba, czyli 3). Dopiero w latach
czterdziestych XX wieku D. F. Ferguson wskazat na btad
w obliczeniach Shanksa. Pomyltka pojawila sie dopiero
na 528 miejscu, jednak propagowala na kolejne cyfry
rozwiniecia.

LR: 7 naszej rozmowy wylania sie dosé przygnebiajocy
obraz stanu naszej wiedzy. Nie wiadomo, czy m jest
normalna. Nie wiadomo, czy w rozwinieciu dziesietnym m
mozna znalezZé dowolng skonczong kombinacje cyfr.

O ile mi wiadomo, nie wiadomo nawet, czy w tym
rozwinieciu znajduje si¢ nieskoriczenie wiele zer (jedynek,
dwdjek, ... ). Czy na zakoriczenie moze Pan wspomnied
o czyms, co wiadomo w tej kwestii?

PiPi: Przyparty do muru moge jedynie przypomnie¢,
ze 7 jest liczba niewymierna (a nawet niealgebraiczna),
zatem nie moze by¢ tak, ze w jej rozwinieciu dziesigtnym
od pewnego miejsca po przecinku powtarzaja sie

kolejne cyfry jej rozwiniecia dziesietnego (poczawszy od
pierwszej). Osobiscie uwazam jednak, ze niewiedza w tak
elementarnej (przynajmniej w warstwie sformutowania)
kwestii moze mie¢ bardzo pozytywne skutki, gdyz

ze wzgledu na prostote okreslenia problemu moze
potencjalnie wiecej oséb zainspirowaé¢ do poglebiania
swojej wiedzy... Czego zycze wszystkim Czytelnikom
Delty.



O nier6wnosci miedzy srednig arytmetyczng sinusa
i tangensa kata ostrego a jego miarg
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Wojciech Wilhelm WDOWIK*

Celem tego artykulu jest wykazanie prawdziwoéci nieréwnosci 20 < sin 6 + tg 6
dla dowolnego kata ostrego 6. Podana nier6wnos¢ mozna tatwo udowodnic¢,
uzywajac rachunku rézniczkowego. Mozna jednak zadaé¢ pytanie: czy da sie tego
uniknaé, czy mozna ja wykazaé krocej, uzywajac przy tym jedynie elementarnej
geometrii. Okazuje sie, ze tak.

Rozwazmy okrag jednostkowy o srodku w poczatku O uktadu wspolrzednych

i ustalmy dowolny kat 0 < 6 < 7. Niech B = (1,0) i obierzmy taki punkt A
lezacy na okregu jednostkowym w pierwszej ¢wiartce, ze |[¥AOB| = 6; na
polprostej OA tak obierzmy za$ punkt A’, aby tréjkat AA’OB byl prostokatny,
o kacie prostym xOBA’. Zostalo to przedstawione na rysunku 1.

Fatwo mozna dostrzec, ze
pole tréjkata AOB < pole wycinka kotowego AOB < pole tréjkata A'OB.
Obliczmy teraz kolejno pola wymienionych figur. Po pierwsze zachodzi
sin 0
2

Znany jest takze wzoér na pole wycinka kolowego o danej rozwartosci, ktory
méwi, iz

1
pole tréjkata AOB = §\AOHOB\ sin xAOB =

0
pole wycinka kotowego AOB = 3

|BA"| _

W —tgG, to

Poniewaz zachodzi réwnosé |BA'| =

1 tg 6
pole tréjkata A'OB = E\OBHBA'| = gT
Otrzymalismy w ten sposéb geometryczny dowdd zwiazku miedzy wartosciami

funkcji trygonometrycznych kata ostrego a jego miara.

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 7 zachodzi nieréwnos¢
sinf < 0 < tgb.

Wykorzystane w dowodzie powyzszego twierdzenia geometryczne konstrukcje
przydadza sie nam do wykazania podanej we wstepie nieréwnosci. Poprowadzmy
styczna w punkcie A do okregu, przecinajaca odcinek BA’ w punkcie P (rys. 2).

Z twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu wiemy, iz |AP| = |BP].
Odcinek PA’ jest przeciwprostokatng tréjkata AAPA’, odcinek AP jest za$
jego przyprostokatna, zatem |AP| < |PA’|. Z powyzszych wlasnosci wynika, ze
|BP| < |PA’|.

Rozwazmy teraz trojkaty APA’" i BPA. Maja one t¢ sama wysoko$¢ opuszczong
na prostg BA’, skoro za$ podstawa tego pierwszego jest dluzsza od podstawy
drugiego, to

pole tréjkata BPA < pole tréjkata APA’.

Wiemy juz, polami czego sa wielko$ci S”Q‘g, g, %. Spéjrzmy wiec na rysunek 3,
na ktérym na szaro zaznaczono figure o polu g — 5“219, kolorem zas$ figure o polu
tg6 0

2 2"

Latwo zauwazy¢, ze

0 in 6 tgf 0
MY« pole tréjkata BPA < pole tréjkata APA’ < gT -5

2
Udowodnili$my tym samym nastepujaca zaleznosé.

Twierdzenie. Dla dowolnej liczby 0 < 6 < 7 zachodzi nier6wnos¢
260 < sin @ + tg 6.
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Informatyczny kacik olimpijski (135):
Little Elephant and Array

Zadanie: Dany jest n-elementowy cigg liczb naturalnych A = (a1, as, ..

., an) oraz m zapytan. Kazde zapytanie jest

opisane za pomocg dwdch liczb naturalnych (1,p), gdzie 1 <1< p < n, i brzmi: ,Ile jest dobrych liczb w podstowie

ap, Qp4+1; - -

., ap 27 Liczba x jest dobra, jesli wystepuje dokladnie x razy. Przykladowo, wynikiem dla podkreslonego

fragmentu A = (3,1,2,3,2,3,3,2,2) jest 2, gdyz dobrymi liczbami sq 1 (wystepuje raz) oraz 3 (wystepuje trzy razy).

Napisz program, ktory odpowiada na wszystkie m zapytan.

Niech a;., oznacza podstowo a;, aj41,. .., ap.

Rozwigzanie O(m(n + max(A))

W pierwszym podejsciu kazde zapytanie rozwazymy
niezaleznie. Zalézmy, ze szukamy wyniku dla a;.),.

Na poczatku zliczmy wystapienia kazdej wartosci w tym
podstowie. Niech Z bedzie tablica zliczajaca i Z[x]
oznacza liczbe wystapien z. Taka tablica ma rozmiar
rzedu O(max(A)) i jej wygenerowanie zajmuje czas

O(n + max(A)). Wéwczas wynikiem jest liczba takich x,
ze Z[x] = x, co mozemy obliczy¢ w czasie O(max(A4)),
przegladajac Z. Znalezienie odpowiedzi na jedno
zapytanie zajmuje czas O(n + max(A)), wiec cale
rozwiazanie dziala w czasie O(m(n + max(A))).

Rozwiazanie O(mn)

Zauwazmy, ze dobre liczby sa nie wieksze niz n. Zadna
liczba wigksza niz n nie moze by¢ dobra, poniewaz
dlugo$é ciagu (liczba wszystkich wystapierl) wynosi n.
Zatem zliczanie wystapien mozemy ograniczy¢

do wartosci nie wiekszych niz n. Teraz tablica zliczajaca
ma rozmiar O(n). Odpowiedz na jedno zapytanie
realizujemy w czasie O(n), a cale rozwiazanie dziata

w czasie O(mn).

Rozwigzanie O((n + m)+/n)

W tym podejsciu, przed przystapieniem

do odpowiadania na zapytania, znajdziemy zbiér S
zawierajacy kandydatow na dobre liczby. Kandydatami
mogg by¢ tylko takie liczby x, ktére wystepuja
przynajmniej x razy w calym ciagu. Tak jak wczesniej
zauwazyliémy, mozemy ograniczy¢ zliczanie do wartosci
nie wiekszych niz n, zatem S generujemy w czasie O(n).
Okazuje sie, ze wszystkich kandydatéw jest nie wiecej
ni | ZLb/1E8m |

Dlaczego? S zawiera rézne liczby, a jego suma jest

nie wieksza niz n. Zbiér ma najwieksza moc, kiedy
zawiera kolejne liczby 1,2, ..., k. Niech k oznacza
najwieksza sposréd nich. Oczywiscie musi zachodzié
1+2+... +k= % < n. Wystarczy skorzystaé

ze standardowych metod rozwiagzywania nieréwnosci
drugiego stopnia, aby otrzymaé, ze najwigksze k wynosi
=y D

Dla kazdej liczby x ze zbioru S przygotujmy tablice L,
gdzie L,[i] =1, jesli a; = « lub L;[i] = 0 w przeciwnym
przypadku. Intuicyjnie méwiac, skopiowalisémy

ciag A, zamieniajac wystapienia x na 1, za$ pozostale
liczby na 0. Dodatkowo, niech P, bedzie tablica

sum prefiksowych L,. Wowczas sprawdzenie, czy z

jest dobrg liczba a;.,, sprowadza si¢ do obliczenia

Loll] + Lall +1] + .+ Lulp) = Polp] — Pofl — 1]

Za pomocy tak przygotowanej struktury danych
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potrafimy w czasie O(1) sprawdzié, czy kandydat jest
dobra liczba w podsltowie. Aby znalezé dobre liczby

W ay.p, wystarczy sprawdzi¢ kandydatéw ze zbioru S,
ktérych jest O(y/n). Wyznaczenie odpowiedzi na m
zapytan zajmuje czas O(m+/n). Przygotowanie opisanych
struktur danych zajmuje czas O(ny/n), zatem cale
rozwiazanie dziata w czasie O((n +m)+/n).

Rozwigzanie O((n + m)log(n))

W tym rozwiazaniu odpowiemy na zapytania offline.
Oznacza to, ze najpierw wczytamy wszystkie zapytania,
nastepnie obliczymy wyniki (by¢ moze w innej kolejnosci
niz ta podana na wejéciu) i na koficu wypiszemy
odpowiedzi w pierwotnej kolejnoéci zapytan. Najpierw
pogrupujmy zapytania wedlug ich konicéw. Niech zap]i]
oznacza zapytania, ktorych koniec znajduje sie w i.
Przejdzmy teraz do przegladania kolejnych elementéw
ciggu wedtug rosnacych indekséw (od 1 do n). Zalézmy,
ze rozwazamy indeks i. Jedli wartos$¢ a; wystepowata
wcezesniej przynajmniej a; razy, to a; jest dobra liczba
dla niektérych fragmentéw. Dokladniej, niech [; oznacza
najmniejszy taki indeks, ze a;,.; zawiera a; wystapien a;,
oraz niech [y oznacza najwiekszy taki indeks, ze

al,.; zawiera a; wystapien a,. Te indeksy mozemy
wyznaczy¢, majac dla kazdej wartosci zapamigtane
pozycje, na ktorych ta wartosé wystepuje. Wowcezas dla
kazdego l; < j < lp fragment a;.; réwniez zawiera a; jako
dobra liczbe.

a;wystagpien a;

(07 SN (07 N Aj..oo... a;
——
l1 12
D -1 1

Zachowajmy te informacje w tablicy D. Niech

Dlly — 1] = —1, za$ D[l3] = 1. Warto nadmieni¢, ze jesli
wezesniej mieliSmy wyznaczony przedzial [I1;15], gdzie
moglo zaczynaé si¢ podstowo z dobra wartoscig a;, to
nalezy usuna¢é ten przedzial przed nowym przypisaniem,
czyli D[l} — 1] = 0 oraz DJ[l}] = 0. Teraz mozemy

juz odpowiedzieé na zapytania zapl[i|. Zalézmy, ze
rozwazamy zapytanie (1,47). Wtedy wynikiem jest
D[]+ D[l + 1]+ ... + D[i]. Na D mozemy rozpiaé
drzewo przedziatowe, aby w czasie O(log(n)) obliczaé
sume i aktualizowaé wartosci.

Grupowanie zapytan wedtug ich konca realizujemy

w czasie O(n + m), jesli wykorzystamy metode zliczania.
OdpowiedZ na zapytanie odbywa sie w czasie O(log(n)),
co w sumie dla m zapytan daje O(mlog(n)). Wszystkie
aktualizacje D zajmuja O(nlog(n)). Calkowita zlozonosé
czasowa rozwigzania wynosi O((n + m)log(n)).

Bartosz LtUKASIEWICZ



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 797, 798

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2020

797. W tréjkacie ABC wysokosé poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugosé h.
Punkty M i N to (odpowiednio) $rodki bokéw AC i BC. Okrag przechodzacy
przez punkty B i N, styczny do prostej BM, przecina prosta AB ponownie

w punkcie P. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe A, dla ktérej (przy kazdej takiej

konfiguracji) odcinek AP ma dlugos$¢ nie mniejsza niz Ah.

798. W nieograniczonym trojkatnym diagramie

1
111
12321
1367631

w goérnym wierszu jest pojedyncza jedynka; a dalej kazdy element jest suma
A trzech liczb znajdujacych sie nad nim w poprzednim wierszu (N, |, ). Wiersze

’ sg numerowane od zera; zatem w n-tym wierszu jest 2n + 1 liczb dodatnich.
D (a) Wykazaé, ze w kazdym wierszu, poza zerowym i pierwszym, jest jakas liczba
. E parzysta.

nieparzyste.

(b) Wyznaczyé¢ numery tych wierszy, w ktérych sa dokladnie trzy liczby

Zadanie 798 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystal pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2019

Przypominamy tresé zadan:

789. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R spelniajace rownanie
f(f(:l:) + g) =4yf(x) + f(.’l;2 —y) dla =z,y €R.

790. Na bokach AB, AC tréjkata ostrokatnego ABC, po jego zewnetrznej stronie, zbudowano
tréjkaty prostokatne rownoramienne ABD, ACE z katami prostymi przy wierzchotkach D, E.
Odcinki CD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N sg $rodkami odcinkéw BC i DE.
Udowodni¢, ze kazda z prostych M N, AP jest prostopadia do prostej DE.

789. Podstawmy, kolejno, y = —f(z) oraz y = x?;
otrzymujemy réwnania

f(0) = —4f(@)* + f(2* + f(2))
F(f (@) + %) = 42 f(z) + f(0),

ktore po dodaniu stronami i redukcji daja zwiazek
f(@)(f(z) —2?) = 0. Zatem dla kazdej liczby € R
ma miejsce alternatywa: f(x) =0 lub f(z) = 2%. Stad,
w szczeg6lnosci, f(0) = 0.

oraz

Jedli z = 0 jest jedynym miejscem zerowym funkcji f,

to f(x) = 2% dla wszystkich z. Latwo sprawdzié, ze ta
funkcja spelnia zadane réwnanie. Pozostaje przypadek,
gdy f ma jeszcze jakies miejsce zerowe a # 0. Wykazemy,
ze wowczas f jest tozsamo$ciowo réwna zeru.

Przypusémy, ze f(b) # 0 dla pewnego b. Biorac

w zadanym réwnaniu z = a, y = b, dostajemy

f(b) = f(a® — b); ta liczba nie jest zerem, wiec

z wezedniejszej alternatywy wynika, ze wynosi ona
jednoczesnie b? oraz (a? — b)%. Przyréwnanie tych
wartoéci daje réwnosé 2b = a?. To liczba dodatnia;
stad f = 0 w przedziale (—oo, 0]. WeZzmy teraz dowolna
liczbe ¢ > 0 i w wyjSciowym réwnaniu podstawmy
y=c, x = —+/c (juz wiemy, ze f(—y/c)=10). Wychodzi
f(e) = 0. Tak wiec f =0 takze w przedziale (0, 00).
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Whiosek (odpowiedz): jedynymi funkcjami spelniajacymi
podane réwnanie sa: f(z) = 0 (dla wszystkich x) oraz
f(x) = 22 (dla wszystkich z).

790. Niech punkty J, K, L beda rzutami prostokatnymi
punktéw A, B, C na prosta DE. Trojkat prostokatny
AJD jest przystajacy do tréjkata DK B; analogicznie,
trojkat AJE przystaje do ELC. Zatem |JD| = |K B,
|JE| = |LC|, |AJ| = |DK| = |EL|. Z ostatniej réwnosci
wynika, ze srodek N odcinka DF jest tez srodkiem
odcinka KL, i wobec tego MN 1 DF.

Prosta AJ przecina odcinki CD i BE w punktach, ktére
nazwiemy odpowiednio X i Y. Z proporcji
|lJX| |LC|  |JE| |lJY| |KB| |JD|
|DJ|  |DL| |DL| |EJ|  |EK| |EK]|

wyznaczamy

|JD| - |JE|
DL

Skoro za$ |DK| = |EL|, zatem |DL| = |EK]|, i w takim
razie |JX| = |JY|. To oznacza, z2e X =Y = P,

a prosta AP to prosta AJ, prostopadia (z definicji)

do DE.

|JD| - |JE|
[EK|

|JX| = oraz |JY| =



Klub 44 F

Rys. 2

Zadania z fizyki nr 694, 695
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

694. Statek napedzany jest za pomoca silnika —  miotacza wody”, ktéry
wyrzuca z rufy strumien wody z predkoscig u. Masa wody pobieranej z rzeki

i wyrzucanej w jednostce czasu wynosi pu. Przy jakiej predkosci statku sprawnosé
silnika jest maksymalna? Sile tarcia i opér wody nalezy zaniedbaé.

695. Rysunek 1 przedstawia przekrdj tozyska kulkowego. Promienie pierscieni
zewnetrznego i wewnetrznego wynosza odpowiednio R; i R, a ich predkosci
katowe w;y i1 wy. Opisaé ruch jednej z kulek, jezeli nie wystepuje poslizg miedzy
pierscieniami i kulkami.

Rozwigzania zadai z numeru 11/2019

Przypominamy tresé zadan:

686. Dwie male kulki o masach m, polaczone niewazkim prgtem o dlugosci [, spoczywaja na gtadkim
stole. W odlegtoéci « od jednej z kulek znajduje si¢ wbity w powierzchni¢ stotu kotek. W chwili
poczatkowej odleglo$é miedzy pretem a kotkiem jest bardzo mata (rys. 2). Kulka polozona blizej
kotka zostala uderzona w kierunku réwnoleglym do powierzchni stotu i prostopadlym do preta

i w bardzo krétkim czasie uzyskala predkosé v. Nastepnie pret zderzyl sie sprezyscie z kotkiem. Jaka
powinna by¢ odleglo$¢ x, aby po zderzeniu pret nie obracal sig?

687. Znalez¢ promient najwigkszej kropli wody, ktéra moze wyparowaé, nie pobierajac ciepta
z otoczenia. Cieplo parowania wody wynosi ¢ = 2,26 - 10° J/kg, wspélczynnik napiecia
powierzchniowego wody o = 7,2 - 1072 J/1112. Zakladamy, ze temperatura kropli nie zmienia sie.

686. Po uderzeniu kulki ruch postepowy uktadu z predkoscia V' opisuje
réwnanie FFAt = 2mV, gdzie F jest srednia sila dzialajaca na kulke w czasie
zderzenia At. Roéwnanie ruchu obrotowego uktadu z predkoscia katowa w wokot
srodka masy ma postaé¢ FI1/2At = 2m (1/2) w, stad V = wl/2. Ruch kulki, ktére]
nadano predkosé v, jest ztozeniem ruchu postepowego i obrotowego, zatem
v=V+wl/2=w,V =v/2. Predko$¢ drugiej kulki wynosi v =V — wl/2 = 0.
Po zderzeniu sprezystym z kotkiem ruch ukladu jest ruchem czysto postepowym,
zasada zachowania energii ma wiec postaé mv?/2 = 2mV2/2 | gdzie V, = v/v/2
jest predkoscia uktadu po zderzeniu. Oznaczajac przez F; $rednig site dzialajaca
na pret w czasie At; podczas zderzenia z kotkiem, mozemy napisaé¢ réwnanie
ruchu postepowego: F1At; =2m |V, —V |=2m (V, + V) oraz réwnanie ruchu
obrotowego: F1 Aty (1/2 — x) = 2m (1/2)* w. Rozwiazujac powyisze réwnania,
otrzymujemy szukana odlegtosé
z=1(2-2)/2.

687. Przy zalozeniu, ze temperatura kropli, a tym samym jej energia
wewnetrzna, nie zmienia sig, energia potrzebna do parowania moze pochodzié
tylko z energii powierzchniowej. Rozwazmy sytuacje, gdy promien kropli maleje
o malg wielkosé AR. Objetoéé kropli maleje wtedy o AV = 47R?AR, a masa
wyparowane] przy tym wody jest rowna m = pAV | gdzie p jest gestoscia wody.
Cieplo potrzebne do wyparowania masy m wody wynosi Q = Lm = 4mpR?AR.
Pole powierzchni kropli maleje o AS = 47 R? — 47 (R — AR)2 >~ 8Tt RAR. Energia
powierzchniowa maleje przy tym o AW = ¢ AS. Z bilansu energetycznego
Q = AW otrzymujemy

R =20/ (pL) = 10® cm.
Otrzymalismy, ze szukany promien jest rzedu odlegtosci miedzyczasteczkowych,
zatem zadna kropla wody nie moze wyparowac, nie pochtaniajac ciepta
Z zewnatrz.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesiaca n 4 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesylaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegbélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladno$cia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Kosmologiczny zbieg okolicznosci

W sierpniu ubieglego roku (28.08.2019 r.) detektory
wchodzace w sklad konsorcjum LIGO/Virgo
zaobserwowaly dwa Zrodla fal grawitacyjnych, S190828j
oraz S190828l. Dzieki analizie widm promieniowania
ustalono, ze w obu przypadkach fale te zostaly
wyemitowane w wyniku polaczenia sie dwéch
czarnych dziur. Od czasu zarejestrowania pierwszej
fali grawitacyjnej (14.09.2015 r.) obserwacje fal
grawitacyjnych powoli staja sie norma i naukowcy nie
ekscytuja sie az tak bardzo kazdym zarejestrowanym
przypadkiem, jednak te dwie obserwacje wydaja sie
szczegblnie interesujace.

Najciekawsza cecha tych dwéch detekcji jest ich czas
obserwacji, a konkretnie odstep czasu pomiedzy nimi.
Okazalo sie bowiem, ze detektory zarejestrowaly oba
sygnaly w odstepie zaledwie 21 minut! Dodatkowo
zrodla promieniowania S190828j i S1908281 znajdowaly
sie bardzo blisko siebie. Analizujac mozliwosci
detektoréw oraz czestosé wystepowania rejestrowanych
przez nas fal grawitacyjnych, naukowcy wywnioskowali,
ze zaobserwowanie dwéch niezaleznych potaczen
czarnych dziur w odstepie zaledwie 20 minut moze
zdarzy¢ sie raz na 16 lat.

Niestety przy zlaniu sie¢ dwoch czarnych dziur

nie obserwujemy poswiaty w zakresach
elektromagnetycznych (przynajmniej jak do tej

pory i przy uzyciu dostepnej obecnie w astronomii
technologii), dlatego niezmiernie trudno jest ustalié,

co bylo przyczyna tej niezwyklej obserwacji. Jednak
dla naukowca nie ma niczego, co nie mogloby stanowié
pozywki dla nowych teorii. Biorac pod uwage fakt, ze te
dwa sygnaty pochodzily z bardzo podobnych obszaréw
nieba, a obecnie obszary te wyznaczane sa z ogromnymi
btedami, rodzi sie pytanie, czy rzeczywiscie byly to dwa
rézne zdarzenia? Jest bardzo mozliwe, ze bylo to tylko
jedno zdarzenie polaczenia si¢ dwoch czarnych dziur,
ktore zostalo w jaki$ sposob grawitacyjnie przystoniete,
a nastepnie wykryte ponownie!

Niebo w marcu

Trzeci miesiac roku oznacza koniec pétrocznego okresu,
w ktérym Storice przebywato na poludnie od réwnika
niebieskiego. Przejécie na poétkule poéinocna nastapi
20 marca przed godzing 5 naszego czasu i w tym
momencie zacznie si¢ astronomiczna wiosna. Juz

3 dni wczedniej, ze wzgledu na zjawisko refrakcji
atmosferycznej, dzien na péinoc od réwnika zréwna
sie z noca. W ostatni weekend marca, z soboty 28 na
niedziele 29 dnia miesigca, zmieni sie czas z zimowego
na letni. Nalezy pamietac o przestawieniu zegarkéw

z godziny 2 na 3.

W marcu planety Uktadu Stonecznego utworza dwa
zgrupowania: pierwsze, mniej atrakcyjne, na niebie
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Od czasu powstania do momentu zaobserwowania na Ziemi
fale grawitacyjne podrézuja przez roznego rodzaju struktury,
takie jak gwiazdy, galaktyki i gromady galaktyk. Kazda
z napotkanych na drodze fali struktur powoduje lekkie
zakrzywienie czasoprzestrzeni (wlasnie z powodu grawitacji).
Im masywniejszy obiekt, tym wicksze zakrzywienie.
Czas podrézy fali grawitacyjnej (lub jakiegokolwiek
innego rodzaju promieniowania) przechodzacej przez

tak zakrzywiony obszar czasoprzestrzeni wydluza sie, przez
co dotarcie do detektora zajmuje jej wiecej czasu. W zwigzku
z tym zakrzywiona przez masywne obiekty czasoprzestrzen
mogtaby spowodowaé zaobserwowanie w réznym czasie
dwéch sygnatéw pochodzacych od tego samego zdarzenia.

Czy za przypadkami zarejestrowanymi przez
LIGO/Virgo stoja dwie, czy cztery czarne dziury?
Grupa naukowcoéw amerykanskich pod przewodnictwem
Leo Singera z Goddard Space Flight Center

w NASA oszacowala, ze znajdujaca sie na drodze

fali grawitacyjnej gromada galaktyk o masie 1015 M,
moglaby spowodowaé separacje katows zaobserwowanych
fal rzedu jednej minuty tuku. W przypadku obserwacji
LIGO/Virgo istnieje prawdopodobierfistwo oceniane

na ponad 99,99%, ze odleglo$é pomiedzy tymi dwoma
sygnalami jest jednak duzo wigksza niz 1 stopien na
niebie. Tak wiec, aby obie obserwacje pochodzily

z jednego zdarzenia zwiazanego z polaczeniem sig
czarnych dziur, potrzebny byltby dotychczas nieodkryty,
monstrualny obiekt znajdujacy sie dokladnie pomiedzy
zrodlem fali grawitacyjnej a Ziemia. Jakkolwiek jest
bardzo malo prawdopodobne, aby dwa rézne zderzenia
czarnych dziur mogty zostaé¢ wykryte w ciagu 20 minut,
autorzy twierdza, ze inne mozliwe wyjasnienie jest
jeszcze mniej prawdopodobne. Oczywiscie predzej

czy pozniej bedziemy mieé tyle detekcji, ze bedzie
jasne, czy takie przypadki to zbiegi okolicznosci, czy
soczewkowanie, czy jeszcze inny, nierozwazany do

tej pory efekt. Tymczasem wyglada na to, ze byt to
rzeczywiscie tylko kosmologiczny zbieg okolicznosci. . .

Katarzyna MALEK

wieczornym — planeta Wenus przejdzie bardzo blisko
planety Uran, ale tylko pierwsza z nich bedzie latwo
widoczna gotym okiem; oraz drugie, duzo bardziej
widowiskowe, na niebie porannym, gdzie planeta Mars
spotka si¢ z planetami Jowisz i Saturn. W drugim
przypadku wszystkie trzy planety nie maja ktopotu

z przebiciem si¢ przez zorz¢ poranna. Niestety, jak

na ztos$¢, planety Wenus i Uran wznosza sie caltkiem
wysoko nad widnokregiem i mozna je obserwowaé bez
ktopotu, natomiast kolejne trzy planety wznosza sie na
niewielka wysokos¢ i trzeba dysponowaé¢ odpowiednio
odstonigtym horyzontem oraz liczy¢ na spokojna
atmosfere, by teleskopy dawaly satysfakcjonujace
obrazy tych planet.



Pozostale dwie planety, czyli Neptun i Merkury,

sa w marcu niewidoczne. Neptun 8 marca znajdzie

sie w koniunkcji ze Storicem, ktore przejdzie 1° na
péinoc od niego, natomiast Merkury 24 marca osiagnie
swoja maksymalng elongacje zachodnia, wynoszaca
prawie 28°. Niestety pomimo tego, ze jest to wartosé
niemal o 10° wieksza od odleglosci podczas lutowej
maksymalnej elongacji wschodniej, to niekorzystne
nachylenie ekliptyki do porannego widnokregu na
wysokich péinocnych szerokosciach geograficznych
uniemozliwi obserwacje tej planety z Polski i innych
krajow potozonych tak samo blisko, lub blizej, Bieguna
Poéinocnego.

Wenus swoja maksymalna elongacje wschodnia osiagnie
tego samego dnia, co Merkury swoja elongacje zachodnig,
oddalajac sie od Stonca na ponad 46°. Oznacza to,

ze dystans miedzy planetami uroénie do prawie 75°,
zblizajac si¢ do maksymalnej mozliwej wartosci; ale
pomiedzy nimi znajdzie sie Stonce i z Ziemi nie da sie
zaobserwowaé obu planet jednoczesnie. Po zmierzchu
nachylenie ekliptyki do widnokregu jest bardzo dobre

i w przeciwienstwie do Merkurego planeta Wenus
poczatkowo znajduje si¢ wysoko na niebie i mozna

ja obserwowaé przez kilka godzin po zmierzchu.

Jednak Wenus najlepiej widoczna jest na jasnym

niebie tuz po zachodzie Stonca, albo nawet jeszcze za
dnia. Na ciemnym niebie obraz planety ulega wielu
znieksztalceniom ze wzgledu na duzy kontrast miedzy
nig a tlem nieba. Ostatniego dnia miesiaca Wenus
osiagnie najwyzsza wysoko$¢ nad widnokregiem po
zmierzchu, zaczynajac wieczér na wysokoéci okoto 40°
nad zachodnim horyzontem i §wiecac przez nastepne
prawie 5 godzin.

W marcu Wenus przetnie caly gwiazdozbiér Barana,
konczac miesiac 3° na zachdéd od Plejad, przez ktére
przejdzie na poczatku kwietnia. W tym czasie jasno$é
planety zwigkszy si¢ z —4,2 do —4,4™, Srednica tarczy
uroénie z 19 do 25", za$ faza spadnie z 62 do 47%.

8 marca Wenus przejdzie nieco ponad 2° na péinoc

od Urana, dazacego do spotkania ze Sloncem pod
koniec kwietnia — i z tego wzgledu zblizajacego si¢

z kazdym kolejnym dniem do widnokregu. Uran w marcu
$wieci blaskiem 45,9 i jest widoczny za pomoca
malych przyrzadéw optycznych. Obie planety pod
koniec miesigca minie Ksigzyc w fazie cienkiego sierpa.
Najpierw 26 marca Srebrny Glob w fazie 5% (dwa dni
po nowiu) minie Urana w odleglodci 5°, a 28 marca,

z fazg zwickszong do 16%, minie Wenus w odlegltosci
o 1,5° wiekszej.

Po spotkaniach z planetami Ksiezyc podazy dalej na
péinocny wschoéd i juz 29 marca dotrze do Hiad, duzej
gromady otwartej gwiazd w Byku. Przy czym jego

faza uro$nie do 24%. Tego wieczora juz od zmierzchu
mozna obserwowa¢ zblizanie sie Ksiezyca do gwiazdy

€ Tau o jasnosci +3,5™, stanowiacej pélnocny rég
tworzonej przez Hiady litery ,V”. Okoto godziny 20:30
gwiazda zniknie za ciemnym brzegiem ksiezycowej tarczy
i pojawi si¢ ponownie niewiele ponad godzine pdznie;j.
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Roéwnoczesnie Ksiezyc znajdzie sie w poblizu Aldebarana,
najjasniejszej gwiazdy Byka. Tym razem naturalny
satelita Ziemi przejdzie 3° na poinoc od niej. Bedzie

to juz drugie takie spotkanie w tym miesiacu. Ksiezyc
przejdzie przez Hiady takze 2 marca, jednak uczyni to
w ciagu dnia (polskiego czasu). Wieczorem, majac tarcze
o$wietlona dokladnie w polowie, zajmie on pozycje
ponad 5° od Aldebarana.

Szes¢ dni pézniej, 8 marca wieczorem, Srebrny Glob
dzien przed pelnia, w fazie 99%, spotka si¢ z Regulusem,
najjadniejsza gwiazda Lwa, pokazujac sie ponad 6°

od niego. Nastepnie, 9 marca przed godzina 19 naszego
czasu Ksiezyc znajdzie sie w pelni, docierajac na
pogranicze gwiazdozbioréw Lwa i Panny. A zatem
pierwsza polowa miesiaca uplynie w silnym blasku
naturalnego satelity Ziemi i dopiero w drugiej jego czesci
Ksiezyc przeniesie si¢ na niebo poranne i zmniejszy
blask do wartosci nieprzeszkadzajacych w obserwacjach
innych cial niebieskich. Srebrny Glob z tarcza oswietlona
w 93% przejdzie 11 marca 6° na péinoc od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny, za$ 5 dni pézniej w takiej
samej odlegloSci minie Antaresa, najjasniejsza gwiazde
Skorpiona. Do tego czasu faza jego tarczy zmniejszy sie
do 64%.

Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre

w gwiazdozbiorze Wezownika 16 marca, zajmujac
pozycje prawie w tym samym miejscu, co Jowisz

w zeszlym roku, i podazy ku wspomnianej juz trdjce
planet — Mars, Jowisz, Saturn, tworzacej do$é ciasne
zgrupowanie tuz przed wschodem Slonca, niestety
nisko nad widnokregiem. Dwa dni péZniej, 18 marca,
prezentujac tarcze oSwietlona w 32%, Srebrny Glob
dotrze na 2,5° do Marsa, natomiast 1,5° dalej na linii
taczacej Ksiezyc z Marsem znajdzie si¢ najjasniejsza

z calej trojki planeta Jowisz. Dobe pdzniej faza Ksiezyca
zmniejszy sie do 23% i pokaze sie on 3,5° od Saturna.
Niestety w tym czasie Ksiezyc przewedruje pod i tak
nisko potozong ekliptyka, wskutek czego pojawi sie na
niebosklonie niecale 2 godziny przed Storicem i do jego
wschodu nie wzniesie sie wyzej niz kilka stopni ponad
widnokrag.

Wszystkie trzy widoczne rano planety zaczna miesiac

w gwiazdozbiorze Strzelca, ukladajac sie na jednej linii.
Potozonego najbardziej na zach6d Marsa i najbardziej
na wschéd Saturna oddzieli dystans 18°, a Jowisz
znajdzie sie¢ w polowie drogi pomiedzy nimi. Potem Mars
z Jowiszem zblizg sie do Saturna, lecz Czerwona Planeta
porusza sie najszybciej z calej tréjki i 20 marca przejdzie
niecale 45’ na potudnie od Jowisza. Tego samego

dnia Saturn wejdzie do gwiazdozbioru Koziorozca, co
Mars uczyni ostatniego dnia miesigca, zblizajac sie
jednoczesnie do Saturna na odlegtos¢ 1°. W trakcie
miesiaca jasno$¢ Marsa uroénie z +1,1 do +0,8™, a jego
tarcza zwigkszy $rednice do ponad 6”. W tym samym
czasie blask Jowisza zwiekszy sie do —2,1™, a tarcza
planety osiggnie $rednice 37”. Majaca $rednice 16"
tarcza Saturna osiagnie jasno$¢ +0,7.

Ariel MAJCHER



Kolory przymruzonym okiem fizyka

Jadra atomowe skladaja sie z protonéw i neutronéw,
okreslanych zbiorczo mianem nukleonéw. Nukleony
wyobrazamy sobie zazwyczaj jako czastki ztozone

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bariony, tj. stany zwiazane trzech kwarkéw, osiagaja to
dzieki odpowiedniemu zmieszaniu koloréw: czerwonego,
zielonego i niebieskiego, za$§ mezony, bedace stanami
zwiazanymi kwarka i antykwarka, dzigki zmieszaniu
koloru i odpowiadajacego mu antykoloru.

z trzech kwarkéw, utrzymywanych razem przez

oddzialywania silne. W odréznieniu od oddzialywan
elektromagnetycznych, w oddziatywaniach silnych mamy
do czynienia nie z jednym, ale z trzema tadunkami.
Fizycy nazywaja te tadunki ladunkami kolorowymi,
posuwajac sie niekiedy do nazywania ich okreslonymi
kolorami: czerwonym, zielonym i niebieskim. Nie

maja one, rzecz jasna, nic wspélnego z jakimkolwiek
zmystowym postrzeganiem barw i stanowia zaledwie
metafore dla pewnych struktur matematycznych.

Metafora ta jest o tyle trafna, ze w przyrodzie
stany zwiazane kwarkéw, czyli bariony i mezony, sa
pozbawione koloru (czytaj: nie niosa wypadkowego
tadunku zwiazanego z oddzialywaniami silnymi).

Rys. 1. Schemat protonu, dwa kwarki
gérne i jeden dolny. Zrédlo: Wikimedia
Commons contributors. File: Quark
structure proton.

Rys. 2. Wyniki symulacji oddzialywan
silnych uktadu trzech réwnoodlegtych
kwarkéw. Powierzchnia taczgca kwarki
obrazuje najwigksze prawdopodobienstwo
znalezienia gluonu. Lewa i prawa czgséc
rysunku odpowiada réznym odlegto$ciom
miedzy kwarkami. Zrédto: [1]

Rys. 3. Zachéd stonca namalowany przez P. Tetsisa w dniach réznigcych si¢ gtebokoécia optyczng

atmosfery. Zrédto: [4]

Na poziomie kwantowym oddzialywania silne

zachodza, tak jak inne, dzigki wymianie pewnych
czastek posredniczacych. Czastka posredniczaca

w oddzialywaniach elektromagnetycznych jest foton,

a w oddzialywaniach silnych czastki zwane gluonami.
Jednak w odréznieniu od fotonu, ktéry nie niesie
zadnego tadunku, gluony sa natadowane i chetnie ze
soba oddzialuja, niosac charakterystyczne uklady dwéch
koloréw. Inna cecha, ktéra rézni te dwa oddziatywania
jest to, ze oddzialywania elektromagnetyczne

stabna w miare oddalania si¢ naladowanych czastek,

a w oddzialywaniach silnych jest odwrotnie — sita rosnie
w miare odleglosci, przypominajac do pewnego stopnia
sile sprezystosci zwiazana z rozcigganiem sprezyny.

7 tego wzgledu w materiatach popularno-naukowych chetnie ilustruje sie

stany zwigzane kwarkéw w sposob podobny do tego przedstawionego na
rysunku 1. Wiadomo jednak od dawna [1], ze tego rodzaju schematy nie
opisuja poprawnie, gdzie znajduja si¢ gluony w nukleonie. Blizsze rzeczywistosci
schematy, zaczerpniete z pracy [2], przedstawione sa na rysunku 2.

Kolory — tym razem traktowane dostownie — pozwalaja takze na wnioskowanie
o aktywno$ci wulkanicznej na Ziemi na podstawie dzietl sztuki malarskiej.
Okazuje sie bowiem, ze stosunek czerwonych i zielonych tonéw kolorystycznych
w obrazach przedstawiajacych zachdd stonca, ktére mozna ogladaé¢ w galeriach
calego Swiata, jest zwigzany z iloscia aerozoli znajdujacych si¢ w stratosferze

w wyniku erupcji wulkanicznych [3, 4]. Analiza ta zostala wsparta pomystowym
eksperymentem, w ktérym uczestniczacy w badaniach artysta przygotowatl

dwa szkice zachodu stonca podczas dwoch kolejnych wieczoréw. Daty tych
dziatan artystycznych zostaly dobrane tak, by tylko drugiego wieczora swiatto
zachodzacego stonca przechodzilo przez chmure pyhu przywiang wiatrem

(takie warunki sa oczywiscie tylko pewnym przyblizeniem sytuacji rozwazanej
w badaniach, ale erupcje wulkaniczne trudno zaplanowaé i kontrolowac). Wyniki
przedstawione sg na rysunku 3.

Czy znaczy to, ze fizycy widza barwy inaczej niz reszta populacji?

Krzysztof TURZYNSKI

{ [1] Bissey F. et al., Gluon fluz-tube
distribution and linear confinement
§ in baryons, Phys. Rev. D76 (2007)
114512.

[2] backreaction.blogspot.com/2017/12/
get-your-protons-right.html.

[3] Zerefos, C. S. et al., Atmospheric
effects of volcanic eruptions as seen
by famous artists and depicted in
their paintings, Atmos. Chem. Phys.,
7 (2007), 4027.

[4] Zerefos, C. S. et al., Further
evidence of important environmental
information content in red-to-green
ratios as depicted in paintings by
great masters, Atmos. Chem. Phys.
14 (2014), 2987-3015.

Kolorowe wersje ilustracji na
stronie |[deltami.edu.pl.
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Gauss, czyli tam i z powrotem
Bartltomiej BZDEGA

Wedtug legendy pod koniec XVIII wieku dziata si¢ nastepujaca rzecz. Pewien
nauczyciel kazal swoim uczniom dodaé¢ wszystkie liczby od 1 do 40, aby mie¢
przez dtuzsza chwile spokdj. Wszyscy, z wyjatkiem jednego, wykonywali
pracowicie kolejne dodawania i zazwyczaj popelniali btedy. Tym wyjatkowym
uczniem byt Carl Friedrich Gauss, ktéry rozumowal nastepujaco:

1 213 |---139]40
40 |1 39 | 38 | -+ | 2 1
(lewa strone réwnosci otrzymujemy, sumujac liczby w wierszach, a prawa —

w kolumnach), wiec 1+2+...4+40 = % -40 - 41 = 820. Podobne rozumowanie
stosujemy w zadaniach 1-3. Idea jest taka, zeby parowac skladniki lub czynniki:
najmniejszy z najwigkszym, drugi najmniejszy z drugim najwigkszym itd.

2(1+2+...4+40) = 40-41

Powyzszy trik mozna nieco uogoélni¢ — przeciez tabela moze mieé¢ wiecej niz dwa
wiersze, a parowanie najmniejszych z najwiekszymi tez nie jest koniecznoscia.
Dla przyktadu rozwazmy ciag liczbowy (a1, as,...,a,) i niech

Sy =a1+as+...+apdlak=12,...,n. Wowczas

(1) S1+S+...+8,=a, +2ap_1+3a,_2+ ...+ nai,

co mozna wykaza¢ za pomoca ponizszej tabelki, po lewej stronie. Ta tozsamosé
rozwiazuje zadania 4 i 5.

aq 3 °
aq ag 2 ° °
1 ° ° ° ° °
ar | as an | l1l2[3]4]s5]6|7]8]9]10]11]

Podobne rozumowanie mozemy stosowaé, zliczajac wierszami i kolumnami pary
liczb naturalnych spelniajace okreslone warunki, gdyz kazda taka para ma swoje
miejsce w odpowiedniej tabeli.

Przyktadowo policzmy wierszami i kolumnami pary (a,b), dla ktérych p® | a, gdzie
p jest ustalona liczba pierwsza, za$ a € {1,2,...,n} (w tabeli wyzej, po prawej:
n =111 p = 2). Pozostawimy Czytelnikowi zauwazenie, ze doprowadza to nas
do twierdzenia Legendre’a: liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie liczby n! na
czynniki pierwsze z wykladnikiem |n/p| + |n/p?] + |n/p?| + ...

Takie podejscie jest skuteczne w zadaniach 6 i 7.

Zadania

1. Znaj@cwzory1+2+...+n:@112+22+...+n2:%,

wyprowadzié wzér na 13 + 23 + ... +n3.

2. Udowodnié, ze dla liczb catkowitych b > a > 0 zachodzi nieréwnosé

Tt Lttt >2

Dowiesé, ze ¥/n! > y/n dla naturalnych n > 3.

4. Wykazaé, ze dla naturalnych n zachodza nastepujace rownosci:
(@)n-224+(n—-1)-2'+(n—-2)-22+...+1.2n L =ontl _pn 2
b)1-n+3-n=1)+5-n—-2)+...+2n—1)-1=124+22+ ... +n?

5. Niech H, =1+ 1+ 1+ ...+ 1 dla calkowitych dodatnich k. Udowodni¢, ze
Hy+Hy+...4+ H,_1 =n(H, — 1) dla naturalnych n > 2.

6. Niech d(k) oznacza liczbe dzielnikéw liczby naturalnej k, zas H,, — jak
< d)+d@)+td() o pp

e

w poprzednim zadaniu. Dowiesé, ze H,, — 1
7. Wykazac, ze dla kazdego naturalnego n > 2 zachodzi réwnosc
| &/n|+ [I/n] +...+ | /n] = |logyn] + |logsn| + ...+ |log, n].
8. Niech d(k) bedzie jak w zadaniu 6. Ustalmy liczbe rzeczywista « > 1. Dowiesé,
ze dla wszystkich naturalnych n > 1 zachodzi nieréwnosé
< L T = SPE e
9. Liczby calkowite a1, as, ..., a, spelniaja rownosci a1 < as < ... < ap < 2a;.
Udowodnié, ze jesli m jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych iloczynu
aas ...an, to (ajas...a,)™ 1t > (nh)™.
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