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Prognozy z A%g

Przepowiednia 1. Nastepny sezon grypy...
juz si¢ zaczal: w polowie sierpnial
Przepowiednia 2. Od pazdziernika do
korica grudnia raportowana liczba
zachorowan nie przekroczy... 140 tysiecy
w tygodniu!

Przepowiednia 3. Szczyt zachorowan
przypadnie... w drugim tygodniu lutego.
Bedzie wtedy zglaszanych az 400 tysigcy
zachorowan tygodniowo!

Przepowiednia 4. Przebieg
zachorowalnoéci w I kwartale 2020 roku...
bede na zywo monitorowadé i prognozowad
na swojej stronie internetowej juz od
teraz, co tydzienn uwzgledniajac nowe
dane!

O modelu Kermacka—McKendricka
pisaliémy w Delcie (A‘f6 i Aig oraz
w tym numerze na str. 14-16).

Strona WWW autora:
www.mimuw.edu.pl/~przykry/flu

Ocenia sig, ze w ,,spokojnym” roku
z powodu grypy umiera na calym Swiecie
okoto 400 tysiecy ludzi.

Wirusowy pamietnik Piotr KRZYZANOWSKI*

W Delcie 12/2019 troche bawiliémy sie razem z Czytelnikami prosciutkim
modelem epidemii. Aby zabawa trwala dluzej, w przyplywie checi podjecia
ryzyka, postawilem kilka prognoz (zob. obok), ktére obiecalem potem
sprawdzi¢. Popatrzmy, co z tego wyniklo (pomijajac, z oczywistych wzgledéw,
Przepowiednie 1).

Ponizszy obrazek przedstawia przebieg grypy w sezonie 2019/2020, acznie z serig prognoz, jakie od
stycznia co tydzieri produkowalem na podstawie raportéw publikowanych przez NIZP-PZH.

300 tys. |

216 tys.

140 tys. -

0 tys.

11X 31Xl 2411 101

1 IX 2019 Jedna z wielu rzeczy, jakich sie dowiedzialem w trakcie naszej
zabawy, jest to, ze zapadalno$¢ na grype maluchéw w wieku 04 lata jest
okolo dwukrotnie wieksza niz w przedziale wiekowym 5-14 lat. Dorosli zas
sa jeszcze mniej podatni niz mtodziez. Dlatego poczatek roku szkolnego to
tradycyjny sygnal do rozpoczecia wzrostu liczby zglaszanych zachorowan na
grype (oznaczone na wykresie kropkami) do poziomu, ktéry stabilizuje sie
w pazdzierniku, az do grudnia.

31 XII 2019 Jestem zaskoczony, ze Przepowiednia 2 sprawdzita sie
i maksymalna raportowana liczba zachorowan w ,tygodniu” wyniosta 138 tysiecy.
To oczywiscie gtoéwnie zastuga przypadku.

31 I 2020 Z drugiej strony, wcale mnie nie dziwi, ze pierwsze tegoroczne
prognozy przebiegu epidemii — oparte na dopasowaniu parametréw (b, Iy)
prosciutkiego modelu Kermacka—McKendricka do danych dostepnych

w kolejnych tygodniach stycznia (cztery szare krzywe na wykresie) — okazaly
sie catkowicie chybione. Danych bylo wtedy po prostu za mato.

24 1T 2020 Cieszg sig, ze groznie brzmiaca Przepowiednia 3 nie
sprawdzila sie. Szczyt zachorowan przypadl znacznie pézniej i na szczescie

byl niemal dwukrotnie nizszy od prognozy — znéw opartej na (tutaj wyraznie
nieadekwatnej) regresji liniowej. Zreszta zima byla ekstremalnie lagodna, a to
nie sprzyja grypie.

10 IIT 2020 Ci, ktérzy sledzili moja strone WWW, wiedza, ze
Przepowiednia 4 zostala z grubsza spelniona. Mimo wielkiej prostoty modelu,
kolejne prognozy, jakie produkowal co tydzien od lutego az do polowy marca
na podstawie nadchodzacych nowych raportéow, byly zdumiewajaco przyzwoite
(czerwone krzywe na wykresie — jest ich dziewieé, ale mocno sie pokrywaja).

A 10 marca zamknieto Uniwersytet i zaraz potem w calej Polsce zaczal si¢
unikalny eksperyment — m.in. zamkniecie wszystkich szkét — ktéry pozwolit
nam obserwowaé na zywo jego wplyw na przyspieszone zwijanie sie zasiegu
grypy (i przy okazji spowodowal zalamanie jakoSci prognoz w pézniejszym
terminie). Moze kiedy$, wykorzystujac dane, niedostepne wezesniej w historii,
ktéras z Czytelniczek Delty napisze prace naukowa?

Jednak od poczatku roku 2020 swiadomoscia, a nawet zyciem nas wszystkich
zawladnal inny wirus: SARS-Cov-2. Brak pewnosci co do tego, jak dziataé

w obliczu pandemii i, z drugiej strony, niepelna informacja na temat charakteru
samego wirusa, unaocznity nam, jak dobrze jest dysponowaé elastycznym

(i zawczasu zweryfikowanym na danych historycznych) modelem matematycznym
choroby, a takze wlasciwymi narzedziami obliczeniowymi do prowadzenia
symulacji.

Ale grypa tez moze by¢ grozna. Szybko mutuje. I na pewno do nas powrdci.
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Czego jeszcze nie wiedzieliSmy o brylach platonskich?

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Jayadev S. Athreya, D. Aulicino,

A Trajectory from a Vertex to Itself on
the Dodecahedron. arXiv:1802.00811, The
American Mathematical Monthly, 126:2,
161-162 (2019).

Dlaczego unikamy wierzchotkéw? Okazuje
sig, ze opis w trzecim punkcie nie okresla
jednoznacznie przedtuzania Sciezki
przechodzacej przez wierzcholek.

‘W obu pokazanych wyzej przypadkach
kawatlki $ciezek lezg na pewnej prostej.

T
-
.

Karol GRYSZKA*

»Bryly platoniskie” to inna nazwa wielo$cianéw foremnych. W przestrzeni
tréjwymiarowe]j jest ich doktadnie 5 i sg to: czworoscian, szeScian, oSmioscian,
dwunastoscian oraz dwudziestoscian foremny. Ich historia siega czasoéw
starozytnych i wydawaloby sie, ze po ponad dwéch tysigcach lat wiemy o nich
juz absolutnie wszystko.

W tym artykule opiszemy problem, ktéry dotyczy tych wtasnie bryl, a zostal
rozwiazany dopiero w lutym 2018 roku. Jego rozwiazanie opublikowano na
tamach czasopisma ,,American Mathematical Monthly”.

Wyobrazmy sobie planete bedaca wieloScianem foremnym. Na jednym z jej
wierzchotkéw mieszka mysz, a w pozostatych wierzchotkach znajduja si¢
putapki na te nieszczesng mysz. Mysz chciataby odby¢ wedréwke po tej planecie
i bezpiecznie wréci¢ do domu. Poniewaz nie jest zbyt sprawna i nie potrafi
zakrecaé, moze poruszacé sie wylacznie prosto. Problem polega na stwierdzeniu,
czy taka wedrowka bez natkniecia sie na zadng z pulapek jest w ogdle mozliwa
na danym wielo$cianie.

Opiszemy bardziej formalnie wedréowke myszy. Na zadanym wielodcianie
foremnym szukamy $ciezki, ktora spelnia nastepujace warunki:

e rozpoczyna si¢ oraz koniczy w ustalonym wierzchotku i nie przechodzi przez
pozostate wierzchotki;

o sktada si¢ z odcinkéw znajdujacych sie na Scianach wieloscianu;
w szczegdlnodci odcinki moga sie ze soba przecinad;

o jesli Sciezka przecina krawedz wielo$cianu (,zmienia” $ciane na sasiadujaca),
to odcinki wychodzacy i wchodzacy w te krawedz leza na wspdlnej prostej,
ktéra mozna narysowac na pewnej siatce wieloscianu.

Ostatni punkt wyjasnimy dokladnie na przykladzie sze$cianu. Na rysunku
ponizej z lewej strony czerwony odcinek spelnia wymagania stawiane w trzecim
punkcie, gdyz na innej siatce tego samego szeScianu — sSrodkowej na ponizszym
rysunku — oba odcinki lezg na jednej proste;j.

Od dawna wiadomo, ze taka Sciezka (trasa myszy) nie istnieje na
czworosScianie, szedcianie, oémiosécianie i dwudziestoscianie. Problem jej istnienia
pozostawal jednak otwarty dla dwunastoscianu i rozwiazany zostal dopiero dwa
lata temu. Rozwiazanie wyglada zdumiewajaco prosto. Az dziw bierze, ze nikt
wczesniej tego nie zauwazyl!
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Okazuje sig, ze boki z taka sama liczba
strzatek sg réwnolegle. Ta uwaga pozwala
blyskawicznie naniesé¢ wszystkie strzatki
na calg siec.

W dalszej czesci artykulu wrocimy do tego, co byto wiadome juz wczedniej —
do nieistnienia $ciezki na innych brylach. Wykazemy, ze taka Sciezka nie
istnieje na czworo$cianie. Rozumowanie bedzie opierac sie na sieci siatek
potaczonych ze soba w uporzadkowany sposéb, jak na rysunku ponizej z lewej
strony. Pojedyncza siatka wyznaczona jest przez trzy czarne wierzcholki (patrz
wyr6zniony tréjkat). Ponadto wyréznione zostaly pozostale wierzchotki na
czerwono lub bialo, zgodnie ze schematem kolorowania na rysunku ponizej.

A
/NN
VAVAYAN
ABRA,
VoY,V
AEEX AR
V) 7AVAVAYAVAN
), ZAVAVAVAVAVAVA

Wyjaénimy teraz, jak nalezy rozumie¢ sie¢ siatek. Opiszemy, w jaki sposéb
»zwina¢” sieé¢ siatek w zwykla siatke czworoscianu (te zaznaczona na szaro),

a nastepnie w czworoscian. Zaleta korzystania z sieci siatek jest to, ze wszystkie
proste $ciezki na takiej sieci spelniaja automatycznie warunek trzeci. Najpierw
pokazemy, ze faktycznie tak jest. Oznaczaé to bedzie, ze zamiast poszukiwaé
Sciezki na czworoScianie, mozemy szukaé prostego odcinka na sieci siatek,
pomiedzy dwoma czarnymi wierzchotkami, ktory nie przechodzi przez zaden
inny wierzchotek (Sciezki pokazane powyzej z prawej strony nie spelniaja tego
warunku).

Zanim jednak zaczniemy zwija¢, spojrzmy jeszcze na rysunek na marginesie.
Przedstawia on siatke czworo$cianu, na ktorej wyrdznione zostaly krawedzie,
ktére zostang ze soba sklejone przy skladaniu siatki (maja tyle samo strzalek).
Sklejenie oznacza m.in., ze punkt A zostanie polaczony z punktem A’.

Wracamy teraz do zwijania sieci siatek na przyktadzie konkretnej Sciezki (patrz
rysunek ponizej z lewej strony). Sciezka znajduje si¢ miedzy czarnym a bialym
punktem i przecina trzy wyroéznione siatki, oznaczone kolejno numerami 1, 2, 3.

Siatki sktadamy tak, aby dopasowaé do siebie kolorami wierzchotki oraz strzatki.
Aby dopasowaé strzalki trzeciego i drugiego tréojkata, ten pierwszy nalezy
obrocié¢ dookola rézowego punktu z jego podstawy o 180 stopni. Podobnie
dopasowujemy druga do pierwszej. Dlaczego wilasnie tak to robimy? Zauwazmy,
ze siatke drugiego trojkata mozemy narysowaé tak, ze jego prawy gorny trojkat
znajdzie si¢ w miejscu lewego dolnego trdjkata trzeciej siatki (otrzymamy wtedy
inng i poprawng siatke — patrz rysunki siatek szeScianu). Tym samym regula ta
podpowiada nam, ktére tréjkaty w siatkach 2 1 3 sa identyczne oraz jak nalezy
rozmieécié strzatki.

Na pierwszym rysunku czerwonym kolorem zostal zaznaczony fragment Sciezki,
ktory przenosimy zgodnie z opisanymi wczedniej regutami na drugi tréjkat
(§rodkowy rysunek). Nastepnie dwa czerwone odcinki (dluzszy z poprzedniego
kroku i krétszy) z drugiego trdjkata (Srodkowy rysunek) przenosimy do szarego,
otrzymujac Sciezke zawarta wylacznie w szarym tréjkacie (trzeci rysunek).




Rysunek na marginesie przedstawia te samg $ciezke narysowana na czworoscianie
(widok z géry).

Wréémy jeszcze na chwile do trzech wyrdznionych wezesniej $ciezek na duzej
sieci siatek. Dzieki opisanej tu metodzie zwijania tatwo mozemy sie przekonac,
ze $ciezka oznaczona literg ¢ to w istocie dwie kopie tej samej Sciezki, ktéra
szczegbltowo omawialiémy powyzej. Tym samym nie ma potrzeby rozwazania
calej Sciezki — wystarczy jej fragment do pierwszego rézowego lub biatego
wierzchotka.

Wykazemy teraz, ze na czworo$cianie nie da sie narysowaé Sciezki o zadanych
Na stronie wuw.geogebra.org/m/j7punvxv)  (o}agnodciach. Ustalmy, ze $ciezka rozpoczyna sie w gérnym wierzcholtku
mozna zobaczy¢ powyzsza Sciezke o ; X .
w trzech wymiarach. czworoscianu, ktéry na siatce reprezentowany jest przez czarny punkt w lewym
dolnym rogu (a na sieci przez. .. wszystkie czarne punkty!).

Wiemy juz, ze prosta Sciezka na siatce siatek to trasa myszy, ktora spelnia nasze
wymagania. Wiemy takze, jak jednoznacznie sktadaé siatke siatek. Oznacza

to, ze kazda $ciezka na siatce siatek ma jednoznaczna trase na czworoScianie.
Zauwazmy jednak, ze rysujac Sciezke na siatce siatek laczaca czarne wierzcholki,
zawsze przetniemy rézowy lub bialy wierzcholek (por. rysunek z trzema
Sciezkami wyréznionymi literami a, b, ¢, str. 3)! Dowiedliémy tym samym,

‘ze kazda $ciezka rozpoczynajaca si¢ i koficzaca w czarnym wierzchotku musi
przeciaé¢ inny wierzchotek czworoscianu.

Przypadek czworoscianu jest najprostszy ze wszystkich wieloécianéw foremnych.
Pozostale bryly réwniez rozwaza sie przy uzyciu sieci siatek, jednak te sa
znacznie bardziej skomplikowane. Niemniej wiemy juz, ze dwunastoscian jest
wyjatkowy wsréd wszystkich bryt platonskich.

w obserwacjach galaktyk
Katarzyna MALEK

: o ' . Bez wzgledu na to, czy obserwujemy Droge Mleczna, jej pobliskie sasiadki,
o . czy bardzo odlegte galaktyki, wiemy, ze sa to podobne obiekty znajdujace

e sie na réznych etapach ewolucji. Astrofizycy klasyfikuja je w grupy galaktyk

. T e ’ o zblizonych wlasnosciach fizycznych, a nastepnie wykorzystuja je do bardziej
.o L o wyrafinowanych analiz naukowych.

e ' Podstawowymi wielkoSciami fizycznymi uzywanymi do grupowania galaktyk
¢ - sa: masa gwiazdowa (M, ), tempo powstawania nowych gwiazd (star formation
rate, SFR) i przesuniecie ku czerwieni (redshift, zwiazany z odlegloscia; szerzej
' 4 o przesunieciu ku czerwieni mozna przeczytaé¢ w Aly). Zaréwno mase gwiazdowa,
’ jak i tempo powstawania gwiazd mozna oszacowacé, zliczajac pojedyncze
gwiazdy. Jest to jednak niemozliwe do wykonania nawet w przypadku
naszej Galaktyki, nie méwiac o podobnych zliczeniach w galaktykach od nas
odlegltych. Musimy wiec polegaé¢ na analizie $wiatta gwiazd. Na podstawie
promieniowania emitowanego przez galaktyke chcemy oszacowacd, ile starych
i nowych gwiazd si¢ w niej znajduje. Teoretycznie zadanie to nie jest trudne,
gdyz wraz z wiekiem gwiazdy zmienia sie¢ rodzaj emitowanego przez nia Swiatla.
Umownie za mlode gwiazdy uwazamy te, W duzym uproszczeniu mlode, masywne gwiazdy $wiecg bardzo intensywnie
ktérych wiek nie praekracza 107 lat. w ultrafiolecie, natomiast starsze osobniki w zakresie widma widzialnego
i bliskiej podczerwieni (0,8-2,5 wm). Dzigki obserwacjom w tych zakresach
dhugosdci fal elektromagnetycznych mozemy stwierdzi¢, ile w galaktyce jest
gwiazd wyewoluowanych i czy nadal tworzy ona nowe gwiazdy, a jezeli tak,
to jak szybko.
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Cala procedura wydaje sie do$¢ tatwa. Dysponujemy przeciez ogromnymi
teleskopami zaopatrzonymi w filtry pozwalajace na obserwacje w dokladnie
zdefiniowanym przedziale widma elektromagnetycznego. Niestety obserwatorzy
napotykaja pewne problemy. Po pierwsze, obserwacje galaktyk zawsze
obarczone sa bledami (np. zwigzanymi z warunkami pogodowymi). Po drugie,
przeciwnikiem jest znajdujacy sie w galaktykach pyl — ten sam pyl, z ktérego

rodza sie nowe gwiazdy. Pochlania on czes¢ swiatla w zakresie ultrafioletowym
(UV, dlugosé¢ fali pomiedzy 0,1 nm a 0,4 pm) pochodzacego z mtodych,
masywnych gwiazd. Energia zaabsorbowana przez pyl zostaje wyemitowana

Schematyczne przedstawienie chmury
narodzin gwiazd w galaktyce.

w zakresach podczerwonych diugosci fal (IR, pomiedzy 8 a 1000 pum).

I tutaj cala sytuacja sie komplikuje — okazuje sie bowiem, ze obserwacje

tylko w zakresach optycznym i ultrafioletowym nie odzwierciedlaja calego
promieniowania elektromagnetycznego pochodzacego od gwiazd. Dodatkowo,
same obserwacje w zakresie dlugosci fal podczerwonych zawieraja zaréwno
energie wyemitowana przez pyl, jak i nadwyzke pochodzaca od mtodych gwiazd.
Kluczowe staje sie wiec udzielenie odpowiedzi na nastepujace pytania: Jaki
procent energii wyemitowanej przez mlode, masywne gwiazdy jest pochtoniety
przez pyl? Jaka czes¢ widma energetycznego pylu znajdujacego si¢ w galaktyce

pochodzi od gwiazd?

Aby rozwiazaé ten problem, musimy poczynié¢ pewne
zalozenia. Najwazniejsze z nich jest takie, ze bilans
energetyczny w galaktyce jest staly — oznacza to, ze
galaktyka nie moze ,,zgubi¢” energii, a jedynie zmienic¢
jej lokalizacje w zakresie dlugosci fal. Cala energia
pochlonieta przez pyl musi by¢ wiec wyemitowana

w zakresie dtugosci fal podczerwonych.

Sprébujmy teraz odpowiedzie¢ na pytanie, w jaki sposob
i w zaleznosci od czego energia emitowana z gwiazd

jest pochlaniana przez pyl miedzygalaktyczny. Aby
poprawnie rozwiaza¢ ten problem, nalezy rozwiazaé
réwnania transportu energetycznego w galaktykach
(radiative transfer model, RT). Takie réwnanie powinno
zostaé rozwiazane dla kazdej z galaktyk osobno,

poniewaz zalezy ono od geometrii uktadu, ilosci pytu itp.

Jest to bardzo skomplikowane zadanie, ktére od czasu
do czasu udaje si¢ rozwigzaé¢ numerycznie (zazwyczaj
dla pojedynczych, ,specjalnych” galaktyk). Jednak

w epoce wielkich przegladéw nieba, dostarczajacych
miliony nowych obserwacji (a juz niedtugo Large
Synoptic Survey Telescope, LSST, bedzie dostarczal
nawet 15 terabajtéw danych w ciagu nocy), musimy
znalezé cos szybszego i prostszego: narzedzie, ktére
pomoze w wyznaczeniu w skoiczonym czasie M, i SFR
dla wszystkich zaobserwowanych galaktyk. Zostalo wiec
opracowane tzw. prawo atenuacji.

W astronomii galaktycznej znamy pojecie ekstynkcji,
czyli pochlaniania i rozpraszania energii pochodzacej
z punktowego obiektu i przechodzacej przez ,,Sciane”
pylu w kierunku obserwatora. Atenuacja jest znacznie
bardziej skomplikowanym pojeciem. W przypadku
atenuacji mamy do czynienia z wieloma punktowymi
zrodlami $wiatta zanurzonymi w otaczajacym je

pyle. Moga sie one znajdowaé przed, za lub pomiedzy
drobinami pyltu a obserwatorem. Te skomplikowang
relacje astronomowie zwykli opisywac... pojedyncza
funkcja potegowa A(A). Tak, to nie jest chochlik
drukarski. Najbardziej zaawansowane (i najbardziej
fizyczne) prawa atenuacji pytu w galaktykach sktadaja
sie az z... dwbch funkcji potegowych — jednej dla
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obszaréw chmur narodzin (birth cloude, BC), gdzie
pyl i gwiazdy sa znacznie bardziej skupione, a drugiej
dla obszaréw miedzygalaktycznych (interstellar
medium, ISM).

() = A\(BC)+A,(ISM), dla gwiazd ponizej <107 lat,
B A\(ISM), dla gwiazd powyzej 107 lat ,

gdzie wartosé atenuacji A, dla dtugosci fali A

jest zdefiniowana jako Ay - (A/550 pum)®. Wartogé
wykladnika § jest rézna dla chmury narodzin i dla
obszaru miedzygalaktycznego, a Ay jest atenuacja
zmierzong w pasmie fotometrycznym V wokél dtugosci
fali ~550 pm.

Atenuacja pytu jest Scisle zwigzana z dhugoscia fali
elektromagnetycznej i jest silniejsza dla ultrafioletu
oraz mniej zauwazalna w bliskiej podczerwieni.
Zadziwiajace jest to, ze poréwnania iloSciowe
atenuacji pylu, pochodzace z rozwiazywania réwnan
transportu energetycznego, i te otrzymane za pomoca
modelu ztozonego z dwéch funkcji potegowych sa
bardzo zblizone. W ramach bledéw obserwacyjnych —
pochodzacych z teleskopéw oraz niepewnodci
dopasowania modeli — obie metody daja zwykle zgodne
wyniki.

To wlaénie atenuacja pytu pozwala na modelowanie
galaktyk z zachowaniem bilansu energetycznego. Dzigki
niej wiemy, ile tak naprawde jest mltodych i starych
gwiazd w galaktykach. Wiemy réwniez, jaka korekte
zastosowaé¢ do danych obserwacyjnych, aby oszacowaé
ilo§¢ wszystkich gwiazd (mase gwiazdowa), zawartosé
mlodych, masywnych gwiazd (SFR) w celu bardziej
zaawansowanych analiz ewolucji galaktyk.

Oczywiscie nie jest to jedyne zastosowanie analizy
jasnoéci pytu i obserwacji podczerwonych w astrofizyce.
O innych zaletach i wadach pylu oraz o tym, ze

w odleglosci 10 miliardéw lat Swietlnych od Drogi
Mlecznej pyl uniemozliwia obserwacje okoto 80%
znajdujacych sie tam galaktyk, bedziemy jeszcze pisali
na tamach Delty.
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Rozwigzanie zadania F 1002.
Gdyby do Ziemi nie docieral strumien
energii ze Stonca, to temperatura jej
powierzchni mialaby wartosé, przy ktorej
strumien energii doplywajacej z wnetrza
Ziemi bylby réwny strumieniowi energii
wypromieniowanej.
Wartoéé strumienia ciepta dostarczanego
w procesie przewodnictwa cieplnego
wynosi
A dT

dp dz’
gdzie x oznacza gl¢boko$é. Strumien
energii wypromieniowanej z powierzchni:

qQu = oT*.

Drugie réwnanie opisuje promieniowanie
ciala doskonale czarnego i w przypadku
powierzchni cial ,rzeczywistych” jego
prawg strone nalezy pomnozy¢ przez
zdolnoéé emisyjng powierzchni «. Dla
powierzchni Ziemi « jest bliskie 1, a dla
materialéw tworzacych skaly
powierzchniowe mieéci si¢ w granicach
1>a>0,2.

Przyjmijmy o = 1 oraz

dT/dz = 30 K/km. Réwno$é¢ obu
strumieni energii prowadzi do
oszacowania:

1/4
T = <’i"> ~ 32 K.
o

Uwzglednienie zdolnodci emisyjnej
powierzchni wprowadziloby dodatkowy
czynnik réwny co najwyzej 514 ~ 1,5,
a wigc prowadzi do co najwyzej

T ~ 48 K.

Dominujacym zrédlem energii we wnetrzu
Ziemi sg najprawdopodobniej rozpady
jader 232Th o czasie polowicznego
rozpadu 7 &~ 14 - 10° lat, 238U,

T & 4,47 - 10° lat oraz 4”K,

T~ 1,25-10° lat.

Ziemiolubne liczby i ulotne reszty
Mariusz SKALBA*

Czlowiek twardo stapa po ziemi, a z nim pojecia, ktore stworzyl. Na przykltad
liczby sa tylko tym, do czego czlowiekowi stuza: porzadkowe, kardynalne i inne.
W skoniczonych zastosowaniach sg to liczby naturalne 1,2,3, ... i ich uogdlnienia:
liczby catkowite, wymierne, rzeczywiste i zespolone. Stowo skonczone

w poprzednim zdaniu odnosi si¢ wylacznie do opisywanego atrybutu liczonego
obiektu: a to jego rangi, a to mocy, a to fizycznych rozmiaréw. W matematyce
teoretycznej liczb praktycznie zawsze potrzebujemy nieskonczenie wiele!

Wréémy zatem na ubita przez tysiaclecia glebe teorii liczb. Jak udowodnié
najproéciej, ze réwnanie
2?2 — 20xy + y? = 100000000003

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych z,y? Mozna na przyktad zauwazyé, ze
odpowiednia kongruencja mod 4 nie ma rozwigzan. Wynika to stad, ze kwadrat
liczby catkowitej zawsze przystaje do 0 lub 1 modulo 4, a zatem lewa jej strona
przystaje do 0, 1,2 modulo 4, a prawa do 3.

Nie zawsze jest tak latwo i o tym wladnie jest ten artykul. Rozwazmy

mianowicie réwnanie

(1) xt — 2yt =722

i zapytajmy o jego rozwiazania w liczbach catkowitych nieujemnych z,y, z.

Jesli z,y, z jest takim rozwigzaniem oraz x = 0, to —2y* = 722, a wiec réwniez
= z = 0. Zalézmy teraz nie wprost, ze istnieje rozwigzanie, w ktérym x > 0,

i rozwazajmy dalej jedno z rozwiazan, w ktorych = przyjmuje wartos¢ dodatnia

najmniejsza z mozliwych. Udowodnimy przede wszystkim, ze wowczas

(2) (z,y) = (z,2) = (y,2) = 1.
((a,b) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik liczb catkowitych a,b.) Niech
P = {2,3,5,...} oznacza dalej zbiér wszystkich liczb pierwszych. Zalézmy, ze
istnieje takie ¢ € P, ze x = qz1, y = qy1 dla pewnych x1,y; € Ny, przy czym
x1 > 0. Po podstawieniu tych wartosci do réwnania otrzymujemy
¢' (] - 2y1) = 727
i stad dostajemy, ze z = %21, gdzie z; € Ny (réwniez dla ¢ = 7). Liczby 1, y1, 21
spelniaja zatem réwnanie , przy czym 0 < z1 = x/q < x, sprzecznosé
z wyborem z. Udowodniliémy wiee, ze (z,y) = 1. Analogicznie wykazujemy,
ze (x,2) = (y,2)=1.7Z i wynika, ze wszystkie liczby x,y, z sa nieparzyste.
Rzeczywiscie, gdyby = byta parzysta, to z wynika, ze rowniez z bylaby
parzysta, skad (z,z) > 2, sprzeczno$é z (2)). Podobunie z jest nieparzysta. Gdyby y
byla parzysta to mieliby$my kongruencje
z* =722 (mod 8),
ale to nie jest mozliwe, gdyz kwadrat liczby nieparzystej przystaje do 1 mod 8:
(2k + 1) =4k(k +1) + 1 =8m +1,
Zatem y jest réwniez nieparzysta. Wykazemy teraz, ze
(3) z = =+1 (mod 8).
Jedli z =1, to oczywiscie zachodzi. Gdy z > 1, rozpatrujemy dowolny dzielnik
pierwszy p liczby z. Mamy p # 2 oraz z réwnania wynika kongruencja
z* — 2y* =0 (mod p).
Poniewaz z = 0 (mod p), wiec y # 0 (mod p) na mocy (2). Niech ¢ bedzie takie,
ze yt =1 (mod p). Wowczas
(xt)* = 2(yt)* = 2 (mod p),
czyli kongruencja r? = 2 (mod p) ma rozwiazanie, np. r = (zt)?. Teraz trzeba
przywolaé stynne twierdzenie z teorii reszt kwadratowych. Jako pierwszy
udowodnit je Gauss:

gdzie m € Np.

Jesli p € P\ {2}, to kongruencja r?> = 2 (mod p) ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy p = £1 (mod 8).
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Rozwigzanie zadania F 1001.
Temperatura powierzchni planety ustala
sig, gdy warto$¢ strumienia energii
docierajacej do jej powierzchni réwna sig
wartosci energii wypromieniowanej. Ilo$é
energii docierajacej do Ziemi od Stonca
w jednostce czasu to:

gs = Tr(l — Az>RZS,

gdzie R oznacza promien Ziemi.
Przyjmujac, ze Ziemia promieniuje jak

cialo doskonale czarne o temperaturze Tz,

jej powierzchnia wypromieniowuje
w jednostce czasu energie réwna:

qQw = 47TR2(TT;.

Roéwnosé obu strumieni prowadzi do
wniosku, ze:

1— Az)S\ /4
TZ:<Q> ~ 254 K.
4o

Dla Marsa, poza inng wartoécig albedo,
nalezy uwzgledni¢ wigksza odlegtosé¢ od
Stonica:

Y 2 1/4
Ty = (%) ~ 208 K.
doay,
Mierzone $rednie temperatury
powierzchni wynoszg odpowiednio

Tz =288 K i Ty = 210 K. Duza réznica
obliczonej i mierzonej temperatury dla
Ziemi jest wynikiem istnienia atmosfery
(ci$nienie ,atmosferyczne” na Marsie
wynosi 0,006 atm) i zwigzanego z nig
efektu cieplarnianego.

Podsumujmy: liczba z jest iloczynem swoich czynnikéw pierwszych p, a zatem
(3) zachodzi. Skoro z = 8k £ 1, wiec 22 = 16(4k? £ k) + 1, czyli 2 = 1 (mod 16).
Z podobnych powodéw x* =1 = y* (mod 16). Zatem lewa L i prawa P strona
réwnania spelniaja nastepujace kongruencje:

L=1-2-1=15 (mod 16), P=7-1=7 (mod 16),
co daje upragniona sprzecznosc.
Jedynym rozwiazaniem réwnania w liczbach catkowitych jest wiec tréjka

x =y =z=0. W finale dowodu rozstrzygajaca role odegraly rozwazania
modulo 16. Nie jest jednak prawda, ze kongruencja

zt — 2y = 72% (mod 16)
nie ma rozwiazan w liczbach nieparzystych. Wystarczy wzia¢ =1,y =1, z = 3.
Nie jest to przypadek. W pozostalej czeéci artykutu pokazemy, ze dla kazdej
liczby m > 1 istniejg liczby calkowite x, z spelniajace kongruencje
(4) ' —2 =72 (mod m).
Oznacza to, ze strategia dowodu, ze réwnanie nie ma catkowitych rozwiazan
poza x = y = z = 0, polegajaca na szukaniu liczby m, dla ktorej kongruencja

z* — 2y* = 72% (mod m)
nie ma rozwiazan x,y, z spelniajacych (z,y, z,m) = 1, nie moze si¢ powies¢.
7Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze mozna si¢ ograniczy¢ do
przypadku, gdy m = p*, gdzie p € P. Najpierw rozpatrzmy przypadek p = 2
i potézmy xz = 1. Wykazemy, ze dla kazdego k > 1 istnieje 2 spelniajace
kongruencje
(5) 722 41 =0 (mod 2%).
Dla k < 3 bierzemy z, = 1. Zal6zmy teraz, ze dla pewnego k > 3 istnieja
takie 2y, tx, ze 722 + 1 =1y, - 2% Wykazemy, ze istnieja takie 241, tpr1, e
72’,%+1 +1 =ty - 28 Niech zp 1 = 2p +ux2F~1, gdzie uy, dobierzemy za chwile.
Modulo 2F*! mamy

Tep +1="T(z + w2t 2 41 =
= 72}3 + 14 ug - 7Zk2k = Qk(tk + ug - 7Zk)

Liczbe uj dobieramy tak, aby prawa strona powyzszego wzoru byta podzielna
przez 2kt

1 gdy t =1 (mod 2).
To dziata, gdyz 7z jest nieparzyste.

{O gdy tx =0 (mod 2),
Uk =

Zajmiemy sie teraz kongruencja @) dla m = p*, gdzie p € P\ {2,7} . Dla
x =0,1,2 otrzymujemy odpowiednio kongruencje
722 = —2 (mod p*), 72% = —1 (mod p*), 722 =14 (mod p*).
Niech t spetnia warunek 7¢ = 1 (mod p*). Powyzsze kongruencje sa réwnowazne
nastepujacym:
(6) 22 = =2t (mod p¥), 2% = —t (mod p*), 2% =2 (mod p*).
Poniewaz zredukowana grupa reszt modulo p* jest cykliczna oraz
(—2t)(=t) -2 = (20)2,
wiec przynajmniej jedna z kongruencji @ ma rozwiazanie z (jedna lub
wszystkie). W istocie chodzi tu o to, ze iloczyn niereszt kwadratowych jest reszta
kwadratows itd. Czytelnikowi pozostawiamy przypadek m = 7.
Podobng wlasnosé jak réwnanie maja rownania
32% + 4y + 523 = 0 [E. Selmer, 1951],
z* —17y* = 222 [H. Reichardt, 1942].
Byly to w zasadzie pierwsze przyklady nietrywialnych réwnan diofantycznych,
ktore nie spelniaja zasady lokalno-globalnej, czyli nie maja nietrywialnych
rozwiazan wymiernych, mimo ze odpowiednie kongruencje mod m maja
nietrywialne rozwiazania dla kazdej liczby m > 1. Nie ma takich réwnan
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stopnia < 2 dowolnej liczby zmiennych, gdyz zachodzi nastepujace stynne
twierdzenie Hassego—Minkowskiego:

Niech f(x1,za,...,2,) = Z” ai;x;x; bedzie formg kwadratowq nieokreslong
o wspdlczynnikach catkowitych. Jesli dla kazdego m > 1 kongruencja
f(z1,...,2,) =0 (mod m) ma rozwigzanie x1,xa, ..., T, spelniajgce
(x1,22,...,Tn,m) =1, to istniejg x1,...,x, € Z, e f(x1,...,2,) =0 oraz

(1,...,xn) #(0,...,0).

Nierozwiazalnosé kongruencji ' = 0 (mod m) dla liczby m odpowiednio dobranej
do badanego réwnania diofantycznego F' = 0 jest ewidentng przeszkoda dla jego
rozwigzalnosci w liczbach catkowitych. Przyktady takie, jak Selmera, Reichardta,
réwnanie i wiele, wiele innych dotykaja trudnej rzeczywistosci: czasem
przeszkody na drodze do rozwiazalnoéci sa bardziej subtelne i glebiej ukryte.

I tak np. réwnania reprodukowane w tym tekscie daja nietrywialne elementy
grupy Szafarewicza—Tate’a odpowiednich krzywych eliptycznych. Kryje sie

za tym wszystkim matematyka nowoczesna i abstrakcyjna, ale jednoczesnie
bardzo, bardzo konkretna — nasz przyklad réwnania ilustruje oczywiscie
tylko ten drugi aspekt. Ma to by¢ jednak wystarczajaca zacheta dla Czytelnika
Zainteresowanego teorig liczb, aby poglebi¢ swoje studia tego fascynujacego
dzialu matematyki :)

m Z.adania

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1639. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich z,y € R
nieréwnosc¢

fle+y) +y < f(f(f(2)))
Rozwigzanie na str.

M 1640. Wsréd dowolnych trzech uczestnikéw pewnego kétka matematycznego
mozna wskazaé¢ dwéch, ktérzy wzajemnie sie lubia, a wérdod dowolnych czterech
uczestnikdéw sa dwaj tacy, ktérzy sie wzajemnie nie lubia. Zakladajac, ze
kazdych dwéch uczestnikéw darzy sie wzajemna sympatia lub antypatia, znajdz
najwieksza mozliwg liczbe uczestnikow kotka.

Rozwigzanie na str.

M 1641. Udowodnij, ze liczba skladajaca si¢ w zapisie dziesigtnym z 2" jedynek
ma co najmniej n réznych dzielnikéw pierwszych.
Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1001. Oszacuj temperatury powierzchni Ziemi i Marsa, jakie ustalilyby sie,
gdyby jedynym zrédiem energii bylo promieniowanie stoneczne. Uwzglednij
odbicie czesci promieniowania od powierzchni planety. Dla Ziemi u$redniony
wzgledem czasu ulamek odbijanej energii stonecznej (albedo) wynosi Az = 0,306,
dla Marsa Ay = 0,25. Strumien energii stonecznej docierajacej do Ziemi (stala
stoneczna) S =~ 1,36 kW /m?, stata Stefana-Boltzmanna o ~ 5,7 - 1078 Wm 2K~
Duza pétos orbity Marsa ay ~ 1,55 au (au =~ 1,5 - 101* m oznacza tzw. jednostke
astronomiczng réwna duzej poélosi orbity Ziemi ay).

Rozwiazanie na str. [7]

F 1002. Temperatura skal tworzacych plaszcz Ziemi ro$nie wraz z gltebokoécia.
Szybkos¢é obserwowanej zmiany zalezy od miejsca na powierzchni Ziemi. Ocenia
sie, ze z dala od granic plyt tektonicznych wynosi od 25 K/km do 30 K/km.
Oszacuj, jaka bylaby srednia temperatura powierzchni Ziemi, gdyby nie
ogrzewalo jej Stonce. Dla skal przyjmij sredni wspotczynnik przewodnictwa
cieplnego A ~ 2 Wm~'K~!. Stala Stefana-Boltzmanna o ~ 5,7 - 1078 Wm—2K~*.
Rozwigzanie na str. [0]
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Zyclie na
Zy \AM 111

Epidemie w liczbach

W dniu, w ktérym pisze ten tekst (8 kwietnia), na $wiecie odnotowano prawie
1,5 mln zakazonych COVID-19, zmartych z powodu choroby wywotanej
koronawirusem — 87 tysiecy. Najgorsza sytuacja jest w USA: zakazonych 418 tys.,
zmarlych 14,2 tysiecy.

Zamknieci w mieszkaniach, na kwarantannach i w szpitalach, zasypani
informacjami o charakterze pandemii, ktéra dotkneta swiat, zastanawiamy sie,
jak dlugo jeszcze i jak to sie skoniczy? Starsi (ktérym pozwolono robié¢ zakupy
przed poludniem) licza na to, ze przezyja. I przypominaja, ze nie jest to jedyna
znana w historii $wiata epidemia; w zbiorowej pamieci trwa jeszcze tragiczny
bilans grypy ,hiszpanki” (1918-1920), zachorowalo wtedy 500 mln (1/3 ludzi na
planecie), a zmarto 20-100 mln.

Epidemie to zachorowania wielkich populacji wywolywane przez mikroorganizmy
lub wirusy; jezeli rozpowszechnia sie na calym Swiecie, to przypisujemy im
nazwe pandemii. Towarzyszyly ludziom od zawsze, tak jak towarzysza im
drobnoustroje. Pierwsze historyczne $wiadectwo dal Tukidydes, opisujac

zaraze wystepujaca w trakcie II wojny peloponeskiej, miedzy Spartg a Atenami
(431 r. p.n.e.), z takimi objawami, jak: wysoka goraczka, bél glowy, kaszel,
wymioty, biegunka i w konicowej fazie ropiejaca wysypka. Nie wiemy, czy byla to
ospa, dzuma, czy tyfus. Ateny stracily polowe mieszkaricéw, zmarl tez dowddca
wojsk ateniskich, Perykles. Prawdopodobnie Atericzycy przeniesli te chorobe na
Sycylie (Syrakuzy), co przyczynilo sie do kleski Kartaginczykéw atakujacych
Syrakuzy w 396 r. p.n.e. Na przelomie tysiacleci do Kampanii, w poludniowym
rejonie Polwyspu Apeninskiego, prawdopodobnie z Afryki wraz z handlarzami
warzyw, przywedrowaly komary... A z nimi malaria. Przez kilka kolejnych
stuleci malaria wyludniata poludniowe Wtochy, doprowadzajac mieszkancow
takze do ekonomicznej kleski. Czesto towarzyszyla wojnom i podbojom. Do dzis
nie mamy przeciw malarii efektywnej szczepionki i nadal moze to by¢ choroba

$miertelna.

Do upadku Cesarstwa Rzymskiego przyczynila sie
epidemia ospy przywieziona z Syrii przez legiony w 166 r.
W szczycie epidemii umierato wéwczas dziennie ponad

2 tysiace Rzymian. Ocenia sig, ze w latach 165-180

w wyniku tej epidemii zmarto w Cesarstwie Rzymskim
co najmniej 5 mln ludzi, w tej liczbie Marek Aureliusz.

Pierwsza epidemiag opisang w sredniowiecznej Europie
byla epidemia dzumy (541-542), przywieziona z Chin.
W jej szczycie w Konstantynopolu umierato dziennie

10 tys. 0s6b, a populacja tamtego regionu zmalala o 40%.
Dzuma zabita 100 mln ludzi, 1/3 mieszkancéw Ziemi.

Prawdziwe zniwo zebrala takze pandemia dzumy

w latach 1347-1351; rozpoczeta sie w Chinach i zabila
polowe ludnosci Chin (60 mln), po czym dotarta do
Europy zachodniej, zabila 1/3 populacji, w niektérych
rejonach Wloch i Francji zmarto nawet 80% ludnosci
(nie wiadomo dlaczego ta epidemia ominela ziemie
Krélestwa Polskiego).

DzZzuma pozostala w duzych miastach: w 1466 r.

w Paryzu zmarto 40 tys. osob, w 1665 r.

1/3 mieszkanicéw Londynu. W Wenecji od XIV

do XVI wieku dzuma wybuchala 22 razy, w 1656 r.

w Neapolu zmarto 150 tys. 0s6b (polowa ludnosci),

w XVII wieku — 1,25 mln Hiszpanéw. Prawdopodobnie
wladnie dzume sprowadzili na ziemie polskie Szwedzi
(setki tysiecy ofiar).

W XVI wieku rozszalata sie¢ w Europie kila, $miertelna
choroba, obejmujac 1/3 ludnosci.

Przyczyny epidemii w starozytnosci i Sredniowieczu nie
byly znane, cho¢ przypisywano je dzialaniom szatana,
utomnodciom i grzechom ludzkim, miazmatom bagien

i miast. Nie zwrécono uwagi na brud, odpadki, zatruta
fekaliami wode, pchly, wszy. ..

Juz przedstawione tu w sposdb wyrywkowy dane
wskazuja na dynamike rozwoju nieleczonych epidemii;
nie znamy przyczyn ich ,spontanicznego” wygasania.

Obecna pandemia koronawirusa przypomina te
wcezesniejsze — z powodu braku wiedzy o patogenie

w momencie startu oraz braku leku. Kwarantanny

i mycie ragk epidemii nie koncza — wirus zostaje

z nami, a ci, ktorzy nie zachorowali i nie umarli,
muszg obawiaé sie kolejnego wybuchu epidemii

i liczy¢ na znalezienie lekéw i szczepionek. Wyjatkowo
wyraznie ujawnita sie koniecznos$é¢ zwiekszenia
finansowania badan, a moze takze utworzenia nowej
ich struktury. Uprzednio w praktyce wykorzystywano
istniejace odkrycia podstawowe (fizyka, genetyka).
Tym razem spoleczenstwa prosza nauke o pomoc,

a naukowcy sa gotowi do natychmiastowego dzielenia
si¢ informacja z calym $wiatem. Chwilowo zapomniano
o patentach i §limaczych procesach weryfikujacych wazne
publikacje.

Czy gdy zaraza przycichnie, Swiat bedzie lepszy?

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)

Wiele informacji zaczerpnetam z ksigzki Krzysztofa Dotowego
SWBREW BOGOM, czyli od magii i religii do metody naukowej
i z powrotem” Wyd. CeDeWu, 2020.



Mota delld

Prosimy nie zbliza¢ sie do krawedzi peronu!

Ding Dong! Uwaga, nadjezdza pocigg, prosimy nie zblizaé sie do krawedzi

peronu!

Na pewno kazdy nie raz styszal ten komunikat i zastanawiatl sie, czy pedzacy
pociag faktycznie moze zrobi¢ komu$ krzywde. W koncu wydawaloby sie,

ze jedyne zagrozenie moze wynikaé¢ z odepchniecia $miatka, lekcewazacego

ow zakaz, przez ped powietrza wywolany przez pociag. Ot6z jest zupelnie
odwrotnie! I tu uwaga — jest to jedno z niewielu praw, ktérych nie radze
sprawdzaé¢ do$wiadczalnie. Przynajmniej nie dostownie. Poniewaz jednak

z natury jesteSmy dociekliwi i nie lubimy bra¢ czego$ na tak zwana wiare,
przeprowadzmy malg symulacje tego zjawiska. Bedzie w pelni bezpieczna

i mozna ja wykona¢ samodzielnie w domu. Wezmy dwie kartki papieru

i suszarke do wloséw, a nastepnie skierujmy strumien powietrza pomiedzy kartki.
(Przed przeprowadzeniem do$wiadczenia dobrze jest sie z kim$ zalozy¢ o to, co
sie stanie z kartkami!) Niemozliwe! Kartki zamiast polecie¢ w dwie rézne strony
przyciagnely sie! Teraz juz widaé, ze podobnie moze sie staé¢ z czlowiekiem
stojacym zbyt blisko nadjezdzajacego pociagu.

Skoro juz wiemy, co sie dzieje, sprébujmy, Drogi
Czytelniku, wyjaénié, dlaczego tak jest. Wyobraz sobie
rure, przez ktérg plynie woda i w pewnym momencie
napotyka zwezenie (rysunek). Jak Ci sie wydaje, czy
woda bedzie plynaé przez nie szybciej, czy wolniej?

A co dzieje sie z cidnieniem w tym przewezeniu? W celu
znalezienia odpowiedzi na to pytanie zastanéwmy sie,
co w tym przypadku nie ulegnie zmianie. Na pewno
pamietasz wielkos¢, ktéra w przyrodzie jest zachowana.
Tak, chodzi o energie. To wlaénie od zasady zachowania
energii zaczniemy nasze rozwazania dotyczace wody

w rurze. Spéjrz teraz na rysunek ponizej.

Widzimy na nim ciecz w rurze o zmiennym przekroju.
Kolorem zaznaczona jest pewna iloéé cieczy o tej samej
masie, ktora jest iloczynem gestosci i objetosci danego
Hragmentu”:

m=p-V,
gdzie p jest gestodcia cieczy, a V' jej objetoscia.

Woda plynac, porusza si¢ z jakas predkoscia, zatem ma
energie kinetyczna, ktéra mozna wyrazi¢ wzorem:
mu? _ pVv?
22
Jezeli nasza ciecz znajduje si¢ na jakiej$ wysokosci, ma
tez energie potencjalng grawitacji:

E, = mgh = pVgh.
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Nie mozemy tez zapomnie¢ o ruchu czasteczek wewnatrz
cieczy. Im réwniez odpowiada pewien rodzaj energii,
ktory nazwiemy roboczo energia chaotyczna, poniewaz
taki wlasdnie jest ruch tych czasteczek. Poruszajac sie,
czasteczki wywieraja ci$nienie na krawedzie naszego
fragmentu cieczy. Dzialaja wiec pewna sila F' na
powierzchnie S. Aby taki fragment okielznaé, a wiec
pozbawi¢ go omawianej energii, nalezatoby go Scisnaé¢ do
nieskoniczenie matych rozmiaréw, czyli przeciwdziataé
sile F' na drodze s. Z tego wynika, ze energie chaotyczna
mozemy zapisa¢ wzorem:

Eg = Fs=pSs=pV.
Mamy juz wszystkie energie i mozemy je sprowadzi¢ do
jednej postaci, uwzgledniajac fakt, ze musi ona pozostaé

stata:
E:Ek+Ep+Echa

o pVv?

+ pVgh + pV,

2
Poniewaz objetos¢ naszego fragmentu cieczy sie nie
zmienia, czynnik w nawiasie réwniez musi pozostaé staly.

Mamy wigc ostatecznie sformutowane prawo:

pv®

T + pgh + p = const.
Jest to prawo Bernoulliego, ktére jest spelnione nie
tylko dla wody, ale réwniez dla innych ptynéw, w tym
omawianego na poczatku powietrza! (Tak, w jezyku
fizyki plyn to nie tylko ciecz, ale réwniez gaz.) Na mocy
tego prawa mozemy zauwazy¢, ze przy zaniedbywalnie
malej réznicy wysoko$ci w momencie, w ktorym
predkos¢ ptynu rosnie, maleje jego ci$nienie. Mozemy

2
E=V (pv +pgh+p> = const.



wiec spokojnie wréci¢ do omawianego na poczatku
przyktadu z pociagiem i kartkami. Teraz jest juz jasne,
ze w momencie, gdy pociag wjezdza na stacje, powietrze,
ktére znajduje sie pomiedzy pociagiem a czlowiekiem
stojacym blisko niego, porusza si¢ szybciej, a wigc ma
nizsze cisnienie. Wiesz tez, ze ruch powietrza odbywa
sie¢ w kierunku od wysokiego do niskiego ci$nienia.
Oczywiste zatem staje sie, ze obiekty znajdujace

sie w bliskiej odlegtosci od pociagu beda pod niego
wessane. Ciekawe, ze prawo to na skutek blednego
wyobrazenia zostalo rowniez nazwane paradoksem

Podobnie nurt w rzece — zawsze wciaga obiekty na
$rodek, a najsilniejszy wystepuje miedzy wysepkami.
Zjawisko to moze stwarzaé niebezpieczenstwo w zegludze,
gdy dwa statki ptyna réwnolegle, woda miedzy nimi
plynie szybciej i statki moga sie zderzyé¢. Jak widad,
zjawisk tych jest bardzo duzo i potrafimy je wyjasni¢

w stosunkowo nieskomplikowany sposob. Ciebie, Drogi
Czytelniku, zachecam do obserwowania otaczajacego Cie
$wiata i znajdowania kolejnych przyktadéw.

A na koniec zagadka. Potrzebne jest pudetko, suszarka

hydrostatycznym. Faktycznie, jak sami sie pewnie
przekonaliécie, rozumowanie to nie jest catkowicie
intuicyjne. Jednak w zyciu codziennym zjawisko to
wystepuje czesciej. Wezmy na przyktad drzwi trzaskajace
podczas przeciagu, silne podmuchy wiatru miedzy
budynkami lub na schodach w podziemnym przejsciu.

Masa ¢wierku GW170817 jest réwna
1, 1864:8’881 Mg . Laczna masa gwiazd
wynosita ponad 2,7 Mg, a masy
sktadnikéw oszacowano na od 1,16

do 1,6 M@.

Pulsar w uktadzie Hulse’a—Taylora ma
mase¢ 1,4398 Mg, a masa towarzysza,

najprawdopodobniej réwniez gwiazdy

neutronowej, to 1,3886 M.

Roéwnanie stanu (opisujace zalezno$é
miedzy ci$nieniem a gestoScig) zawiera
informacje o mikroskopowych
wlasciwodciach zimnej, gestej materii.
Przepis ten stanowi dane wejsciowe dla
réwnan hydrodynamicznych gwiazdy,
czyli jest powigzany z masg i rozmiarem
gwiazdy, a takze z jej podatnoscig na
deformacj¢ ptywowa w polu
grawitacyjnym drugiego sktadnika.

i zapalona swieca. Ustaw Swiece za rogiem pudelka

i skieruj strumien powietrza z suszarki wzdluz niego.
W ktora strone przesunie si¢ plomien $wiecy? Zostanie
wypchniety czy wciagniety przez poruszajace sie
powietrze?

Agnieszka CHUDEK

GW190425 — nieoczekiwanie masywny
uklad gwiazd neutronowych?
Michat BEJGER

Na poczatku roku zespoly LIGO i Virgo oglosily pierwsza ,wyjatkowsa”
(to znaczy nadajaca sie do osobnej publikacji) detekcje z trzeciego

cyklu obserwacji (O3) detektoréw Advanced LIGO i Advanced Virgo.
Sygnal GW190425 zostal zarejestrowany 25 kwietnia 2019 roku. Byl
obserwowany przez okolo 128 sekund, a zmierzona wtedy masa ¢wierku
M = (mim2)?/®/(mq + mgy)'/® ~ 1744f8:8§ Mg, wskazuje, ze powstal on
w wyniku polaczenia sie dwoch lekkich obiektow zwartych, najprawdopodobniej
gwiazd neutronowych. Masa é¢wierku GW190425 jest wyraznie wigksza od
tej zmierzonej w pierwszym tego typu sygnale, GW170817. Oznacza to, ze
laczna masa laczacych sie obiektéw byla niezwykle wysoka, jak na znane
dotychczas uktady podwdjne gwiazd neutronowych, poniewaz wyniosta az
3,4 Mg, a sktadniki mialy masy w zakresie od 1,5 do 1,9 Mg.

Przed odkryciem GW190425 LIGO i Virgo obserwowaly wiele sygnaléw
emitowanych przez uklady podwéjne czarnych dziur (o masach miedzy

6 a 50 M), i jeden wywolany zderzeniem si¢ gwiazd neutronowych
(wspomniany wczesniej GW178017). Za typowa mase gwiazdy neutronowej przez
wiele lat uwazano 1,4 Mg, dzieki pomiarom mas w relatywistycznych ukladach
podwojnych z pulsarem radiowym, np. w ukladzie podwéjnym Hulse’a—Taylora.
Gwiazdy neutronowe moga mie¢ jednak bardzo rézne masy, od okoto 1,17 do
2,1 Mg. Wartosci mas (a zwlaszcza maksymalna mozliwa warto$é masy) sa
istotne, poniewaz gwiazdy neutronowe sg obiektami zbudowanymi z materii
duzo gestszej od materii jadrowej: masa kilku storic jest zamknieta w przestrzeni
o promieniu ,zaledwie” 11-13 km. Odkrycie, z czego sie skladaja, jest jednym

z najgoretszych probleméw wspolczesnej astrofizyki.

Fale grawitacyjne oferuja nowe metody badania wnetrz gwiazd. W czasie
ostatnich kilku obrotéw uktadu podwdjnego gwiazdy sa tak blisko siebie, ze
istotne staje sie uwzglednienie ich rozciaglej i materialnej struktury (zalozenie,
ze sa masami punktowymi staje sie niewystarczajace). Wplywa to na charakter
modelowanej fali grawitacyjnej. Efekt zalezy od wartosci mas sktadnikéw i —

co bardzo wazne — od réwnania stanu gestej materii gwiazd neutronowych.
Uklad bedacy zréodtem GW190425 byl znaczaco ciezszy od GW170817

i zapewne z tego powodu nie udato sie, w sposob statystycznie wiarygodny,
stwierdzi¢ obecnosci efektéw plywowych (wzajemnej deformacji ptywowej
skladnikéw). Jest to zwigzane z faktem, ze im ciezsza gwiazda neutronowa,
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Interpretacja GW190425 jako ukladu
zawierajacego co najmniej jedna czarng
dziure oznaczalaby istnienie zupelnie
nowej, nieznanej do tej pory populacji
czarnych dziur, a jak wiadomo,
shadzwyczajne twierdzenia

wymagaja nadzwyczajnych dowodéw”
(Carl Sagan).

w

Rozwigzanie zadania M 1640.

Niech n bedzie liczbg uczestnikéw
pewnego kotka, spelniajacego opisane
w zadaniu warunki. Udowodnimy, ze

n < 8. Przydatny okaze sie¢ nastepujacy
lemat, ktérego dowéd mozna znalezé na
przyktad w Wikipedii pod hastem
twierdzenie Ramseya:

Wséréd dowolnych 6 uczestnikow kélka
mozna znaleZé trzech,
wzajemnie lubig lub trzech, ktdrzy sie
wzajemnie nie lubiq.

Wybierzmy pewnego uczestnika A.
Przypusémy, ze lubi on pewnych

6 uczestnikéow. Zgodnie z zalozeniem
zadania oraz powyzszym lematem wsréd
nich znajduje si¢ 3, ktorzy wzajemnie si¢
lubia, i razem z A tworza oni czworke,
ktéra przeczy zalozeniom zadania.
Przypusémy teraz, ze A nie lubi pewnych
4 uczestnikéw. Wsréd nich znajduje sig
dwoch, ktérzy sie nie lubig, i razem z A
tworzg oni tréjke sprzeczng z zalozeniami.
Wynika stad, ze n < 9. Gdyby jednak

n =9, to kazdy uczestnik musialby lubié
dokladnie 5 uczestnikéw. Jest to
sprzeczno$é, gdyz suma liczb sympatii
poszczegblnych uczestnikéw

wyniostaby 45, a musi to by¢ liczba

parzysta ze wzgledu na wzajemno$¢ uczuc.

W tej sytuacji n < 8.

Jedli ponumerujemy 8 uczniéw liczbami
od 1 do 8 i okaze si¢, ze uczniowie

o numerach k il lubig si¢ tylko wtedy,
gdy |[(k — 1) mod 8] < 2, to ta grupka
bedzie spelnia¢ warunki zadania, co
konczy rozwigzanie.

tym bardziej jest zwarta i bardziej SciSnieta przez ekstremalng grawitacje,

a przez to mniej podatna na odksztalcenie (ale oczywiscie zalezy to tez od
konkretnego, realizowanego w Naturze, nieznanego obecnie réwnania stanu).
Sytuacje dodatkowo komplikuje fakt, ze nie zaobserwowaliSmy, jak w przypadku
GW170817, emisji promieniowania elektromagnetycznego (w tym krétkiego
blysku v), czyli nie mamy bezposrednich dowodéw na rozerwanie plywowe
gwiazd i rozrzucenie radioaktywnej materii wok6l miejsca zderzenia, co zdarzyto
sie podczas obserwacji GW170817. Niemniej jednak obserwacje takie jak
GW190425 zapewniaja inny niz dotychczas wglad w bardzo gesta materie,

a takze w mozliwe scenariusze powstawania ukladéow podwodjnych gwiazd
neutronowych.

Podstawowa hipoteza o GW190425 zaklada, ze bylo to potaczenie dwbch
gwiazd neutronowych, jednej o ,typowej” masie okoto 1,4 Mg, a drugiej duzo
masywniejszej, okolo 2 M. Radioastronomowie zaobserwowali do tej pory

w Galaktyce kilkanascie ukladéw podwodjnych z gwiazdami neutronowymi. Masy
skladnikéw sa mniej wiecej podobne do tych zmierzonych w GW170817 (zakres
mas od 1,17 do 1,65 M), a masy caltkowite uktadéw znajduja sie w przedziale
od 2,5 do 2,9 M. Uktad GW190425 odstaje wiec znaczaco od populacji
galaktycznej. Alternatywna, egzotyczniejsza, hipoteza jest natomiast taka, ze
sygnal zostal wyemitowany podczas zderzenia ,zwyklej” gwiazdy neutronowej
z lekka czarna dziura. Jednak do tej pory nie ma mocnych dowodow
obserwacyjnych na istnienie czarnych dziur o masach mniejszych od okolo 4 M.

Mozna zatem przypuszczaé, ze GW190425 jest skutkiem polaczenia sie dwoch
gwiazd neutronowych, ale jednoczesnie bardzo ciekawe jest zrozumienie, jak
uktad ten mégt w ogdle powstaé, czy jest wyjatkowy i czy sposéb jego powstania
rozni sie od historii innych ukladéw podwdjnych w Galaktyce.

Standardowym sposobem powstawania uktadéw podwédjnych gwiazd
neutronowych jest izolowana ewolucja ,,w polu” uktadu podwdjnego dwéch
zwyklych, masywnych gwiazd. Uklady te nie wchodza w interakcje z innymi
gwiazdami az do konca zycia, gdy oba sktadniki wybuchaja kolejno jako
supernowe, pozostawiajac po sobie gwiazdy neutronowe. By doszlo do emisji
fal grawitacyjnych rejestrowanych przez LIGO i Virgo, uklad podwéjny musi
przetrwaé dwie eksplozje, a separacja miedzy gwiazdami musi by¢ odpowiednia,
aby uktad podwdjny mégl zacie$ni¢ orbite w czasie zycia Wszech$wiata.
Jedna z hipotez ttumaczacych niezwykle wysoka mase GW190425 i brak
podobnych uktadéw w Galaktyce jest to, ze takie przypadki tatwo przeoczy¢,
poniewaz ich czas zycia jest w skali astronomicznej niezwykle krotki. Gwiazdy
znajduja sie od razu na bardzo ciasnej orbicie, o okresie obrotu mniejszym

niz godzina (dla poréwnania, najciasniejszy uktad galaktyczny ma okres
orbitalny 2 godziny).

Niektorzy astronomowie spekuluja, ze uktad powstal w wyniku oddziatywan
dynamicznych w gestych obszarach gwiazdowych, takich jak gromady kuliste.
Czestsze niz ,w polu galaktycznym” oddziatywania grawitacyjne miedzy
gwiazdami moga bowiem prowadzi¢ do powstania uktadu podwdjnego.
Wiadomo tez, ze niektére masywne gwiazdy neutronowe znajduja sie w takich
gromadach. Problemem w tym wytlumaczeniu jest niewielka obserwowana
liczba kandydatéw na takie uklady: w Galaktyce tylko 1 na 10 znanych ukladéw
podwojnych gwiazd neutronowych znajduje sie w gromadach kulistych, nie
jest wiec latwo wytlumaczy¢ teoretycznie szacowana na podstawie tej jednej
obserwacji GW190425 czesto$¢ wystepowania powstajacych w tym modelu
ukladow.

W naszej Galaktyce bardzo rzadko dochodzi do zderzen gwiazd neutronowych
(mniej wiecej raz na sto tysiecy lat). Detektory takie jak Advanced LIGO

i Advanced Virgo sa dostatecznie czule, by rejestrowaé zjawiska w odlegtosci
setek milionéw lat Swietlnych, gdy zatem osiagna pelna czulo$é (w kampanii
obserwacyjnej O4 i p6Zniej), umozliwi to obserwacje sygnaléw typu GW190425
i GW170817 co najmniej kilka razy w roku. Kto wie, co zarejestrujemy
nastepnym razem?
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Informatyczny kacik olimpijski (138):
Yet Another Substring Reverse

Tym razem omoéwimy zadanie Yet Another Substring Reverse, ktére pojawito sie
na portalu www.codeforces.com.

Zadanie: Dane jest stowo s = s182...8, 0 dlugosci n, zawierajgce wystgpienia czesci liter alfabetu angielskiego A.
W stowie s nalezy odwrécié¢ jedno podstowo, tzn. zastgpié je zapisem od prawej do lewej, aby otrzymad moZliwie
najdiuzisze roznorodne podstowo, czyli takie, ktore nie zawiera powtdrzen liter. Jaka jest diugosé najdiuziszego
roznorodnego podstowa, ktére mozna uzyskac? Przykladowo dla s = ,bbaacc” wynikiem jest 3. Po odwrdceniu fragmentu
od trzeciej do szostej litery otrzymujemy ,bbacca”, ktérego najdiuiszy réinorodny fragment to ,bac”.

Niech s;.,, oznacza podstowo s;s;41 ... sp.

Na samym poczatku zauwazmy, ze dtugo$¢ réznorodnego
podstowa nie przekroczy |A|.

Najdtuzsze réznorodne podstowo O(n|A|)

Zalézmy przez chwile, ze nie wykonujemy odwrdcenia

i chcemy znalez¢ dtugo$é najdiuzszego réznorodnego
podstowa. Dla kazdej pozycji poczatkowej wyznaczmy
najdtuzsze réznorodne podstowo, ktore sie w niej
zaczyna. Formalnie dla ustalonego 1 < ¢ < n znajdzmy
takie najwieksze k;, ze s;.x, jest réznorodne. Zacznijmy
od jednoliterowego podstowa s; i rozszerzajmy je

o kolejne litery, dopdki nie nastapi powtdrzenie.

Do sprawdzania, czy jakas litera wystapila wczedniej,
mozna wykorzystac tablice zliczajaca, ktéra po kazdym
rozszerzeniu aktualizujemy. Opisane rozwiazanie dziata
w czasie O(n|A|), gdyz od kazdej pozycji poczatkowej
wykonamy co najwyzej |A| rozszerzenn w prawo.
Najdluzsze réznorodne podstowo O(n + |A|)

W tym rozwiazaniu, podobnie jak wczesniej, dla kazdej
pozycji 1 < i < n chcemy wyznaczy¢ takie najwieksze k;,
ze Sk, jest réznorodne. Skorzystajmy z metody
gasienicy. Otéz, tym razem nie bedziemy dla kazdej
pozycji poczatkowej rozpoczynali przeszukiwania

od stéw jednoliterowych. Zauwazmy, ze jesli s;_1.x,_,
jest réznorodne, to réwniez s;.x, , jest réznorodne.
Zatem nie ma potrzeby sprawdzania stéow, ktére

konicza sie wczedniej niz k; 1. Do sprawdzania powtorzen
wykorzystujemy tablice zliczajaca. Przy rozszerzaniu
stowa z prawej strony dodajemy litere, a przy przejsciu
do kolejnej pozycji poczatkowej usuwamy litere z tablicy
zliczajacej. Rozwiazanie dziala w czasie O(n + |Al), gdyz
kazda litera zostanie doktadnie raz dodana i raz usunigta
z tablicy zliczajacej.

Rozwiagzanie O(n?(n + |A|))

OpisaliSmy metody znajdowania najdtuzszego
réznorodnego podstowa, zatem mozemy przejsé

do pierwszego rozwiazania zadania. Rozwazmy
odwrdcenie kazdego z w podstéw. Dla kazdego
przypadku znajdzmy najdtuzsze réznorodne podstowo
za pomocy jednej z wyzej opisanych metod i wybierzmy
najlepszy wynik. W zaleznosci od wykorzystanej metody
otrzymamy rozwiazanie O(n3|A|) lub O(n?(n + |A])).
Rozwigzanie O(n?|A?)

Zauwazmy, ze mozemy zredukowaé zadanie

do znalezienia dwoéch réznorodnych podstéw, ktére
maja roztaczne zbiory liter oraz najwigksza sumaryczna
diugosé. Formalny dowdd tego faktu pozostawiamy
Czytelnikowi, a teraz pokazemy, jak dwa podstowa,
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S1,:p, OTAZ Si,.p,, Niemajace wspolnych liter umiedcié
obok siebie za pomoca jednego odwrécenia. Zalézmy bez
straty ogdlnodci, ze s;,.p, Wystepuje na lewo od sz,.p,,
wowczas nalezy odwrocié sp, 41:p,. T€raz si,:p, 4py—is+1
jest réznorodne.

Znajdzmy wszystkie réznorodne podstowa, ktérych
jest O(n|A|). Nastepnie rozwazmy kazda z O(n?|A|?)
par takich podstéw. Jesli podstowa maja rozlaczne
zbiory liter, wtedy razem tworza réznorodne podstowo.
Sprawdzenie, czy zbiory liter sg roztaczne, mozemy
wykona¢ metoda zliczenia w czasie O(|A|). Sposréd
par tworzacych réznorodne podstowa wybieramy

te, ktorej sumaryczna dlugo$é¢ fragmentow jest
najwieksza. OtrzymaliSémy rozwiazanie o zlozonosci
czasowej O(n?|AJ%).

Rozwiazanie O(|A|(n|A| + 2!41))

Zauwazmy, ze kolejnoéé liter w podstowie nie ma
znaczenia, zatem kazde réznorodne podstowo mozemy
rozwazac¢ jako zbiér liter. Sposrod wszystkich podstow
o dlugosci co najwyzej |A| znajdzmy te, ktére sa
roznorodne, i zbiory ich liter oznaczmy jako zbior R.
Przykladowo dla s = ,bab”, R = {{'d'},{'V'}, {!a’,/ V' }}.
Wyznaczenie R zajmuje czas O(n|AJ?), za$ moc R
wynosi co najwyzej 214!, Zadanie redukuje sie teraz

do znalezienia dwoch roztacznych zbioréw w R, ktérych
suma ma najwieksza moc.

Dla kazdego zbioru r € R znajdzmy taki zbiér ' € R,

ze r N1’ = oraz |r Ur’| jest maksymalne. Innymi stowy
dla kazdego zbioru znajdzmy inny zbidr, ktéry tworzy

z nim najlepszy wynik. Wéwczas odpowiedzia w zadaniu
jest maksimum z rozwazonych przypadkéw. Niech Wa]
dla kazdego a C A oznacza moc najwigkszego takiego
zbioru r € R, ze r C a. Teraz r € R tworzy najdluzsze
réznorodne podstowo o dlugosci |r| + W7, gdzie 7
oznacza dopelnienie r.

Pozostalo nam jeszcze wyznaczyé wartosci W,

ktére bedziemy obliczali w kolejnosci niemalejacych
mocy zbioréw. Zalézmy, ze obliczamy Wla] i mamy
obliczone Wb] dla wszystkich b C a. Jedli a € R,
woéwcezas Wia] = |a|. W przeciwnym przypadku

Wla] < |a|, czyli najwigkszy podzbiér a nalezacy
jednoczesnie do R nie zawiera jakiego$ elementu a,
zatem Wla] = max.c, Wla \ e]. Obliczenie W{a] zajmuje
czas O(|A]), wartoéci tablicy W jest O(2!41), zatem czas
potrzebny do obliczenia W wynosi O(2!41|A|). Cale
rozwigzanie dziata w czasie O(|A|(n|A] + 2141)).

Bartosz LtUKASIEWICZ
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O procesach Markowa mozna przeczytaé
9,12
na przyklad w Ay~

Zalozenie o duzej populacji pozwala
zignorowad fakt, ze przyrost I(t)
zmniejsza liczbg os6b narazonych na
zarazenie. To uproszczenie jest
uzasadnione na poczatku epidemii.

P(A|B) to prawdopodobienstwo
zdarzenia A pod warunkiem zajScia
zdarzenia B, czyli P(A N B)/P(B).

Co to znaczy, ze zmienna ma rozktad
wyktadniczy? Niech A bedzie dodatnig
liczbg rzeczywista. Jesli wylosujemy
liczbe U jednostajnie z odcinka [0, 1]

(tzn. szansa na to, ze U wpadnie

w dowolnie wybrany odcinek J C [0, 1],
jest réwna dlugosci J), to zmienna losowa
W = —(InU)/X ma rozkltad wykladniczy
z parametrem .

I(t)
| - —
6 - —
Te fl
n W
—
2 r—:
S
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 =t
Rys. 1

Stochastyczne i deterministyczne
modele epidemii

Marta ZALEWSKAY*, Wojciech NIEMIRO**

Zjawiska opisywane na poziomie ,,mikro” przez procesy Markowa zachowuja

si¢ na poziomie ,makro” jak funkcje deterministyczne, bedace rozwigzaniami
réwnan rézniczkowych. Mozna to zaobserwowaé na przykladzie prostego (ale,
niestety, bardzo aktualnego w chwili pisania tego artykulu) modelu poczatkowej,
wykladniczej fazy epidemii.

Rozwazmy bardzo duza populacje. Niech I(t) oznacza liczbe zarazonych

w chwili ¢. Zaktadamy, ze w krotkim okresie czasu h kazdy z nich zaraza $rednio
ah innych ludzi, ale przy tym z prawdopodobiefistwem (Sh zdrowieje lub umiera
i przestaje zaraza¢. Deterministyczny model jest nastepujacy:

(1) I(t+h)=1I(t)+ (a—B)IHh+o(h) dlah\,0.

(Traktujemy I(t) jako wielko$¢ ciagla. Symbol o(h) oznacza nieskoniczenie mala
rzedu wyzszego niz h, czyli funkcje spetniajaca réwnosé limy\ g o(h)/h = 0.)
Oczywiscie sprowadza si¢ do zwyczajnego réwnania rézniczkowego:

dI(t)

W= (o o1,

Popatrzmy na to samo zjawisko z bliska (w skali mikro). Potraktujmy I(¢) jako
zmienng losowa o wartosciach catkowitoliczbowych. Ewolucja procesu I(t) jest
opisana réwnaniami

P(I(t+h)=1i+ 1|I(t) =1) = aih + o(h) dla h \ 0,
P(I(t+h)=1i—1|I(t) =) = Bih + o(h) dla h \, 0,
P(I(t+h)=ilI(t)=14)=1— (a+ B)ih+o(h) dla h N\, 0.
Zakladamy, ze {I(t) : t > 0} jest procesem Markowa, to znaczy ewolucja procesu
po chwili ¢ zalezy tylko od I(t), czyli stanu w chwili ¢, a nie od wczesniejszej
whistorii” procesu. Jest to skokowy proces Markowa: w losowych momentach

Ty < Ty <...<T, < ...proces roénie lub maleje o 1. Zeby lepiej zrozumieé

strukture tego procesu i sposéb jego symulowania, przyjrzyjmy sie czasom
pomiedzy skokami, W, 11 = T,,41 — T, gdzie

Toy1 =inf{t > T, : I(t) # I(T,,)} (rys. 1).

Okazuje si¢ (co zostanie uzasadnione na koricu artykutu), ze W, 11 jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem (o + B)i,. Ponadto

o« . B
=ar 5 P(I(Thy1) =in 1|I(Tn>7zn)7a+ﬁ'

Latwo w to uwierzy¢, patrzac na réwnania .

(2)

P(I(Tpt1) = in + UI(T,) = in)

Przebieg procesu I(t) symulujemy zatem, losujac kolejno czasy T, i stany I(T},)
zgodnie z dwiema powyzszymi regulami. Chemicy, biolodzy i epidemiolodzy
znaja te metode pod nazwa algorytmu Gillespie’go. W rzeczywistosci taki

opis skokowego procesu Markowa podal znakomity amerykanski matematyk
czeskiego pochodzenia, Joseph Doob. Przyktadowy przebieg krétkich symulacji
przedstawiamy w ponizszej tabelce i na rysunku

krok n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
czas T, | 0,088 | 0,207 | 0,235 | 0,264 | 0,297 | 0,366 | 0,369 | 0,394 | 0,430 | 0,543
stan I(Ty) 2 3 4 3 4 5 6 7 6 7

Popatrzmy teraz na dituzsze przebiegi symulacji i poréwnajmy trajektorie
procesu losowego z rozwigzaniem réwnania rézniczkowego, czyli funkcja
wykladnicza I(t) = ig exp{(a — )t}. Przyjeliémy nastepujace wartosci
parametréow: « =2, 8 =1, ig = I(0) = 1 ($ledzimy rozwéj epidemii od pierwszego
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Rys. 4. Poczatkowe fragmenty
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Rys. 5. Trajektorie procesu I(t) w modelu
SIR

zarazonego). Na rysunku [2| przedstawionych jest 20 niezaleznych trajektorii
procesu Markowa. Sposrdd tych 20 trajektorii 12 wpadto dos¢ wezesnie w stan 0.
Jest to stan ,pochlaniajacy”: jesli I(T,,) = 0, to dla kazdego ¢t > T,, mamy I(t) = 0.
Pogrubiona, kolorowa linia to wykres funkcji wykladniczej.

Uderzajaca cecha procesu losowego opisanego réwnaniami jest zgodnosé
trajektorii w makroskali z rozwiazaniem réwnania rézniczkowego, czyli

z funkcjami wykladniczymi I(t) = exp{(a — 8)(t — ¢)}. Poszczegdlne realizacje
procesu réznig si¢ jednak wyraznie przesunieciem w fazie c¢. To widaé na
rysunku [3} na ktérym o§ pionowa zostala przedstawiona w skali logarytmicznej.
Rysunek [4] pokazuje te same 20 trajektorii w poczatkowym okresie rozwoju.
Wspomniane wyzej przesuniecia w fazie wynikaja z losowych fluktuacji

na poczatku. Rezultatem tych losowych fluktuacji jest to, ze 12 sposrod
przedstawionych trajektorii jest ,,pochlonietych” przez zero. Dalszy przebieg
procesu jest niemal deterministyczny.

Model SIR. Rozwazmy populacje zlozona z ¢ osobnikéw. Niech I(t) oznacza
liczbe zarazonych w chwili ¢, zag R(t) laczna liczbe uodpornionych i zmartych.
Liczba osobnikéw narazonych na zakazenie jest réwna S(t) = £ — I(t) — R(t).
Osobnik typu S moze przej$é do kategorii I, a stad do kategorii R (stad nazwa
,model STIR”). Schematycznie:

[s]——~[]—~[E]

Zakladamy, ze w krétkim okresie czasu h kazdy osobnik I zaraza $rednio
a(S(t)/€)h innych ludzi, a z prawdopodobiefistwem Sh zdrowieje lub umiera
i przestaje zarazaé. Zauwazmy, ze jesli S(t)/¢ ~ 1, to dostajemy model fazy
wykladniczej, przedstawiony w zadaniu poprzednim.

Klasyczny model deterministyczny jest nastepujacy:

I(t+h)=1I(t)+ (aSét) —B) I(t)h+o(h) dla h 0,
(3)

S(t+h) = S(t) — a#l(t)h +o(h) dlah\0,

oraz R(t) =€ — I(t) — S(t). Oczywiscie (3] jest ukladem réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:
dI(t) S(t) ds(t) S(t)

4 ——~=la—=-8)IF), —= I(¢).

) = (% =s) 10, B = —aFPn
W skali mikro traktujemy I(¢) i S(¢) jako zmienne losowe o warto$ciach
catkowitoliczbowych. Stan uktadu jest para (I,5); := (I(t),S(t)) = (4, s). Ewolucja
procesu jest opisana réwnaniami

P((I,S)in = (i+ 1,5 — V)|(I,S), = (i,s)) = a%z’h +o(h) dla h \, 0,
(5) P((1,8)ern = (i — 1,8)[(I,8), = (i,5)) = Bih + o(h) dla h \, 0,
P((I,S)isn = (i,9)|(I,S)e = (i,s)) = 1 — (az + 5) ih + o(h) dla h N\, 0.

Symulacja procesu opisanego powyzszymi réwnaniami rowniez moze zostaé
przeprowadzona przy uzyciu algorytmu Gillespie’go. Tym razem jednak musimy
monitorowaé¢ dwie wielkosci — liczbe zainfekowanych (I) oraz liczbe osobnikéw
podatnych na zakazenie (5). Jedli liczby te wynosza i i s, odpowiednio, to

czas oczekiwania na kolejne ,zdarzenie” (czyli zainfekowanie nowej osoby lub
wyzdrowienie/$mier¢ osoby zarazonej) ma rozktad wykladniczy z parametrem

7 st + Bi. Kiedy juz dojdzie do zdarzenia, to z prawdopodobienstwem % jest
to nowe zarazenie (oraz wyzdrowienie/$mieré w przeciwnym przypadku). Nowe
stany odpowiadajace tym dwém rodzajom zdarzen to, odpowiednio, (i + 1,5 — 1)
oraz (i — 1, s). Oczywiscie symulacja koniczy sie, kiedy ¢ = 0.

Na rysunku [5| widaé kilka trajektorii procesu opisanego réwnaniami ([5)), wraz
z zaznaczonym kolorem rozwiazaniem réwnania rézniczkowego . PrzyjelisSmy
nastepujace wartosci parametréw: o = 2, 8 =1, ig = I(0) = 1, £ = 5000.
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Rys. 6. Liczba wszystkich dotychczas
zainfekowanych. Przerywang linig
oznaczono rozmiar populacji. We
wszystkich symulowanych przebiegach po
wygasnieciu epidemii okoto 1000 os6b
pozostaje w stanie S (sg to osoby, ktére
nie zostaly zarazone)

Poczatkowo trajektorie zachowuja sie tak, jak w modelu poprzednim: najpierw
sporo losowych fluktuacji, p6zniej nastepuje faza wykladniczego wzrostu. Jeszcze
pézniej widaé zupelnie inne zjawisko: hamowania wzrostu wskutek spadku liczby
narazonych S(t), az do zupelnego wygasniecia epidemii.

Dla réznych realizacji tego samego procesu SIR widaé¢ duze przesunigcia w fazie,
wynikajace z losowego charakteru poczatkowego fragmentu. Losowe fluktuacje
(gléwnie poczatkowe) maja tez pewien (niewielki) wplyw na maksymalna liczbe
zarazonych (maksima poszczegélnych krzywych).

W opracowaniach dotyczacych rozwoju epidemii czesto przedstawia sie réwniez
liczbe wszystkich oséb, ktére zostaly zainfekowane do danego momentu (tzn.
liczbe zdarzen polegajacych na zarazeniu nowej osoby). Liczba ta odpowiada
procesowi £ — S(t), widocznemu na rysunku @ Warto zwrdci¢ uwage na niewielkie
fluktuacje liczby wszystkich oséb, ktére zostaly zakazone do czasu wygasniecia
epidemii.

Przedstawione w tym artykule modele rozwoju epidemii sg skrajnie uproszczone
i nie nadaja sie do iloSciowego opisu rzeczywistego zjawiska. Niemniej nawet
takie modele pozwalajg troche zrozumieé¢ mechanizm epidemii na poziomie
jakoSciowym.

Dlaczego czasy oczekiwania na skok maja rozklad wykladniczy?

Aby udowodnié, ze zmienna W ma rozklad wyktadniczy z parametrem A, wystarczy
pokazaé, ze zmienna e~ ma rozklad jednostajny na odcinku [0,1], tzn. ze dla
dowolnego t > 0: P(W < t) =P(e ™ > e M) =1 — e,

Przyjrzyjmy sie czasowi pierwszego skoku, Wi = T1 = inf{¢t : I(t) # i0}. Nietrudno
uwierzy¢, ze

P(W1 <t+h|W1 >t) =PI (t+h) #iolI(t) =0) + o(h) = (a+ B)ioh + o(h),

gdzie druga réwnos$é¢ wynika z . Jedli F(t) = P(W; < t), to dostajemy stad réwnanie
%ﬁ(ﬂ = (a+ B)ioh + o(h), zatem < log(1 — F(t)) = % = —(a + B)iot, skad
wnioskujemy, ze 1 — F(t) = exp{—(a + f)iot}. Identyczne rozumowanie stosuje si¢ do

Why+1 1 prowadzi ono do analogicznego rezultatu, z g zastapionym przez i,.

Fibonacci spotyka Banacha Jarostaw GORNICKI*

* Politechnika Rzeszowska

Fibonacci (wlasciwie Leonardo z Pizy, ok. 1170-1240) nauczy! sie zasad
arytmetyki hindusko-arabskiej, gdy razem z ojcem przebywal w Bougie (obecnie
algierska Bidzaja). Poszerzal swoja wiedze podczas podrézy do Egiptu, Syrii,
Grecji, na Sycylie, do Prowansji. Gdy osiadl w Pizie, w 1202 roku napisal
traktat Liber Abaci (Ksiega rachunkéw), z mys$la o rozpowszechnieniu w Europie
notacji dziesigtnej opartej na wykorzystaniu cyfr 0,1,2,...,9. Pokazal w nim
uzytecznos¢ nowych metod na wielu przyktadach rachunkowych, szczegdlnie
zwigzanych z przeliczaniem miar i wag, obliczaniem zyskéw i odsetek, wymiang
pieniedzy. W 1225 roku napisal rozprawe Liber Quadratorum, ktora miata byé
kontynuacja Arytmetyki Diofantosa. Problemy rozwazane przez Leonarda nie
sa banalne. Przekonujemy sie o tym, rozwiazujac zadania zamieszczone w jego
tekstach:

1. ZnaleZé liczbe wymierng x takq, ze liczby x — 5, © oraz 3. Wybraé mozliwie najmniej odwaznikéw tak, aby na

z + 5 sq kwadratams.

wadze szalkowej mozna bylo zwazyc kazdy tadunek

[Najmniejszym rozwiazaniem jest: x = % = (%)2, 0 masie'l, %7 3,...,30.
$—5:%:(%)271’+5:%:(%)2] [OdeWl‘edZ: 1,3,9,27] ‘ ‘
e o : 4. Ile bedzie po roku par krélikow, ktore urodzq sie
2. Wybraé pieé¢ odwainikow tak, aby mozna bylo na jako potomstwo jednej pary, jesli kasda para wydaje
wadze szalkowej zwazyé kazdy tadunek o masie na Swiat co miesige nowg pare, zdolng z kolei po
1,2,3,...,30, jezeli podczas wazenia odwazniki mozna miesigcu do rozmnazania, i jesli Zadna para w tym

uktadac tylko na jednej szalce.
[Odpowiedz: 1,2,4,8,16.]

czasie nie ginie?
[Odpowiedz: 377.]
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Cho¢ traktat Liber Abaci przyczynil sie do rozwoju

bankowosci i rachunkowosci w Europie, to najwieksza

stawe przyniést Fibonacciemu niezwykly ciag
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610,987, . ..,

wykorzystany w rozwiazaniu zadania 4. Wczesniej,

w VI wieku, ciag ten zostal opisany przez matematykéw

hinduskich (Virahanka), ale wtedy nie wzbudzit
zainteresowania.

Cliggiem Fibonacciego {F,}, o generatorach F} =1,
F,; =1, nazywamy ciag, ktérego kolejne wyrazy spelniaja
réwnosé¢ F,, = F,_1 + F,_o dlan > 2.

Ciagi z rodziny Fibonacciego (otrzymane dla
réznych generatoréw, przy rozmaitych modyfikacjach
formuly na obliczanie wartosci F,,) budza wiele
emocji u matematykéw oraz mitosnikow matematyki
rekreacyjnej. Dzieje sie tak za sprawa odkrywania
obecnosci ciagu Fibonacciego w naszym otoczeniu
(np. w botanice), w sztuce — zlota proporcja,

w zastosowaniach ciggu Fibonacciego w teorii liczb.

Nie wszystko o nim wiemy: w ciggu Fibonacciego
wystepuja liczby pierwsze 2,3,5,13,89,233, ..., ale
czy liczb pierwszych jest w nim nieskoriczenie wiele?

W 1611 roku Johannes Kepler w pracy Strena, Seu

de Nive Sexangula, o szedciokatnych platkach éniegu,
ponownie odkryt ciag Fibonacciego i zgadl, ze kolejne
proporcje Ffil, czyli stosunki %, %, %, %, %, ..., bardzo
szybko, choé¢ raz z lewej, raz z prawej strony, zblizaja
sie do wartoéci ¢ = 1+2‘/5 ~ 1,61803... Liczba ta, zwana
zlotq proporcjg, od Starozytnosci byla wykorzystywana
w sztuce, zwlaszcza w architekturze jako ,reguta
piekna” — wielkosci, ktorych stosunek jest réwny ¢, maja

sig¢ wyrdzniaé¢ przyjemna estetyka.

Gdy wiemy, ze w przedziale domknigtym na prostej
euklidesowej R kazdy ciag spelniajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny, to spostrzezenie Keplera
mozemy uzasadni¢ w oparciu o twierdzenie Stefana
Banacha o punkcie statym z 1922 roku.

Twierdzenie. Niech T : [a,b] — [a,b] silnie zbliza kazdg pare punktéw (istnieje
M <1, ze |Tx — Ty| < M|z — y| dla wszystkich x,y € [a,b]). Wtedy istnieje

Poniewaz
|1'n+k - mn‘ <
<
wiec

‘xn-i-k - xn' < 1

dokladnie jeden taki punkt u € [a,b], ze u = Tu.

Uzasadnienie jest tatwe. Gdyby u = Tu # Tv = v, to otrzymamy sprzecznosé,
O<|u—v|=|Tu—Tv| < Mu—2v|<|u—0|.
Zatem jesli punkt staly istnieje, to dokladnie jeden. Wezmy dowolne xq € [a, b]
i utwérzmy ciag , = Txp—1, n = 1,2,... Wbowczas
|Tng1 — 20| = [T g — T™ao| < M|T"20 — T" 20| <

< ... < M"Txg — 29| = 0, gdy n — oo.

Ttk — Tpakt1| [ Tnskt1 — Tota] + [Tngp1 — 2p| <
Tn+k — xn+k+1| + M|xn+k - xn| + |$n+1 - l‘n|,

1
_7M{|xn+k+1 - xn-i-kl + [ Tny1 — xn|} — 0, gdy n — oo,

a to oznacza, ze {x,} jest ciagiem Cauchy’ego i z,, — u € [a, b]. Warunek
T, =Tz, 1, n > 1, oraz ciggltosé¢ przeksztatcenia T zapewniaja, ze u = Tu.

Zastosowanie. Z warunku F,, = F,,_1 + F,,_o dla n > 2 mamy

Zaleznosé te mozemy zapisaé w postaci

Rozwigzanie zadania M 1639.
Zalézmy, ze funkcja f spelnia warunki
zadania. Niech P(z,y) oznacza
nieréwnosé¢ f(z +1v) +y < f(F(f(x)))-
‘Wybierzmy dowolnie z,y € R. Poniewaz
Pla, f(f(2)) — @), wiee f(f(2)) < <.
Podstawiajac w ostatniej nieréwnosci f(x)
zamiast x i uwzgledniajac P(x,y),
dostajemy f(z + y) +y < f(z) dla
dowolnych z,y € R. Podstawiajac y — «
zamiast y, dostajemy f(y) +y < f(z) + x.
Z dowolnosci x, y wnioskujemy, ze

f(y) +y = f(z) + z = a dla pewnego

a € R i wszystkich z,y € R, zatem musi
byé¢ f(z) = a — z. Latwo sprawdzié, ze ta
funkcja faktycznie spelnia P(z,y) dla
wszystkich x,y € R.

Tz —Ty| =

do wartosci ¢ =

3
2

2
w przedziale [

17

Lo Foy:
2]. Poniewaz y,, = =2

F, 1
=14
R
F,
xn:Txn,lzler ,gdziexn:F".
n—1 n—1

Zauwazmy, ze dla funkcji T : [%, 2] — [%, 2} danej wzorem Tx =1+ % mamy

1 ' 1

4 3
Y <ty sy mye [ 2]
yl  |zyl 9

27

Zatem z twierdzenia Banacha ciag yo = %, Yn = TYn—1, n = 1 jest zbiezny

1+‘/5, ktéra jest pierwiastkiem rownania z =1+ %

; F,
Fopar 1 > 1, wige 2= = ¢, gdy n — oo.

Opisana metoda (gdy trafnie dobierzemy zakres dzialania odpowiedniego
przeksztalcenia T') jest skuteczna w badaniu granicznych zachowan takich
ilorazéw réwniez dla innych przedstawicieli z rodziny ciagéw Fibonacciego.

Dobre bajki nigdy sie nie koricza. . .



* Wydzial Nowych Technologii i Chemii,
Wojskowa Akademia Techniczna

Rozwigzanie zadania M 1641.
Niech N bedzie liczbg skladajaca sie
w zapisie dziesietnym z 2" jedynek.
Mamy
9N =10
2 on
9. (10 +1)(10% + 1) ... (10

Wystarczy zatem uzasadni¢, ze liczby

on
— 1=

—1

1()2k + 11 1()21 + 1 sg wzglednie pierwsze
dla 0 < k < l. Zal6ézmy, ze obie te liczby
sa podzielne przez liczbe pierwsza p.
Oczywiscie liczba p jest nieparzysta.

= —1 (mod p), wiec

5l ol—k
102 = (—1)2 =1 (mod p). Skoro

ol

jednak p dzieli 102 4+ 1, to p = 2, co
przeczy wczesniej poczynionej uwadze
o nieparzystosci p i konczy rozwigzanie
zadania.

Poniewaz 10?

v [m/s] :%lﬁgﬁ
&1 -_-3k§/s

Rys. 1. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg, rozpedzanego
stalg silg F' = 10 N. Kazda krzywa
odpowiada o$rodkowi o réznym
wspétczynniku oporu: n = 1,2, 3,4, 5kg/s.
Poczatkowo ciato spoczywa v(0) = 0,

a nastepnie przyspiesza, osiggajgc coraz
wiekszg predkosé

+1).

Masa efektywna
Pawet PERKOWSKI*

Na poczatku XX wieku Albert Einstein opart swoja szczegdlna teorie
wzglednoéci na dwoch postulatach: pierwszym zdroworozsadkowym, mowiacym
o tym, ze wszystkie prawa fizyki powinny wyglada¢ we wszystkich uktadach
inercjalnych tak samo, i drugim eksperymentalnym, stwierdzajacym, ze predkosé
Swiatla jest taka sama we wszystkich uktadach inercjalnych. Te postulaty
doprowadzily do sformutowania teorii, w ktérej predko$é¢ swiatla jest graniczna
predkoscia, nieosiggalng dla masywnych obiektéw. U osoby interesujacej sie
fizyka i jednoczesnie sceptycznie podchodzacej do nowych teorii i pomystow
mogta sie wowczas pojawi¢ watpliwosé, ktéra mozna sformulowaé w nastepujacy
w sposbb:

Jezeli obowigzuje II zasada dynamiki Newtona, ktéra mowi, Ze przyspieszenie d,
jakie uzyskuje cialo, jest wprost proporcjonalne do sity ﬁ, a odwrotnie
proporcjonalne do masy m tego ciala, to powinno ono poruszaé sie ruchem
przyspieszonym pod wplywem dzialania tej sity. Gdy sila jest stala, to
przyspieszenie tez musi byc stale.

Ale Einstein twierdzi, ze graniczng predkoscia niemozliwag do osiggniecia jest
predkosé $wiatta w prézni c. Czyli dzialanie sily, nawet dowolnie dlugie, nie
pozwoli tej predkosci osiagnac¢. Dla duzych predkosci cialo nie przyspiesza tak
efektywnie, jak dla matych predkosci. Narzucajacym sie wyttumaczeniem jest
stwierdzenie, ze ,odczuwalna” bezwladnos¢ ciata ,w jakis sposéb” wzrasta wraz
ze wzrostem predkosci. Dochodzimy tu do pojecia masy efektywnej, ktora nie
jest obca fizyce nierelatywistycznej. Jaki jest jej sens?

W ramach klasycznej dynamiki Newtona, jezeli jesteSmy w stanie okresli¢
ilosciowo wszystkie sily, ktére dzialaja na cialo o masie m, i wyznaczyc¢
wypadkows Fy tych sil, to mozemy napisa¢ réwnanie wynikajace z II zasady:
a= %" AW niekt()rygh sytu_’acjagh site wygadkowad mozemy rozdzieli¢ na sume
dwoéch skladowych: Fyy = F + Fp, gdzie F jest przylozona (na przykiad
kontrolowana przez nas) zewnetrzna sila, a Fo jest sila oporu. Wowczas wzor,

z ktérego obliczamy przyspieszenie, napisa¢ mozemy w postaci: @ = %

W takim przypadku nie ma potrzeby wprowadza¢ masy efektywnej — we wzorze
jest masa ciala. A co zrobié, jezeli wiemy, ze sily oporu istnieja (i wplywaja

na przyspieszenie), ale nie mozemy ich w sposéb jawny zdefiniowaé i okresli¢

w sposéb ilosciowy?

W sytuacji, kiedy mierzone przyspieszenie d., nie jest réwne ilorazowi %7

wygodnie jest czasem wprowadzié¢ do opisu zjawiska tzw. mase efektywng mey,
dobrana tak, aby spelniona byta zaleznosé a., = mief Innymi slowy, masa
efektywna to odwrotnosé wspdtezynnika proporcjonalnosci pomiedzy sita
zewnetrzna Fa obserwowanym przyspieszeniem d.,. Masa efektywna zwykle
zalezy od czasu (gdy dziala na cialo sila zewnetrzna, wywolujac np. zmiane
predkosci lub zmiane polozenia).

Omoéwimy teraz jeden z wielu przykladéw zastosowania pojecia masy efektywnej
w fizyce nierelatywistycznej. W tym przykladzie masa efektywna zalezy od
predkoéci, czyli takze zalezy od czasu i moze przyjmowaé wartosci dodatnie,
ujemne i nawet, w pewnym sensie, nieskonczone. Zatézmy, ze na ciato
poruszajace sie w cieczy o wspoélczynniku oporu 7 dziata sila zewnetrza F

oraz sila oporu proporcjonalna do predkosci ciala ¢ i zwrécona w przeciwna

strone niz predkosé: Fp = —nv. Przyspieszenie, jakie uzyskuje cialo, jest réwne:

. P fy  Fong — , T 7 . L

ey = % = =1 Poréwnujac to z réwnaniem @, = mif, dostajemy zaleznosé
;

Mep = F_Lm)m, gdzie F = |F|, v = |7]. Gdy sila F zacznie dziala¢, to cialo zacznie
przyspieszaé, ale z kazda sekundg coraz wolniej, poniewaz mianownik bedzie
malal. A w konsekwencji masa efektywna bedzie rosta. Gdy ciato przyspieszy
do predkosci granicznej vy, = %, to mianownik sie wyzeruje (sila zewnetrzna
bedzie réwna sile oporu) i cialo, pomimo przylozonej sily, nie bedzie w ogdle
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przyspiesza¢. Oznacza to nieskonczona bezwladnoéé (efektywna) tego ciala.
50

""""""""""""""""""" 0N
20 vl . — —20N bedzie ujemny (F < nv). Oznaczaé to bedzie ujemna mase efektywna! Wynika
e :_:_‘_2811:11 to z faktu, ze pomimo przylozenia sity w kierunku ruchu ciato bedzie zwalniac.
% S === 777 TTRLLE0N Oczywiscie proces hamowania bedzie trwal do wyzerowania si¢ mianownika i od
20 :.-f/:,’ - e ————— tej chwili predko$é pozostanie stala, praktycznie réwna wartosci graniczne;j.
A
10 j;/;/—/__ Na rysunku 1 przedstawiono zaleznoéci predkoéci od czasu dla ciala, na ktére
0 tls]  dziala stala sila, ktére porusza si¢ w oérodkach o réznych wspétczynnikach
0 1 2 3 4 5

Rys. 2. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg, rozpedzanego
staly silg ﬁ, poruszajacego si¢ w oérodku
o wspétczynniku oporu nn = 1kg/s. Kazda
krzywa odpowiada sile o réznej wartodci
F = 10,20, 30,40,50 N

mey [ke]

5 v [m/s]

Rys. 3. Zalezno$¢ masy efektywnej od
predkosci mes(v) dla ciata o masie

m = 1kg, na ktére dziala sita F' = 10 N.
Predkosé graniczna wynosi

Vgr = 5 = 10 2
10000 - . -
Mef [kg] // , ,’ "a/
1000 - /L L
/o -~
/ /’ -~
100 e
//, ;""
10 A ///"/ - -3 kg/s
e ) kg/S
1 Gl —5kg/s
0 1 2 3 4 t[s]s

Rys. 4. Zalezno$¢é masy efektywnej od
czasu mef(t) w przypadku rozpedzania
tego ciala stalg silg zewnetrzng F' = 10 N.
Masa rozpedzanego ciala jest réwna

m = 1kg. Pie¢ krzywych odpowiada
réznym wspdétczynnikom oporu osrodka
n=1,2,3,4,5kg/s. O$ rzednych jest
przedstawiona w skali wykladniczej

\v [m/s] —0
N
N
1B N T T T Vgr
e T 2ugp
0 e e e e e S ITZumerae
5 4
0 : tJs]
0 1 2 3 4 5

Rys. 5. Zalezno$é predkosci od czasu v(t)
dla ciala o masie m = 1kg rozpedzanego
stalg sitg F' = 10 N. Kazda krzywa
odpowiada réznej predkosci poczatkowej
v(0) = 0,vgr, 20gp

oporu. Widzimy, ze wiekszy wspélczynnik skutkuje tym, ze cialo szybciej
dochodzi do predko$ci granicznej (najnizsza krzywa na wykresie). Jednoczesnie
widaé, ze im wigkszy opdr (wigkszy wspdlczynnik oporu), tym mniejsza predkosé
graniczna.

Na rysunku 2 przedstawiono zaleznosci predkosci od czasu dla ciata
poruszajacego sie w osrodku o ustalonym wspélczynniku oporu, ale dla
réznych wartodci stalej sily zewnetrznej. Analizujac wykres, widzimy, ze proces
rozpedzania jest tak samo rozlozony w czasie dla wszystkich wartodci sity
przyspieszajacej. Predko$é graniczna vy, jaka osigga przyspieszane cialo, jest
proporcjonalna do dziatajacej sity — co widzimy na wykresie.

Na wykresie 3 przedstawiono zalezno$¢ masy efektywnej m.s od predkosci
ciala. Widzimy, ze masa efektywna wzrasta od masy spoczynkowej i dazy do
nieskonczonosci, gdy predkosé zbliza sie do wartosci granicznej vg, = F/n. Masa
efektywna moze mie¢ takze wartos¢ ujemna. Dzieje sie tak, gdy ,wstrzelimy”
cialo w oérodek lepki, czyli kiedy cialo w poczatkowym momencie ruchu
wpadnie w ofrodek z predkoscia spelniajacg warunek v > vg,.. Wéwczas, pomimo
stalej sity zewnetrznej dzialajacej w kierunku ruchu, cialo efektywnie hamuje —
stad pojawia sie ujemna masa efektywna. Ten proces trwa az do momentu, gdy
cialo zwolni do predkosci granicznej. Dalej porusza si¢ ruchem jednostajnym.

Na rysunku 4 przedstawiono zaleznosci masy efektywnej od czasu przy
rozpedzaniu analizowanym na wykresie 1, czyli dla réznych wartosci
wspoélcezynnika oporu. Widzimy, ze masa efektywna rosnie najszybciej

w przypadku osrodka stawiajacego najwiekszy opor poruszajacemu sie ciatu.

Analityczne predkosci ciala w funkcji czasu, na podstawie ktérego zostaly
wykreslone wykresy 1, 2 i 4, ma postaé: v(t) = % (1 — e_%t). Jest to rozwiazanie
prawdziwe dla ciala spoczywajacego w chwili poczatkowej.

Na rysunku 5 przedstawiono trzy wykresy obrazujace zalezno$é¢ predkosci

w funkcji czasu. Trzy krzywe na rysunku réznia sie predkoscia poczatkowa,

z jaka cialo wpada w osrodek. Krzywa najnizsza odpowiada zerowej predkosci
poczatkowej. Krzywa pozioma odpowiada sytuacji, w ktoérej cialo wpada

z predkoscia poczatkowa réwng predkosci granicznej v = vg,.. Krzywa najwyzsza
obrazuje predkos¢ w funkcji czasu w sytuacji, kiedy predkos¢ poczatkowa

jest wieksza od predkosci granicznej v = 2v,,. Widzimy, ze przy malej (lub
zerowej) predkosei poczatkowej cialo sie rozpedza, dochodzac asymptotycznie do
predkosci granicznej. W tym przypadku masa efektywna jest dodatnia i wzrasta
z czasem do nieskonczonosci. Przy predkosci poczatkowej rownej predkosci
granicznej cialo ani nie przyspiesza, ani nie hamuje, jego masa efektywna jest,
w pewnym sensie, nieskonczona od samego poczatku ruchu. W przypadku
poczatkowej predkosci wiekszej od granicznej masa efektywna jest ujemna i wraz
z dochodzeniem do predkosci granicznej dazy do —oo.

7 przedstawionego przyktadu widzimy, ze moze sie zdarzy¢ w fizyce malych
predkosci, ze bedziemy chcieli przyspieszyé cialo, a ono bedzie sie tak
zachowywalo, jakby mialo nieskonczong mase efektywna. Czyli tak, jak to jest
w fizyce duzych (relatywistycznych) predkosci. Na zakoniczenie zadajmy sobie
pytanie, czy w fizyce relatywistycznej dla duzych predkosci ujawnia sie jakas
tajemnicza sila, ktéra przeciwstawia sie dalszemu wzrostowi predkosci — tak
jak jest to pokazane w powyzszym przykladzie? OdpowiedZ na to pytanie jest
negatywna. Efekt wzrostu masy efektywnej w fizyce relatywistycznej nie polega
na pojawieniu si¢ takiej ,tajemniczej” sily przeciwstawiajacej sie¢ wzrostowi
predkosci, ale to juz jest zupelnie inna historia. . .
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Zadania z matematyki nr 803, 804
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2020

803. Dane sa liczby rzeczywiste a > b > 0. Udowodnié¢, ze zbiér liczb
rzeczywistych x spelniajacych réwnanie |ax + b| = |bx + a] zawiera pewien
przedzial dlugosci 1/a. Pokazaé tez, ze dla dowolnej liczby b > 0 mozna znalezé
liczbe a > b tak, by rozwazany zbiér zawieral przedzial dlugosci wickszej

niz 1/a.

804. Niech p bedzie liczba pierwsza; p > 2. Dla liczby catkowitej r niech A,

Crotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M oznacza zbidr takich permutacji (z1,. .., x,) zbioru wszystkich reszt (mod p), ze

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
789 (WT =1,93) i 790 (WT = 2,68)
z numeru 11/2019

Mikotaj Pater
Janusz Fiett
Franciszek S. Sikorski

x1+2z2+ ... +pzrp =1 (mod p).

Opole 43,11 Dowiedé, ze jesli 0 < r < s < p, to zbiory A, i Ag sa réwnoliczne.
Warszawa 42,09

Warszawa 41.28 Zadanie 804 zaproponowal pan Semen Stobodianiuk

Zbigniew Skalik Wroctaw 35,79 . . R

Pawel Burdzy Warszawa 35,34 Rozwigzania zadan z numeru 2/2020

Jakub Wegrecki Krakéw 33,71

Marek Spychata Warszawa 33,34 Przypominamy tre$é zadan:

Lukasz Merta Krakéw 32,54

Blazej Zmija Krakéw 32,29 795. Ciag x0,x1,Ta,... jest okre$lony rekurencyjnie: zo =1, x; = 1/v/2,

‘W rocznym omoéwieniu sezonu

ligowego (Ago), w opublikowanej
rozszerzonej czoléwce (,Lista
uczestnikéw. .. ") zostalo omytkowo
pomini¢te nazwisko Karol Matuszewski
ze stanem konta 15,79 (po zadaniach 796. Dane sa liczby calkowite m > n > 1, przy czym m jest liczba parzysta. Udowodnié, ze réwnanie

z A?Q)‘ Za niedopatrzenie przepraszamy. ™ 4y = (24 y)"

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych dodatnich z,y wtedy i tylko wtedy, gdy n — 1 dzieli si¢
przez m — n.

Tp—1+ Tn

- dla n=1,2,3,...
2T, 1

Tn+1 = Tn 4

Uzasadni¢ zbiezno$¢ i wyznaczy¢ granice tego ciagu.

U, . . +1
795. Z. defl-mcp clagu (l‘n) wynika (przez oczyw1strig L —9"sina, = ™ 2" s z’ edy 1 — 00
indukcje), ze wszystkie jego wyrazy sa dobrze okreslonymi 2 2n+l 2

liczbami dodatnimi. WeZmy pod uwagg ilorazy (bo (sinz)/x — 1 przy = — 0). Stad, ostatecznie, z, — 2/7.

tn, = Tp/xn—1; ciag liczb dodatnich ¢, s, ts3, ... z wyrazem

poczatkowym t; = 1/+/2 spehia zaleznoéé rekurencyjng

1+t
(1) the1 = ;" dlan=1,2,3,...
Pokazemy, ze dla n = 1,2,3, ... zachodzi réwnosé
) ™
(2) t, = cosay,, gdzie a, = PrE

Uzasadnienie indukcyjne: dla n = 1 tak jest. Przyjmijmy
rownosé t,, = cos a,, dla pewnego n > 1. Poniewaz
Qp = 2041, Mamy woéwczas
tn = cos(2a, 1) = 2(cos ay1)? — 1;
stad (wobec spostrzezenia, ze cos a1 > 0):
1+t,
5 -

W polaczeniu ze wzorem (1) daje to réwnosé (2)
z n zastapionym przez n+1, czyli teze indukcyjna.

COS Qpy1 =

Wzér (2) zostal wykazany. Wywnioskujemy z niego, ze
1
3) Tn

T 2"sinay,
dlan=1,2,3,... Znéw indukcja: dla n = 1 zgadza sie
(bo a1 = 7/4). Ustalmy n > 2 i przyjmijmy stusznosé¢ (3)
z n zastapionym przez n—1. Z takiego zatozenia
indukcyjnego i ze wzoru (2) otrzymujemy
1
Ty = tpTp—1 = (coSay,) - P Tsman 1
COS Qi 1

T 2 Tgin(2a,)  27sinay,

co koniezy indukeyjny dowéd wzoru (3). Tak wiec

20

796. Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite x, y spelniaja
podane réwnanie. Oznaczmy przez d ich najwiekszy
wspélny dzielnik; tak wiec z = ud, y = vd, gdzie u, v to
liczby naturalne wzglednie pierwsze. Wstawiajac to do
roéwnania i dzielac stronami przez d”, otrzymujemy
(4) A (W™ 0™ = (w4 o)™
Niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym liczby
u™ + v™. Wobec zwiazku (4) p jest tez dzielnikiem sumy
u + v. To znaczy, ze u = —v (mod p); a skoro m jest
liczba parzysta, mamy stad u™ = v™ (mod p), i dalej
2uM =um + 0™ =
Liczba u nie dzieli sie przez p (bo p | u+ v, zad u, v sa
wzglednie pierwsze); zatem p = 2.

(mod p).

Skoro u™ 4 v™ nie ma innych dzielnikéw pierwszych,
znaczy to, ze

(5) u™ o™ = 2!
Zatem liczby u i v (wzglednie pierwsze) sa obie
nieparzyste; stad u™ = v™ =1 (mod 4), bo m jest
liczba parzysta. W réwnosci (5) mamy wiec [ = 1, skad
u =v = 1. Wracamy do réwnania (4): d™ " .2 =2".
To pokazuje, ze d = 2* (dla pewnego k € N); przy tym
ok(m=n) .9 = 9on  czyli k(m —n)=n—1: liczban —1
dzieli sie przez m — n.

dla pewnego [ € N.

Na odwrét, zalézmy, ze n—1=k(m —n) dla
pewnego k. Wéwcezas para x = y = 2% jest rozwigzaniem
zadanego rownania:

M +ym —9. ka —9. 2k’n+n71 _ 2n(k+1) _ (LZ’ +y)n

Uzyskalidmy zadana réwnowaznos¢.
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Zadania z fizyki nr 700, 701
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

700. Jedna oktadka powietrznego kondensatora ptaskiego o pojemnosci c jest
nienatadowana, druga jest naladowana tadunkiem ¢. Oktadki potaczono przewodnikiem
o duzym oporze. Ile ciepta wydzieli si¢ w przewodniku po dtugim czasie? Rozmiary
okladek kondensatora sa bardzo duze w poréwnaniu z odlegtoscia miedzy nimi.

701. Mieszanina gazdéw ztozona z my = 100 g azotu oraz nieznanej masy tlenu zostata
poddana sprezaniu izotermicznemu w temperaturze 7' = 74,4 K. Wykres zaleznosci
ci$nienia tej mieszaniny od jej objetosci przedstawia rysunek 1. Znalezé masg tlenu
oraz ci$nienie pary nasyconej tlenu w temperaturze 1. Przy ci$nieniu normalnym 7T jest
temperatura wrzenia cieklego azotu, a tlen wrze w wyzszej temperaturze.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2020

Przypominamy tre$é¢ zadan:

692. W jednorodnym polu magnetycznym, ktérego linie sg poziome, a warto$¢ wektora indukcji
wynosi B, toczy si¢ bez poslizgu z predkosciag v cienki metalowy pierscien, w ktérym jest bardzo
matla przerwa o dlugosci I. Wektor B jest prostopadly do plaszczyzny pierscienia (rys. 2). Znalezé
SEM indukcji w chwili, gdy promien pierscienia trafiajacy w rozciecie tworzy z pionem kat a.

693. Cienkoscienny cylinder o masie M i wysokosci H, ktérego pole podstawy wynosi S, wypelniony
jest gazem doskonatym i plywa w wodzie. W wyniku utraty hermetycznosci w dolnej czesci cylindra,
jego glebokos¢ zanurzenia zwigkszyla sig¢ o AH. Jakie bylo ci$nienie poczatkowe gazu w cylindrze?
Ciénienie atmosferyczne wynosi pg, temperatura nie zmienia sie.

692. Gdyby pieréciert byl zamkniety, nie zmienialby sie strumien pola magnetycznego
przez ograniczona przez niego powierzchnie i SEM indukcji bytaby réwna zeru. Zatem
szukana sita elektromotoryczna & w przerwanym pierécieniu spelnia réwnanie
Eo+& =0,

gdzie & jest silg elektromotoryczng, jaka powstaje w elemencie o dtugosci [,
uzupelniajacym przerwe w pierscieniu. Predkos¢ u tego elementu jest sumg predkosci
ruchu postepowego i obrotowego (rys. 3) i ma warto$é

u = 2vusin(a/2).
Sita Lorentza dziatajaca na jednostkowy tadunek w tym elemencie dana jest wzorem

Fr/g=uxB

Rys. 3 i tworzy kat ¢ = /2 ze styczng do pierscienia. Sita elektromotoryczna &; jest praca
wykonana przez site Lorentza nad jednostkowym tadunkiem na drodze [, zatem
&1 = uBlcos ¢ = 2vBlsin(a/2) cos(a/2) = Bulsina.
p2 . . . L. . . p .
h Potencjat wzdtuz odcinka o dlugosci I roénie w kierunku zgodnym ze wskazdéwkami
Az Al zegara. Szukana sita elektromotoryczna indukcji w rozerwanym pierécieniu dana jest
wzorem
Rys. 4 Eo = Bulsina.
693. Oznaczmy przez h poczatkowa glteboko$é zanurzenia cylindra, a przez Az
wysoko$é stupa wody, ktéra wciekta do naczynia po utracie hermetycznoéci. Zgodnie
z prawem Archimedesa Mg = pghsS, gdzie p jest gestoscia wody. Stad h = M/pS.
W stanie konicowym:
Mg+ pgSAz = pgS(h+ AH),
zatem Az = AH (rys. 4). Warunek réwnowagi ci$niei na glebokoséci h ma postaé:
p2 = po + pgh = po + Mg/S,
gdzie p» jest ciSnieniem gazu w naczyniu w stanie koicowym. Oznaczajac szukane
ci$nienie poczatkowe przez pi, z prawa przemiany izotermicznej otrzymujemy:
p1=p2(1 — Az/H) = (po + Mg/S)(1 — AH/H).
Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba:
Fast and furious —
uciekajaca gwiazda

Badania nad gwiazdg LAMOST-HVS1
zostaly opisane w artykule Origin of

a massive hyper-runaway subgiant star
LAMOST-HVS1 — implication from
Gaia and follow-up spectroscopy, Kohei
Hattori et al.

Wiek gwiazdy jest $cisle zwigzany z jej
sktadem chemicznym. Wystarczy wigc
zaobserwowaé¢ widmo spektroskopowe
emitowanego przez nig Swiatta (A‘fg).

W zaleznosci od wieku gwiazdy widoczne
w nim beda rézne linie emisyjne.

Droga Mleczna ma cztery duze ramiona
spiralne: Wegielnicy (zwane Zewnetrznym
lub Labedzia), Strzelca, Krzyza

i Perseusza. Sltonice wraz z Ziemia
znajduje si¢ w mniejszym ramieniu
Oriona, umiejscowionym pomig¢dzy
ramionami Strzelca i Perseusza.

Niebo w czerwcu

Czesto pisaliSmy o tym, ze gwiazdy rodza sie i umieraja w galaktykach. Dla
wiekszosci gwiazd jest to prawda. Na przyklad nasze Stonce spokojnie krazy
wokot centrum Drogi Mlecznej i, miejmy nadzieje, w najblizszym czasie nic tego
nie zmieni. Sg jednak gwiazdy nietypowe — uciekinierki czy tez poszukiwaczki
przygdd (jak kto woli). Mlode, jasne i superszybkie gwiazdy, ktére opuscily
Galaktyke i z zawrotna predkoscia zmierzaja w kierunku pustej przestrzeni
miedzygalaktycznej.

Jedna z nich jest absolutna rekordzistka predkosci. Gwiazda LAMOST-HVS1
jest ponad 8 razy ciezsza od Slonca i aktualnie ucieka z Galaktyki z predkoscia
553 km/s. Naturalnie wiec chcieliby$my poznaé jej historie.

Superszybkie gwiazdy nie tyle uciekaja z galaktyki, co zostaly z niej wystrzelone,
gdy osiagnely wystarczajaco duza predkosé, krazac wokét supermasywnej
czarnej dziury w centrum Drogi Mlecznej. Tak jest zazwyczaj. Jednak historia
LAMOST-HVSI jest inna. Ta konkretna gwiazda zostala wystrzelona z dysku
galaktyki, a nie z jej centrum.

Skad to wiemy? Naukowcy pod kierunkiem dr. Kohei Hattoriego z Uniwersytetu
Michigan oszacowali wiek uciekajacej gwiazdy na 37 milionéw lat. Jest to wiec
gérny limit czasu, w jakim gwiazda mogta podrézowaé pomiedzy aktualna pozycja
a miejscem swoich narodzin. Nastepnie badacze zrekonstruowali milion mozliwych
trajektorii ruchu gwiazdy, wykorzystujac metode modelowania Monte Carlo. Wzieli
przy tym pod uwage jej aktualng predkosé, pozycje i wspomniany wczeéniej limit
czasowy. Badajac najbardziej prawdopodobne trajektorie ruchu, odkryli historie
LAMOST-HVSI.

I tak, nasza uciekinierka jest mloda gwiazda typu B. Narodzila si¢ w gestym
obszarze wewnetrznego dysku galaktyki w otoczeniu podobnych sobie gwiazd.
Gwiazdy te byly na tyle blisko, ze tworzyly razem uklad wielu ciat. Jej najblizsza
sasiadka byta prawdopodobnie masywniejsza gwiazda lub nawet $redniej wielkosci
czarna dziura. LAMOST-HVS]1 gromadzila energie kinetyczna w wyniku interakcji
z obiektami ze swojego otoczenia. Ostatecznie osiagneta predkosé ucieczki
pozwalajaca na pokonanie oddzialywania grawitacyjnego swojego masywnego
towarzysza. Wéwczas zostala wystrzelona (calkiem dostownie) z orbity i od tego
momentu samotnie przemierza przestrzen kosmiczna.

Miejscem narodzin naszej najszybciej uciekajacej gwiazdy najprawdopodobniej
jest rami¢ Wegielnicy — najwigksze i najbardziej zewnetrzne ramie spiralne Drogi
Mlecznej. Astronomowie staraja sie jednak znalezé jej bardziej szczegblowy
yadres domowy”. Mlode, masywne gwiazdy, takie jak LAMOST-HVS1, rodza

si¢ w gestym $rodowisku podobnych sobie gwiazd, tworzac gromady. Poniewaz
gwiazdy te powstaja z tego samego obloku gazu, wszystkie maja takie same (lub
bardzo podobne) wladciwosci — typ, mase, sklad chemiczny etc. Problem w tym,
ze w wewnetrznej czeéci ramienia Wegielnicy nie zaobserwowano gromad, ktore
zawieralyby gwiazdy podobne do LAMOST-HVSI1. Jej domem, gdziekolwiek jest,
moze wiec by¢ nieznana jak dotad gromada mtodych gwiazd, chowajaca sie za
ciezkim pytem.

Anna DURKALEC

Przez caly czerwiec Stonce przebywa na pdnoc od
rownoleznika 20° deklinacji péinocnej. Miesiac ten
na pélkuli péinocnej naszej planety odznacza sie

najdluzszymi dniami i najkrétszymi nocami w ciagu roku.

Stonce osiagnie najbardziej na péinoc wysuniety punkt
ekliptyki 20 czerwca o 23:44 naszego czasu, a nastepny
dzien bedzie najdtuzszym dniem w calym roku. Polska
rozciaga sie na ponad 5° szerokosci geograficznej, stad
w naszym kraju w okolicach przesilenia réznice dtugosci
dnia i nocy sa catkiem spore miedzy potudniowymi

i péInocnymi kraricami naszego kraju. Nad Battykiem
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Stonce przebywa nad widnokregiem przez ponad 17 godzin
i 17 minut, natomiast w gérach jasno jest o godzing krécej.

Weiaz trwa sezon na zjawiska tuku okolohoryzontalnego
(wiecej o tym zjawisku na angielskiej stronie:
https://wuw.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm) oraz
oblokéw srebrzystych. Z tego wzgledu przy zasnutym
cirrusami w okolicach poludnia niebie warto przygladacé
sie obszarowi nieba 46° na potudnie od Stonica, natomiast
po zmierzchu — péinocnej czesci horyzontu, gdzie mimo
zmierzchu moga pojawi¢ sie¢ jasno oSwietlone chmury.


https://www.atoptics.co.uk/halo/cha2.htm

Czerwiec zacznie sie dobra widocznoscia Merkurego na
niebie wieczornym. Juz na poczatku miesiaca, 4 czerwca,
planeta osiagnie maksymalng elongacje wschodnia,
oddalajac sie wtedy na ponad 23,5 stopnia od Stonca.
Niestety w czerwcu nachylenie ekliptyki do wieczornego
widnokregu zaczyna sie pogarszaé i planeta nie jest tak
wysoko, jak mogtaby by¢, gdyby taka elongacja zdarzyla
sie na przetomie wiosny i lata. W dniu maksymalnej
elongacji godzine po zachodzie Storica Merkury zajmie
pozycje na wysokosci okolo 6° nad pdinocno-zachodnia
czedcig niebosktonu i zniknie za widnokregiem kolejna
godzine pézniej. Po maksymalnej elongacji Merkury
podazy ku spotkaniu ze Storicem 1 lipca i pozostanie
widoczny przez mniej wigcej 2 tygodnie. Jednak przez
caly ten okres jasnosé planety ostabnie z +0,3™ do +1,8™,
i jej obserwacje na tle zorzy wieczornej stang sie coraz
trudniejsze. Pod koniec okresu widocznosci érednica
tarczy planety przekroczy 10", za$ faza spadnie do 16%.
Kilkanascie stopni nad Merkurym znajda sie dwie jasne
gwiazdy Blizniat, Kastor i Polluks, ktére moga stuzy¢ za
wskazéwke przy probach odnalezienia planety.

Planeta Wenus 3 czerwca przejdzie przez koniunkcje
dolna ze Stonicem i przeniesie si¢ na niebo poranne.
Niestety réwnoczes$nie przeniesie sie tez na potudnie od
ekliptyki, ktéra rano jest jeszcze nachylona niekorzystnie.
7Z tego wzgledu planeta zacznie pojawiaé¢ sie ponownie
dopiero pod koniec miesiaca. Ostatniego dnia czerwca, na
godzing przed wschodem Slonca, Wenus zdazy sie wzniesé
na wysokosé 3°, za$ 10° nad nia pokaza sie Plejady,
ktére moga stuzy¢ za pomoc przy odnalezieniu planety.
Tego dnia jasnosé planety wyniesie —4,5™, $rednica jej
tarczy 44", natomiast faza — 18%. Mozna zalowaé, ze
ominie nas najciekawszy okres widocznosci planety, gdy
jej $rednica jest najwigksza, za$ faza najmniejsza.

Jednak najciekawszym czerwcowym wydarzeniem
zwiazanym z Wenus jest jej zakrycie przez Ksiezyc. Stanie
sie to 19 czerwca przed potudniem naszego czasu. Tego
dnia do nowiu zabraknie Ksiezycowi dwa dni. Zjawisko
zacznie si¢ okoto godziny 10:15, za$ skoniczy niecale

45 minut p6zniej po potudniowej stronie nieba, na
wysokosci ponad 50° nad widnokregiem i jednoczesénie
ponad 22° na zachdd od Sloiica. Podczas zakrycia tarcza
Wenus osiggnie jasno$é —4,3™ przy $rednicy tarczy 51”7

i fazie 8%. Zakrycie bedzie mozna zaobserwowaé w calej
Polsce. Niedaleko na potudnie od naszych granic
przebiegnie poltudniowa granica tego zjawiska, z tego
wzgledu np. w Bieszczadach zakrycie potrwa jedynie

15 minut. By¢é moze dzigki bliskosci Ksigzyca da si¢ wtedy
Wenus dostrzec golym okiem, ale na pewno warto mieé¢ ze
soba teleskop.

W czerwcu dobrze widoczne sa dwie najwieksze planety
Uktadu Stonecznego, Jowisz i Saturn, ktore przez caly
miesiac tworza parg¢ o rozwartosci 5-6 stopni, cho¢ znajda
sie na tle réznych gwiazdozbioréw: Jowisz w Strzelcu,
Saturn za$ w Koziorozcu. Obie planety szykuja sie do
lipcowych opozycji i wschodzg w drugiej czesci nocy,
gbrujac o Swicie na wysokosci 20°. Do korica miesiaca
tarcza Jowisza zwiekszy $rednice do 47", a jego jasnosé
do —2,7™. Saturn zwigkszy jasnosé¢ do +0,2™, przy
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$rednicy tarczy 18”. Ksiezyc spotka si¢ z planetami 9
czerwca, majac faze 88%. Przejdzie wtedy niecale 4° od
Saturna i 5° od Jowisza.

Planeta Mars przez caly miesiac przemierzy dystans 18°,
przechodzac z gwiazdozbioru Wodnika do Ryb, i tym
samym zwiekszy dystans do pary Jowisz-Saturn do
ponad 60°. W tym czasie jasno$¢ Czerwonej Planety
uro$nie do —0,5™, a érednica tarczy przekroczy 11”. Jest
to juz odpowiednia $rednica do obserwacji szczegdtéw

na powierzchni tarczy Marsa, oczywiscie jesli znowu nie
zdarzy sie jaka$ globalna burza piaskowa, przestaniajaca
twory na powierzchni planety, jak to bylo dwa lata temu.
Mars przejdzie 13 czerwca niecate 2° na potudnie od
Neptuna, ktéry w tym miesiacu zaczyna pokazywaé sie
w najciemniejszej czesci nocy. Neptun wedruje jakie$
3,5° na péinocny wschéd od gwiazdy A Aquarii i Swieci

z jasnoscia +7,9™. Stad o ile z dostrzezeniem Marsa

nie ma klopotu, to do odnalezienia Neptuna potrzebny
jest teleskop. Ksiezyc spotka si¢ z obiema planetami

13 czerwca, przechodzac 3,5° na poludnie od Marsa, majac
wtedy faze 53%.

7 Ksiezycem zwigzane sa dwa kolejne zjawiska, cho¢ stabo
widoczne dla mieszkancéw Polski. Srebrny Glob 5 czerwca
wieczorem przejdzie przez pelni¢ na tle gwiazdozbioru
Wezownika i jednoczesnie zahaczy o pélcien Ziemi.

W Polsce da sie obserwowadé cale zjawisko, lecz niestety
jest ono ptytsze od podobnego za¢mienia w styczniu.

Tym razem w pélcien Ziemi wejdzie jedynie 57% Srednicy
Ksiezyca, a zatem moze sie tak stac, ze blask ksiezycowej
tarczy zmieni si¢ na tyle malo, ze trudno je bedzie
dostrzec bez fotografowania zjawiska. Maksymalna faza
zaémienia nastapi o godzinie 21:26.

Drugie zjawisko zwiazane z Ksiezycem to obraczkowe
zaémienie Slonca podczas nowiu 21 czerwca.

Pas zaémienia obraczkowego przejdzie przez
srodkowo-wschodnia Afryke, Pétwysep Arabski, Indie,
Chiny i Tajwan. Natomiast w calej poludniowej czesci
Azji, wschodniej Afryce oraz poludniowo-wschodniej
Europie zobaczymy czesciowe za¢mienie Stonca.
Niestety w Polsce zjawisko da sie¢ dostrzec jedynie

z potudniowo-wschodniego kranica kraju, na poludniowy
wschod od linii Wetlina-Czarna Gora, gdzie w godzinach
7:40-8:00 Ksiezyc wyszczerbi tarcze Stonca, powodujac
zaémienie o fazie mniejszej od 1%.

W czerwcu wystepuja meteory z roju Bootydow,
promieniujacych od 22 czerwca do 2 lipca, z maksimum
okoto 27 czerwca. Sa to bardzo charakterystyczne meteory,
gdyz ich predkosé zderzenia z nasza atmosfera wynosi
zaledwie 18 km/s, a zatem sg to meteory bardzo wolne.
Radiant Bootydow znajduje si¢ niedaleko radiantu
promieniujacych w styczniu Kwadrantydow. Aktywnosé
roju jest zmienna, od kilku do ponad 100 zjawisk na
godzine. Niestety w tym roku nie prognozuje sie silnej
aktywnosci tego roju. W dniu maksimum Ksiezyc przed
I kwadra zachodzi okoto péinocy, pozostawiajac kilka
godzin na obserwacje Bootydow.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Neutrina i hiperbole

W lutym rzad Japonii podjal decyzje o finansowaniu projektu
Hyper-Kamiokande. Ten olbrzymi detektor neutrin jest nastepca
Super-Kamiokande, ktory pozwolit na zbadanie oscylacji neutrin i wyznaczenie
parametrow opisujacych neutrina — réznice kwadratow ich mas oraz
prawdopodobienstwa, z jakimi neutrina oddzialuja z innymi znanymi czastkami.
Nowy projekt pozwoli znacznie zwigkszy¢ dokladnosé, z jaka znamy te

i antyneutrin.

Nie wiadomo jednak, czy neutrina sa na pewno tymi
czastkami, ktorych oddzialywania doprowadzily do
powstania nadwyzki materii we Wszechswiecie. Istnieja
modele teoretyczne, ktore przewiduja taki scenariusz,
np. model wykorzystujacy mechanizm hustawki (seesaw
mechanism), ktéry pozwala na jednoczesne wyjasnienie
niewielkich mas neutrin i tej nadwyzki (tzw. bariogeneza
przez leptogeneze). Nie wszystkie parametry tego modelu
mogg by¢ jednak wyznaczone w eksperymentach takich
jak Hyper-Kamiokande. Kilkanadcie lat temu Sacha
Davidson ze wspoélpracowniczkami przeprowadzity
analize sprawdzajaca, czy badania oscylacji neutrin
mogg potwierdzié¢ lub wykluczyé wspomniany sposéb
wytworzenia materii we Wszechswiecie. Odpowiedz na to
pytanie byta zdecydowanie przeczaca [2].

Koncepcja teorii wielkiej unifikacji pojawita sig

w polowie lat 70. XX wieku. Zaklada ona, ze znane
oddziatywania sg réznymi aspektami tego samego,
bardziej fundamentalnego oddzialywania i ze réznice

te zacieraja sie¢ w miare wzrostu energii zderzajacych sie
czastek. Poczatkowo pomyst ten wydawal sie zapewniaé
rozwiazania dla wielu probleméw Modelu Standardowego
czastek elementarnych, wyjasniajac specyficzne wlasnosci
fundamentalnych skladnikéw materii oraz rodzajow i sit
ich oddzialywan. W teoriach tych naturalnie pojawia sie
takze wspomniany wyzej mechanizm hustawki. W miare
uptywu lat stwierdzono, ze najprostsze i najlepsze
wythumaczenie obserwowanych zaleznosci otrzymuje
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parametry, oraz, by¢ moze, wskaze réznice miedzy oddzialywaniami neutrin

Decyzja o budowie Hyper-Kamiokande to swietna wiadomos¢ dla fizykéw
czastek elementarnych na calym $wiecie. Niestety, zawdd budzi sposéb,

w jaki zostala ona zakomunikowana opinii publicznej przez KEK, japoriskie
laboratorium fizyki akceleratorowej, wspéttworzace projekt. W pierwszym
zdaniu komunikatu prasowego czytamy [1]:

Projekt Hyper-Kamiokande [...] to globalnie wiodgcy, miedzynarodowy projekt
badawczy prowadzony przez Japonie, majacy na celu wyjasnienie pochodzenia
materii i teorii wielkiej unifikacji czqstek elementarnych.

Jedno zdanie, dwa problemy. Dzieki pracom Andrieja Sacharowa od pét wieku
wiemy, ze aby wygenerowaé¢ dynamicznie (tzn. w oddziatywaniach czastek we
wezesnym Wszech$wiecie) asymetrie miedzy materia i antymateria, nalezy
spetni¢ kilka warunkow. Jeden z nich zada, by te oddzialywania rozrézniaty
czastki i antyczastki w tym sensie, ze pewne procesy z udziatem czastek powinny
mie¢ inne prawdopodobienistwa niz analogiczne procesy z udzialem antyczastek.
Moéwiac uczenie, symetria miedzy czastkami i antyczastkami (zwana jeszcze
bardziej uczenie kombinowana parzystoécia) musi byé naruszona.

sie w teoriach supersymetrycznych. Nalezy jednak
podkredlié, ze przez ostatnie dziesieciolecia nie udato
sie potwierdzi¢ zadnych specyficznych przewidywan
teorii wielkiej unifikacji, w tym rozpadu protonu.

Nie mozna oczywiscie wykluczyé, ze jest to ,wina”
szczegblnej konstrukeji realizowanej w przyrodzie teorii.
7 drugiej strony, wobec nieodkrycia supersymetrycznych
partneréw znanych czastek w LHC, wielu badaczy
zaczyna watpié, czy teorie wielkiej unifikacji to
wladciwy kierunek poszukiwan. Liczby méwia same

za, siebie: wéréd tysiecy publikowanych corocznie

prac poswieconych fizyce czastek elementarnych tylko
kilkadziesiat rozwaza teorie wielkiej unifikacji.

Powyzsze uwagi sktaniaja mnie do stwierdzenia,

ze cytowany komunikat KEK nie jest wzorcowym
przykladem komunikacji sSrodowiska naukowego z opinig
publiczna. Odwotujac sie do inspirujacych haset

w rodzaju pochodzenia materii i teorii wielkiej unifikacji,
zaklada po cichu, ze opinia publiczna nie powie
nsprawdzam”. Tymczasem jednym z najwazniejszych
przykazan dla oséb zajmujacych si¢ szeroko pojeta
komunikacjg naukowa jest zakaz przekraczania

granic prawdy — nawet jesli miatoby to pozwala¢ na
formutowanie efektownych metafor.

Krzysztof TURZYNSKI

[1] https://www.kek.jp/en/newsroom/2020/02/12/0930/
[2] S. Davidson, J. Garayoa, F. Palorini, N. Rius, JHEP 0809 (2008)
053
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Roéwnoleglobok
Barttomiej BZDEGA

Roéwnoleglobok to czworokat, ktory ma dwie pary bokéw réwnoleglych, ale
mozna by go zdefiniowaé jeszcze na kilka innych sposobéw. Dla czworokata
wypuklego ABCD nastepujace warunki sa parami réwnowazne (dowod
pomijamy):

« AB||CD1iBC | DA,

« AB||CDi|AB|=|CD|,

e |[AB|=|CD]|1i|BC|=|DA]|,

e odcinki AC' i BD maja wspolny $rodek.

Sita powyzszego twierdzenia polega na tym, ze jedli wykazemy, ze pewien
czworokat wypukly spelnia choé jeden z powyzszych warunkéw, to mozemy
mie¢ pewnos$é, ze spelnia on wszystkie pozostalte.

Roéwnolegtoboki wzglednie czesto pojawiaja sie w zadaniach olimpijskich.
Niekiedy jawnie — w zalozeniach lub tezie, gdy mamy dany pewien
rownoleglobok lub chcemy wykazaé, ze jakis czworokat nim jest. Czasem
treé¢ zadania wskazuje na to, ze gdzie§ w rozwazanej konfiguracji
geometrycznej ukryty jest rownolegtobok, na przyktad gdy trzeba wykazaé,
ze jakas prosta przechodzi przez Srodek jakiegos odcinka. Nie brakuje
rowniez zadan, w ktérych tresci nie dopatrzymy sie réwnolegltoboku, ale
musimy go znalez¢ lub dorysowaé, aby zadanie rozwigzac.

Zadania

1. Na ptlaszczyznie leza rézne punkty A, B, C'i D. Punkty P, Q, R, S,

T, U sg érodkami odpowiednio odcinkéw AB, BC, CA, AD, BD, CD.
Dowiesé, ze odcinki PU, QS i RT maja wspolny punkt.

2. Czworokat ABCD jest wypukly. Punkty P i @ sa $rodkami odcinkéw
odpowiednio CD i AB. Wykazaé, ze jesli AP || CQ i BP || DQ, to
czworokat ABCD jest rownolegtobokiem.

3. Odcinki AD i BE sa wysokosciami tréjkata ABC. Punkt M jest
srodkiem odcinka AB, a punkty P i @) sa symetryczne do M wzgledem
prostych odpowiednio AD i BE. Wykazaé, ze §rodek odcinka DF lezy na
prostej PQ.

4. Okrag o srodku I wpisany w tréjkat ABC jest styczny do odcinkéw BC
i AC w punktach odpowiednio D i E. Punkt K # D lezy na prostej DF,
przy czym |BD| = |BK|. Dowie$¢, ze prosta AI przechodzi przez $rodek
odcinka FK.

5. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty D, E, F sg rzutami
prostokatnymi punktu P na proste odpowiednio BC', CA, AB. Punkty
G, H, I sa ortocentrami tréjkatéw odpowiednio AFE, BDF, CED.
Dowiesé, ze tréjkaty DEF 1 GHI sa przystajace.

6. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt Q. Punkt P jest $rodkiem
odcinka BC'. Odcinki AP i BQ przecinaja sie w punkcie 7. Punkt R
jest érodkiem odcinka AT, natomiast punkt S lezy na odcinku BT
i spelia réwnosé |BS| = |QT|. Dowie$é, ze prosta PS jest réwnolegta do
prostej QR.

7. Niech AB bedzie krétszym tukiem okregu o. Na tuku AB wybieramy
punkt P r6zny od A i B. Punkt @ lezy na prostej AP i spelnia réwnosé
|PQ| = |BQ|. Punkt R lezy na prostej BP i spelnia warunek |AR| = |RP]|.
Wreszcie punkt M jest $srodkiem odcinka QR i przez ¢ oznaczamy
prosta PM. Dowie$é, ze wszystkie otrzymane w ten sposéb proste £
(dla réznych punktéw P) maja punkt wspdlny.

8. Dowies¢, ze wielokat wypukly mozna rozciaé¢ na skonczona liczbe
réwnoleglobokéw wtedy i tylko wtedy, gdy ma on érodek symetrii.
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