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Zadanie to pochodzi z ksigzki
Combinatorial problems € exercises
Lészl6 Lovasza. Autor razem z Avim
Wigdersonem otrzymal w 2021 roku
nagrode Abela, o czym pisaliSmy

w poprzednim numerze, w artykule
Czy losowe bity pomagaja?

Czy graf méglby wygladaé inaczej niz
zbiér cykli? Nie! Jezeli zaczniemy
podaza¢ od dowolnej skarbonki za
strzatkami, to musimy w koncu do niej
znowu dojs$é. Jest tak dlatego, ze

w pewnym momencie skarbonki na naszej
Sciezce zaczng si¢ powtarzaé i gdyby jako
pierwsza powtdrzyla sie inna skarbonka
niz nasza poczatkowa, to znaczyloby to,
ze znalezliSmy do niej dwa klucze

w dwéch réznych skarbonkach.

Dla n =6 i k = 3 wynik mozemy obliczy¢
recznie, ale nawet taki prosty przypadek
wymaga troche pracy. Permutacji

z co najmniej jednym zlym cyklem
jednoelementowym [4], [5] lub [6] jest
3:5! —3-4! + 3! = 294 (uzyliémy tu
zasady wlaczen i wylagczen). Permutacji
ze ztym cyklem dwuelementowym [4, 5],
[4, 6] lub [5, 6], ale bez [4],[5] i [6] jest

3. (4! — 3!) = 54. Permutacji ze zlym
cyklem trzyelementowym [4, 5, 6] lub
[4,6,5] jest 2 - 3! = 12. Czyli sposréd

6! = 720 wszystkich permutacji doktadnie
360 jest zlych. Wiemy wigc, ze uda nam
sie z prawdopodobieristwem 50% (ten sam
wynik uzyskaliby$Smy tez argumentujac,
ze albo nam si¢ uda, albo nie uda).

Klucze, skarbonki, mlotek i superzapis
Oskar SKIBSKI

Mamy n skarbonek i n pasujacych kluczy. Do kazdej skarbonki wrzucamy jeden
losowy klucz. Chcieliby$my je teraz wszystkie otworzy¢, ale nie mamy zadnego
klucza. Mamy jednak mtotek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rozbijajac

k losowych skarbonek, zdolamy otworzyé¢ wszystkie skarbonki?

Bez straty ogélnosci przyjmiemy, ze rozbijamy pierwsze k skarbonek — klucze
rozrzucone sa losowo, wiec nie wplynie to na prawdopodobienstwo. Zacznijmy od
przykladu z szescioma skarbonkami, z ktérych rozbijemy trzy.

1 2 3 4 5 6

Zaczynamy od skarbonki 1. Bierzemy zamach i po chwili wyciagamy klucz do
skarbonki 6. Otwieramy ja kluczem i z niej wyciagamy klucz do 4. W niej z kolei
jest klucz do 1, ktéry nam sie nie przyda, bo skarbonke 1 juz roztrzaskaliSmy.
Teraz rozbijamy skarbonke 2, w ktérej niestety znajdujemy nieprzydatny klucz
do niej samej. W konicu rozbijamy skarbonke 3, co pozwala nam otworzy¢
skarbonke 5. Troche kluczyliSmy, ale udalo si¢ — nie zostala nam zadna
zamknieta skarbonka.

Widzimy, ze najwazniejsza kwestia sa tworzace sie cykle. Jezeli od kazdej
skarbonki poprowadzimy strzatke do skarbonki, do ktérej jest w niej klucz, to
powstanie nam taki graf:
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Mamy wiec trzy cykle: [1,6,4], [2] oraz [3,5]. Widzimy, ze udalo nam sie
otworzy¢ wszystkie skarbonki, bo w kazdym cyklu byla jakas skarbonka, ktora
rozbijaliSmy — rozbijajac ja, dobraliSmy sie do wszystkich innych skarbonek

w tym samym cyklu. Z kolei gdyby tak nie byto, tzn. bylby cykl bez zadnej
rozbijanej skarbonki, to by nam si¢ nie udalo. Zatem poczatkowe pytanie
mozemy sformulowaé tak: jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy losowym
rozmieszczeniu n kluczy w n skarbonkach w kazdym powstajacym cyklu jest
przynajmniej jedna ze skarbonek 1,2,... k7

Abys$my mogli odpowiedzieé¢ na to pytanie, z pomocg przybedzie

nam. . . superzapis (czyt. ,super zapis”, nie ,supezapis”)! Nazwa ta nie jest
nazwa oficjalna, jednak Czytelnik zaraz si¢ przekona, ze jest ona bardzo
adekwatna.

O co chodzi w superzapisie? Permutacje, czyli ustawienia elementéw w dowolnej
kolejnosci, zapisywaé mozna na wiele sposobéw. Mozna po prostu wypisacé
kolejne elementy, tak jak mieliémy je przedstawione na poczatku: (6,2,5,1,3,4).
Nie wida¢ tu jednak, jakie powstaja cykle. Mozna uzy¢ zapisu cyklowego, czyli
wypisaé cykle permutacji, jak zrobiliémy to powyzej: [1,6,4],[2],[3, 5]. Zapis

ten nie jest jednak jednoznaczny (np. [5,3],[2], [4, 1, 6] odpowiada tej samej
permutacji), ponadto wymaga dodatkowych nawiaséw, ktére powiedza nam,
gdzie cykl sie konczy, a gdzie zaczyna. Natomiast superzapis jest pozbawiony
wszystkich tych wad i ma same zalety. Dlatego jest naprawde super.

Aby skonstruowaé superzapis, sprébujmy ujednoznacznié¢ zapis cyklowy. W tym
celu na poczatku kazdego cyklu ustawmy jego najmniejszy element. Dla naszej
przykladowej permutacji dostajemy cykle [1,6,4], [2] oraz [3,5]. Standardowo
uszeregowalibyémy te cykle wedtug tych najmniejszych elementéw rosnaco.
Bedziemy jednak sprytniejsi (musimy w konicu ratowaé swdj honor po tym,

jak bezsensownie zatrzasneliémy sobie klucze. .. ) i uszeregujemy je wedlug
najmniejszych elementéw malejaco. Uzyskamy wtedy [3, 5], [2], [1, 6, 4]. Okazuje sie,
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Kluczowa obserwacja: nowe cykle

W superzapisie zaczyna zawsze element
mniejszy niz wszystkie poprzednie
elementy. Powyzszy rysunek ilustruje

superzapis (3,5,2,1,6,

mu metrum).

4) (niestety, brak

Formalnie, superzapis zdefiniowaé
mozemy jako bijekcje f na zbiorze
wszystkich permutacji {1,...,n}.
Dla n = 3 mamy na przyktad:

f(1,2,3

F31

)=(3,2,1), [f(L,3,
7(2,1,3) =(3,1,2), f(2,3,
,2) =(1,3,2), f(3,2,

Czy Dociekliwy Czytelnik, korzystajac
z superzapisu, bedzie potrafil obliczyé
prawdopodobienstwo, ze w losowej

permutacji zbioru {1, ...

,n} liczba 1 jest

w cyklu z 2, ale nie z 37 Albo ze liczba 1
jest w cyklu dlugosci k7

2) = (2,3,1)
1) =(1,2,3),
1) = (2,1,3).

ze w tym zapisie mozemy pozby¢ si¢ nawiaséw! Dostajemy ciag (3,5,2,1,6,4),
i on jest wlasnie superzapisem!

Zastandéwmy sie, czemu mozemy pozby¢ sie nawiaséw. Popatrzmy na nasz ciag.
Pierwszy cykl zaczyna sie od 3. Potem jest 5. Skoro 5 jest wieksze niz 3, to nie
moze zaczynaé nowego cyklu, bo poczatek kolejnego cyklu musi by¢ mniejszy niz
poczatek obecnego. Potem widzimy 2 — skoro 3 bylo najmniejszym elementem
w swoim cyklu, to znaczy, ze 2 musi by¢ w innym cyklu. Pierwszy cykl to zatem
[3,5]. Po 2 mamy 1, ktére nie moze by¢ w cyklu z 2. A wiec drugi cykl to [2].
Od 1 zaczyna sie ostatni cykl, ktérego nic juz nie przerwie, bo nie znajdziemy
nic mniejszego. Ostatni cykl to zatem [1,6,4]. OdczytaliSmy, jakie sa cykle,

a zatem wiemy, jaka to permutacja. Superzapis jest wiec odwracalny — kazdemu
superzapisowi odpowiada dokladnie jedna permutacja. Super!

Wr6émy jednak do naszego pytania: jakie jest prawdopodobienistwo, ze

w kazdym cyklu jest przynajmniej jedna ze skarbonek 1,2, ..., k7 Popatrzmy
na pierwsza liczbe w superzapisie. Jezeli jest ona wieksza niz k, to znaczy, ze
istnieje cykl, w ktérym najmniejszy element jest wickszy niz k. W takiej sytuacji
nie uda nam sie otworzy¢ wszystkich skarbonek. Jezeli z kolei pierwsza liczba
jest mniejsza badz réwna k, to znaczy, ze w kazdym cyklu jest taka liczba (bo
najmniejszy element w kazdym cyklu jest < k). I wtedy nam sie uda.

Pozostaje stwierdzi¢, ile jest permutacji, ktére w swoim superzapisie maja

na pierwszej pozycji liczbe 1,2, ..., k7 Dla kazdej liczby — takze wiekszej

niz k — jest ich tyle samo, czyli 1/n wszystkich. Wynika to z tego, ze

superzapis jest odwracalny, czyli jeden superzapis odpowiada jednej permutacji.
Prawdopodobienstwo, ze na pierwszej pozycji w superzapisie jest liczba
mniejsza badZ réwna k, jest wiec réwne dokladnie k/n. I to jest wlasnie
prawdopodobienstwo tego, ze uda nam sie otworzy¢ wszystkie skarbonki.

Okazalo sie, ze klucz do rozwiazania nie chowal sie¢ w skarbonkach, a byl na
pierwszej pozycji w superzapisie.

m Zadania

D

Przygotowal Dominik BUREK

M 1699. Liczba naturalna wieksza niz 10° daje te same reszty przy dzieleniu
przez 40 i przez 625. Jaka moze by¢ cyfra tysiecy tej liczby?
Rozwiazanie na str.

M 1700. Kazde pole planszy 100 x 100 jest pomalowane na bialo lub czarno,
przy czym wszystkie pola przylegajace do bokéw planszy sa czarne. Ponadto na
planszy nie ma jednokolorowego kwadratu 2 x 2. Udowodnij, Ze na planszy istnieje
kwadrat 2 x 2 pomalowany ,w szachownice”, tzn. niezawierajacy sasiadujacych
pol w tym samym kolorze.

Rozwigzanie na str.

M 1701. W tréjkacie ABC budujemy réwnolegtobok ACDE na zewnatrz
tréjkata. Punkt O jest srodkiem réwnolegloboku, natomiast punkty K i N sa
srodkami odcinkéw AB i BC. Udowodnij, ze proste DK, EN i BO przecinaja
sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie na str. [12]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1041. Dwie niewielkie, sferyczne elektrody o promieniu r kazda umieszczono
w jednorodnym, slabo przewodzacym osrodku o oporze wlasciwym p. Odlegloéé
miedzy elektrodami jest znacznie wigksza od r. Oszacuj wartosé oporu
elektrycznego R miedzy nimi.

Rozwiazanie na str.

F 1042. Wartos¢ pola elektrycznego mierzona przy powierzchni Ziemi wynosi
Ep ~ 100 V/m. Na wysokoéci 1,5 km nad Ziemia pole elektryczne wynosi

E; =~ 25 V/m. Ile wynosi $rednia gestosé d tadunku elektrycznego atmosfery
w poblizu Ziemi? Przenikalnoéé elektryczna prézni eg ~ 8,85 - 10712 F/m,

a promien Ziemi R ~ 6400 km.

Rozwiazanie na str. [T1]
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Nasz ziemniak codzienny

Jadalne bulwy ziemniaka zawieraja witaming C (gotujac, wrzucaé do
wrzatku), blonnik, wiele mikroelementéw, zestaw witamin B, skrobig, bialka. ..
I najciekawsze — 100 g to tylko 77 kcal. Nie tucza!

W skali globu pod wzgledem spozycia ziemniaki znajduja sie na czwartej pozycji
wsrod roslin uprawnych, po kukurydzy, pszenicy i ryzu, uprawiane sa w 160 krajach.
W eksporcie tego warzywa przoduja kraje azjatyckie (48%). My obsadzamy
ziemniakami 300 tysiecy hektaréw i zjadamy 100 kg rocznie na osobe.

Swiat zna kilka tysiecy odmian ziemniakéw, wykorzystujac nicktére do celéw
spozywezych, w produkeji pasz oraz przemystowych substancji (skrobia).

Te cenna roéline przechowuje si¢ w bankach genetycznych w formie nasion lub
hodowli in vitro.

Genetycy ,,wytropili” udomowienie ziemniaka na granicy Peru i Boliwii,
prawdopodobnie 10-7 tysiecy lat temu. Doceniajac cechy hodowlane i spozywecze,
z jednej peruwianskiej odmiany wyprowadzono ich tysiace. Hodowcy kierowali
sie wartoscia smakowa, tolerancja na warunki glebowe i klimatyczne. Do Europy
— to wszyscy wiemy — przywiezli ziemniaki Hiszpanie w drugiej potowie XVI
wieku — moze to byl najcenniejszy ich tup, cho¢ przekazy méwia raczej o ztocie
i drogich kamieniach. Podobno wytworne damy na dworach kréléw francuskich
przypinaly do gorsetéw kwiaty tej nowej egzotycznej rosliny. Do Ameryki
Pélnocnej ziemniak dotarl. .. z Europy.

Porzucajac kréléw i ich damy, przyznaé nalezy, ze pierwszy szkic genomu
ziemniaka opublikowano dopiero w 2009 roku. Tworzy go 12 chromosoméw
(860 mln nukleotydéw). Wiekszoé¢ hodowlanych ziemniakéw ma w komorkach
4 kopie chromosomu.

Z jednego typu ziemniaka sprzed 10 tysiecy lat cierpliwi hodowcy wyprowadzili
przynajmniej 5 tysiecy odmian. Znanych jest 200 odmian dzikich, ktére krzyzuje
sie do dzi$ z hodowlanymi, ze wzgledu na to, ze niosg wiele genéw odpornosci
na choroby. Niestety — zazwyczaj krzyzéwki sa niesmaczne. Powszechnie

znana zaraza ziemniaczana wywolata w XIX wieku katastrofe monokultury
ziemniaczanej: w Irlandii z glodu zmarto ponad 2 mln ludzi.

W Polsce jadano odmiany niemieckie — do czasu, gdy polski hodowca z Beskidu
Matego, Henryk Dotkowski, wyprowadzil oryginalna odmiane Marius (1893).
Do 1939 roku utworzono w Polsce 100 odmian Mariusa. Odmiana ta jest
odporna na wirusa liSciozwoju, ale latwo zaraza sie¢ rakiem ziemniaczanym,
wrecz poetycki jej opis znajdujemy w katalogu hodowcy: ,smak z nuta ziét,
karczocha i lubcezyku”. Marius zdobyl, przez zoladki, serca Norwegéw (w polowie
XX wieku wycofano go z handlu, zachowujac w zbiorach banku NordGen). My
Mariusa nie zachowalidémy, ale ,,odzyskaliémy” w ramach naukowej wymiany

w 1990 roku, od Norwegéw wlasnie. Aktualnie do polskiego rejestru ziemniaka
wpisanych jest 117 odmian, w tym 82 jadalne i 35 skrobiowych. Odmiany polskie
stanowia 71,8% rejestru.

Nie bedzie dla Czytelnika zaskoczeniem informacja, ze inzynierowie genetyczni
zabrali sie entuzjastycznie do tworzenia genetycznie modyfikowanych odmian.
W laboratoriach powstaly odmiany odporne na susze, obficie wytwarzajace
amylopektyne, odporne na stonke i wiele choréb wirusowych. Uwzgledniajac
publiczne watpliwosci, wytworzono ziemniak-GMO, nieniosacy zadnych
obcych genéw. W odréznieniu od wszystkich innych ziemniakéw jego
stosowanie do produkcji frytek nie laczyto si¢ z powstawaniem szkodliwego

dla ludzi akrylamidu. Nawet warianty zaaprobowane przez agencje do

spraw bezpieczenstwa zywnosci w USA i Europie zostaly odrzucone przez
konsumentow, i zaprzestano ich hodowli.

Bywalcom targowisk donosze, ze w naszych zasobach ziemniakéw jadalnych
dominujg tzw. wszechstronnie uzytkowe. Brakuje odmian satatkowych
i najlepszych do wytwarzania puree. Jednym slowem jestedmy bogaci w odmiany
bankowe, ale niezwykle ubodzy w te specjalnych zastosowan kulinarnych.
Szkoda. . .

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



*Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Ciag Fibonacciego zdefiniowany jest
wzorem: Fp =0, Fy =1,
F, =F,_1+ F,_>dlan > 2. Jego

pierwsze wyrazy to: 0,1,1,2,3,5,8,13,...

Pierwsze wyrazy tego ciggu to: 0, 1, 2, 1,
—4, —11, —10, 13, 56, 73, —22, —263 ...

Albert Thoralf Skolem (1887-1963)

Powiemy, Ze liczba zespolona a jest liczba
algebraiczna, jezeli jest pierwiastkiem
niezerowego wielomianu

o wspotczynnikach wymiernych. Zbiér
liczb algebraicznych oznacza si¢ jako A.
Liczba /2 oraz i sg algebraiczne, gdyz
V2 jest pierwiastkiem wielomianu

p(z) = x? — 2, a liczba i jest
pierwiastkiem wielomianu p(z) = x% + 1.

Problem Skolema
Marcin WIERZBINSKI*

Wiele matematycznych probleméw ma bardzo proste sformutowanie, ale

ich istota dotyka glebokiej matematyki. Do tej grupy nalezy tytutowy
problem Skolema. Sformutowanie wydaje si¢ bliskie informatyce teoretycznej.
Zainteresowany Czytelnik znajacy tzw. problem stopu moze zauwazy¢ tutaj
analogie. Techniki stuzace do rozwiazania problemu pochodza jednak nie

z informatyki teoretycznej, a z algebry. Pelne rozwiagzanie problemu przy
pomocy tych technik wymagaloby istotnych postepow w tej dziedzinie algebry.

Zacznijmy od rozwazenia szczegélnego przypadku naszego pytania: czy ciag
Fibonacciego ma pewien wyraz réwny zero poza wyrazem poczatkowym? Kazdy
bez trudu odpowie na to pytanie: nie, tylko dla n = 0 wyraz F), jest rowny zero.
Kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego F,, zawsze beda dodatnie (suma wyrazéw
dodatnich jest dodatnia). Dojécie do tego wniosku nie wymaga zaawansowanej
matematyki. Czy odpowiedZ na postawione wyzej pytanie dla dowolnego ciggu
podobnej postaci jest taka prosta? Rozwazmy na przyktad nastepujacy ciag:

Up = 2Up—1 — 3Up—2,
(1) Uy = 1,

Upg = 0.
Na pierwszy rzut oka problem nie jest tatwy do rozstrzygniecia. Wypisujac
kolejne wyrazy, mozna wysnu¢ hipoteze, ze 0w ciag rowniez, poza pierwszym,
nie ma wyrazu rownego zero. Problem mozna sformutowaé¢ w ogdlnoéci dla
wiekszej liczby réwnan. Artykul ten pokaze, ze nawet dla prostych ciagéw za
rozwiazaniem stoi ciekawa matematyka.

Problem Skolema

Aby lepiej zrozumieé¢ ten problem, nalezy najpierw wprowadzi¢ potrzebne
definicje. Liniowy ciag rekurencyjny to taki cigg liczb catkowitych ug,uq,... € Z,
ze dla pewnych ag,...,ax_1 € Z, gdzie ag # 0, oraz dla kazdego n > k mamy
Uy = AQUp_1 + A Up_2 + ... + ap_1Un_k. Rzad takiego ciggu to k.

Problem Skolema to pytanie, czy dla danego liniowego ciagu rekurencyjnego
istnieje takie n, ze u,, = 0.

Obecnie wiadomo, ze problem Skolema jest rozstrzygalny dla ciagéw rzedu 2,
3 i 4, natomiast rozstrzygalnos¢ dla rzedu 5 pozostaje nadal otwarta. Znamy
jednak rozstrzygalnosé réznych podprzypadkow, nawet dla rzedu 5.

Okazuje sie, ze juz dla ciagdéw rzedu 2 rozwigzanie nie jest trywialne. W artykule
postaram sie przedstawic¢ intuicje stojace za owa nietrywialnoscia. Bardzo
przydatne bedzie, znane zapewne niektérym Czytelnikom, nastepujace
twierdzenie dotyczace ciaggéw rekurencyjnych.

Twierdzenie: Dla kazdego liniowego ciagu rekurencyjnego u, rzedu k mozna
obliczy¢ niezerowe liczby zespolone Ay, ..., A; oraz wielomiany p1,...,p;
o wspoélczynnikach algebraicznych takie, ze:
Uy = p1(n)AT +p2(n)Ay + ... +pi(n)A]
oraz
deg(p1) + - +deg(p;) <k —J,
gdzie przez deg(p) oznaczamy stopienn wielomianu p.

Dla Czytelnika Zainteresowanego, znajacego narzedzia z algebry liniowej, to
twierdzenie nie jest trudne do udowodnienia.

Ciagi rekurencyjne rzedu 2

W dalszej czesci przedstawie techniki zwigzane z rozwiazaniem problemu
Skolema dla liniowych ciagéw rekurencyjnych rzedu 2. Rozwiazanie bedzie
zalezalo od wspoétczynnikow, ktére wystepuja w twierdzeniu powyze;j.
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Rozwigzanie zadania M 1700.
Zalézmy odwrotnie: na planszy nie ma
kwadratéw 2 X 2 w tym samym kolorze
lub pokolorowanych ,w szachownice”. Bok
pola wspélny dla dwéch réznokolorowych

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze j < 2, gdyz suma stopni wielomianéw p;
musi by¢ nieujemna. Rozwazymy kilka przypadkéw w zaleznosci od wartosci j
oraz liczb ;.

Wartoéé j =1
Z twierdzenia wynika, ze

pdl nazwijmy granicg; oznaczmy przez N
liczbe granic.

Kazdy kwadrat 2 X 2 zawiera doktadnie
trzy pola jednokolorowe lub dwa
sasiadujace biale pola i dwa sasiadujace
czarne pola. W obu przypadkach
wewnatrz kwadratu znajduja sie

dokladnie dwie granice. . ,
] o ; 7 = 2. Wéwczas
Lacznie mamy 99° kwadratéow 2 X 2,

a kazda granica lezy wewnatrz doktadnie
dwéch z nich (poniewaz granice nie
przylegaja do obwodu planszy). Wobec
tego N = (2-992)/2 = 992, czyli jest
liczba nieparzysta.

ma postaé

7 drugiej strony N musi byé parzyste —
w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
pierwsze i ostatnie pole jest czarne,
dlatego musi nastapi¢ parzysta liczba
zmian koloru.

wystapia w ciagu uy,.

up = (an + b)AT.

Przypomnijmy, ze A1 # 0. Zatem jesli u,, = 0, to (an + b) = 0, co po

a

przeksztalceniu daje n = —¢ i koniczy rozumowanie w tym przypadku.

Uwaga do pozostalych przypadkow. W pozostalych przypadkach j > 1, a zatem

n = P1MAT + pa(n)Az,

gdzie deg(p1) + deg(p2) = 0. Wielomiany p; oraz ps sa wiec stale, czyli ciag u,

J— n n
Up, = CIAT + C2A5.

Dalej zakladamy, ze ¢, co # 0, w przeciwnym przypadku oczywiscie zera nie

Wartoséé j = 2 oraz |A1| # |Az2]

Jesli u, = 0, to c1 AT = —ca Ay, co réwnowaznie daje:

oG

Bez straty ogélnosci mozna zaltozyé, ze || > |Aa]. Wéwezas |§—?\ < 1. Zatem jesli

Up, =0, ton:log‘ﬁl(
A1

1)), pozostaje nam wige sprawdzi¢, czy wyraz ciagu o tym

indeksie jest faktycznie réwny zero.

Warto$é j = 2 oraz |[A1| = |Az]
Przed nami najciekawsza cze$é — przypadek, gdy |A1| = |Az|, ale Ay # Aa. W tym

Zainteresowany Czytelnik moze
przeczytaé o liczbach zespolonych
w ,,Liczby zespolone i kwaterniony”, Aig.

miejscu wroéémy do przykladu ze wstepu. Mozna nietrudno obliczy¢, ze
w tym przypadku: ¢ = ﬁ, co =

%,)\121—2'\/501‘32/\2:14'7;\/5.

A zatem omawiany liniowy ciag rekurencyjny ma postac:

Uogdlnijmy teraz nasze rozwazania. Mozna nietrudno
pokazaé, ze w omawianym przypadku A\; = Ao oraz

c1 = ¢3. Zatem opisany ciag bedzie przyjmowal postaé
Up = cA" + X", dla pewnej liczby algebraicznej ¢ € A
i liczby zespolonej A.

Pytajac o warunek u,, = 0, mozna zauwazy¢, ze
e\ 4+ A" = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy czesé
rzeczywista cA™ jest rowna 0. Niech v = ﬁ, wowczas
|v| = 1. Zamiast badaé, czy u, = 0, bedziemy teraz badad,
czy Iiﬁ = 0, co, jak latwo zauwazy¢, jest réwnowaznym
pytaniem. Zauwazmy, ze &ﬁ = cv™ 4 cv™. Wystarczy
sprawdzié, czy cv™ 4 cv™ = 0. To za$ jest rownowazne
temu, ze cv™ jest czysto urojone (postaci iz dla x € R).
Poniewaz |v| = 1, to musi by¢ z = |¢|. Pytamy wiec, czy
istnieje takie n, ze co™ = i|c|, czyli czy v = Lccl
Pozostaje nam rozwiazaé¢ réwnanie postaci:

" =, gdzie v, € A, |v| =1 oraz f = Lcc‘
Aby znalez¢ ogdlne rozwigzanie, niezbedne okazuje sie
pochylenie nad teoria liczb algebraicznych. Mimo ze to
pytanie wydaje sie proste, to jego rozwiazanie wymaga
wprowadzenia pomystowych norm mierzacych wielko$é
liczb (innych niz warto$é bezwzgledna danej liczby).
Jest to bardzo ciekawa technika, ale opowiedzenie o niej
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(AT = A2).

i
Up, Wi
zajetoby przynajmniej kilka stron. Zainteresowanych
Czytelnikéw odsylam do artykulu: On the Skolem
Problem and Prime Powers autorstwa George’a
Kenisona, Richarda J. Liptona, Joéla Ouaknine’a

i Jamesa Worrella.

Mozemy jednak wréci¢ do naszego przyktadu (1)) i zauwazyd¢,
ze sprowadziliSmy pytanie, czy u, = 0, do pytania, czy
(1 —iy/2)" jest liczba rzeczywista dla pewnego n € N.
Innymi stowy, pytamy, czy argument tej liczby (réwny
arc COS(%)) jest wspolmierny z 7, czy nie. W znanej
ksigzce Dowody z ksiegi autorstwa M. Aignera i G. Zieglera
mozna znalezé¢ dowdd, ze arc cos(%) jest niewspOlmierny
7 T, CO 0zhacza, Ze W ciagu istotnie nie wystepuje zaden
wyraz rOwWny zero.

Dla ciagéw rekurencyjnych rzedu k = 3 réwniez istnieje
algorytm bazujacy na podobnych rozumowaniach,
jednak w ogélnoéci dla k > 5 nie jest znane zadne
rozwiazanie problemu Skolema. Nawet dla rzedu k = 2
ostatni przypadek opiera sie na algebraicznej teorii liczb.
Sam dowdd wezedniejszego twierdzenia wykorzystuje
podstawy algebry liniowej, a sformulowanie problemu
jest bliskie problemowi stopu, co ciekawie pokazuje,

ze wymaga on znajomosci kilku dziatéw zaréwno
matematyki, jak i informatyki.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2016/09/30/Liczby_zespolone_i_kwaterniony/

Maltzenstwa, zareczyny i algorytmy stabilnego dopasowania,

czyli nowy wspaniaty swiat, w ktéorym nikt nikogo nie zdradza

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

fWarto jednak dodaé, ze niektoére

z kolejnych prac dotyczacych
problematyki stabilnego dopasowania
prezentowaly bardziej progresywne
spojrzenie na kwesti¢ malzenstwa [2].
Przykladowo, czgsto rozwazany jest
model, w ktérym ranking preferencji
danego czlowieka moze byé wyrazony
jako porzadek wzgledem innych ludzi,
niezaleznie od pici. Model ten jest
bardziej ogdlny i algorytmy dla tego
przypadku znajduja zastosowanie

w szerszym zakresie sytuacji, na przyktad
przy doborze wspdétlokatoréw

w akademikach (the stable roommate
problem). Pézniejsze modele zaktadaty
réwniez, ze rankingi preferencji moga by¢
reprezentowane jako stabe porzadki lub
ze ludzie moga kierowaé si¢ kilkoma
niezaleznymi kryteriami przy doborze
partneréw. W tym artykule nie
rozwazamy bardziej zlozonych modeli,
jednak warto wiedzie¢, ze dziedzina
badan zapoczatkowana przez Gale’a

i Shapleya jest szeroka i dotyczy wielu
wariantéw bazowego problemu.

Piotr SKOWRON*

W 1962 roku dwoch amerykanskich matematykow, David Gale i Lloyd Shapley,
zadalo sobie pytanie, czy mozliwe jest dobranie mezczyzn i kobiet w pary

tak, aby nawet najbardziej zatwardziali przeciwnicy monogamii nie byli

w stanie nawiaza¢ romansu [1]? W tym celu, rzecz jasna, odwolali sie do teorii
algorytméw i zaproponowali nastepujacy model. Niech M = {my, ma,...,my}

i K = {ky,ka,...,ke} oznaczaja, odpowiednio, zbiory n mezczyzn i £ kobiet.
Kazdy mezczyzna ma ustalone preferencje wzgledem kobiet; niech >, oznacza
ranking preferencji mezczyzny m, bedacy porzadkiem liniowym na zbiorze K.
Podobnie, niech >} oznacza ranking preferencji kobiety k. W swoim artykule
Gale i Shapley przyjeli konserwatywny punkt widzenia i nie wchodzili w kwestie
zwiazane z bi- czy tez homoseksualizmem.

Dopasowaniem nazwiemy zbiér par, z ktérych kazda ztozona jest z mezczyzny
i kobiety, takich, ze kazdy czlowiek jest sparowany z co najwyzej jedna osoba.
Formalnie, zbiér ® C {{m,k}: m € M,k € K} jest dopasowaniem, jezeli dla
dowolnych dwéch par py,pa € ® (p1 # p2) zachodzi p; N py = . Dla kazdej
osoby o przez ®(0) oznaczamy partnera o w dopasowaniu ®. Jezeli w ramach ®
osoba o nie jest z nikim sparowana, to stosujemy notacje ®(0) = L. Zakladamy
réwniez, ze kazda osoba woli by¢ sparowana, niz pozostaé¢ bez pary (jako ciekawe
¢wiczenie Czytelnik moze sprobowaé wykazaé, ze zalozenie mozemy poczynié
bez straty ogdlnosci), czyli dla dowolnych m € M i k € K mamy k >, L

im > L. JesteSmy gotowi do zdefiniowania kluczowego pojecia rozwazanego
w tym artykule.

Definicja 1. Dopasowanie ® jest stabilne, jezeli nie istniejg mezczyzna m € M
i kobieta k € K, ktorzy spelniajg nastepujgcy warunek:

k >=m ®(m)
Innymi stowy, dopasowanie jest stabilne, jezeli nie istnieja tacy mezczyzna
i kobieta, ktorzy woleliby siebie nawzajem niz swoich dotychczasowych
partneréw. Zilustrujmy definicje [1| na ponizszym przykladzie:

oraz m >, (k).

Przykltad 1. Rozwaimy instancje przedstawiong na ponizszym rysunku.

g>—£>? é s\\\ TS } a}g}(ﬁ}%}é
¥>}>T * \\\\ PO B>§>§>'€>@
2>2>} ; /”/\\ 2 §>¢‘>ﬁ>(§$>a
?>_i>‘} ﬁ .7

Na rysunku obok kazdej osoby umiescilismy jej liste preferencji. Przykladowo,
preferencje mezczyzny 3 to } -5 - 2, dlatego najchetniej zaczqlby chodzié

z il (jest przeciez inteligentna wrazliwa, czula © ma swietne poczucie humoru!),
w drugiej kolejnosci z § (no tak przeciez . uwielbia blondynki!), w ostatecznosci

zgadzajgc sie na chodzeme z ’X (ale tylko dlatego, ze 2 pochodzi z bogatej rodziny,
wiec zapewne to ona bedzie placié za bilety do kina). Na rysunk:u zaznaczylismy

rowniez dwa dopasowania. Dopasowanie &1 = {{ﬁ,}} {g, 1} {;.;», g}} oznaczone
przerywang linig, nie jest stabilne. Spoyrzmy na pare g iy g woli § odg

— swojej partnerki w ®1; podobnie g« woli g od swojego partnera g,‘» Ta para
Swiadczy zatem o tym, Ze dopasowanie ®1 nie ]est stabzlne Tak@ pare nazwiemy

blokujaca. Pozostale pary blokujgce dla ®1 to ¢* i § oraz g i'§. Dopasowanie

Py = {{E,A}, {g, g»}, {@, 1}}, oznaczone czqglq liniq, jest stabilne — nie istnieje
para, ktora blokowalaby Ps.
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Krok 3

Pojecie stabilnego dopasowania jest wazne i powszechnie wykorzystywane

w praktyce. Algorytmy do znajdowania stabilnego dopasowania sa miedzy
innymi uzywane w Stanach Zjednoczonych do przydzialu rezydentow lekarskich
do szpitali (wtedy role mezczyzn przyjmuja rezydenci lekarscy, a role kobiet
wakaty w szpitalach) lub do przydziatu uczniéw do szkét. Podobne algorytmy
sa rowniez wykorzystywane przy transplantacji nerek, aby dopasowaé chorych
potrzebujacych nerki z potencjalnymi dawcami — zdarza sie, ze dana osoba x nie
jest w stanie przekazaé¢ swojej nerki bliskiej osobie y ze wzgledu na niezgodnoéé
grupy krwi, jednak x moze przekazaé¢ nerke innemu pacjentowi z w zamian za
to, ze osoba bliska z zgodzi sie przekazac¢ nerke dla y; w ten spos6b mozemy
tworzy¢ dopasowania, ktére zwigkszaja liczbe mozliwych transplantacji.

Teoria stabilnych dopasowan jest obecnie ugruntowana, a jeden z jej tworcéw,
wspomniany wczesniej Lloyd Shapley, za stworzenie fundamentéw tej teorii
otrzymal w 2012 roku Nagrode Banku Szwecji im. Alfreda Nobla w dziedzinie
ekonomii.

Rozumiemy juz istote i wage pojecia stabilnego dopasowania. Czas zadaé
kluczowe pytanie. Czy stabilne dopasowanie zawsze istnieje, niezaleznie od
preferencji mezczyzn i kobiet? Jezeli tak, to czy potrafimy je efektywnie
obliczy¢? Ot6z na oba te pytania mozemy odpowiedzie¢ TAK! (Tak, autor
réwniez jest podekscytowany tym faktem!). Oto i algorytm znajdowania
stabilnego dopasowania zaproponowany przez Gale’a i Shapleya. Poczatkowo
zakltadamy, ze nikt nie jest zareczony, i w petli wykonujemy nastepujace kroki:

1. Kazdy niezareczony mezczyzna oswiadcza sie swojej ulubionej kobiecie
sposrod tych, ktére do tej pory nie odrzucity jego oswiadczyn.

2. Kazda kobieta k, ktorej o$wiadcza sie jeden badz kilku mezczyzn, wybiera
swojego ulubionego sposréd oswiadczajacych sie — nazwijmy go x —
a o$wiadczyny pozostalych definitywnie odrzuca. Jezeli k nie jest zareczona,
to przyjmuje oswiadczyny x, i od tej pory k i x sa zareczeni. Jezeli k jest juz
zareczona z mezczyzna y, to poréwnuje ona x i y. Jezeli x > y, to k zrywa
swoje zareczyny z y (oznacza to réwniez, ze k definitywnie odrzuca jego
o$wiadczyny) oraz zarecza sie z x. W przeciwnym przypadku, czyli gdy y = z,
kobieta k odrzuca o$wiadczyny x.

Algorytm sie zatrzymuje, gdy kazdy mezczyzna jest zareczony badz jego
o$wiadczyny zostaly odrzucone przez kazda kobiete, a nastepnie zwraca
dopasowanie odpowiadajace aktualnym zareczynom. Zwroémy uwage, ze
algorytm na pewno kiedy$ sie zatrzyma, gdyz mezczyzni nie moga dwukrotnie
oswiadczy¢ sie tej samej kobiecie.

Zilustrujmy dzialanie algorytmu dla instancji z przyktadu (1} Pierwsze trzy
kroki algorytmu sg réwniez przedstawione na rysunkach obok: strzatka
oznacza oSwiadczyny, przerywana linia to zareczyny, ktére istnieja tuz
przed danym krokiem algorytmu, zas symbole X i v oznaczaja odpowiednio

. . .. ro O .
odrzucenie/zerwanie oraz przyjecie o$wiadczyn. Poczatkowo g i 8 oSwiadczaja

3]

P ;o s . . , ’3‘3*
ig 05W1adcza3@ si¢ g, za$ g

sie } poniewaz jest to ich ulubiona kobieta. ¢*
o$wiadcza SIQ ¢. Nastepnie } odrzuca OSW1adczyny “ i zarecza sie z §§. Podobnie

'3

odrzuca s 9 i zar@cza sig¢ z ¢*; ponadto 2 zarecza sug z ? Y druglm obrocie

p@th algorytmu ﬁ is osw1adczam 51@ . ¢ odrzuca g i porownuJe H ze swoim

dotychczasowym partnerem czyli z H Okazuje sig, ze § woli H od ¢ ‘;u zatem

Zrywa zZareczyny z ¢ 1 zarecza si¢ z H W trzecim obrocie thh g & oéwiadcza

'l'l

sie 2, as osw1adcza sie §. 4 odrzuca o$wiadczyny ¢ (a co za tym idzie, 9 zostal

9 s

odrzucony przez kazda koblet(g) zas g Zrywa swoje zareczyny z ¢ i zarecza

sie z ; W czwartym obr001e petli ¢ oéwiadcza sie } ktora go odrzuca, zas
w pigtej i ostatniej iteracji ¢ osw1adcza sie § i przez nig réwniez zostaje
odrzucony. W tym momencie j jest zareczony z é, “ jest zareczony z §, za$

’) Dopasowanie odpowiadajace tym zareczynom (czyli ®3) zostaje zwrécone
przez algorytm Gale’a—Shapleya.
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Twierdzenie 1. Algorytm Gale’a—Shapleya zwraca
stabilne dopasowanie.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze dopasowanie ® zwrdcone
przez algorytm Gale’a—Shapleya nie jest stabilne. Niech
{m, k} bedzie para blokujaca ®. Mamy zatem m > ®(k)
oraz k >, ®(m). Poniewaz m woli k od swojej partnerki
®(m), m musial os$wiadczy¢ sie k i zostaé¢ przez nia
odrzuconym (mezczyzna zawsze oSwiadceza si¢ ulubionej
kobiecie, ktéra go do tej pory nie odrzucila). Skoro

k odrzucita m, to znaczy, ze w chwili, gdy rozwazala
jego o$wiadczyny, otrzymala propozycje badz byla
zareczona z mezczyzna, ktérego wolata niz m. To
oznacza, ze w pewnym momencie k byta zareczona

z kim$, kogo wolata od m. Zauwazmy, ze w trakcie
dzialania algorytmu Gale’a—Shapleya kazda zareczona
kobieta zrywa zareczyny tylko wtedy, gdy moze sie
zareczy¢ z kims, kogo woli od obecnego partnera. Z tego
wynika, ze na koniec dzialania algorytmu k musiata

by¢ réwniez zareczona z kim$, kogo woli od m. Jest to
sprzeczne z m =i ®(k), zatem {m, k} nie moze by¢é para
blokujaca, co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze gdybysmy wykonali algorytm
Gale’a—Shapleya z zamienionymi rolami i gdyby

to kobiety o$wiadczaly si¢ mezczyznom, wynik
dzialania algorytmu moégtby by¢ inny, jednak zwrdcone
dopasowanie réwniez byloby stabilne. Co ciekawe,
mozna pokazaé, ze oryginalna wersja algorytmu stawia
mezczyzn w uprzywilejowanej sytuacji. Mozna nawet
wykazaé, ze dopasowanie zwrdcone przez algorytm
Gale’a—Shapleya jest dla mezczyzn optymalne!

Twierdzenie 2. Nie istnieje stabilne dopasowanie,
w ktorym ktorykolwiek mezczyzna maoglby uzyskad
lepszq partnerke niz ta, ktorg przydzielil mu algorytm
Gale’a—Shapleya.

Zegar biologiczny tyka

W trakcie naszego zycia przynajmniej kilkukrotnie
spotykamy sie z okresleniem zegar biologiczny, lecz co
ono dokltadnie oznacza? Jak nasze cialo zdaje sobie
sprawe z uptywajacego czasu? Czy zostawia on jakies
zmiany w naszych tkankach i organach? Jesli tak, to
czy jestedmy w stanie je zmierzy¢ i na ile precyzyjnie
mozemy okredli¢, ile czasu uplyneto?

Cho¢ te pytania moga brzmie¢ nieco frywolnie, sg

w istocie bardzo wazne w procesie identyfikacji
anonimowych cial. W calym zestawie informacji
potrzebnych do zidentyfikowania ciata oszacowanie
wieku jest zdecydowanie najbardziej istotne. Zadanie

to jest na tyle wazne, ze na przestrzeni lat opracowano
wiele metod estymacji wieku — np. pomiar zasklepienia
czaszki, obserwacja zmian w ko$ciach miednicy czy
nawet morfologia materialu pobranego z zeber. Niektore
z tych metod moga mie¢ bardzo wysoka dokltadno$é,
jednak wymagaja kosztownego sprzetu i czesto moga
by¢ wykorzystywane tylko w przypadku szkieletoéw, a nie
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Dowdéd. Niech ® oznacza dopasowanie zwrocone przez
algorytm Gale’a—Shapleya. Zalézmy nie wprost, ze
istnieje stabilne dopasowanie W, w ktérym dla pewnego
mezczyzny my zachodzi W(my) >, ®(mq). Oznaczmy
k1 = ®(my) i ke = ¥(my). W algorytmie Gale’a-Shapleya
my oSwiadczyl sie ko przed ki, zatem ko musiala
odrzuci¢ mi na rzecz innego mezczyzny ms. Oznacza
to, ze m; o$wiadczyl sie k1 po tym, jak msy oSwiadczyl
sie ko. Co wiecej, ma >k, m1. Poniewaz ¥ jest
stabilnym dopasowaniem, musi zachodzi¢ ¥(mg) =, k2.
Oznaczmy ks = ¥(mg). Wiemy, ze my musial sie
oswiadczy¢ ks przed ks, zatem ks odrzucita mo na

rzecz mg. Analogicznie, mo oSwiadczyt sie ko po tym,
jak mg oswiadczyt sie k3. Mozemy kontynuowaé to
rozumowanie, znajdujac kolejne takie pary my, k;, ze

k; jest partnerka m;_1 w ¥ (zakladajac ¢ > 1). Poniewaz
mamy skoriczong liczbe mezczyzn, w pewnym momencie
musi nastapi¢ sytuacja, ze znajdziemy cykl, czyli taka
pare my, i k;,, ze k, bedzie partnerem pewnego wczesniej
zdefiniowanego m; (dla j < p).

Otrzymujemy zatem sekwencje m;, mj41,..., My, oraz
ki, kjt1,...,kp takie, ze m; oSwiadczyt sie k; po tym, jak
m 11 o$wiadezyl sie kjiq, ..., my, oswiadezyt si¢ k, po
tym, jak m; oSwiadczy! si¢ k;. Pokazuje to sprzecznosé
i konczy dowdd. O

Literatura
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niedawno odnalezionych cial. Najbardziej zaawansowane
i obiektywne metody szacowania wieku we wspolczesnej
nauce bazuja na analizie DNA. Na podstawie probek
krwi mozliwe jest okreslenie przyblizonego wieku

z wysoka dokladnoscia.

Szukajac innego rozwigzania, japonscy naukowcy

z Kioto, prowadzeni przez Hiroshiego Ikegaye, rozwazali
mozliwo$¢ wykorzystania spektroskopii Ramana do
analizy ludzkiej skéry, dzieki czemu opracowano by
nowe, wiarygodne i tatwo dostepne narzedzie do
szacowania wieku. Ich pomyst polegal na analizie

widm promieniowania lipidéw i bialek znajdujacych sie
w skérze, ktére mozna pobraé podczas autopsji.

Analiza widma promieniowania uzyskana

w spektroskopii ramanowskiej jest powszechnie uzywana
w chemii, poniewaz dostarcza ,,odcisk palca” czasteczek,
na podstawie ktérego mozna je pézniej identyfikowac.
Japonscy naukowcy wierzyli, ze emisja
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Rys. 1. Efekt Ramana polega na tym, ze
w widmie Swiatta rozproszonego na danej
substancji wystepuja, obok fotonéw

o takiej samej energii jak fotony padajace,
fotony o zmienionej energii.

Zdecydowana wigkszos$¢ fotonow
zachowuje energie, dajac pasmo
Rayleigha. Zdarza si¢ jednak, ze
emitowany foton ma mniejszg energie niz
padajacy, a réznica energii zostaje zuzyta
na wzbudzenie drgan czasteczki —
rejestruje si¢ wtedy Swiatlo rozproszone
o zmniejszonej czestotliwosdci, pasmo
stokesowskie. Jezeli czastka pochtaniajaca
foton byla w stanie wzbudzonym
(drgajacym), to emitowany foton moze
mieé¢ rowniez wigksza energie niz
padajacy, poniewaz czasteczka przekazuje
swoéj nadmiar energii kreowanemu
fotonowi i przechodzi w stan podstawowy
— rejestruje si¢ wtedy $wiatto rozproszone
o zwigkszonej czestotliwosdci, pasmo
antystokesowskie.

Pasma stokesowskie i antystokesowskie

o odpowiednio zmniejszonej i zwigkszonej
czestotliwosci sa potozone symetrycznie
po obu stronach pasma Rayleigha. Sg one
na ogo6l okoto 1000 razy stabsze od pasma
Rayleigha, a ich liczba i polozenie zaleza
od budowy czasteczek rozpraszajacych.

ramanowska obserwowana z powierzchni prébek skory, czyli biofizyczne
polaczenie miedzy ,,odciskiem palca” a specyficznymi zmianami w strukturze
skoéry, moze by¢ podstawa do okreslenia ludzkiego wieku. Wiadomo bylo, ze
struktury bialek zwijaja si¢ wraz z uplywem czasu. Z tego powodu mozna
postrzegaé ten proces jako ,zegar biologiczny”, ktory nosimy w skérze.

Udowodniono, ze biatka w naszej skérze zwijaja si¢ wraz z uptywem czasu,
przechodzac w kilka charakterystycznych mezostruktur, nazywanych czesto
strukturami drugiego rzedu. Kazda z nich ma inne widmo promieniowania, ktore
mozna, zaobserwowaé w zakresie liczb falowych od 1630 cm ™' do 1690 cm™!. Gdy
jestedmy mlodzi, nasze bialka w skérze ulozone sa (gléwnie, choé nie wszystkie)
w strukture S-kartki (rys. 2). Wraz z uplywem czasu biatka zmieniaja swoje
uporzadkowanie i nieodwracalnie zwijaja sie w strukture nazywana a-helisa.
Kazda z tych konfiguracji oraz ich wzajemny stosunek moga by¢ zaobserwowane
w zmierzonym widmie promieniowania. Zespot Ikegayi postanowit znalezé relacje
pomiedzy zmianami stosunku poszczegdlnych struktur a procesem starzenia.

Aby udowodni¢ te teorie, pobrano i przeanalizowano ponad 130 prébek skory
od kobiet i mezczyzn w wieku od kilku miesiecy do 70 lat. Bylo to podstawsa
do opracowania modelu, ktéry z dosé¢ dobra dokladnoscia pozwala na okreslenie
wieku ciala (granica bledu to pojedyncze lata). Choé inne metody okreslania
wieku moga mieé¢ lepsza dokladno$é (np. metody bazujace na radiografii
stomatologicznej pozwalaja na uzyskanie doktadnosci 0,3-0,8 roku w niektorych
grupach badanych, éredni btad w metodach DNA wynosi 3,6 roku i w duzej
mierze zalezy od miejsca, z ktorego zostala pobrana prébka), w wiekszosci
przypadkéw wymagaja dobrze wyposazonych laboratoriow i specjalistyczne;j
kadry do przeprowadzenia analizy. Natomiast pomiar z uzyciem spektroskopii
ramanowskiej jest duzo latwiejszy do przeprowadzenia.

Oczywiscie badania zespotu Ikegayi, jak wszystkie inne badania, maja pewne
ograniczenia: nie dostarczajg innych danych biologicznych, nie zaobserwowano
znaczacej roznicy pomiedzy probkami pochodzacymi od mezczyzn i od kobiet,
nie mozna na tej podstawie ustali¢ np. przyczyny $mierci. Pewnym utrudnieniem
moze by¢ to, ze w badaniach ITkegayi oszacowanie wieku wérod

ludzi mtodych bylo obarczone wickszym bledem niz u ludzi
starszych. Jest to spowodowane tym, ze tempo zwijania sie
biatek jest bardziej zréznicowane wsréd mlodych ludzi: decyduja
o nim geny, ale tez poziom stresu, brak snu czy dieta. Zesp6t
Hiroshiego Tkegayi deklaruje, ze bedzie nadal rozwija¢ swoja

harmonijka §

« helisa

struktura 1

technologie. Chociaz technologia ta do tej pory wykorzystywala
material biologiczny pochodzacy od oséb zmartych, by¢

moze w niedtugim czasie bedzie mogla by¢ uzywana réwniez

w przypadku zywych.

Aktualnie, w przypadku identyfikacji oséb zmartych,
bardzo istotne jest, aby metody identyfikacji mogly by¢
wykorzystywane przez ludzi bez specjalistycznego wyksztatcenia

'_ kiebek statystyczny |

drugorzedowa biatka ‘

i w miejscach, gdzie ciata zostaly znalezione. Koniecznosé
transportu materialu biologicznego do specjalistycznych
laboratoriéw powoduje, ze wazne informacje o miejscu zbrodni
mogg ulec zniszczeniu. Niestety metody pozwalajace na
spelnienie tych warunkéw maja stosunkowo mata doktadnosé.
Wszystko zmieni¢ moga niedawno opracowane spektrometry
ramanowskie, ktore nie wymagaja wyposazonych po brzegi
laboratoriéw oraz specjalistycznie wyksztalconej kadry. Juz

| 1 |

dzi$ kazdy oddzial policji w Japonii posiada takie urzadzenie,
aby sprawniej wykrywac¢ narkotyki w miejscach zbrodni. Reczne

[

|
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Rys. 2. Rysunek pochodzi z pracy zespotu

Tkegayi A Raman algorithm to estimate human age
from protein structural variations in autopsy skin

samples: a protein biological clock. Sci Re
https://rdcu.be/czouh

1660

liczba falowa (cm™1)

1680 spektrometry ramanowskie w kilka minut dostarczaja wynik
pomiaru, nie potrzebujac przy tym drogich odczynnikéw.
Biorac pod uwage niedawne wyniki badan zespotu Hiroshiego
Tkegayi, mozemy optymistycznie zaktadaé, ze za jakis czas
okreslanie wieku w miejscach zbrodni przy pomocy przenosnych
spektroskopow ramanowskich bedzie standardowa procedura.

Hiroshiego

p 11, 5949 (2021).
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Rozwigzanie zadania F 1041.
,Osrodek stabo przewodzacy” otaczajacy
elektrody oznacza, ze material elektrod
znacznie lepiej przewodzi prad niz
os$rodek, w ktérym si¢ znajduja.
W dobrym przyblizeniu powierzchnia
kazdej z elektrod jest wiec powierzchnig
ekwipotencjalng. Niech potencjal jednej
elektrody wynosi V, a drugiej — V.
Odleglosé miedzy elektrodami jest
znacznie wieksza od ich rozmiaréw,
a wiec w poblizu powierzchni kazdej
z nich, z dobrym przyblizeniem, pole
elektryczne jest sferycznie symetryczne
(jak od tadunku punktowego). Wartosé
pola elektrycznego na powierzchni
elektrody réwna jest E = V/r. W o$rodku
przewodzacym gesto$é pradu j = E/[L
Catkowity prad I wyplywajacy
z elektrody wynosi I = 47r?j. Taki sam
prad wptlynie na drugg elektrode.
Napiecie U migdzy elektrodami wynosi:
U = 2V. Otrzymujemy:
7
n— E 2V 2Vp P

I~ 4mr2j T 4r2E - 2nr

Sinus 1 cosinus w akcii

Jarostaw GORNICKI*

Réwnania potrafia laczyé rézne $wiaty (np. E = mc?), a w matematyce
zjawiska dyskretne z cigglymi. Odkrywanie tozsamosci zawierajacych dziatania
nieskonczone jest trudne, ale moga je tworzy¢ wszyscy, ktoérzy znaja elementarne
WZOry

(1)
Idea jest prosta: stosujac wzory (1) dla wybranego kata (np. 5°, 9°, 10°, 15°,
18°, 20°, 25°, 27°, 30°, 35°, 36°, 40° oraz ich dopelnien do 90°), w skoriczonej
liczbie krokéw uzyskujemy réwnosé, w ktérej po obu jej stronach jest taki sam
sktadnik. Iterowanie w nieskoniczono$¢ tak otrzymanej ,petli” generuje wzor.

2sin?a =1 — cos2a, 2cos®a =1+ cos2a.

Przyklad 1. Poniewaz 2sin 18° = /2 — 2 cos 36° oraz
2c0s36° = 2sin 54° = v/2 — 2c0s 108° = /2 + 2sin 18°,

V2 -2+ 2sin18° i

(2) \/2—\/2+\/2—\/2+...:231n18°:2~\/i_l,

przy czym ostatni wzoér wynika z analizy dziesieciokata foremnego.

wiec 2sin 18° =

Uwaga. Ciag

a1=\/§, ag:\/27\/§, a3=\/27\/2+\/§, a4:\/\/2+\/2\/§,.,.

jest zbiezny. Poniewaz

az < ag < a7 <ag<ail <aiz <ajp<ag<ag <as <az <ai,

wiec:

e podciag {a2,as,a10,. ..}, jako ograniczony i malejacy, jest zbiezny do granicy « € [a3,a1],
e podciag {a4,as,aiz2,...}, jako ograniczony i rosnacy, jest zbiezny do granicy 8 € [a3, a1].

Zatem granice «,  musza by¢ rozwigzaniami ciaglego rownania funkcyjnego, \/2 — /2 + z = x.
T=+/2—1y,
y=v2+u,
kwadratu, odejmujemy je stronami i tworzymy postaé iloczynowa. Poniewaz nasze réwnanie

\/32*1 i ciag {an} jest

Zamieniamy to réwnanie na uklad réwnan { kazde z nich podnosimy do

ma dokladnie jedno rozwigzanie: x = % € [a3,a1], wieca = 8 =
zbiezny.
Podobne postgpowanie (choé istotnie trudniejsze) pokazuje zbieznosci dziatar nieskoniczonych

w kolejnych przyktadach.

Przyktad 2. Poniewaz
(25in10°)% = 2 — 2 cos 20°,
(2c0s20°)? = 2 4 2 cos 40°,
(2c0s40°)? = 2 + 205 80° = 2 4 25in 10°,

wiec
2sin10° = v/2 — 205 20° = \/2 — V24 2cos40° =
- \/2 \/2+\/2+281n10°,
a stad

(3) \/2—\/2+\/2+\/ﬁ:2sm10°,

przy czym cyklicznie powtarzaja si¢ znaki —, +, +.

Korzystajac z bogatego arsenalu wzoréw trygonometrycznych, mozemy
rozpatrywaé bardziej skomplikowane przypadki.
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Rozwigzanie zadania F 1042.

Pole elektryczne Ziemi, w dobrym
przyblizeniu, ma symetrie sferyczna — jak
pole tadunku punktowego. Przyjmijmy, ze
tadunek Ziemi wynosi Q. Na wysokosci h
nad Ziemia pole elektryczne bedzie polem
tadunku Ziemi i tadunku ¢ zawartego

w sferycznej warstwie atmosfery

o grubosci h. Mamy:

Q
Ey = s
0 47T60R2'
2h
B = Q+gq ~ Qta (17 )
47T50(R+h)2 4meg R? R

W ostatnim z wyrazein mozemy pominacé
sktadnik 2h/R w nawiasie. Otrzymujemy:
q = dreoR* (B, — Ey).

Objetosé warstwy atmosfery o grubosci

h << R wynosi V & 47 R?h. Ostatecznie:
co(E1 — Eo)
—

Po podstawieniu danych liczbowych:
dr~4,4-1071 C/m>.

d=

Przyktad 3. Poniewaz
(1 +2v35in20°)% = 1 4 4/3sin 20° 4 125sin” 20° =
=1+ 4v/35in20° + 6 — 6 cos 40° =

=7+ 4v/3sin20° — 4%? cos40° =
=7+ 4v35in20° — 4v/3 cos 30° cos 40° =
= 7+ 4v/35in20° — (2v/3 cos 70° + 2v/3 cos 10°) =
=7+ 2v3cos70° — 2v/3cos 10° =
= 7 — 44/3sin 30° sin 40° =
=7 —2V3sin40° =
=8 — (1 +2v/35in40°)
oraz
(14 2v3sin40°)? = ... = 8 4 (2v/35in80° — 1),
(2v/3sin80° —1)? = ... = 8 — (1 + 2v/35in 20°),
wiec

14 2v3sin20° = \/8— 14 2v/3sin40°) —\/8—\/8+ (2V/35in80° — 1) =

- \/8— \/8+\/8—(1+2\/§sin20°).
Zatem

(4) \/8—\/8+\/8—\/ﬁ:1+2\/§sin20°,

przy czym cyklicznie powtarzaja si¢ znaki —, +, —

Jednoczesnie z tych samych zalezno$ci mamy

\/8—\/8—\/8+\/8—...:2\/§sin80°—1:2\/§cole°—1,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami —, —, + lub

(6) \/8~|—\/8—\/8—\/8+...:1+2\/§sin400,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami +, —, —.

Przyklad 4. Korzystajac z réwnosci
14 4sin10° = /11 — 2(1 + 4sin 50°) = \/11 —2/11 +2(4sin70° — 1) =

= \/11 — 2\/11 +24/11 — 2(1 + 4sin 10°),

otrzymamy wzor

(7) \/1—2\/11+2\/11—2\/11— " =1+ 4sin10°,

z powtarzajacymi sie cyklicznie znakami —, +, —

Przyklad 5. Rownosé

1+ 4v/3sin20° = \/23— 2(4v/3sin80° — 1) = \/23—2\/23+2(1 +4v/3sin40°) =

- \/23—2\/23+2\/23+2(1+4\/§Sin20°)

daje wzor

(8) \/23—2\/234—2\/23—1—2\/23—...:1+4\/§sin200,

z powtarzajacymi si¢ cyklicznie znakami —, +, +.

Mozliwosci jest wiele, kazdy moze mie¢ swj wzor i zaproponowaé ,kosmicznie”
trudne zadanie: obliczyc¢ ... i tu wstawié¢ lewa strone wzoru (i), i = 2,3, ...
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* AstroCeNT, Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika Polskiej
Akademii Nauk

Predkosci protonéw w Wielkim Zderzaczu
mozna oszacowaé za pomocg czynnika
Lorentza: v = Ep,/my, znajac energie
protonéw w zderzaczu, E, = 7000 GeV,
ich mase, my, ~ 1,67 X 10~27 kg, oraz

pamigtajac, ze vy =1/4/1 — (v/c)?.

W odréznieniu od oddzialywan stabych,
w oddzialywaniach elektromagnetycznych
poéredniczg bezmasowe fotony.

L. .}

Rozwigzanie zadania M 1701.
Zauwazmy, ze odcinki BO i DK sa
srodkowymi tréjkata ADB, wiec
przecinajg si¢ w takim punkcie X, ze
BX : XO = 2 : 1. Rozwazmy teraz trojkat
CBE oraz jego $rodkowe BO i EN.
Argumentujac w podobny sposéb,
otrzymujemy, ze przecinaja si¢ w punkcie
dzielacym odcinek BO w stosunku 2 : 1,
liczac od wierzchotka B, czyli

w punkcie X. Wobec tego proste DK,
EN i BO przecinaja si¢ w punkcie X.

O detektorze IceCube pisal Pawel
Przewlocki w A‘fs.

Co istotne, takie nowe czastki moga by¢
stabilne jak neutrina, ale moga tez
rozpadac si¢ na inne czastki po
przeleceniu pewnej odlegtosci.

Szukanie dziury w calym
w Wielkim Zderzaczu Hadronow
Sebastian TROJANOWSKI*

Postep naukowy w duzej mierze opiera si¢ na nieustannym odkrywaniu luk
w poprzednich rozumowaniach. Luki te czesto prowadza do catkiem nowych
pomystéw i idei. Przystowiowe szukanie dziury w calym okazuje sie wiec
zajeciem nie tylko przynoszacym satysfakcje, ale réwniez bardzo pozytecznym.

Jednym z gtéwnych zadann Wielkiego Zderzacza Hadronéw (Large Hadron
Collider, LHC) jest poszukiwanie nowych czastek elementarnych. W tym celu
doprowadzamy do okoto 1 mld zderzen protonéw na sekunde, a nastepnie
analizujemy produkty powstate po zderzeniu. Wykorzystujemy do tego
podziemne detektory o rozmiarach zblizonych do budynkdéw mieszkalnych,
opierajac sie przy tym na pracy wielkich miedzynarodowych zespoléw
eksperymentalnych, w tym badaczy z Polski. Przed zderzeniem protony sa
rozpedzane w akceleratorze do predkosci niezwykle bliskich predkosci swiatla,
v = 0,999999991c. Detektory umieszczone wokol punktu zderzen protonow sa
bardzo szczelnie wypelnione elektronika, poniewaz nie chcemy, aby jakakolwiek
istotna informacja na temat zderzenia umknela naszej uwadze.

Nasze poszukiwania koncentruja sie typowo na prébie znalezienia sygnatu
pochodzacego od coraz bardziej masywnych nowych czastek, do ktérych
wytworzenia potrzeba coraz potezniejszych zderzaczy. Taka strategia badan
doprowadzita do wielu wspanialych odkry¢ w XX wieku, choé¢ niestety ostatnie
kilka lat pracy LHC nie dostarczylo nam w pelni uznanych, naukowych
dowodoéw na istnienie kolejnych nowych czastek. Udalo nam sie jednak odkry¢
bozon Higgsa i tym samym potwierdzi¢ prawdziwos¢ kluczowego mechanizmu
odpowiedzialnego m.in. za nadanie mas bozonom cechowania posredniczacym
w oddziatywaniach stabych.

Pomyslmy nieco glebiej o dosé dramatycznym zdarzeniu, w ktorym dwa
rozpedzone protony wpadaja na siebie, co prowadzi do powstania nowej

czastki o masie m ponad 100 razy wickszej niz masa m,, kazdego z protonéw

z osobna (dla przykladu, masa bozonu Higgsa wynosi m ~ 133 m,,). Proces ten
niewatpliwie wymaga, aby niemala cze$é¢ pedu obu protonéw przemienita sie

w mase spoczynkows i ped nowej czastki. W jezyku fizyki méwimy wowczas

o duzym przekazie pedu pomiedzy zderzajacymi si¢ protonami. Nietrudno sie
domysélié, ze nowo powstala czastka moze w dos¢ losowy sposob lecie¢ w niemal
dowolnym kierunku (czyli w przyblizeniu izotropowo) od punktu zderzenia
protonéw. W zargonie fizykéw powiedzieliby$my, ze jej ped poprzeczny pr, czyli
sktadowa wektora pedu skierowana prostopadle do kierunku ruchu protonow,
moze by¢ bardzo duzy. W istocie czesto jest on zblizony do masy nowo powstatej
czastki, pr ~ m. Nasze eksperymenty powinny wiec pokrywaé¢ wieksza, czes¢
obszaru wokot miejsca zderzenia protondéw, aby nowe czastki nie mogly umykaé
detekeji.

Nieco inna logika od lat napedza niezwykle plodne badania neutrin, ktére bez
watpienia sa najbardziej nieuchwytnymi znanymi nam czgstkami elementarnymi.
Neutrina skrywaja swe tajemnice tak mocno dzieki temu, ze bardzo stabo
oddzialuja z pozostaltymi sktadnikami materii. Dlatego w tym wypadku rozmiar
eksperymentéw tez ma znaczenie. Przykladowo detektor IceCube ma wielkosé
okolo 1 km?® i jest umieszczony 1450 m pod arktycznym lodem w poblizu
bieguna poludniowego. Im wigkszy jest taki eksperyment, tym zwigksza sie
szansa na uchwycenie bardzo rzadkich proceséw z udzialem neutrin, podczas gdy
ogromna liczba takich czastek przelatuje przez detektor bez zadnego widocznego
wplywu na urzadzenia pomiarowe. W ostatnich latach takie podejscie dato
przyczynek do rozwoju programu badawczego, w ktérym analizuje sie mozliwoséé
istnienia wielu innych lekkich nowych czastek tego typu.

Skala obu tych programéw badawczych dotyczacych zderzaczy oraz pomiaréw
neutrin moze imponowaé¢. Okazuje sie jednak, ze z tych dwéch wielkich calosci
mozna tez ztozy¢ jeden bardzo niewielki nowatorski projekt.
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Schemat detektora ATLAS bedacego
czescig Wielkiego Zderzacza Hadronéw

Rozwigzanie zadania M 1699.
Odpowiedz: 0 lub 5.

Niech n — dana liczba, t — jej reszta

z dzielenia przez 40 i z dzielenia

przez 625. Wtedy liczba n — t jest
podzielna przez 40 i przez 625, czyli dzieli
si¢ przez NWW (40, 625) = 5000. Oznacza
to, ze réznica n — t koriczy sie na 5000
lub 0000. Ponadto reszta t jest mniejsza
niz 40. Dlatego cyfra w miejscu tysigca
moze by¢ 0 lub 5.

Obie sytuacje sa mozliwe, np. liczby
10000 i 15000 (obie te liczby majg reszty
réwne 0 po podzieleniu przez 40 i 625).

A jak nadajemy mase ciemnemu
fotonowi? Odpowiedzialne za to moze
byé... ,ciemne” pole Higgsa. Ale to juz
temat na osobng dyskusje.

Ciemne $wiatlo? Nie brnijmy dalej w te
analogie. . .

Takim wtaénie zagadnieniem autor niniejszego artykutu mial przyjemnosé
zajmowagd sie kilka lat temu wraz z tréjka innych badaczy zatrudnionych
wéwezas na Uniwersytecie Kalifornijskim w Irvine. Poszukiwalidmy luk

w wielkoskalowych eksperymentach w LHC, liczac, Zze moze uda nam si¢ znalezé
jakis innowacyjny sposéb spojrzenia na zderzacz. Prawdopodobnie jedyna
opcja, ktérej rozwazanie wezesniej catkowicie nie mialo sensu, bylo spojrzenie
na kierunek wzdtuz osi wiazki zderzajacych sie protonéw (patrz rysunek). Na
pozér nie sposdéb tam przeciez umiesci¢ detektora, bo tam wtaénie podrozuja
protony w swoim nieustannym pedzie ku unicestwieniu w zderzaczu. Z drugiej
strony, stwarzalo to mozliwos¢, ze inni badacze przeoczyli jakas mniej oczywista
naukowa okazje.

Wspomnieliémy wyzej o ciezkich czastkach, ktére mogg by¢ produkowane

w LHC. Sa to jednak bardzo rzadkie zdarzenia. W takim razie, co sie dzieje
przy wiekszoéci zderzen protonow w LHC, ktérych jest przeciez tak wiele?
Typowa odpowiedz udzielana jeszcze kilka lat temu brzmiataby: ,nic ciekawego”.
Jest w tym ziarno prawdy, bo wiekszos¢ takich zderzen prowadzi do produkcji
znanych nam czastek, np. lekkich mezonéw, jak piony, kaony itp. Przykladowo
w nadciagajacym etapie prac LHC, ktory ma sie na dobre rozpoczaé¢ na

wiosne 2022 roku, spodziewamy si¢ wyprodukowaé oszatamiajaca liczbe ponad
10'7 neutralnych pionéw 7° i podobna liczbe pionéw naladowanych. Pamietamy
jednak, ze pr ~ m, a w przypadku pionéw m ~ 0,1 m,, wiec sa one typowo
produkowane z niskim pedem poprzecznym. Ich catkowity ped moze jednak

by¢ bardzo duzy, p ~ 10% m,,. Jest on dyktowany przez energie zderzen w LHC.
W rezultacie spora czes$¢ takich lekkich mezonéw bedzie charakteryzowala

sie bardzo niewielkim stosunkiem pr/p < 1. W praktyce oznacza to, ze ich

ped prawie w calosci jest skierowany wzdluz osi wigzki i podrézuja one wraz

w protonami w rurze akceleratora. W istocie sg niemal wystrzeliwane z punktu
zderzenia protonéw w bardzo skupionej wiagzce pedzacej do przodu.

Ta prosta obserwacja zaowocowala pomyslem na nowy eksperyment, nazwany
FASER (ForwArd Search EzpeRiment) w nawigzaniu do fazera znanego fanom
serialu ,Star Trek”. Okazalo sie, ze powyzsza wiazka jest tak mocno skupiona
woké! osi zderzenia protondéw, ze nawet bardzo niewielki detektor o promieniu
20 cm umieszczony na tej osi okolo potl kilometra dalej jest w stanie zaobserwowaé
efekty jej istnienia — np. w postaci duzej wiazki wysokoenergetycznych mionéw
pochodzacych z LHC. Pierwszym celem tego eksperymentu jest poszukiwanie
sladow rozpaddéw dlugo zyjacych lekkich nowych czastek, ktére moga byé
produkowane podobnie do wspomnianych wyzej pionéw. Ich istnienie mogtoby by¢é
powiazane np. z zagadka istnienia ciemnej materii we Wszechswiecie.

Same takie czastki sa niestabilne, wiec nie moga by¢ ciemna materia
wypelniajaca Wszechéwiat od zarania dziejéw. Moga one jednak petnié¢ funkcje
bozonéw posredniczacych w jej oddzialywaniach ze znana nam materia,
podobnie jak bozony z Modelu Standardowego. Co ciekawe, jednym z flagowych
pomystéw jest tzw. ,,ciemny foton”, ktéry mégtby byé masywnym bratem
zwyklego fotonu. Co istotne, taki ciemny foton moze dos¢ silnie oddzialywacé

z ciemna materia, a jednoczesnie sporo slabiej, ale niezaniedbywalnie,

ze znanymi nam czastkami. W ten sposéb moze on stanowié¢ okno na
tajemniczy $wiat czastek wykraczajacy poza Model Standardowy. Z pewnym
przymruzeniem oka mozna powiedzieé, ze ciemny foton mégltby byé kwantem
Swiatla w ciemnym sektorze Wszech§wiata. Wiecej o FASERze mogliSmy
przeczyta¢ w A}, w artykule Krzysztofa Turzytiskiego Zréb sobie eksperyment.

Na tym jednak historia si¢ nie konczy. Nie od dzi$§ wiadomo, ze rozpady lekkich
mezonéw sa znakomitym zrédtem neutrin. Efektywnie wigc LHC jest fabryka
wysokoenergetycznych neutrin, ktére tylko czekaja na pomiar. W tym wypadku
wiazka neutrin jest rowniez bardzo skupiona, co umozliwia skuteczne pomiary
nawet bardzo niewielkim detektorom. Pierwsza taka wstepna obserwacja
kandydatéw na neutrina w historii LHC zostala niedawno ogloszona przez
zesp6l badaczy wspdlpracujacych w ramach FASER. Opiera sie ona na
instrumencie pomiarowym o rozmiarach rzedu (10 cm)?, co trudno jest nawet
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zestawiaé ze wspOlczesnymi ogromnymi eksperymentami
neutrinowymi.

Okazji do wspdéldziatania réznych rodzajow
eksperymentow w celu lepszego poznania natury
neutrin w najblizszych latach bedzie duzo wiecej.

W szczegdlnosei twércy eksperymentu FASER planuja
prowadzenie badan przy wykorzystaniu specjalnego
detektora FASERvY umieszczonego tuz przed gléwnym
detektorem FASER. Bedzie on nieco wiekszy niz wyzej
opisane podreczne urzadzenie. FASERv o dlugosci 1 m
umozliwi obserwacje okoto 10* zderzen neutrin z jadrami
atoméw wolframu. Glownym celem eksperymentu jest
bardzo doktadne zmierzenie czestosci i przebiegu tych
proceséw przy energiach neutrin okoto 1000 GeV, dla
ktorych nie zostalo to dotychczas zrobione. W tym
celu zastosowany zostanie nowoczesny detektor
wykorzystujacy emulsje filmowa, ktéry bedzie mogt
niejako robié¢ zdjecia poszczegdlnym zderzeniom

i umozliwi wglad w szczegotowy rozklad ich produktow.

Okazuje sie, ze lepsze zrozumienie procesu produkcji
neutrin w zderzeniach protonéw i ich pézniejszych
oddzialywan ma tez istotne znaczenie dla rozwiazania
niektérych zagadek zwiazanych z analiza zderzen
wysokoenergetycznych promieni kosmicznych

z atmosfera ziemska, jak réwniez dla naszego rozumienia
oddzialywan silnych wiazacych jadra atomowe (tzw.
chromodynamika kwantowa).

Taki wysokoenergetyczny proton docierajacy z przestrzeni kosmicznej
do Ziemi ma energi¢ E, = 10% GeV i zderza sie ze ,statycznym”
protonem wewnatrz jadra tlenu lub argonu w atmosferze Ziemi.
W uktladzie srodka masy energia tego zderzenia jest opisana zmienng

Mandelstama, s >~ , /2E,m, ~ (14 TeV)?, co odpowiada energii zderzen
w LHC. Pamietamy przy tym, ze 1 TeV = 1000 GeV.

Wyniki eksperymentéw FASER i FASERv beda wiec
mialy wplyw na szereg dziedzin fizyki czastek. Dostarcza

tez one nowych danych dotyczacych fizyki neutrin
taonowych, ktore nieustannie stanowia ogromny bdl

gltowy dla kolejnych pokolenn eksperymentatorow. Dosé
wspomnieé, ze od czasu ich pierwszej doswiadczalnej
bezposredniej obserwacji na przetomie tysiacleci

w detektorze DONUT nadal dysponujemy zaledwie
garscia takich zdarzen kiedykolwiek zmierzonych

z duza dokladnoécia oraz dodatkowymi obserwacjami
bazujacymi na zjawisku oscylacji, ktére raportowaty

w pozniejszych latach zespoly eksperymentalne IceCube,
OPERA oraz SuperKamiokande.

Trwaja tez dyskusje nad rozszerzeniem tego programu
badawczego na dalsze lata dziatlania LHC. W tym celu
rozwaza sie stworzenie jeszcze wigkszego laboratorium
podziemnego (Forward Physics Facility, FPF), ktory
moglby pomieéci¢ wiecej detektoréw umieszczonych

na linii osi zderzenia wiazki protonéw w LHC. Wsréd
nich znalezé by sie mogta wigksza wersja eksperymentu
FASER, ale tez np. niedawno zaproponowany detektor
FLArE (Forward Liquid Argon Experiment). Mialby
on wykorzystywaé technologie ciekloargonowej komory
projekcji czasowej oraz fotopowielacze zbierajace
pierwszy sygnal zderzenia w detektorze w postaci btysku
(flare) scyntylacyjnego. Taki eksperyment méglby tez
stuzy¢ do bezposredniej detekcji stabilnych lekkich
czastek ciemnej materii, ktére moga by¢ nieustannie
produkowane w LHC, lub tez wykluczy¢ tego typu
scenariusze teoretyczne. Pomimo pandemii w ostatnich
miesigcach zorganizowano juz (zdalnie) dwa duze
miedzynarodowe spotkania fizykdéw zainteresowanych
rozbudows tego programu badawczego w LHC.
Wykonano tez szereg wstepnych prac inzynieryjnych

w celu doktadnego zaplanowania nowego laboratorium
i oszacowania kosztow jego budowy. Obecne szacunki
opiewaja na okolo 0,5-1% kosztéw budowy LHC.

I tak na naszych oczach rodzi sie catkiem nowy kierunek
badawczy w LHC, co w tym przypadku ma znaczenie
niemal dostowne.

Ciagi Dolda i punkty periodyczne

* Wydzial Fizyki Technicznej
i Matematyki Stosowanej,
Politechnika Gdanska
** Student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Grzegorz GRAFF*, Mateusz SCHARMACH**

Albrecht Dold (1928-2011), wybitny niemiecki matematyk, byl autorem wielu
eleganckich konstrukcji topologicznych. W jego pracy z 1984 roku pojawil sie
pewien specyficzny uklad kongruencji, ktére zajmuja wazne miejsce w teorii

ukladéw dynamicznych i topologii. Okazuje sie, ze idea, jaka lezy u ich podloza,
jest o wiele bardziej uniwersalna. Artykul [2] koniczy sie nastepujaca definicja,
ktéra dla nas stanowi¢ bedzie punkt wyjscia.

Ciag catkowitoliczbowy a = (ay)nen nosi nazwe ciggu Dolda, jezeli dla wszystkich

n>1

(1)

ZH(D% =0 (mod n).

k|n

Funkcja p wystepujaca w powyzszym wzorze to klasyczna funkcja Mobiusa,
zdefiniowana nastepujaco:

1
p(n) =40
(="
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jezelin =1,
jezeli n ma dzielnik bedacy kwadratem,
jezeli n jest iloczynem r réznych liczb pierwszych.



Pare stéw o u: funkcja p Mobiusa ma wiele pozytecznych
wtasno$ci. Nietrudno udowodnié¢ na przyktad, ze jesli liczby
naturalne a i b sa wzglednie pierwsze, to p(ab) = p(a)u(b).
Ponadto, jesli n > 1, to Zd\n u(d) = 0, bowiem jedyne niezerowe
sktadniki sumy po lewej stronie wystepuja dla d bedacych
iloczynami réznych pierwszych dzielnikow n, a liczba takich
iloczynéw parzystej dlugosci jest rowna liczbie iloczynéw diugosci
nieparzystej. Rozwazmy teraz dowolny ciag (an)nen i niech

n = Z{”n ;L( )ad Wéwezas
Sa -y Y (D) 2y Y ()ae_
n(2) €20 30 u

dln dln eld e|ln (d|n: e|d)
ES
eln (dn: eld) eln h|(n/e)
gdzie réwno$é (a) wynika ze zmiany kolejnodci sumowania, (b) to
podstawienie h = d/e, a (c) jest wnioskiem z uzasadnionego
wezedniej faktu, ze jesli n/e > 1, to Zh,\(n/e) u(h) = 0. Zauwazmy

= an7

ponadto, ze jesli pewien ciag (bn)nen spelnia a, = Z by, to jest

d|n
on jednoznacznie wyznaczony przez (an ), musi by¢ zatem b, = an
stwierdzenie to nosi nazwe wzoru inwersyjnego Mobiusa.

Na pierwszy rzut oka ciagi Dolda wydaja sie dosy¢
zagadkowe: np. ciag staly jest ciagiem Dolda (co wynika
z jednej z przedstawionych wyzej wlasnosci funkeji p),
ale juz tak prosty ciag, jak ¢ = (1,2,3,...), nim nie jest,
gdyz juz dla n = 2 nie spelnia wymaganych kongruencji:
ca —c1 # 0 (mod 2).

Okazuje sie, ze ciggi Dolda maja Scisty zwiazek

z punktami stalymi iteracji odwzorowan. Oznaczmy
przez Fix(f) liczbe punktéw stalych odwzorowania f,
przeprowadzajacego pewna przestrzen X w siebie.
Wéwczas, niezaleznie od odwzorowania, ciag
(Fix(f"))nEN jest ciggiem Dolda! Podamy za chwile
dowdd tej niebanalnej obserwacji. Zacznijmy od kilku
podstawowych definicji i faktéw. Punkt periodyczny x
o okresie minimalnym n to taki punkt, ze f"(z) = z,
ale dla 1 < k <n f*(x) # x. Zdefiniujmy zbiér

O(z) = {z, f(x), f?(x),...} obejmujacy wartosci kolejnych
iteracji f w punkcie z, zwany orbita punktu z. Orbity
punktéw periodycznych o okresie minimalnym n
(n-orbity) sa skoriczone i maja n elementéw. Co wigcej,
nietrudno zauwazy¢, ze dwie orbity albo sie pokrywaja,
albo sa roztaczne.

Zalbézmy teraz, ze zbiér punktéw staltych odwzorowania
™ jest skoriczony. Kazdy punkt z danej orbity O(z)

o okresie minimalnym k wraca do siebie dopiero po

k iteracjach. Zatem pojedyncza k-orbita generuje albo
k (jesli k | n), albo 0 (jesli k 1 n) punktéw statych
odwzorowania f".

Oznaczajac przez L(k) liczbe orbit o okresie
minimalnym k&, otrzymujemy:

(2) Fix(f™) = Z L(k
k|n
Stosujac wzér inwersyjny Mobiusa do formutly ,

otrzymujemy:
(3) L) -n =" u(3 ) Fix(fh).
k|n

Widzimy zatem, ze lewa strona powyzszej réwnosci jest
podzielna przez n, zatem prawa strona takze, a wiec
rzeczywiscie (Fix(f")), . jest ciagiem Dolda.
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Aby dodatkowo utrwali¢ wprowadzone pojecia,
wyprowadzmy wzor bez odwolywania sie do

wzoru inwersyjnego Moébiusa, na pewnym prostym
przykladzie. Rozwazmy n = 6 i pewna funkcje f: X — X
o skonczonym zbiorze punktéw okresowych. Sprobujmy
wyrazié¢ liczbe punktéw o okresie minimalnym 6 poprzez
punkty state f* dla 1 < k < 6. Z Fix(f%) musimy pozby¢
sie liczby punktéw o mniejszych okresach minimalnych,
dzielacych 6, czyli 1,2, 3, ale z drugiej strony wyrzuciliSmy
troche zbyt duzo, bo Fix(f?) i Fix(f3) zliczaja

takze Fix(f), musimy zatem przywrécié wyrzucone
dwukrotnie Fix(f). Mamy:

L(6)-6 =
= Fix(f%) — Fix(f) - Fix(fQ) — Fix(f%) + 2Fix(f) =
= Fix(f°) - Fix(f*) - Fix(f°) + Fix(f) =
= Fix(f"),
-2 )

Podsumowujac, kongruencje Dolda wynikaja z faktu,
ze suma po prawej stronie wzoru , dzieki zasadzie
ywlaczen i wylaczen”, redukuje sie do liczby orbit
n-elementowych pomnozonych przez n.

Macierze i ich iloczyny.

Macierzq liczb wymiaru n X m nazywamy po prostu tabelke

o n wierszach i m kolumnach, wypelniong liczbami. Aby zdefiniowaé
iloczyn dwéch macierzy, wygodnie jest najpierw przypomnieé, czym
jest iloczyn skalarny dwoch wektoréw tej samej dlugosci — jest to suma
iloczynéw odpowiadajacych wspoélrzednych. Dla przyktadu, iloczyn
skalarny wektoréw [1,2,3] 1 [7,5,—2] to 1-7+2-5+3-(—2) = 11. Jesli
macierz A ma tyle kolumn, ile macierz B ma wierszy, to iloczyn A - B
definiujemy jako macierz, ktéra na miejscu (4, ), czyli w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie ma iloczyn skalarny i-tego wiersza macierzy A i j-tej
kolumny macierzy B. Na przyklad w macierz A? ma na miejscu
(1,2) liczbe 6, gdyz jest to iloczyn skalarny 1. wiersza i 2. kolumny
macierzy A.

Inna, do$é¢ zaskakujaca, cecha ciagéw Dolda jest ich
zwiazek z macierzami kwadratowymi. Zacznijmy od
prostego rachunku na pewnej macierzy A o wymiarze

2 x 2 i jej kwadracie:

) A= [2 ;] A% = E 161]'

Obliczmy teraz tr A2 — tr A, gdzie ,,tr” jest $ladem
macierzy kwadratowej, tzn. suma elementéw lezacych
na jej gtéwnej przekatnej. W naszym przypadku

tr A2 —trA =13 -3 =10 =0 (mod 2). Zatem dla ciagu
(tr A™),en kongruencje Dolda sa spelnione dla n = 2.
Okazuje sie¢ jednak, ze sa one prawdziwe dla dowolnej
macierzy i dowolnego n, czyli ze ciag $ladow dowolnej
macierzy catkowitoliczbowej réwniez jest ciagiem Dolda.

Ten niebanalny fakt, odkrywany wielokrotnie przez
réznych autoréow, ma liczne konsekwencje. Na przyktad
dla dowolnej macierzy o wyrazach calkowitych A i liczby
pierwszej p otrzymujemy:

tr AP = tr A (mod p).
Brzmi jakby znajomo? Rzeczywiscie, otrzymalismy male
twierdzenie Fermata, tylko w bardziej ogdlnej wersji —
dla macierzy (zauwazmy, ze staje sie ono dokladnie tym
twierdzeniem dla macierzy 1 x 1).

Mozna podaé bezposredni dowdd faktu, ze (tr A™),en jest
ciagiem Dolda, ale przekraczaloby to ramy tego artykutu
(dowdd taki znalezé mozna w [4]). Mozliwy jest jednak



@
O=0

Graf skierowany G4 o dwéch

wierzcholkach, odpowiadajacy macierzy A

danej przez réwnanie
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zreczny zabieg (dla macierzy o nieujemnych wspo6lczynnikach), ktéry uzasadnia
ten fakt na podstawie zdobytej juz przez nas wiedzy. Pokazemy mianowicie, ze
(tr A™)nen jest ciagiem liczby punktéw stalych iteracji pewnego odwzorowania.

Dla danej macierzy A o wymiarze s X s i wspélczynnikach bedacych liczbami
calkowitymi nieujemnymi rozwazmy graf skierowany G4 o s wierzchotkach,

w ktorym dozwolone sg krawedzie wielokrotne, taki ze z i-tego wierzchotka do
j-tego wierzchotka prowadzi dokladnie Ali, j] krawedzi (przez Ali, j] oznaczamy
liczbe na (4, j)-tym miejscu macierzy A).

W opisanym przez nas przykladzie macierzy A z réwnania potrzebujemy
dwéch wierzchotkéw, powiedzmy Wy oraz Ws. Z Wi nie ma potaczen do Wy,
ale z Wy do Wy wioda trzy krawedzie. Ponadto z W7 do Wy mamy 2 krawedzie,
a w przeciwnym kierunku jest 1 krawedz.

Wracajac do ogdlnego przypadku, latwo udowodnié¢ indukcyjnie, ze A™[i, j] (tzn.
zawarto$¢ komérki (7, j) macierzy A™) to liczba $ciezek dlugosci n (z dozwolonym
powtarzaniem sie krawedzi) prowadzacych z wierzchotka i do wierzcholka j,
majacych dlugosé n. Rzeczywiscie, dla n = 1 korzystamy z definicji macierzy A,
natomiast dla n > 1 zauwazamy, ze Sciezki dlugoséci n od wierzchotka ¢ do
wierzchotka j mozemy podzieli¢ na n grup: w k-tej grupie sa Sciezki, ktérych
»przedostatni przystanek” to wierzcholek k. Kazda taka Sciezke mozemy
otrzymadé, biorac dowolna $ciezke dtugosci n — 1 z i do k (tych jest A"~ [i, k])
oraz dowolng krawedz z k do j (ktérych jest A[k, j]). Zatem w k-tej grupie mamy
A"i, k] - Alk, j] Sciezek, wiec w sumie jest ich >_;_; A" i, k] - Alk, j], co
zgodnie z definicja mnozenia macierzy jest réwne (A"t - A)[4, j], czyli A™[i, j].
Stad slad macierzy A™, czyli suma wyrazéw A™[i,i], bedzie po prostu liczba
Sciezek dhugosci n rozpoczynajacych i konczacych sie¢ w tym samym wierzchotku.

Ustaliwszy ten fakt, mozemy teraz latwo skonstruowaé zadane odwzorowanie.
Rozpatrzmy przestrzen X sktadajaca sie z nieskonczonych $ciezek w grafie G 4,
reprezentowanych jako ciagi krawedzi (ko, k1, k2, . ..) 1 odwzorowanie o : X — X
dane wzorem o(ko, k1, k2, ...) = (k1, ke, ...), ktére mozna interpretowaé jako
przejscie z jednej krawedzi do polaczonej z nig kolejnej krawedzi w grafie G 4.

Punkty state o to $ciezki wykorzystujace tylko jedna krawedz-petle, jak np.
(kwys kws, kwy, - . -) W naszym przykladzie, gdzie ky, oznacza jedna z krawedzi
z W5 do Ws. Liczba takich nieskonczonych $ciezek wychodzacych z danego
wierzchotka o indeksie i jest zatem réwna Ali, i], wiec wszystkich takich
Sciezek jest tr A. Analogicznie, punkty state o™ to $ciezki, ktore przechodza

na siebie w n-tej iteracji. Oznacza to, ze sktadaja sie one z powtorzen
pewnego cyklu dlugosci n, ale tych jest, jak pokazaliSmy, dokladnie tr A™.
Ostatecznie Fix o™ = tr A", zatem (tr A™),en jako ciag liczby punktéw stalych
odwzorowania o jest rzeczywiscie ciagiem Dolda.

Ciagi Dolda, ze wzgledu na opisane powyzej zwiazki z punktami periodycznymi,
stanowia obiecujacy obiekt badan na pograniczu teorii uktadéw dynamicznych,
topologii i teorii liczb. Definicje ciagéw Dolda mozna uogdlni¢ na rézne sposoby.
Jedna z takich prob jest rozpatrywanie ciagéw wieloindeksowanych. Okazuje
sie, ze maja one podobne wlasciwosci do ciagéow klasycznych, a ich opis podany
zostal w pracy nagrodzonej brazowym medalem w Konkursie Prac Uczniowskich
im. Pawla Domaiskiego (2019) [3].

Na koniec ciekawy problem, niejako odwrotny do rozpatrywanego na poczatku
artykutlu. Czy dowolny ciag Dolda (ay)nen sktadajacy sie z nieujemnych liczb
calkowitych da sie przedstawi¢ jako ciag liczby punktéw stalych pewnego
odwzorowania f : X — X7 Latwo jest odpowiedzie¢ na to pytanie twierdzaco,
jesli nic nie zakladamy o odwzorowaniu f ani o przestrzeni X. Problem staje sie
jednak otwarty, jesli zazadamy dodatkowych warunkéw, np. zalozymy, ze X jest
rozmaitodcia, a f jest gladkie. O szczegdlach zwiazanych z tym zagadnieniem,
jak réwniez o wykorzystaniu ciagéw Dolda w réznych obszarach matematyki
poczyta¢ mozna w [I].
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Klub 44 M

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2022

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2020/21

Btazej Zmija 1 - 40,50
Janusz Olszewski 21 — 39,34
Kacper Morawski 37,16

Witold Bednarek 8 — 36,36
Adam Woryna 3 - 36,14
Pawel Najman 8 — 34,25

Tomasz Czajka 33,74

Marcin Kasperski 4 — 32,80
Andrzej Kurach 2 -29,11
Stanistaw Bednarek 2 -27,19
Radostaw Kujawa 27,13
Piotr Sottan 27,12
Tomasz Wietecha 13 — 25,91
Janusz Wojtal 25,48
Marek Spychata 3 — 24,85
Norbert Porwol 24,02
Jedrzej Biedrzycki 23,05
Piotr Lipinski 1 - 23,02
Marian Lupiezowiec 1-21,26
Marcin Matogrosz 4 - 20,62
Michal Kieza 4 — 20,46
Karol Matuszewski 1-19,74
Szymon Tur 19,46
Grzegorz Wigczkowski 19,44
Semen Stobodianiuk 17,86
Pawel Kubit 7-17,80
Marek Prauza 4 - 16,62
Jerzy Cisto 15 - 15,81
Roksana Stowik 2 — 14,38

Legenda (przykladowo): stan konta
8 — 36,36 oznacza, ze uczestnik juz
oémiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (dziewiatej) rundzie ma
36,36 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

13 punktéw;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2019, 2020
lub 2021.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroci¢ do

naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 835, 836
Redaguje Marcin E. KUCZMA

835. Dana jest liczba naturalna n podzielna przez 3 oraz ciag (z1,...,%n)
o wyrazach 1, 2 lub 3, przy czym jedynek, dwdjek i tréjek jest tyle samo
(po n/3). Dowiesé, ze dla pewnych numeréw k,I (1 < k <1 < n) zachodzi
réwnos¢ T + ...+ x; =n.

836. (a) Wykazad, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb
rzeczywistych z, dla ktérych oba wyrazenia x'/2 4+ z=1/2 oraz z'/3 4 z1/3
maja wartosci catkowite.

(b) Ustalié, ile jest liczb = > 1 o powyzszej wlasnosci takich, ze |z] ma

w zapisie dziesietnym nie wiecej niz 2022 cyfry.

Zadanie 836 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktoéra przystal pan
Pawel Kubit.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2021

Przypominamy tres¢ zadan:

827. Niech T,, oznacza liczbe naturalna, ktérej zapis dziesietny sktada sie z m tréjek (np.
T, = 3333). Wyjas$nié, czy istniejg takie liczby naturalne m, n, ze suma cyfr liczby nT,, jest
mniejsza niz 3m.

828. Dana jest liczba naturalna n > 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste ¢ takie, ze dla

dowolnych liczb rzeczywistych =1, ..., z, zachodzi nieréwnosé¢
n n n
E lex;| = (¢ —1) E lzi| + \‘ E :mJ
i=1 i=1 i=1

827. Odpowiedz: nie istnieja.
Dow6d: niech s(N) oznacza sume cyfr liczby N. Ustalmy liczbe naturalng m.
Teze s(nT,,) = 3m wykazemy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1,2,3 jest
to oczywiste. Wezmy n > 4 i zalézmy, ze s(kT,,) >3m dlak=1,...,n—1.
Przyjmijmy, ze liczba nT,, ma m+r+1 cyfr (r > 0). Zapiszmy ja w postaci
nTy, = 10"A+ O, gdzie 10m < A < 10m™* 0< C < 10". Wezmy pod uwage
roznice

R=nT,, — 3T, 10" =(10"A+C) — (10™ —1)-10" =

=10"B+C, gdzie B=A+1-10".

Jasne, ze s(A+1) < s(A) + 1. Zapis liczby B to zapis liczby A + 1, z cyfra
wiodaca zmniejszong o 1. Stad s(B) = s(A+1) —1 < s(A4), i wobec tego
s(nTy) = s(A) + s(C) = s(B) 4+ s(C) = s(R). A poniewaz R= (n—3-10")T),,
zatem z zalozenia indukcyjnego s(R) > 3m, i mamy nieréwnosé s(nT,,) = 3m,
czyli teze indukeyjna. Na mocy zasady indukcji ta nieréwnosé zachodzi dla
wszystkich n € N.

828. Zalbézmy, ze c jest liczba o podanej wlasnosci. Biorac najpierw

1 =...=x, =1, a nastepnie 1 = ... = x,, = 1/n, dostajemy (odpowiednio)
n|lc| = nc oraz n|c/n] > 1. Pierwsza z tych nieréwnosci pokazuje, ze ¢ jest
liczba calkowita; druga — ze |¢/n] jest liczba dodatnia, wiec nie mniejsza niz 1.
Uzyskujemy warunki:

(1) ceN,

konieczne do tego, by liczba ¢ miala zadang wtasno$é. Pokazemy, ze sa one
réwniez wystarczajace.

czn,

Niech wiec liczba ¢ spelnia warunki (1) i niech z1,...,z, Oznaczmy lewa i prawa strone tej ostatniej nier6wnosci

beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Oznaczajac
ki = |x;| oraz piszac x; = k; + r;, dostajemy do

udowodnienia nieréwnosé
n

i=1
rownowazng nastepujacej:
n

ZLCHJ > {ZTZJ

i=1

(2) Z(cki—l— leri]) = (e — 1)Zki +Zki + {ZHJ,

odpowiednio przez L i P. Szacujemy:

n

L>Z(cri—l) >n2n—n>n(P—1) > P—1.
i=1 i=1

Liczby L i P sg catkowite, wigc skoro L > P — 1, znaczy
to, ze L > P; nier6wnosé (2) jest wykazana.

i=1

Stad odpowiedz: wlasnosci (1) doktadnie charakteryzuja
liczby ¢, o ktore pyta zadanie.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (21),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (13), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (6), P. Kubit (7),

J. Cisto (15), W. Bednarek (8),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychata
(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,
A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,
Jedrzejewicz, G. Karpowicz,
Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
Kurach, J. Lazuka, J. Matopolski,
Merta, J. Mikuta, E. Orzechowski,
Pagacz, M. Pater, K. Patkowski,

. Piéro, F. S. Sikorski, J. Siwy,

. Stowik, S. Solecki, T. Warszawski,
. Zakrzewski;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. Jozwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latatla, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matle¢ga, K. Matuszewski, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Nadara, W. Olszewski, R. Pikuta,

B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
A. Smolczyk, P. Sobczak, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,

K. Trautman, P. Wach, J. Wegrecki,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, B. Zmija, P. Zmijewski.

OFRFEFET

Zadanie 806. [a; = 2; a,41 =2% +2; f(z)=22—x
= Vn=>1: f(apt1) =0 (mod f(a,))] (WT=1,80;

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 M w roku szkolnym 2020/21

Liczby zakonczone zerem domagaja sie uczczenia: oto 40 lat skoniczyla
matematyczna liga zadaniowa! DwadzieScia lat temu, z okazji analogicznej
(choé o potowe skromniejszej), w dorocznym oméwieniu (AZ,), uraczyliémy
Czytelnikéw ciekawa statystyka, dajaca obraz uczestnictwa w pierwszych
dwudziestu sezonach ligowych. Przypomnijmy: sezon ligowy to w zasadzie

rok szkolny, wrzesien—czerwiec. We wrzesniu roku 1981 ukazaly si¢ zadania

nr 1, 2, 3 (). Tak; bowiem przez pierwsze trzy i p6l roku mieliémy po trzy
zadania w numerze. Potem do matematyki dotaczyla fizyka i od stycznia 1985
zaczeliSmy zamieszezaé po dwa zadania z kazdej z tych dwoch dziedzin.

Wspomniana statystyka zasluguje na kontynuacje. Popatrzmy, jak to sie
ksztaltowato w kolejnych czterech dziesiecioleciach, od startu az do sezonu
czterdziestego. W kolejnych kolumnach tabelki widzimy:

— (w nawiasie) liczbe zadan z matematyki w dziesigcioleciu;

— liczbe nowych uczestnikow ligi;

— (gruba czcionka) liczbe nowych czlonkéw Klubu 44 M;

— liczbe przekroczen bariery ,,44 punkty” (rézni sie od poprzedniej tym, ze
liczone sa przekroczenia powtdrne i wszystkie dalsze);

1981-1991 (222) 506 66 114
19912001 (202) 122 29 70
20012011 (200) 95 19 77
20112021 (200) 72 21 86

(statystyke w rozbiciu na pojedyncze roczniki znajdzie Czytelnik
w elektronicznym wydaniu numeru).

Najliczniejszy udzial wida¢ w latach poczatkowych; dzialal urok nowosci —

ale chyba nie tylko: zycie wéwczas byto troche inne; wiecej czasu mozna byto
przeznaczaé na beztroska zabawe (jaka nasza liga zawsze pragnela by¢é i pragnie
pozostac).

Suma liczb z przedostatniej kolumny, réwna 135, to aktualna liczba oséb
zaliczonych w grono czlonkéw Klubu 44 M; suma liczb z jeszcze poprzedniej
kolumny — to laczna liczba wszystkich uczestnikéow, ktorzy pojawili sie w lidze
(do momentu zamknigcia sezonu 2020/21); wynosi ona 795.

Pamietajmy jednak, ze niektorzy z nich odeszli tam, skad sie nie wraca.
O niektérych wiemy (notki zalobne w lutowych numerach rocznikéw 1993, 1999,
2008, 2016); o innych mozemy nie wiedzie¢; im wszystkim nalezy sie chwila
smutnej zadumy i ciepte wspomnienie.

* * *

Teraz wybrane zadania z omawianego sezonu (ostatniego, czterdziestego) —
wiec, jak zwykle, te trudniejsze (wysoki wspdlczynnik trudnosci WT i/lub
niska liczba poprawnych rozwiazan LPR), a takze te, w ktérych uczestnicy
zaintrygowali niebanalnymi pomystami rozwiazan albo ciekawymi komentarzami.
W e-wydaniu, jak przed rokiem, zamieszczamy wybrane fragmenty prac

(w zakladce: ,Zalacznik do elektronicznego oméwienia ligi matematyczne;j”).

k#£1 (i) k+ap Z1+ 2 dla k #£1; teza: permutacja
o wlasnodci (i) istnieje < permutacja o wlasnosci (ii) nie

LPR=14). Trudno$ci tu niewiele. Piotr Kumor zwrécil
uwage (— e-wydanie numeru), ze juz w klasycznej
ksiazeczce W. Sierpiniskiego 250 zadan z elementarnej
teorii liczb znajduje si¢ rozumowanie indukcyjne, dajace
rozwiazanie naszego zadania; postawil tez pytanie,

czy poza ciagiem (a,,) istnieja liczby calkowite m > 2
takie, ze m | 2™ +2, (m—1)| 2™+ 1; pierwszy

z tych warunkéw spelnia np. liczba m = 946 ( # a,, dla
wszystkich n); czy jedyna taka?

Zadanie 810. [Permutacje (z1,...,z,) zbioru {1,...,n}
o wlasnosciach (mod n): (i) Zle T E 22:1 x; dla
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istnieje] (WT=2,03; LPR=11). Wszyscy pokazali, bez
wiekszych trudnosci, ze istnienie permutacji jednego

lub drugiego typu zalezy po prostu od parzystosci
liczby n. Kto ciekawy, ile jest takich permutacji (dla
danego parzystego/nieparzystego n), znajdzie odpowiedz
w OEIS (ciagi A141599, A006717) — na co zwrdcil uwage
Michal Adamaszek.

Zadanie 812. Vn €N, n>2: [[;_,(2¥ —2) =0 (mod n!)]
(WT=1,60; LPR=19). To teoria liczb — jak sugeruje
tre$¢ zadania i prawie wszystkie rozwiazania

(w tym firmowe)? Czy moze raczej algebra liniowa



z kombinatoryka? Popatrzmy na rozwiazanie, jakie
przystal Jerzy Cisto: W przestrzeni liniowej Z5
wybieramy baze wektoréw vi,...,v,, biorac dowolny
wektor vi # 0 (2" — 1 mozliwosci); za$ majac wektory
V1,...,Vj, rozpinajace podprzestrzen wymiaru j
(wiec mocy 27), mamy 2" — 27 mozliwoéci wyboru
wektora v;y1; liczba uporzadkowanych baz wynosi
zatem

n—1 n
M,: =[J@" -2)=2"0"D2]] @k -1).
j=0 k=1

Zliczamy teraz n-wymiarowe sympleksy

o ponumerowanych wierzchotkach: pierwszy
wierzchotek wybieramy na 2™ sposobéw, a pozostale
uzyskamy, dodajac do niego wektory dowolnej bazy
uporzadkowanej; zatem liczba takich symplekséw
wynosi 2"-M,, i dzieli si¢ przez (n + 1)!, bo tyle jest
mozliwoéci ponumerowania wierzchotkéw. Cofajac n

o jeden, widzimy, ze n! jest dzielnikiem liczby 2" ' M,,_;.

To juz prawie teza zadania — pozostaje jedynie
skontrolowaé¢ potegi dwdjki w liczbach: n! oraz tej danej
w zadaniu — a to nietrudne ¢wiczenie.

Na podobnym pomyéle (dopracowanym w jezyku
macierzy) oparl Janusz Olszewski jedno z trzech (!)
przystanych rozwiazan; w kazdym z nich (— e-wydanie)
wykazat stuszno$é tezy zadania ze stala 2 zastapiong
przez dowolng liczbe naturalna a > 2.

[Mala uwaga. Przytoczone rozumowanie pokazuje,

ze 2" M, /(n + 1)! to liczba n-symplekséw w Z%

(bez numeracji wierzchotkéw). Dla n = 3 to jest 56;
wynikaltoby stad, ze jest doktadnie 56 czworo$ciandow
rozpietych przez czwérki wierzchotkéw szescianu.
Jednak nie. Pozostawiamy Czytelnikom znalezienie
ich faktycznej liczby oraz zagadke: czy wiasnie zostata
wykryta sprzeczno$é w matematyce?]

Zadanie 813. [Dany n-kat wypukly W, ma N
przekatnych; m € N, m < N; S — zbior wszystkich
punktéw przecieé¢ przekatnych wewnatrz W (zadne
trzy sie nie spotykaja) = IM C S: |M| = m, nie
zawierajacy cyklu (w cyklu kazde kolejne dwa punkty
na jednej przekatnej — ale zadne trzy)] (WT=2,95;
LPR=T). Wystarczy rozwaza¢ m = N — 1. Michat
Adamaszek prosto i dobitnie wyjasnil, o czym

jest to zadanie: nalezy patrzeé¢ na N przekatnych

jako wierzcholki grafu; polaczone sa takie dwa
wierzchotki, ze odpowiadajace im przekatne przecinaja
sie wewnatrz W. Cykle krawedziowe w tym grafie

to dokladnie cykle punktow S wedtug okreslenia

w zadaniu. Graf jest spéjny (kazde dwa niepotaczone
wierzcholki maja wspélnego sasiada); bierzemy jako M
dowolny minimalny spéjny podzbiér S (czyli zbioru
krawedzi grafu), wiazacy wszystkie N wierzchotkéw;

z minimalnos$ci wynika, ze nie ma w nim cyklu — jest
wiec drzewem, zatem | M| = N — 1, czyli tak, jak trzeba.

Zadanie 815. [f,g,h: R — R;

Va,y: fl@+y°)+9(@® +y) =hzy); f.g,h="]
(WT=3,01; LPR=6). Tylko funkcje stale (takie, ze
f+ g = h) spelniaja to réwnanie. Rozwiazanie firmowe
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znalazt P. Kumor. Nieco inaczej: M. Adamaszek,
K. Matuszewski, M. Spychata, A. Woryna —
pokazujac (réznymi metodami, nie bez wysitku), ze f
jest stala w pewnym otoczeniu zera; iterowanie réwnosci
f(2®) = f(x) (latwej do uzasadnienia) pozwala wtedy
wywnioskowac, ze f jest stala na R. Jeszcze inaczej,
oryginalnie, J. Olszewski — przez sprowadzenie do
ciekawego uktadu trzech réwnan wielomianowych —
cho¢ tez nie catkiem krétko (— e-wydanie). I jeszcze
jedna praca, zawierajaca istote rozumowania, ale z tak
licznymi pomytkami i niedopracowaniami, ze nie mozna
jej uznaé za pelne rozwigzanie.

Zadanie zostato wziete z dawnej olimpiady
matematycznej jednego z krajéw europejskich i wlaczone
do konkursu w nadziei, ze btyskotliwe rozwiazanie
poznamy od uczestnikéw; jednak nie — wigc zapewne
prosciej zrobi¢ sie tego nie da.

Zadanie 818. [Vn > 93m < n/3: 2" —2™ =0 (mod n);
(m,n € N)] (WT=2,23; LPR=11). Kilku uczestnikéw
zauwazylo (a nie zauwazyl tego zawczasu redaktor

ligi), ze prawie takie samo zadanie bylo juz kiedy$

w lidze (Ag, zadanie 726). W tym ,prawie” kryje sie
jednak spory kawatek matematyki. Jedyna réznica

w tresci to oszacowanie dla m: tam n/2, tu n/3;
wszelako to réznica jakosciowa. Rozwiazanie firmowe
znacznie latwiejszego zadania 726 nie dawalo si¢ tatwo
przenosi¢ na nowsg sytuacje, nie dawato nawet znaczacej
wskazéwki (choé¢ jeden z uczestnikéw zlapal sig na te
niezamierzona putapke). W obecnym zadaniu wszystkie
(poprawne) rozwiazania biegly jednym torem: albo

(jak w ,firméwce”) z jawnym uzyciem funkcji Eulera,
albo z wyprowadzeniem jej potrzebnych wlasnosci (nie
nazywajac jej po imieniu).

Zadanie 820. [Va,b,c > 0: chkl bza—_:bc > %] (WT=1,76;
LPR=16). Urokliwie elementarne rozwiazanie, jakie
zaproponowal Witold Bednarek, autor zadania

(i ktore zamiesciliémy jako firmowe), pokazuje,

ze zadanie mogloby sie nadawaé¢ do konkursu dla
junioréw. Ale oczywiscie bylo ono podatne i na inne
techniki. Odnotujmy niektére podejscia: Janusz
Olszewski udowodnil ogdlniejszg nieréwnos¢, stuszng
dla p,q,z,y,z > 0: Z_Cykl ﬁ > r—?—q; daje on{a

teze zadania, gdy (z,v,2) = (a?,b%,¢), (p,q) = (%, %)
(bo be < (b% + ¢2)/2). Podobna nieréwnosé, tylko dla
p/q = 3, ale z rozszerzeniem na n skladnikéw z;, wskazal
Piotr Kumor; szczegdly tych prac w e-wydaniu
numeru.

Szczyt zwigzlosci osiagnat Mikotaj Pater, uzywajac
nieréwnosci Héldera (3 xlylzl)g < (23Xl (X2,
(sumy po i = 1,2, 3); wystarczy podstawié

2/3 1
Ti = ai/ (a12+1 +ait1ait2) 13y, = (aiai+1)1/3,
2 = (aiy1 + air2)*/3, by przy oznaczeniu
(a1,a2,as3) = (a,b, c) dostaé¢ nieréwnosé nieco mocniejsza
od tej z zadania.
Kilka prac zaczynalo sie stowami: ,,Zalézmy b.s.o.,

ze a = b > ¢”. Tak by bylo, gdyby rozwazane
wyrazenie bylo symetryczne; tu jednak mamy tylko



niezmienniczosé cykliczna, wigc logika szwankuje. Mozna co oznacza, ze srodek S odcinka UV jest $rodkiem

jedynie ,b.s.0.” przyjaé, zea =2 b>cluba<<b<c¢ okregu wp; jedli teraz K, L, M to punkty stycznosci

(i oddzielnie analizowaé te dwie sytuacje). boku BC' z okregami wpisanymi w tréjkaty ABC,
ABD, ACD, to dodajac stronami trzy réwnosci

Zadanie 822. [AABC; dla D € BC: U,V - érodki BK = Y{(AB+ BC - AC), —BL = 1(AD — AB - BD),

okregéw wpisanych w ABD, ACD; wp — okrag DUV —DM = %(AC’ — AD — CD), otrzymujemy

= wszystkie okregi wp maja punkt wspdlny] LK — DM = 0; a skoro S lezy na symetralnej

(WT=3,05; LPR=6). Przekombinowane bylo odcinka LM, wynika stad, ze SK = SD, czyli K € wp;

rozwiazanie firmowe (choé¢ ciekawe; koncepcja: tak wiec S jest punktem, ktérego istnienie nalezto

Mikotaj Pater, autor zadania). Uczestnicy ligi wykazac¢. Podobne rozwiazania: M. Adamaszek,

robili to proéciej. Jerzy Cisto: U,V leza na L. Merta, J. Olszewski oraz (z pomoca trygonometrii)

dwusiecznych katéw ADB, ADC, wiec <UDV = 90°, A. Woryna.

Klub 44 F

U
11

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2022

Rys. 1

a/2 | a2

up uz

Zadania z fizyki nr 732, 733
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

732. Niewazki pret z umocowana na koncu kulka o masie m postawiono pionowo
na podtodze. Kulke mozemy traktowaé jako punkt materialny. Pret zaczyna
przewracaé sie z zerowa predkoscig poczatkowa i nie §lizga sie do chwili, gdy
przestaje naciska¢ na podloge. Jaka warto$¢ ma w tej chwili kat ag, jaki pret
tworzy z pionem? Ile wynosi wspélczynnik tarcia miedzy pretem a podloga?

Ile wynosi sila tarcia, gdy pret tworzy z pionem kat o < ag?

733. Zmienne pole magnetyczne wytwarza w jednorodnym przewodniku
ADBEA w ksztalcie okregu (rys. 1) stala sile elektromotoryczna e. Linie pola
magnetycznego sa prostopadle do plaszczyzny przewodnika i przechodza

przez powierzchnie w ksztalcie kola zacieniowana na rysunku, pole ma os
symetrii przechodzaca przez Srodek przewodzacego piersécienia i prostopadtla
do plaszczyzny przewodnika. W punktach A i B do pierscienia podlaczony jest
amperomierz. Opory przewodnikéw ADB, AEB i ACB wynosza odpowiednio
Ry, Ro i Rs3. Jakie jest napiecie miedzy punktami A i B?

Rozwigzania zadan z numeru 10/2021

Przypominamy tres¢ zadan:

724. Cigzka tarcza o promieniu R stacza si¢ na dwéch nierozciggliwych niciach. Nici sa nawinigte
na tarcze, a ich wolne konice sg zamocowane (rys. 2). Podczas ruchu tarczy nici sa caly czas napiete.
W pewnej chwili predkos$é katowa tarczy wynosi w, kat pomiedzy nié¢mi jest wtedy réwny a. Jaka
predko$é ma w tym momencie $rodek tarczy?

725. Przyjmijmy, ze Ziemia obiega Stonce po orbicie kotowej o promieniu R = 1 j.a. Po jakim czasie
spadlaby na Stonce, gdyby nagle zostata zatrzymana? Ziemie i Stonce potraktujmy jako punkty
materialne.

724. Oznaczmy predkosci punktéw stycznoéci nici z tarcza w ukladzie
odniesienia zwiazanym ze $rodkiem tarczy przez u; i us. Tworzg one ze soba
kat « i maja jednakowe warto$ci u = wR. W ukladzie odniesienia zwiazanym

z Ziemia predkoéci tych punktéw wynosza odpowiednio vi = uy +v i vy = ug + v,
gdzie v jest szukana predkoscia srodka tarczy. Poniewaz nici sa nierozciagliwe,
wektory vy i vo sg prostopadte do nici, a tym samym do wektoréw u; i us,.

Z rysunku 3 widaé, ze wektor predkosci tarczy tworzy z kazda z nici kat a/2,

a jego wartos$¢ v = u/ cos(a/2) = wR/ cos(a/2).

725. Gdy Ziemia krazy wokél Stonca o masie M po orbicie kotowej, jej predkosé
vo = \/GM /R , a okres obiegu Ty = 2R/ R/GM. Rozwazmy kolejno przypadki,
w ktérych Ziemia znajduje sie w odleglosci R od Storica w pewnym punkcie Z
orbity kotowej, a jej predko$¢ w tym momencie jest mniejsza od vy i coraz
bardziej maleje (rys. 4). Tory ruchu sa wtedy elipsami o malejacych pdlosiach,
a Slonce znajduje sie w ognisku bardziej oddalonym od punktu Z. Dla kazdej
z tych elips spelnione jest trzecie prawo Keplera: T2 /a® = To?/R?, gdzie

T =Ty\/a3/R3 (%)
jest okresem obiegu, zas a pdlosia wielka danej elipsy. W granicznym przypadku,
gdy predkosé Ziemi w punkcie Z jest réwna zeru, elipsa staje si¢ odcinkiem Z S,
a poélos wielka tej zdegenerowanej elipsy wynosi R/2. Zgodnie z (x) szukany czas

spadania t = 0,5T)+/1/8 = 0,257 R+/2R/GM = 65 déb.

20



Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klubu 44 F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2020/21
(po uwzglednieniu rozwigzan
zadan 720 (WT'=2,84) i 721 (WT=3,18))

Konrad Kapcia (Poznar) 14251
Tomasz Rudny (Poznan) 41,38
Stawomir Bué¢ (Mystkéw) 36,55
Mateusz Kapusta (Wroctaw) 35,59
Jacek Konieczny (Poznan) 31,90
Ryszard Wozniak (Krakéw) 31,46
Ryszard Baniewicz (Wloctawek) 30,36
Aleksander Surma (Myszkéw) 4 — 27,75
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 15 — 25,35
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 2 — 24,22

Andrzej Nowogrodzki (Chocianéw) 3 — 17,53

Jan Zambrzycki (Bialtystok) 3 - 12,27
Piotr Adamczyk (Warszawa) 1- 11,90
Pawel Kubit (Krakéw) 11,30

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2019-1021 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie co
najmniej 11 punktéw. Liczba przed
mys$lnikiem wskazuje, ile razy uczestnik
zdobyl 44 punkty.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klub 44 F w roku szkolnym 2020/21

Sredni wspélezynnik trudnoéci zadan okazal sie w tym roku nizszy niz

w latach ubieglych, wzrosla natomiast liczba przysylanych rozwiazan. Az
sze$ciu uczestnikéw przekroczylo prég 44 punktéw: Tomasz Wietecha po raz
pietnasty (!), Michal Kozlik po raz piaty, Krzysztof Magiera i Pawel Perkowski
po raz czwarty, Jan Zambrzycki po raz trzeci i Piotr Adamczyk po raz pierwszy.
Ustalilta si¢ grupa uczestnikow, ktorzy przysylali rozwigzania bardzo regularnie
i czesto bez zadnych usterek. Najbardziej skuteczny okazal sie Piotr Adamczyk,
ktérego 14 rozwiazan uzyskalo maksymalng ocene, Tomasz Wietecha takich
rozwigzan przystat 13.

W zadaniu 704 swiatlo monochromatyczne padato prostopadle na siatke
dyfrakcyjna, ktérej szczeliny ustawione byly pionowo. Nalezato odpowiedzie¢
na pytanie, jak zmieni sie obraz interferencyjny na ekranie, gdy siatke obrocimy
o kat ¢ < /2 wokdl osi réwnoleglej do szczelin siatki. Niestety, w rozwiazaniu
firmowym pojawil si¢ btad. Maksymalny kat ugiecia 6 w kierunku przeciwnym
do wskaz6éwek zegara (rysunek obok) wynosi 7/2 + ¢, ale prazki na ekranie
moga powstaé dla 6 < 7/2. Zatem maksymalna liczba maksiméw na ekranie
dla dodatnich § wynosi ky = |d/A], a nie jak podano |d(1 + sing)/\|. Zadanie
bylo otwarte, uczestnicy mogli pisa¢ o tym, co uznali za istotne. Maksymalna
ocene za to zadanie otrzymal Konrad Kapcia. Zadanie 721 (WT=3,21)
dotyczylo elektrostatyki. Wewnatrz wydrazonej, naladowanej, przewodzacej kuli
znajdowala si¢ wspotérodkowa z niag kula, réwniez naladowana i przewodzaca.
Miedzy kula a powloka umieszczony byl ladunek punktowy. Nalezalo znalezé
potencjal kuli oraz powloki. Pelne i bezbtedne rozwiazanie przystal Piotr
Adamczyk, ktéry do znalezienia potencjatu kuli wykorzystal metode obrazéw.
Tomasz Wietecha poprawnie obliczyl potencjal kuli, stosujac metode taka jak
w rozwiazaniu firmowym, z tajemniczych powodéw (moze przez przeoczenie) nie
odpowiedzial jednak na prostsze pytanie o potencjal powtoki.

Tomasz Wietecha byl jedynym uczestnikiem, ktéry uzyskal maksymalna
ocene za zadanie 720 (WT=2,84). Poszukiwana byla tam zmiana predkosci
satelity poruszajacego sie w gérnych warstwach atmosfery po wykonaniu jednego
okrazenia, przy zalozeniu, ze sita oporu ze strony rozrzedzonego powietrza jest
stala. Wiekszos$¢ uczestnikow uznata, ze predkosé satelity zmaleje, tymczasem
praca sity oporu powoduje zmniejszenie catkowitej energii satelity, jego promien
orbity maleje, a predko$é¢ rosnie.

W zadaniu 718 (WT=3,1) nalezalo znalez¢ zalezno$¢ od czasu predkosci
samochodu, ktérego silnik pracuje od poczatku z pelna moca, a opor powietrza
i opory mechanizméw zaniedbujemy. Maksymalne oceny dostali za swoje
rozwigzania Pawel Perkowski i Tomasz Wietecha. Cze$é¢ uczestnikow

nie uwzglednila faktu, ze na poczatku ruchu wystepuje po$lizg, inni uznali, ze
poslizg wystepuje przez caly czas ruchu.

Ciekawostka jest, ze jeden z uczestnikéw podal odnosniki do Zrodet
zawierajacych rozwiazania dwoch tegorocznych zadan ligowych, co obligowalto

do wystawienia za nie maksymalnej oceny, i do tego ograniczyl swoja aktywnosé
w klubie.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadani z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta
elektroniczng pod adresem delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspolczynnik trudnoéci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, przy czym S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul
Weterana. Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢

na stronie deltami.edu.pl
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Powrét na Ksiezyc

W cieniu medialnego wyscigu do kolonizacji Marsa

rozwija sie drugi — zwiazany z powrotem ludzi na Ksiezyc.

Amerykanskie NASA w porozumieniu z agencjami

z wielu krajéw, m.in. Australii, Kanady, Japonii,
Wtoch, Brazylii i Ukrainy, oraz firmami prywatnymi
(Airbus, Blue Origin, oczywiscie réwniez SpaceX)
planuje ladowanie ludzkiej zalogi na Ksigzycu w polowie
obecnego dziesieciolecia. Misja Artemis — na cze$¢ bogini
Ksiezyca, Artemidy — bedzie skladac sie z kilku faz,

z ktérych pierwsza ma polegaé na ladowaniu tazika
VIPER (Volatiles Investigating Polar Exploration
Rowver). Jesli wszystko péjdzie zgodnie z planem, lazik
znajdzie si¢ na powierzchni Ksiezyca w listopadzie

2023 roku. Jego zadaniem bedzie poszukiwanie zasobéw
ksiezycowych w stale zacienionych obszarach w rejonie
bieguna potudniowego Ksiezyca, w szczegdlnosci
poprzez mapowanie rozmieszczenia i koncentracji lodu
wodnego. Zgromadzona w ten sposéb wiedza przyda

sie w przyszlosci w czasie ladowania ludzi (w drugiej
fazie projektu Artemis) i zakladania bazy ksiezycowe;j.
Komunikacje Ziemia—Ksiezyc zapewni rakieta Orion oraz
Dragon XL (do transportu materialéw). Planowana jest
takze orbitalna stacja przesiadkowa Gateway.

Oczywiscie pojawia sie pytanie, po co wracaé¢ na
Ksiezyc, skoro na Ziemi mamy do rozwiazania wiele
naprawde pilnych probleméw, zwiazanych na przykitad

z zaburzonym przez cywilizacje klimatem. Argumentem
eksploratoréw jest to, ze wlasnie dlatego powinnismy

— jako ludzkos$é — stworzy¢ sobie mozliwo$é rozwoju

w innym miejscu, na wypadek nieoczekiwanej katastrofy,
np. krytycznego w skutkach upadku meteorytu.

Odkladajac na bok watpliwosci zwiazane z celnoscia
takiego wyttumaczenia, trzeba przyznaé, ze Ksiezyc
jest rzeczywiscie nie tylko interesujacy sam w sobie, ale
moze takze staé¢ sie cenng baza do badan Wszechswiata,
zapewniajac miejsce dla astronomii na wszystkich
dlugoéciach fal, od promieni gamma po ekstremalnie
dtugie fale radiowe. Jednym z proponowanych
ksiezycowych projektow badawczych jest kilometrowych
rozmiaréw radioteleskop LCRT (Lunar Crater Radio
Telescope), ktéry moéglby by¢ zlokalizowany w jednym

z krater6w po ,ciemnej stronie” Ksiezyca. LCRT

moze umozliwi¢ dokonanie nowych odkryé¢ naukowych
w kosmologii dzigki obserwacji wczesnego Wszechswiata

Niebo w lutym

Luty jest pierwszym miesiacem, w ktérym szybko
wydltuza si¢ dzien i skraca noc. W ciagu tego

miesigca Storice zwiekszy wysoko$¢ gérowania o 10°,

a w nastepstwie tego czas jego przebywania nad
widnokregiem urosnie do 11 godzin. W tym czasie Stonce
przeniesie si¢ od $rodka gwiazdozbioru Koziorozca

do pogranicza Wodnika i Ryb. Po drodze 5 lutego

minie planete Saturn, ktéra z tego powodu pozostanie
niewidoczna az do kwietnia.

Ksiezyc przejdzie przez néw 1 lutego, stad na poczatku
miesigca rozgosci sie na niebie wieczornym. O tej porze
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w pasmie dlugosci fal 10-50 m (tj. w pasmie
czestotliwosei 6-30 MHz), ktére do tej pory nie bylo
badane przez ludzi.

Fale elektromagnetyczne to oczywiscie nie wszystko.
Pierwsza detekcja fal grawitacyjnych miata miejsce
ponad 5 lat temu; mimo wielu nieoczekiwanych sukceséw,
m.in. rewolucji w obserwacjach wieloaspektowych
(multi-messenger astronomy), lepszego zrozumienia
modeli ewolucji gwiazd, alternatywnych teorii grawitacji,
jako dziedzina astronomia fal grawitacyjnych jest wciaz
w fazie szybkiego wzrostu. Ponowne zainteresowanie
eksploracja Ksiezyca, ktorego dowodem jest program
Artemis (ale takze plany ESA oraz Chiiiskiej Agencji
Kosmicznej), stwarza nowe mozliwoéci do badania fal
grawitacyjnych. Niedawno trzy zespoty niezaleznie
zaproponowaly koncepcje ksiezycowego detektora fal:
GLOC (Gravitational-Wave Lunar Observatory for
Cosmology), LGWA (Lunar Gravitational-Wave Antenna)
oraz LSGA (Lunar Seismic and Gravitational Antenna).
Detektor GLOC to pomyst podobny do znanych

z Ziemi laserowych detektoréw interferometrycznych
typu LIGO lub Virgo, natomiast LGWA i LSGA
wykorzystaja niezwykle niski poziom drgan sejsmicznych
Ksigzyca w celu mierzenia charakterystycznych drgan
catego globu w reakcji na przejécie przez niego fali
grawitacyjnej (jest to pomys! analogiczny do pierwszych
proéb rejestracji fal zaproponowanych w latach 60.

XX wieku przez Josepha Webera).

Detektory ksiezycowe beda idealne do badania
czestotliwosci fal grawitacyjnych w zakresie od 0,1 Hz

do kilku Hz, czyli w zakresie, ktéry jest bardzo
wymagajacy dla detektoréw ziemskich. Zakres
czestotliwosci i przewidywana czuto$é pozwola na
badanie ukladéw podwdjnych z gwiazdami neutronowymi
i gwiazdowymi czarnymi dziurami nawet do 70%
obserwowalnej objetosci Wszech$wiata, kalibracje
odleglosci do supernowych typu Ia oraz dokladne
zbadanie wielkoskalowej struktury Wszechswiata.
Pozostaje jedynie dobrze oszacowadé koszty, ktore zapewne
nie beda niskie.

“Gravitational-Wave Lunar Observatory for Cosmology”, K. Jani and

A. Loeb, JCAP 06 (2021) 044, “Lunar Gravitational-wave Antenna”
J. Harms et al., ApJ 910 (2021) 1.

Michat BEJGER

roku i doby ekliptyka tworzy duzy kat z widnokregiem,
zatem Srebrny Glob szybko wzniesie si¢ wysoko ponad
horyzont, $wiecac na niebie dltugo po zachodzie Stonca,
mimo fazy cienkiego sierpa. Podczas kilku pierwszych
wieczorow lutego warto przyjrzeé si¢ ksiezycowej
tarczy, ktéra tadnie zaprezentuje tzw. Swiatto popielate.
Jest to nocna (ciemna) strona Ksiezyca o$wietlona
$wiattem odbitym od Ziemi. Fazy Ksiezyca widocznego
z Ziemi i Ziemi widocznej z Ksigzyca uzupetniaja sig
do pelni. Gdy dla nas Ksiezyc jest bliski nowiu, to dla
selenonautéw Ziemia jest bliska pelni. Ziemia odbija



w kosmos wiecej Swiatta i ma ponad 3-krotnie wieksza
$rednice. To sprawia, ze Ziemia widoczna na ksiezycowym
niebie jest znacznie jasniejsza od Ksiezyca na naszym.
Dlatego éwiatto popielate jest tak jasne.

W nastepnych dwéch dniach Ksigzyc spotka sig¢

z Jowiszem. Najwieksza planeta Ukladu Stonecznego
szybko zbliza sie do marcowej koniunkcji ze Stonicem, stad
w drugiej polowie miesiaca zginie w zorzy wieczornej.
Poczatkowo o zmierzchu Jowisz zajmuje pozycje na
wysokoséci kilkunastu stopni nad potudniowo-zachodnim
widnokregiem, ale szybko don sie zblizy. Planeta $wieci

z jasno$cig okolo —2™, prezentujac tarcze o Srednicy 34”.
Jasne tto nieba i niskie polozenie planety nad horyzontem
oznacza, ze obserwacje jej ksiezycow galileuszowych sa
trudne, albo wrecz niemozliwe. Drugiej nocy lutego sierp
Ksiezyca w fazie 3% pojawi si¢ 7° pod Jowiszem, dzien
pdzniej zas przesunie si¢ na pozycje 10° na lewo i w goére
od niego, zwigkszajac przy tym faze do 8%. W odleglosci
ponad 20° ukltadowi temu towarzystwa dotrzyma Deneb
Kaitos, najjaéniejsza gwiazda Wieloryba.

Podczas kolejnych dwéch nocy, 3 i 4 lutego, Ksiezyc
przejdzie blisko planety Neptun, tworzac prawie taka
sama konfiguracje, jak przy spotkaniu z Jowiszem.
Jasno$¢ Neptuna to +7,8™, stad na jego obserwacje
trzeba poczekaé, az sie odpowiednio $ciemni. Niestety
do tego czasu planeta zblizy sie¢ do linii widnokregu na
mniej niz 20°, a to oznacza, ze jej obraz teleskopowy
silnie zaburzy falowanie atmosfery.

Srebrny Glob spotka si¢ z Uranem 7 lutego. O zmierzchu
oba ciata Ukladu Stonecznego przedzieli dystans 3°, by
okoto péinocy, tuz przed ich zachodem, zmniejszy¢ sig
dwukrotnie. W lutym Uran jest nadal widoczny bardzo
dobrze. Planeta $wieci z jasnosciag +5,8™, a zaraz po
zapadnieciu ciemnosci wznosi si¢ na wysokos$¢ prawie 50°.
Uran zachodzi po péinocy, a zatem na obserwacje tej
planety w dobrych warunkach bedziemy mieli ponad

4 godziny. Dobe pdzniej, 8 lutego, Ksiezyc przejdzie przez
I kwadre, Swiecac na pograniczu gwiazdozbioréw Barana
i Byka

Ksiezyc powedruje dalej na péinocny wschod, by

16 lutego przejsé przez pelnie. Po drodze, 9 lutego,
przetnie lini¢ taczaca Aldebarana, najjasniejsza gwiazde
Byka, z Plejadami, dobe pdzniej zad przetnie linie
laczaca Aldebarana z El Nath, czyli druga co do jasnosci
gwiazda Byka, stanowiaca jego péinocny rég. Podczas tej
wedréwki, 12 lutego, Ksiezyc w fazie 86% zblizy si¢ na
niewiele ponad 2° do Mebsuty, jasnej gwiazdy BliZniat
oznaczanej na mapach nieba grecka literg . Nastepnej
nocy Ksiezyc spotka sie z Polluksem, najjaéniejsza
gwiazda BliZzniat, zblizajac sie don na okoto 3°.

Swiecacy pelnia blasku Srebrny Glob wzejdzie

w towarzystwie Regulusa, najjasniejszej gwiazdy

Lwa. Oba ciala niebieskie przedzieli odleglo$é¢ nieco
ponad 4°. Jednoczednie zaledwie 0,25° nad jego tarcza
pokaze si¢ gwiazda 3. wielkosci 1 Leonis. Bliskos¢ tak
jasnej ksiezycowej tarczy spowoduje jednak, ze do jej
dostrzezenia przyda sie lornetka lub teleskop. Noce sa
wciaz dtugie, dlatego do rana Ksiezyc zdazy sie oddalié
od 1 Leo na odlegtosé¢ 6°.
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Po pelni Ksigzyc przeniesie sie na niebo poranne i podazy
do ostatniej kwadry w nocy z 23 na 24 lutego. Przedtem,
trzy noce wczedniej, spotka sie ze Spika, najjasniejsza
gwiazda Panny, prezentujac tarcze w fazie 80%.

W kolejnych dwéch dniach Srebrny Glob minie Zuben
Elgenubi, gwiazde o w gwiazdozbiorze Wagi. Tym razem
gwiazda réwniez zniknie na jaki$ czas za ksigzycowa
tarcza. Stanie sie to jednak, gdy w Polsce oba ciala
niebieskie beda przebywaly pod horyzontem.

Zuben Elgenubi znajduje si¢ zaledwie 20’ na péinoc od
ekliptyki, co oznacza, ze Ksiezyc mija ja bardzo szybko,
sezon jej zakry¢ jest krétki i z danego miejsca na Ziemi
mozna obserwowac¢ najczesciej jedno lub dwa zakrycia

z serii. Tak samo jest tym razem: sezon jej zakry¢ trwa
tylko 1,5 roku, od pazdziernika 2021 do marca 2023
roku. W tym czasie dojdzie do 20 zakry¢, z tego z Polski
dato si¢ zaobserwowaé tylko zakrycie ze stycznia br.
Pasy widocznosci pozostatych zjawisk przejda daleko

od Europy. Dla poréwnania sezon zakryé¢ Aldebarana,
najjaéniejszej gwiazdy Byka potozonej 5,5° na potudnie
od ekliptyki, czyli na granicy obszaru zastanianego przez
Ksigzyc na swojej drodze po niebie, trwa ponad 3 lata

i w tym czasie dochodzi do prawie 50 takich zjawisk.

7 tego samego miejsca na Ziemi w trakcie trwania sezonu
mozna obserwowaé ich ponad 10.

Pod koniec miesigca, 24 lutego rano, Ksiezyc w ostatniej
kwadrze pojawi si¢ na niebie okoto godziny 2

w towarzystwie jasnych gwiazd Skorpiona. Najjasniejsza
gwiazda konstelacji, Antares, znajdzie sie 3° pod
Ksiezycem, a 2° dalej na zach6d od Ksiezyca pokaze

sie natomiast tuk gwiazd z péinocno-zachodniej czesci
Skorpiona, z Graffias i Dschubba na czele.

Do konca miesiaca Ksigzyc pozostanie na niebie
porannym, przebywa jednak pod nisko polozona
ekliptyka, stad zginie w zorzy porannej juz kilka dni
przed nowiem. Oswietlona w 16% tarcza Srebrnego Globu
27 lutego odwiedzi planety Wenus i Mars, pokazujac si¢
w odleglosci 5° od Marsa, na godzinie 4:30 wzgledem
niego. Obie planety przez caly miesiac utworza pare

o rozpietosci od 9° na poczatku lutego do 5° na jego
koniec. Niestety o tej porze roku i doby ekliptyka tworzy
na pdétkuli péinocnej malty kat z widnokregiem, dlatego
obie planety sa widoczne znacznie stabiej, niz mialoby
to miejsce jesienia. Wenus przez caly miesiac wedruje
kilka stopni na poétnoc od ekliptyki, stad jej warunki
obserwacyjne sa wyraznie lepsze od znajdujacego sie tuz
pod nia Marsa.

Wenus oddala si¢ od nas i jej érednica katowa w lutym
zmniejszy si¢ od 507 do 32", faza urosénie z 15% do 35%,
jasnosé natomiast troszke si¢ obnizy, do —4,4™. Mars
przeciwnie: dystans miedzy nami a nim si¢ zmniejsza.
Na razie pozostanie to bez wickszego wplywu na jego
$rednice katowa, ktéra utrzyma sie na poziomie 4”.
Zauwazalnie zwickszy sie¢ za to jasno$é¢ planety, z +1,5
do +1,2™. W pierwszym tygodniu miesiaca, 5 lutego,
Czerwona Planeta zblizy si¢ na zaledwie 12’ do jasnej
gromady kulistej M22, by 6 dni p6Zniej przejs¢ 3° na
pénoc od Nunki, najjaéniejszej gwiazdy w tej czesci
Strzelca.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Tertium non datur

W marcu 2021 roku zostaly podane do publicznej wiadomosci dlugo oczekiwane
wyniki do$wiadczalne. Zespol eksperymentu ANAIS oglosil, ze wykorzystywane
przez niego detektory nie zaobserwowaly zadnych oddzialywan, ktére moglyby
by¢ wynikiem zderzen czastek ciemnej materii z substancja czynna — krysztatami
jodku sodu, Nal. Tym samym zaprzeczono doniesieniom zespotu eksperymentu
DAMA/LIBRA, ktéry uzywajac analogicznej techniki dos§wiadczalnej,

od dwudziestu lat oglasza odkrycie takich oddzialywan. Niniejsza rubryka,

na podobienstwo tabloidéw $ledzaca ,skandale” na salonach fizyki, uwaznie
przyglada sie zwrotom akcji w tej sprawie, o czym Czytelnicy Delty mieli
ostatnio mozliwosé przekonaé sie w zesztorocznym numerze majowym.

Ta kontrowersja mogla oznaczaé jedna z trzech mozliwosci. Wyniki
DAMA/LIBRA zawieraja niezidentyfikowany efekt systematyczny, ktéry
sudaje” prawdziwy sygnal ciemnej materii. Poniewaz poszukiwania ciemnej
materii w detektorach Nal polegaja na poszukiwaniu rocznej modulacji liczby
zliczen w detektorze, ktore nie dajg sie wyjasni¢ innymi efektami, nietrudno
wyobrazi¢ sobie istnienie zupelnie zwyczajnego zjawiska zmieniajacego sie

w takim cyklu, ktére umkneto uwadze badaczy. Druga mozliwoécia jest to, ze
wyniki DAMA /LIBRA sa poprawne, za$ sygnal obserwowany przez ANAIS
zawiera w sobie statystyczna fluktuacje w doét, powodujaca, ze nie da si¢ go
w tej chwili dostrzec. Najmniej prawdopodobny jest scenariusz, w ktérym
zachodzi kombinacja zjawisk powodujacych, ze zadnym z tych wynikéw nie
nalezy wierzy¢.

Nie od rzeczy bedzie zatem doniesé, ze w potowie listopada ubiegltego roku
ogloszono wyniki eksperymentu COSINE-100 (ang. ConsOrtium between KIMS
and DM-ICE Sodium ITodiNe Ezxperiment). Wykorzystywany jest w nim detektor
zawierajacy nieco ponad 100 kg jodku sodu domieszkowanego talem, w postaci
o$miu krysztaléw. Znajduje sie on w podziemnym laboratorium przy elektrowni
pompowo-szczytowej w Yangyang, 150 km na wschod od Seulu. Gruba

warstwa skal chroni detektor przed promieniowaniem kosmicznym, a sama
substancja czynna jest ostonieta, patrzac od $rodka, ciekltym scyntylatorem,
skrzynig miedziana, Sciana z otowiu i polimerowymi panelami scyntylacyjnymi.
Taka konstrukcja zapewnia zaréwno ostone bierna (elementy metalowe),

jak i czynna (koincydencja czasowa odczytéw z detektora i z ostaniajacego
scyntylatora).

Wyniki COSINE-100 z pewnoscia rozczaruja wszystkich, ktérzy oczekiwali
jakiegos definitywnego rozstrzygniecia opisywanej na poczatku kontrowersji.
Okazuje si¢ bowiem, ze sa one zgodne zardwno z wynikami DAMA /LIBRA,
jak i z wynikami ANAIS (ktére z bardzo duzym prawdopodobieristwem
wzajemnie sie wykluczaja). Polega to na tym, Ze najbardziej prawdopodobna
liczba nadmiarowych oddzialywan jest z doktadnoscia do czynnika 2 zgodna

z ta podawana przez DAMA /LIBRA, tylko z maksimum nadmiarowych zliczen
wystepujacym o 1-2 miesiace p6zniej, ale niepewnosci statystyczne sa na tyle
duze, ze wynik ten jest zgodny z negatywnym rezultatem ANAIS.

A jak jest naprawde? Musimy, tak jak fani popularnych seriali na platformach
streamingowych, uzbroié¢ sie w cierpliwos¢ i czekaé na kolejny sezon.
COSINE-100 bedzie dziataé jeszcze do konca tego roku, po czym zostanie
zdemontowany i na jego miejscu zacznie powstawacé ulepszony detektor
COSINE-200. Tymczasem badacze otrzymaja dodatkowy zestaw danych

o objetoéci poréwnywalnej z dotychczas uzyskanym. Analiza catosci

powinna przynajmniej zasugerowad, czy ciemna materia zostala odkryta,

czy jednak nie.

Kraysztof TURZYNSKI
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http://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta-art-13-aktualnosci.pdf
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Na tropie wielomianéw — czes¢ 2
Barttomiej BZDEGA

Uwaga. W calym artykule (réwniez w zadaniach) rozwazamy wylacznie
wielomiany o wspélczynnikach rzeczywistych i méwimy wylacznie
o pierwiastkach rzeczywistych.

Korzystajac z indukcji matematycznej oraz twierdzenia Bézouta (zob. kacik
nr 12 w Al3), mozna wykazaé, ze wielomian stopnia n > 1 ma co najwyzej

n pierwiastkéw. Z tego wynika nastepujacy fakt, ktory jest punktem wyjscia
do kolejnych rozwazan.

Twierdzenie 1. Jesli wielomian P(x) = ag + a1 + ... + anx™ ma wiecej niz
n pierwiastkow, to jest on wielomianem zerowym. W szczegolnosci zerowy jest
kazdy wielomian, ktory ma nieskoniczenie wiele pierwiastkow.

Prostym wnioskiem z powyzszego jest

Twierdzenie 2. WeZmy n + 1 réznych liczb: xg,x1, ..., x,. Jesli wielomiany
P i Q o stopniu nieprzekraczajgcym n spetniajq réwnodci P(xy) = Q(xx) dla
k=0,1,...,n, to P=Q.

Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 1 dla wielomianu R(z) = Q(z) — P(x).

Twierdzenie 3. Rozwazmy pary liczb rzeczywistych (zy,yx) dla k=0,1,...,n.
Jesli wszystkie liczby xg, x1, ..., T, sa rézne, to istnieje dokladnie jeden
wielomian P o stopniu nie wigkszym niz n, ktéry spelnia réwnosci P(xy) = yi dla
k=0,1,...,n. Nazywamy go wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a.

Dowaod. Wystarczy skonstruowaé taki wielomian, bo twierdzenie 2 gwarantuje
nam jego jedyno$¢é. W tym celu wykorzystamy wielomiany pomocnicze

r — X r — T T — Tk-1 T — Tk41 T — Tp—-1 T — Ty

Lk (l‘) = . .
T —To Tk — 21 Tk — Tk—1 Tk — Tk+1 Tk —Tn—-1 Tk — Tn
Tu warto doktadnie sie przyjrzeé, czym sie r6znig liczniki od mianownikéw oraz
jakiego czynnika tu ,brakuje” i dlaczego. Jest jasne, ze L (xzy) = 1. Jesli j # k, to
T—Tj

zr—a; mamy Ly(xz;) = 0. Z tych dwbch obserwacji wynika,
ze szukanym wielomianem jest

P(z) = yoLo(z) + y1L1(x) + ... + ynLn(z).

Co wiecej, kazdy z wielomiandéw Lg, L1, . ..
wielomianu P nie przekracza n.

ze wzgledu na czynnik

, L, jest stopnia n, wiec stopien

Zadania.

1. Wytropi¢ wszystkie wielomiany P, ktore dla kazdego rzeczywistego x

spelniaja dang réwnosé:

(a) P(z) = P(:erl)erP(zfl);

(b) zP(zx—1)=(z—2)P(x);

(¢) P(x+1)=P(z)+2zx+1.

(H. Pawlowski, Zadania z olimpiad matematycznych z calego swiata)

2. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Wyznaczy¢ wielomiany pomocnicze L (x)
dla z; = k przy k=0,1,...,n i poda¢ wartosci Li(n + 1). Korzystajac z tych
dobrodziejstw, wyznaczyé¢ P(n + 1), jesli P jest wielomianem o stopniu nie
wigkszym niz n oraz:

(a) P(k)=a*dlak=0,1,...,n, przy czym a # 0 jest dowolna stala;
(b) P(k)= 25 dlak =0,1,...,n. (1975 USAMO)

3. Udowodni¢, ze Y _o(—1)*(})(k — 1)"~! = 0.

Dowies¢, ze Y p_o(=1)"F(})k™ = nl.

5. Wielomiany P i Q majg co najmniej po jednym pierwiastku rzeczywistym
oraz spelniaja réwnosé

Pl+z+Q(x)*) =Q(1+z+ P(x)?).

Dowie$é, ze P = Q. (www.imomath.com)

~
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/algebra/2019/11/29/Twierdzenie_B_zouta/
http://www.imomath.com

2022

Polskie Towarzystwo Fizyczne, Politechnika Warszawska, Komitet Fizyki PAN oraz
Polskie Stowarzyszenie Fotoniczne ustanowity rok 2022 Rokiem Mieczystawa Wolfkego.

W ramach obchodéw zorganizowane zostang m.in.:

1. Warsztaty ,,0d pomystu do wynalazku” prowadzone w szkotach przez ekspertéw
Polskiego Towarzystwa Fizycznego w catym kraju

2. Pakiety eksperymentalne ,Zrob to sam” udostepniane szkotom jako scenariusze
lekcji nawiazujacych do postaci i osiggniec¢ Mieczystawa Wolfkego

3. Konkursy dla uczniéw ,Poszukiwanie talentow” obejmujgce umiejetnosci plastyczne
i techniczne

4. ,Piknik naukowy z Wolfkem” - inauguracyjny w Warszawie, na Politechnice
Warszawskiej, w maju, powtarzany w okoto 5 miejscach w przestrzeni publicznej

5. Sympozjum , Mieczystaw Wolfke - 90 lat fizyki techniczne}” w maju na Politechnice
Warszawskiej

6. Granty badawczo-aparaturowe i nagrody naukowe za osiggniecia w zakresie
fFizyki technicznej

7. State instalacje holograficzne w przestrzeni miejskiej
(okoto 15 lokalizacji w catym kraju)

Szczegotowy harmonogram mozna znalez¢ na stronie:
https://wolfke.fizyka.pw.edu.pl/
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