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Czarng skrzynka nazywa si¢ teoretyczny
model, w ktérym nie wiadomo nic

o budowie wewnetrznej, a obserwowad
mozemy jedynie ,wejscie” i ,wyjscie”.

Lundberg, Scott M., and Su-In Lee,

»A unified approach to interpreting model
predictions”, Advances in Neural
Information Processing

Systems 30 (2017).
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Rozwigzanie zadania M 1735.
Dla pewnej liczby calkowitej d mamy:

ay=ai+d, ..., ap, =a1 + (n—1)d.
Dla 1 <i <n—1mamy
i|a; =a1 + (i —1)d, zatem i | a1 — d.

Podobnie uzasadniamy n { a; — d.

Gdyby n = ab dla pewnych wzglednie

pierwszych liczb catkowitych 1 < a,b < n,

toa|ay —dorazb|as —d, skad
n | a1 — d, a to jest sprzeczno$é. Zatem n
jest potega liczby pierwszej.

Czarna skrzynka
Oskar SKIBSKI *

Wyobrazmy sobie, ze przechadzajac sie po lesie, znalezliSmy czarna skrzynke.
Nie pochodzi ona jednak z samolotu (zreszta samolotowe ,,czarne skrzynki”
zwykle pomaranczowe). Po ogledzinach okazuje sie, ze skrzynka potrafi robié
jedna rzecz: kiedy pokaze sie jej jakies zwierze (lub jego zdjecie), to rozpoznaje
jego kolor, ksztalt uszu i to, czy ma wasy, i na podstawie tych atrybutéow
wyswietla informacje, jak grozne jest to zwierze.

kown
Ysz2¥: omg‘k N %% GROZNOSE: 400
s

WasY: tak >

Pokazujemy skrzynce zaprzyjaznionego lwa. Lew jest zolty, ma okragle uszy,
ma wasy. Skrzynka pokazuje wynik 100 — zgadza si¢! Wszyscy wiemy, ze lwy
sa grozne, a 100 to calkiem spora liczba. Pokazujemy zdjecie $wini. Swinia jest
rézowa, ma spiczaste uszy i nie ma waséw. Wynik: 30 — tez si¢ zgadza (Swinia
nie jest zbytnio grozna, chociaz latwo moglaby nas stratowad).

Ale skad ta skrzynka to wie? Jest to czarna skrzynka, zgodnie z zasadami

nie mozemy wiec, niestety, zajrze¢ do srodka. Pewnie zaszyty jest tam jakis
algorytm uczenia maszynowego — na etapie produkcji pokazano mu wiele, wiele
zwierzat i wprowadzono informacje, jak bardzo sg grozne, a on na tej podstawie
wypracowal w sobie przekonanie, ze wie, po czym poznaé groznosé zwierzecia.
No i teraz, widzac zolte zwierze z okraglymi uszami i wasami, swoja inteligencja
(moze troche sztuczna, ale jednak) ocenia je na 100 punktow.

Nadzieje na to, ze w pelni zrozumiemy dzialanie skrzynki, musimy niestety
porzucié. Ale czy przynajmniej jest jaki$ sposob, aby zrozumieé, dlaczego
otrzymujemy taki a nie inny rezultat? Na przyklad dowiedzieé sie, ktora cecha
lwa spowodowala tak wysoki wynik? Czy to przez kolor, czy uszy, czy wasy?

Pierwszym pomystem byloby oberwanie lwu waséw albo przemalowanie

go na inne kolory, pokazanie skrzynce i poréwnanie wynikéw ze zwyklym

lwem. Pomyst ten trzeba jednak uznaé za ryzykowny. Ponadto opieralibySmy
si¢ wowczas na sztucznych, a nie prawdziwych danych. Dla nich algorytm
uczenia maszynowego w ogole nie musi przeciez dobrze dziala¢. MoglibySmy

tez sprébowadé kupié¢ skrzynke, ktéra nie bierze konkretnej cechy pod uwage.
Ten pomyst jest kosztowny i dla nas niedostepny — jesteSmy przeciez w lesie.
Ograniczymy sie zatem do pokazywania skrzynce réznych zwierzat i zapisywania
wynikéow. Tylko czy da sie z tych wynikow wyciagnaé¢ jakie$ sensowne wnioski?

Na nasze szczeScie w krzakach niedaleko czarnej skrzynki znajdujemy prace
autorstwa Scotta Lundberga i Su-In Lee z 2017 roku. Opisuja oni w niej metode
SHAP, ktéra mimo swojej nazwy, przypominajacej raczej o obiedzie, szybko
stala sie standardowym narzedziem wykorzystywanym w analizie algorytméw
uczenia maszynowego. Uzyjemy jej takze my.

Zalézmy, ze pokazaliémy maszynie 1000 réznych zwierzat. Srednia ocena
groznosci tych zwierzat wyszta 20. Okazuje sie, ze z6lte zwierzeta mialy Srednig
grozno$¢ 50, te z okraglymi uszami 10, a te z wasami 80. Czy to nam wystarczy?
Co$ nam to juz méwi, ale cechy sa czesto komplementarne lub substytucyjne,
tzn. uzupelniaja sie albo sa wymienne. Na przyklad sama dtugosé zeboéw nie
méwi za wiele, jezeli nie znamy dlugosci calego zwierzecia (trzycentymetrowe
zeby u dwumetrowego kotowatego to nic ciekawego, jednak u zwierzecia
wielkosci zaby zwrécilyby nasza uwage).

Dlatego lepszym podejsciem jest rozpatrzenie takze grup cech. Zélte zwierzeta
z okraglymi uszami maja $rednia grozno$é¢ 40 (Kubu$ Puchatek pewnie zaniza
tu $rednia). Zo6lte zwierzeta z wasami — 90, a zwierzeta z wasami i okraglymi
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Gry koalicyjne pojawialy si¢ juz w Delcie
w analizie sieci terrorystycznych, A%é,
sity partii politycznych, A%é, i podzialu
lodéw, A‘ZIQ.

‘W naszej sytuacji mamy:

C = {(K)olor, (w)say, (w)asy},
X = {(z6lty, okragle, tak),
(rézowy, spiczaste, nie), ... }.

Czarna skrzynka B dziala tak:
B(zélty, okragle, tak) = 100,
B(rézowy, spiczaste, nie) = 30, . ..

Gre fy definiujemy dla

x = (z6lty, okragtle, tak) jak na obrazku:
fa(0) = 20, fo(k) =50, fo(u) = 10,
fa(w) = 80, fz(ku) = 40, fz(kw) = 90,
fz(uw) = 60, fi(kuw) = 100.

Powyzej i tez dalej uzywamy skrétowego
zapisu zbioréw, np. abc reprezentuje zbiér
{a,b,c} itp.

Te dziwne wagi w wartosci Shapleya biora
sie z nastepujacej interpretacji:
‘Wyobrazmy sobie, ze dodajemy cechy
jedna po drugiej i kazdg z nich oceniamy,
patrzac na jej wkltad marginalny do
obecnego juz zbioru cech. Np. dla
kolejnosci kolor-uszy-wasy mamy
nastgpujace oceny: ¢ = 50 — 20 = 30,

Gu =40 — 50 = —10 i ¢, = 100 — 40 = 60.

Patrzenie na jedna kolejno$é¢ nie byloby
jednak sprawiedliwe, dlatego
rozpatrujemy $rednig po wszystkich
kolejnosciach i wychodzg nam takie
wlagnie wagi: jest |C|! réznych kolejnosci
i doktadnie w |S|!(|C| — |S| — 1)! cechg ¢
dodajemy do cech S.

uszami — 60. Wyniki te podsumowuje nastepujacy diagram (lwa musieliSmy

troche ogoli¢ i przemalowad):
ZaN
50 40
%2
ORRr-T = 2

80
Oczytany Czytelnik juz wie, na co patrzy — jest to przeciez (prawie) gra
koalicyjna! Graczami sa nasze trzy cechy: z6tty kolor, okragle uszy i wasy, a gre
opisuje funkcja, nazywana funkcjg charakterystyczng, ktora kazdej niepuste;j
grupie graczy przypisuje pewna wartos¢. No wlasnie, niepustej, a pusta koalicja
powinna mie¢ warto$¢ zero. Dlatego aby uzyskac¢ gre koalicyjna, musieliby$Smy
od wszystkich wartosci odja¢ 20.

s‘
Ne)

60

@
5

Do poznania istotnosci kazdej z cech wystarczy, ze uzyjemy jednej z metod
podzialu w grach koalicyjnych. Dostaniemy wtedy informacje, ze na groznosé¢
lwa sklada sie w jakiej$ czesci kolor, w jakiej$ — uszy, a w jakiej$ — wasy.
Metod jest wiele, ale jak przychodzi co do czego, stosowana jest jedna: wartosé
Shapleya. Tak jest tez w metodzie SHAP, co thumaczy jej nazwe.

Wprowadzmy troche notacji do naszej leénej historii. Mamy pewien zbiér m
cech C i pewien zbiér m—krotek X. Naszym wejSciem sa wlasnie owe m-krotki
— kolejne ich pozycje odpowiadaja kolejnym cechom, jak w przyktadzie na
marginesie. Nasza znaleziona czarna skrzynka to funkcja B, ktora dla kazdej
krotki zwraca liczbe rzeczywista. Dla ustalonej krotki z € X definiujemy gre
f» : 2¢ — R nastepujaco: dla kazdej grupy cech S C C mamy:

fZE(S) = anyEX:xs:ysB(y)7
gdzie g to krotka x obcigta do elementéw z S. Wartosé f,(S) to zatem Srednia
wartod¢ zwracana przez czarng skrzynke dla wszystkich mozliwych krotek z X,

ktére maja te same wartosci dla cech z S. W szezegdlnosei f,(C) to ocena
grozno$ci zwierzecia stojacego za krotka x.

Naszym celem jest przedstawienie wyniku B(z) w nastepujacej postaci:

(*) B($> = ¢0 + Z ¢C7

ceC
gdzie ¢. to wplyw cechy ¢, a ¢y to warto$é bazowa réwna po prostu f,(0), czyli
Srednia groznosé wszystkich zwierzat.

Naturalnym pomystem przy ocenie danej cechy jest patrzenie na to, ile

ona wnosi do wartosci innych grup. Wktad marginalny cechy ¢ do grupy

S C C\ {c} to po prostu réznica miedzy wartoscig grupy z dana cecha i bez
niej: fx(SU{c}) — fu(5). Wartos¢ Shapleya to wlasnie wazona suma wkladéw
marginalnych:

| — —1)!
op = 3 PHEZEEE (s uen - s,
SCC\{c}
W standardowych grach koalicyjnych suma ocen wszystkich graczy, czyli u nas
cech, jest réwna f,(C). Skoro f,(0) niekoniecznie jest zerem, to tak zdefiniowane
oceny nie zsumuja si¢ do f,.(C), tylko do f.(C) — f.(0), czyli tak, jak chcemy,
biorac pod uwage warto$¢ bazowa.

A czemu mamy uzywacé akurat wartoéci Shapleya do wyznaczenia ¢.? Powyzszy
wzor wyglada malo intuicyjnie. Jezeli ma byé¢ dobrze, to inaczej sie jednak

nie da! Dowodzi tego szereg aksjomatycznych charakteryzacji wartosci
Shapleya, czyli wynikéw, ktore pokazuja, ze jest to jedyna metoda majaca wiele
pozadanych wlasnosci.

W naszym przypadku szukamy wartosci ¢.., ktére beda spelniaé¢ réwnanie (x).
Naturalna jest takze symetria — mowiaca, ze cechy, ktére sa symetryczne

2


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2016/10/26/Rozbijanie_sieci_terrorystycznych/
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/gry_zagadki_paradoksy/2020/10/31/gry-glosowania-wazonego/
https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-04-skibski.pdf

jesli T = ku, kuw,

Przyktadowo: 1
upy (1) = {

0  wpp.

Nasza oryginalng gre mozemy teraz
przedstawié¢ tak:

fo = 20up + 30up — 10U+

+ 60Uy — 20Uk — 10Uyw + 30ULKLyw-

Zdefiniujmy na przyktad gre
f' = 30up — 20Uy + 30ukyw powstals

przez wykasowanie z f, gier ug t.ze k € S.

Dostajemy nastepujace wktady
marginalne dla z6ttego koloru:

f'(k) — f'(0) =30 — 0 = 30,

f/(ku) — f'(u) = 30 — 0 = 30,

f'(kw) — f'(w) =10 — 0 = 10,

f(kuw) — f'(uw) = 40 — 0 = 40.

Latwo sprawdzié¢, ze w oryginalnej grze f,
wklady marginalne sg takie same

(50 — 20, 40 — 10, 90 — 80 i 100 — 60).

Przykltadowo, dla z6ttego koloru mamy:

1 1
¢ = 5(50 = 20) + = (40 — 10)+

1 1
+ (90 = 80) + (100 — 60) = 30,

w grze f, powinny dostaé taka sama ocene (tzn. jezeli f(SU {c}) = f(SU{c'})
dla kazdego S C C'\ {¢,c'}, to ¢. = ¢r). Autorzy metody SHAP powolali sie
takze na monotoniczno$¢ zaproponowang przez Peytona Younga, ktora méwi,
ze jezeli w grze f cecha c wypada lepiej niz w f’, to powinna mie¢ w tej grze
wyzsza ocene. To, gdzie cecha wypada lepiej, mierzymy, poréwnujac wkiady
marginalne koalicja po koalicji; jezeli do wszystkich koalicji w f wnosi co
najmniej tyle co w f’, a do ktdrejs$ koalicji nawet wiecej, to wtedy wypada lepiej.
Formalnie, dla dowolnych gier f, f’:

(Vscoria f(SU{ch) = F(8) = f(SU{e}) = f'(S) = dc(f) = ¢e(f).
Okazuje sie teraz, ze wartos¢ Shapleya jest jedyna metoda oceny, ktora zapewni
nam te trzy wtasnosci. Dowdd jest naprawde elegancki, przedstawmy go zatem.

Twierdzenie 1. JezZeli wartosci (¢c)cec spelniajg réwnanie (), symetrie
i monotonicznosé, to muszq bycé to oceny zwracane przez warto$é Shapleya.

Dowdd. Latwo sprawdzié, ze wartoé¢ Shapleya spelnia wszystkie trzy wlasnosci.
Pokazemy, ze jest tylko jedna metoda oceny, ktora je spetnia.

Dla dowolnej grupy S C C' zdefiniujmy prosta gre ug tak: ug(T) =1, jezeli S C T,
ug(T) = 0, wpp. Latwo zauwazy¢, ze cechy spoza S maja zerowe wklady
marginalne do dowolnej grupy 7. Dowolna gre f mozemy teraz jednoznacznie
przedstawic¢ jako f =) ¢ asug dla pewnych stalych (ag)sceo. Ztozonoscig
gry, Z(f), nazwiemy liczbe niezerowych stalych ag. PrzeprowadZmy indukcje po
zlozonosci gry.

Jezeli Z(f) =0, to w grze wszystkie wartosci sa zerowe i z symetrii oraz
réwnania (*x) mamy ¢.(f) = 0 dla kazdego ¢ € C. Zalézmy, ze udalo nam sie
udowodni¢ teze dla gier o zlozonosci mniejszej niz k (dla pewnego k > 0). Wezmy
gre o ztozonoéci k i niech Si, ..., Sk beda grupami z niezerowymi wagami.
Rozpatrzmy najpierw ceche ¢, ktéra nie nalezy do wszystkich grup Si,. .., Sk.
W takiej sytuacji mozemy, opierajac si¢ na grze f i jej wagach (as)scc,
zdefiniowad gre f' =) g e @sus. Gra f' powstala przez usunigcie z f gier ug
takich, do ktérych cecha ¢ ma zerowy wklad marginalny (bo ¢ & ), wiec wklady
marginalne cechy ¢ sa w niej takie same jak w grze f. Z monotonicznosci ocena c
jest wiec taka sama, czyli znana, bo f’ ma przeciez nizsza zlozono$é.

Pozostaje nam zatem rozpatrzy¢ cechy, ktére naleza do wszystkich koalicji
S1,...,5k. One sa jednak symetryczne w grze f i mozemy wyznaczy¢ sume

ich ocen z réwnania (x) oraz ocen cech, ktére nie pojawiaja sie we wszystkich
zbiorach Si,...,Sk. Oceny tych cech tez sa zatem jednoznacznie wyznaczone,
co konczy dowdd. O

Nie mamy juz wiec watpliwodci, ze to wartosci Shapleya powinni$my uzy¢,
aby odpowiedzie¢ na pytanie, czemu lew otrzymatl az 100 punktéw. Stosujac
rownanie do naszej gry, otrzymujemy nastepujace wyniki:

100

20 30 ) 55

warto$é kolor wasy
bazowa

'uszy

A wiec to gléwnie przez wasy lew wydaje sie taki grozny! Czegos nowego sie
dzisiaj dowiedzieliSmy.

A co, jak zastosujemy nasza metode do innego zwierzecia? Wyniki moga by¢
kompletnie inne. Moze si¢ na przyklad okazaé, ze wasy w zestawieniu z innymi
cechami dodaja obliczu zwierzecia lagodnosci (np. przypominaja nam o naszym
poczciwym dziadku). Moze tez by¢é tak, ze kluczowa role odegraja akurat uszy.
Wszystko tez zalezy od konkretnych danych: gdyby$Smy pokazali skrzynce inne
zwierzeta, mogliby$my dostaé zupelnie inne wyniki. Niewatpliwie nasza czarna
skrzynka skrywa jeszcze wiele tajemnic, ale udalo nam sie chociaz troche zajrzeé
do jej srodka, i to tylko patrzac na nia z zewnatrz.
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*Instytut Matematyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego
** Uniwersytet Lipski

O okregach wpisanych w czworokaty
Dominik BUREK*, Tomasz CIESLA**

Francuski inzynier Henri Pitot w 1725 roku udowodnil, ze w czworokacie
opisanym na okregu sumy dhugosci przeciwleglych bokéw sa réwne. Stwierdzenie
odwrotne okazuje sie réwniez prawdziwe, jak pokazal szwajcarski matematyk
Jakob Steiner w 1846 roku. Obecnie twierdzenie to stanowi jedno z gléwnych
narzedzi przy dowodzeniu istnienia okregu stycznego do danych czterech
prostych lub ogdlnie — przy badaniu probleméw angazujacych odcinki styczne do
okregu. Wezmy pod uwage nastepujace zadanie:

Zadanie 1. Czworokat AC'IG podzielono dwoma odcinkami na cztery mniejsze
czworokaty, tak jak przedstawiono na rysunku 1. Zalézmy, ze w czworokaty
ABED, BCFE, DEHG, EFIH mozna wpisa¢ okregi. Udowodni¢, ze

w czworokat AC'IG réwniez mozna wpisaé okrag.

Dowdéd. Oznaczmy punkty stycznodci okregdw, tak jak pokazano na rysunku 2.
Wystarczy pokazaé, ze AC + GI = AG + CI. Ze wzgledu na réwnosci

AAs = AAy, CC3 = CCy, GG1 = GGy oraz 11} = I, wystarczy uzasadnic,

ze A303 + Glfl = A4G4 + 02.[2. Jednakze A303 = AlCl, GIII = G3137

AyGy = AyGy oraz Coly = Cyly, skad pozostaje do wykazania réwnosé

A1C1 + G3l3 = AsGo + Cyly. Te rownoséé tatwo dostajemy na podstawie
rownosci odcinkéw stycznych z punktu E do czterech okregdw. O

Rozwazmy sytuacje, w ktérej czworokat dzielimy na dziewie¢ mniejszych
czworokatéw, wykorzystujac cztery odcinki. W podobny sposéb rozwiazemy
nastepujace, bardzo popularne zadanie:

Zadanie 2. Czworokat ADPM podzielono czterema odcinkami na dziewieé¢
mniejszych czworokatéw, tak jak przedstawiono na rysunku 3. Zalézmy, ze
w czworokaty ABFE, CDHG, FGKJ, IJNM oraz KLPO mozna wpisa¢
okregi. Udowodnié, ze w czworokat ADPM réwniez mozna wpisaé okrag.

Dowdéd. Oznaczmy punkty stycznosci okregéw, tak jak pokazano na rysunku 4.
Wystarczy pokazaé, ze AD + M P = AM + DP. Ze wzgledu na réwnosci

AAs = AA4, DD3 = DDy, PP, = PPy oraz MM, = MM,, wystarczy uzasadnié,
ze A3D3 + M1P1 = A4M4 + PQDQ. Jednakze A3D3 = AlDl, M1P1 = ]\43P37
AyMy = AsMs oraz Do Py, = Dy Py, skad pozostaje do wykazania rownosé

A1 Dy + M3P3; = Ay My 4+ D4 Py, ktora latwo dostajemy na podstawie kryterium
wpisywalnoéci okregu w czworokat FFGK J oraz réwnosci odcinkow stycznych
poprowadzonych z punktow F', G, K, J do naroznych okregow. O

Powyzsze rachunki pokazuja tez, ze jeSli w duzy czworokat oraz w cztery
narozne czworokaty mozna wpisa¢ okregi, to w érodkowy tez mozna.
Zauwazmy réwniez, ze w przypadku granicznym, gdy odcinek BN pokrywa
sie z odcinkiem C'O oraz odcinek FH pokrywa sie z odcinkiem L, dostajemy
zadanie 1.

Prosta indukcja daje nastepujace uogélnienie:

Zadanie 3. Czworokat podzielono 2n odcinkami na (n + 1)2 matych czworokatéw.
Zalézmy, ze w czworokaty ,lezace na diagonalach” mozna wpisa¢ okrag.
Woéwezas w wyjsciowy czworokat réwniez mozna wpisaé okrag (rys. 5).

Rys. 5



Rys. 6

Rys. 7

Rys. 9

Nasuwa sie pytanie, czy mozna wpisa¢ okrag w duzy czworokat przy innych
zalozeniach dotyczacych wpisywalnosci okregéw w mniejsze czworokaty.
Szybko stwierdzamy, ze w konfiguracji z czterema czworokatami zalozenie
o opisywalnoéci trzech czworokatéw na okregu nie wystarcza, co pokazuje
przyktad przedstawiony na rysunku 6.

Rozwazmy teraz konfiguracje z dziewigcioma czworokatami. Widzieliémy wyzej,
ze zalozenie o opisywalnosci pieciu czworokatéw ,,na diagonalach” wystarcza do
opisywalnosci na okregu duzego czworokata. Zaltozenie, ze w siedem czworokatéw
(wszystkie poza dwoma przy przeciwleglych rogach) mozna wpisaé okrag, jest
niewystarczajace, co wida¢ na rysunku 7.

W konfiguracji z dziewiecioma czworokatami zalézmy, ze we wszystkie
czworokaty poza jednym naroznym mozna wpisaé¢ okrag. Okazuje sie, ze
wowczas w ostatni czworokat tez mozna wpisaé¢ okrag (a co za tym idzie, okrag
mozna wpisaé takze w duzy czworokat), co jest bardzo interesujacym, ale
zdaniem autoréw tego artykulu trudnym problemem!

Zadanie 4. Czworokat ADPM podzielono czterema odcinkami na dziewieé
mniejszych czworokatéw, tak jak przedstawiono na rysunku 8. Zalézmy, ze
w czworokaty ABFE, BOCGF, CDHG, EFJI, FGKJ, GHLK, IJNM

i JKON mozna wpisaé¢ okregi. Udowodnié, ze w czworokat K LPO réwniez
mozna wpisa¢ okrag.

Nie jest nam znany dowdéd wykorzystujacy wylacznie rachunki na odcinkach
stycznych, jak to miato miejsce w poprzednich zadaniach. Ponizej przedstawimy
rozwiazanie korzystajace z dos¢ gtebokich rezultatéw geometrycznych. Dla
uproszczenia bedziemy zakladaé, ze zaden z malych czworokatow nie jest
rombem. Ponizsze rozumowanie mozna rozszerzy¢ na ogélny przypadek, do czego
Czytelnika zachecamy.

Zacznijmy od sformulowania i udowodnienia kilku lematow.
Lemat 1. W sytuacji z zadania 1 zachodzi réwnos¢ BH = DF'.

Dowdéd. Przy oznaczeniach z rozwigzania zadania 1 mamy

BE = BAy + EAy = BAs+ FA, i BE = BCy + ECy = BCs + EC,.

Po dodaniu stronami otrzymujemy 2BE = A3C3 + A1C1, skad BE = A;C}.
Analogicznie EH = Gsl3. Zatem dtugos$é odcinka BH jest rowna sumie dlugosci
odcinkéw stycznych poprowadzonych z punktu F do danych czterech okregéw.
Analogicznie dowodzimy, ze dtugosé odcinka DF tez jest tyle réwna. O

Lemat 2. Dane sg nier6wnolegle odcinki AB i CD tej samej dhugoséci. Wtedy
prosta przechodzaca przez $rodki odcinkéw AC i BD jest rownolegla do
dwusiecznej kata miedzy prostymi AB i CD.

Dowdéd. Oznaczmy $rodki odcinkéw AC i BD przez M i N (rys. 9). Przesurimy
punkt D o wektor CTzl, otrzymujac punkt E. Niech F' bedzie srodkiem

odcinka BE. Wowczas NF = %D = %CT% = m W takim razie odcinek

MN jest réwnolegly do AF. Poniewaz AB = CD = AE, a F jest érodkiem BF,
wiec AF jest dwusieczng kata BAFE. Z kolei ta dwusieczna jest réwnolegta do

dwusiecznej kata miedzy AB i CD, gdyz AE || CD. O
RN Lemat 3. W tréjkacie ABC
\\ nastepujace cztery proste sg

\ wspolpekowe: linia srodkowa

| rownolegta do BC, dwusieczna kata

| wewnetrznego przy wierzchotku B,

/ prosta przechodzaca przez punkty

/ stycznosci okregu wpisanego z bokami
. BC' i C A oraz prosta przechodzaca

przez punkty stycznosci okregu
dopisanego do boku C'A z prostymi BC
i CA (rys. 10).



Dowdéd. Oznaczmy punkty stycznoéci okregu wpisanego z bokami BC' i AC przez
D i E, a $rodek okregu wpisanego przez I (rys. 11). Oznaczmy punkt przeciecia
prostych BI i DE przez X. Mamy:

ABXD = £CDE — LCBI =90° — %&ACB — %ACBA = %ABAC = LTAFE,

wiec punkty A, E, X, I leza na jednym okregu. Wobec tego LAXT = LAET = 90°.
Niech A’ bedzie odbiciem A wzgledem BI. Wtedy A’ lezy na BC, a punkt X
jest srodkiem AA’. Wynika stad, ze X lezy na linii $rodkowej trojkata ABC
rownoleglej do BC.

Dowdd tego, ze X lezy na czwartej z wymienionych w twierdzeniu prostych, jest
analogiczny i przeprowadzenie go pozostawiamy Czytelnikowi. O

Zanim przedstawimy kolejny lemat, wprowadzimy nowe pojecie: w czworokacie,
ktory nie jest rownoleglobokiem, prosta przechodzaca przez $rodki jego
przekatnych nazwiemy prostqg Newtona. Okazuje sie, ze jesli w czworokat
mozna wpisa¢ okrag, to prosta Newtona tego czworokata przechodzi

przez $rodek okregu wpisanego (rys. 12). Czytelnika zainteresowanego
uzasadnieniem odsytamy do 33. Kacika Poczatkujacego Olimpijczyka z A3, .
Przyda sie nam réwniez twierdzenie Desarguesa, ktére moéowi, ze dwa tréjkaty
maja Srodek perspektywiczny (tzn. proste przechodzace przez pary ich
wierzchotkéw przecinaja sie w jednym punkcie) wtedy i tylko wtedy, gdy maja os
perspektywiczna (tzn. punkty przeciecia par prostych zawierajacych ich boki sa
wspoétliniowe). Wiecej na temat tego twierdzenia mozna przeczytaé w Ajs.

Lemat 4. Czworokat ACIG podzielono odcinkami na czworokaty ABED,
BCFE, DEHG i EFIH, tak jak przedstawiono na rysunku 13. Zal6zmy, ze

te cztery czworokaty nie sa rombami oraz mozna wpisa¢ w nie okregi. Wowczas
proste Newtona tych czworokatéw przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdd. Oznaczmy $rodki okregéw wpisanych w czworokaty ABED, BCFE,
DEHG i EFIH przez I, Iy, I3 i I, oraz $rodki odcinkéw BD, BF, DH i FH
przez My, Mo, M3 i My (rys. 14). Nalezy udowodnié, ze proste Iy My, Io Mo,
IsMs i Iy My przecinaja sie w jednym punkcie. Wystarczy pokazac, ze I3 M,
I5Ms, I3 M3 przecinajg sie w jednym punkcie — dowod, ze 1, M, przechodzi przez
punkt wspélny Io Mo i I3Ms3, jest w pelni analogiczny.

Z lematu 1 wynika, ze BH = DF, a z lematu 2 dostajemy MaMs || IoI5. Niech X
bedzie punktem przeciecia prostych I1Is, M1 Ms, a 'Y przecieciem prostych 413,
M Ms. Korzystajac z twierdzenia Desarguesa dla tréjkatéw Iy IoIs i My Mo Ms,
widzimy, ze wystarczy udowodnié, ze XY || Io1s.

Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w czworokat ABED z bokami
BE i DE przez Z i T. Prosta MM, jest linig $rodkowg réwnoleglta do EF

w tréjkacie wyznaczonym przez proste BC', BE, EF, a prosta I, Is dwusieczna
kata miedzy BC' i FF. W takim razie na mocy lematu 3 punkt X lezy na
prostej ZT'. Analogicznie dowodzimy, ze punkt Y lezy na ZT. Do zakonczenia
dowodu pozostaje odnotowad, ze ZT || I215, gdyz obie te proste sa prostopadle
do E1;. O

Lemat 5. Jesli czworokaty ABCD i ABC’D’ sg opisane na tym samym okregu
i maja te sama prosta Newtona, to BC || DA (rys. 15).

Dowdd. W takiej sytuacji srodki odcinkéw AC, AC’, BD, BD' leza na jednej
prostej £, bedacej wspolng prosta Newtona rozwazanych czworokatéw. Ta prosta
jest linia érodkowa tréjkatéw ACC’ i1 BDD', wiec CC' || ¢ || DD'. O
Uzbrojeni w lematy 4 i 5 mozemy przystapi¢ do rozwigzania zadania 4.

Rozwigzanie zadania 4. 7 lematu 4 wynika natychmiast, ze proste Newtona
oémiu czworokatéw ABFE, BCGF, CDHG, EFJI, FGKJ, GHLK, IJNM
i JKON przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry oznaczymy przez X (rys. 16).
W dalszej czesci bedziemy wykorzystywaé jedynie to, ze proste Newtona
czworokatéw FGKJ, GHLK i JKON przecinaja si¢ w punkcie X.

6


https://www.deltami.edu.pl/2021a/09/2021-09-delta.pdf
https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2015/03/29/Desargues_i_nozyce/

Rys. 17

Poniewaz srodkowy czworokat nie jest rombem, wiec ma pare nieréwnoleglych
bokéw. Bez straty ogdlnosci rozumowania przyjmijmy, ze FG }f JK.

Oznaczmy przez o okrag styczny do odcinka KO oraz potprostych KL= i OP™.
Oznaczmy okrag wpisany w czworokat GH LK przez o'. Niech wspdlna styczna
zewnetrzna do o i 0’ r6zna od KO przecina proste GH, KL, OP w punktach H’,
L', P'. Z lematu 4 wynika, ze proste Newtona czworokatéw FGKJ, GH'L'K,
JKON, KL'P'O przecinaja sie w jednym punkcie. Jest nim punkt X.

Czworokaty GHLK i GH'L' K maja zatem te samg prosta Newtona
(mianowicie prosta przechodzaca przez X i §rodek okregu o’). Gdyby H' i L’
byly rézne od H i L, to na mocy lematu 5 mielibyémy GH || KL, co przeczytoby
wcezesniej poczynionemu zalozeniu. W takim razie H = H' i L = L', wigc okrag o
jest styczny do prostej HL, co koniczy rozwigzanie. O

Na zakonczenie przedstawimy uogoélnienie zadania 4, ktére znalezliSmy w ksiagzce
Arseniya Akopyana ,,Geometria na rysunkach” (zadanie 5.4.7). (Uogélnia je

w taki sam sposéb, jak zadanie 2 uogélnia zadanie 1). Niestety nie znamy
rozwiazania tego zadania i nie byliémy w stanie zastosowaé przedstawionych
wyzej metod w tym zadaniu. Czytelnika Lubiacego Wyzwania zachecamy do
zmierzenia si¢ z tym trudnym problemem.

Zadanie 5. Rozwazmy sytuacje przedstawiona na rysunku 17. Udowodnié, ze
jesli okregi zaznaczone ciagla kreskg sa styczne do zaznaczonych prostych, to
w prawy gorny czworokat mozna wpisaé okrag.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1735. Niech aq,as,...,a, bedzie ciagiem arytmetycznym liczb catkowitych
takim, ze ¢ | a; dlai=1,2,...,n — 1 oraz n{ a,. Udowodnié, ze n jest potega
liczby pierwszej.

Rozwigzanie na str. [I]

M 1736. Na planszy o wymiarach 15 x 15 umieszczono 15 wiez, ktore nie atakuja
sie nawzajem. Nastepnie kazda wieza zostala przesunieta ruchem skoczka.
Udowodni¢, ze teraz pewne dwie wieze atakuja sie¢ nawzajem.

Rozwigzanie na str.

M 1737. Dane sa dwie réwnolegte proste a,b oddalone o h oraz nieskonczony
zbiér C wzajemnie roztacznych okregéw jednostkowych znajdujacych sie
pomiedzy a i b. Zaltézmy, ze kazda prosta przecinajaca obie proste réwnolegte
przecina réwniez co najmniej dwa okregi ze zbioru C. Udowodnié, ze h > 2 + /3.
Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1065. Ile wynosi stosunek wartosci py, pedu fotonu o energii £ = 1,17 eV
do wartosci pe, pedu elektronu o energii kinetycznej réwnej E?

Masa spoczynkowa elektronu wynosi m, = 511 keV /c2.

Rozwiazanie na str. [J]

F 1066. Podczas skraplania pary wodnej uwalniana jest energia parowania.
Roéznica energii kropli ciektej wody i energii takiej samej masy pary sklada

sie z energii parowania i energii powierzchniowej — tj. energii potrzebnej do
utworzenia powierzchni rozdziatu faz miedzy para i ciekla woda kropli. Proces
skraplania pary rozpoczyna si¢ od powstawania kropelek cieczy w wyniku
przypadkowych zderzen czasteczek pary. W zaleznoéci od rozmiaréw takie
kropelki dalej rosna lub odparowuja, gdy sa zbyt male. Ile wynosi maksymalny
promien kropli, ktéra ,spontanicznie” wyparuje (tzn. wyparuje bez pobierania
ciepla z otoczenia)?

W temperaturze 25°C ciepto parowania wody L = 44 - 10® J/mol, napiecie
powierzchniowe o = 72 J/m?, gestosé cieklej wody p = 10% kg/m?®. Molowa masa
wody pu = 18 g/mol.

Rozwiazanie na str.
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Wielomiany, logika i geometria

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Rozwigzanie zadania F 1066.
Réznica energii kropli wody
o promieniu R i takiej samej masy pary
wodnej wynosi:
47 R3Lp

3u
AE =0dla Ry =01i Ry = 3ou/(Lp).
Utworzeniu kropli o promieniu Rs nie
towarzyszy zmiana energii. Zauwazmy
jednak, ze odparowanie kropli oznacza
zmniejszanie jej promienia, a pochodna
AE(R) wzgledem R jest w Ry mniejsza
od zera, czyli zmniejszanie promienia
wymaga dostarczenia energii z otoczenia.
Zmniejszaniu promienia kropli towarzyszy
oddawanie energii otoczeniu dopiero dla
R mniejszego od R., odpowiadajacego
maksimum AFE(R). Krople o R < R,
odparowujg, a te o R > R, rosng —
R, nazywane jest promieniem
krytycznym. Latwo sprawdzié, ze

AE(R) = 4nR%0 —

201
Rep = —.

Lp
Dla podanych wartosci liczbowych
(w temperaturze 25°C)
Repr ~5,9-107"m mniej niz wynoszg
rozmiary czasteczki wody (okoto
1,5 - 107 m). Powstanie takiej kropli nie
jest wigc mozliwe. W tym miejscu
Czytelnik Dociekliwy stusznie zauwazy, ze
uzywali$my modelu ,,makroskopowego”,
ktéry nie opisuje tak matych kropli
(sytuacji mikroskopowej). Poprawny opis
tworzenia i rozpadu najmniejszych kropli
polega na analizie zderzen molekut gazu
(wody i powietrza). W wielu przypadkach
opisany tu ,klasyczny model nukleacji”
niezle opisuje procesy kondensacji
i krystalizacji (tworzenie i wzrost
krysztaléw z fazy cieklej lub gazowej).

Lorenzo CLEMENTE*

Wszyscy kochamy wielomiany. Celem tego artykulu jest wyjasnienie, dlaczego.
Jako przyklad rozwazmy rozwiazywalnosé¢ ogélnego réwnania wielomianowego
drugiego stopnia. W jezyku logiki zapisujemy to nastepujaca formula:

(1) o(a,byc) = IweR:a-2°+b-x+c=0,

gdzie , 3z € R” nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym i czytamy: ,istnieje
liczba rzeczywista x taka, ze ...”". Jak dobrze wiadomo — to, czy formula jest
spelniona, zalezy od tego, jakie doktadnie sa wartosci liczb rzeczywistych a, b, c.
Dla niektérych wyboréw a, b, c powyzsze rownanie ma rozwiazanie w R, a dla
innych takiego rozwiazania nie ma.

Czy mozemy dokladnie scharakteryzowaé¢ wszystkie wartosci a, b, ¢, dla ktérych
istnieje x € R bedacy rozwiazaniem? Rzeczywi$cie mozemy, a co wiecej — nasz cel
mozna osiagnacé, pozostajac w jezyku wielomianow:

_ 2

(2) P(a,b,c) = (a=0Ab#0Vec=0)V(a#0A0<D ia c).
Symbol V7 czytamy jako ,lub”, zas ,A” czytamy jako ,i”. Tak wiec méwi,
ze albo a =01 gdy b =0, to réwniez ¢ = 0 (nieciekawy przypadek brzegowy),
albo a # 0 1 w tym przypadku musi byé¢ spelniony dobrze znany warunek
nieujemno$ci wyréznika: A > 0. Zauwazamy, ze nie znajdujemy w ten sposéb
wartosci rozwigzania x jako funkcji zmiennych a, b, ¢, a tylko warunek istnienia
takiego rozwiazania.

Nalezy poczyni¢ dwie uwagi. Po pierwsze, formuly ¢(a,b,c) i ¥(a, b, ¢) sa logicznie
réwnowazne. To znaczy, ze formula Va,b, ¢ : ¢(a,b, c) <> ¥(a,b, c) jest spelniona
w R. Symbol .V’ nazywamy kwantyfikatorem uniwersalnym i czytamy: ,dla
wszystkich”, natomiast ,,<+” czytamy ,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Innymi stowy,
dla kazdego wyboru a,b, c € R albo ¢(a,b,c) i ¥(a,b,c) sa obie spelnione, albo
obie nie sa spelnione. Po drugie, ¥ (a, b, ¢) nie méwi juz o x, w przeciwienstwie
do ¢(a,b,c). W gruncie rzeczy w 1 (a, b, ¢) nie ma w ogdle kwantyfikatoréw ,,3”
ani ,,vV”. Méwimy, ze 9 (a, b, ¢) nie zawiera kwantyfikatoréw oraz ze 1 jest
uzyskiwane z ¢ w procesie eliminacji kwantyfikatoréw. MusieliSmy jednak
zaplaci¢ pewna cene za usuniecie kwantyfikatora, a mianowicie wprowadziliémy
relacje porzadku ,,<” (wczesniej ¢(a, b, ¢) uzywala tylko réwnosci ,=").

Mozemy teraz si¢ zastanawiaé, czy to tylko przypadek. Okazuje sie, Ze nie.
Powyzszy przyktad jest w pewnym sensie szczegblnym przypadkiem
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (Tarski-Seidenberg). Teoria liczb rzeczywistych pierwszego rzedu
(R,4,0,1,-, <) posiada efektywng eliminacje kwantyfikatordw.

Brzmi to dos¢ skomplikowanie! Wyjasnijmy bardziej szczegdtowo. Twierdzenie
moéwi, ze kazda formule zbudowana przy uzyciu kwantyfikatoréw, spéjnikéw
logicznych ,,i”, ,lub” itp. oraz nieréwnosci postaci p(x1,...,z,) < q(z1,...,2s),
gdzie p, q sa wielomianami zmiennych 1, ..., z,, mozna efektywnie przeksztalci¢
(tzn. istnieje pewien algorytm, ktéry to robi) do réwnowaznej formuly bez
kwantyfikatorow.

Piekno i moc tego twierdzenia mozemy docenié, stosujac je do ogdlnego
rownania stopnia 6:

JrzeR:ag-2%+as-2°+as -zt +as-23+as- 22 +a1 -z +ay=0.
Rowniez w tym przypadku twierdzenie gwarantuje, ze istnieje formula bez
kwantyfikatorow £ zawierajaca ay, ..., ag, ktéra doktadnie charakteryzuje,
czy istnieje rzeczywiste rozwiazanie. Warto zauwazy¢, ze nie ma sensownego
sposobu wyrazenia pierwiastkéw wielomianéw stopnia 6 (a nawet 5) jako
funkcji ich wspélezynnikéw ag, . .., as (W przeciwienstwie do wielomianéw
stopni 1, 2, 31 4). Formula £ jest do$¢ skomplikowana i zbyt obszerna, aby
ja tu zamiescié. Ale istnieje. W rzeczy samej, dla wielomianéw dowolnego
stopnia n istnieje formula bez kwantyfikatoréw, wyrazajaca istnienie x € R
bedacego rozwiazaniem. Powyzsze rozwazania mozemy zakonczy¢ nastepujacym
wnioskiem: rozwiazywalno$¢ wielomianowych (nie)réwnosci ze wspéiczynnikami
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Rozwigzanie zadania F 1065.

Ped py fotonu o energii £ wynosi

pf = E/c (c oznacza predkosé¢ $wiatla).
Stosunek podanej w tresci zadania energii
kinetycznej elektronu do jego energii
spoczynkowej (mqc?) wynosi okoto
2.107°. Ze znakomitym przyblizeniem
mozemy wiec opisywac energi¢ kinetyczna
elektronu w ramach mechaniki klasycznej:

2

2

E = Pe_ — pe = \/2mE.
2Mme

Stosunek pedéw wynosi wigc:

pf o E o E
Pe B cV2meo B - 2mec2’

Liczbowo: ps/pe ~ 1,07 - 1073, Podana
warto$¢ energii Y odpowiada przerwie
energetycznej miedzy pasmem
walencyjnym i pasmem przewodnictwa

w krzemie, a otrzymana wartos¢ stosunku
pedow wyjasnia, dlaczego

w poltprzewodnikach optyczne wzbudzenie
elektronu do pasma przewodnictwa
odbywa sie¢ praktycznie bez zmiany

jego pedu.

rzeczywistymi moze by¢é wyrazona wielomianami zawierajacymi tylko te
wspolczynniki. Jest to wlasno$é o fundamentalnym znaczeniu, ukazujaca
samoreferencyjny charakter liczb rzeczywistych.

Mozemy zrobi¢ jeszcze wiecej. Twierdzenie Tarskiego—Seidenberga otwiera drzwi
do automatycznego dowodzenia twierdzern geometrycznych. Pokazemy to na
przykladzie. Rozwazmy czworokat ABCD.

Jednym z twierdzen elementarnej geometrii jest to, ze

()

»jesli AC' i BD (linie przerywane) przecinaja sie w polowie,
to ABCD jest réwnolegtobokiem”.

Udowodnimy to teraz za pomoca twierdzenia Tarskiego—Seidenberga. Naprawde!
Pomyst polega na przeksztalceniu powyzszego stwierdzenia w formute
logiczna méwiaca o liczbach rzeczywistych. Idac za przyktadem Kartezjusza,
reprezentujemy punkt P € {A, B,C, D, O} przez jego wspoélrzedne na plaszczyZnie
(zp,yp) € R x R. Zacznijmy od prostych obserwacji.
1. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, kwadrat odleglosci miedzy dwoma

punktami P, ) mozemy wyrazi¢ jako wielomian:

[PQP = (zq —zp)” + (yo —yp)*.

2. Mozemy takze wyrazi¢, ze dwa odcinki PQ, RS sa réwnolegtle, przyrownujac

ich nachylenia:

YQ —Yp _ Ys — YR
rQ —ITp B xs—JSR.
Mnozac obustronnie przez mianowniki, otrzymujemy réwnanie wielomianowe:
PQI RS = (yq —yr)(xs —xr) = (ys — yr)(zq — =p).

Przy zalozeniu, ze te dwa odcinki sa niezdegenerowane, tj. |PQ| > 01 |RS| > 0,

powyzsze rOwnanie jest poprawne réwniez w przypadkach brzegowych:

1) gdy PQ jest pionowe (zp = ), to takze RS musi by¢ pionowe (zr = g);

2) gdy PQ jest poziome (yp = yg), to takze RS musi by¢ poziome (yr = ys).
3. Dla uproszczenia oznaczen bedziemy méwié, ze dwa odcinki PQ, RS sa

kongruentne, kiedy maja taka sama dlugosc¢ i sa rownolegte:

PQ ~ RS := |PQ|=|RS|APQ| RS.

Laczac razem kawalki, mozemy wyrazi¢ (1) jako nastepujaca formute logiki nad
liczbami rzeczywistymi:

vaayAaxBayBa‘rCayCaxDayDax07yO eR:
Pntetrywiatne A AO ~ OC A BO ~ 0D — BC ~ AD A AB ~ CD,

wniosek

(3)

przestanka
gdzie warunek ¢nietrywiane t0 |[AO0|, |BO|, |AB|,|CD|,|AD|, |BC| > 0.
Strzatka ,—” jest czytana ,implikuje” i oznacza, ze jesli przestanka jest
prawdziwa, to réwniez wniosek jest prawdziwy. Stalo si¢ cos zaskakujacego.
Stwierdzenie geometrii zostato przeksztalcone w formule logiki.

A teraz dzieje si¢ magia. Formula nie ma parametréow (w przeciwienistwie
do )7 wiec korzystajac z twierdzenia Tarskiego—Seidenberga, mozemy znalezé
rownowazna jej formule ¢ bez Zadnej zmiennej. Innymi stowy, ¢ moze sktadaé
sie tylko z boolowskich kombinacji logicznych formul atomowych postaci m < n,
gdzie m, n sa konkretnymi liczbami naturalnymi, np. 5 < 317 < 23. To, czy ¢
jest prawdziwe, mozna teraz ustali¢, po prostu sprawdzajac ja bezposrednio.

W omawianym przypadku okazuje sig, ze ¢ jest trywialnie prawdziwe, co jest
dowodem, ze jest prawdziwym twierdzeniem liczb rzeczywistych. Z kolei

to pokazuje, ze (1) jest prawdziwym twierdzeniem geometrii, co bylo naszym
poczatkowym celem.

Ten przyktad ilustruje, ze kazde stwierdzenie geometrii, ktére mozna wyrazié
jako kombinacje (nie)réwnosci wielomianowych, mozna na mocy twierdzenia
Tarskiego—Seidenberga sprowadzi¢ do uktadu nieréwnosci miedzy konkretnymi
liczbami naturalnymi. To urzeczywistnienie starego marzenia o zredukowaniu
geometrii do kwestii czysto rachunkowej, gdzie intuicja geometryczna nie jest
w ogdle potrzebna. A podstawa tego osiagniecia sg wielomiany. Wiec kto teraz
nie kocha wielomianéw?
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Kilka sté6w na temat
twierdzenia Marcinkiewicza o probkowaniu
Aleksander PAWLEWICZ

Chcialbym opowiedzie¢ w tym artykule o pewnym wyniku zdolnego, mlodego
polskiego matematyka Jézefa Marcinkiewicza. Pisze ,mlodego”, poniewaz umart
w wieku zaledwie 30 lat, w roku 1940. Zostat zamordowany, jak bardzo wielu
polskich oficeréw, w Charkowie lub Katyniu. Historia zycia J. Marcinkiewicza
miala niewatpliwie smutne zakoriczenie, ale jego dzialalno$¢ matematyczna byla

L. Maligranda, bardzo intensywna, o czym $wiadczy¢ moze na przyktad fakt uzyskania tytutu
o "ii{ %:f;:f;;gf;zo;f; 01;; %0) doktora habilitowanego w wieku 27 lat. Dzialalno$é naukowa bohatera tego
Banach Center Publications 95 (1), artykutu zwiazana byla z Uniwersytetem Stefana Batorego w Wilnie. Te i wiele

I’flsstit.“te Ofvl\\]/[athemaggslf olish Academy  jnnych ciekawych informacji o zyciu i pracy J. Marcinkiewicza mozna znalezé
of Science, Warszawa . . X
w obszernym artykule Lecha Maligrandy (zob. margines).

Niewatpliwie najbardziej znanym twierdzeniem zwiazanym z tym wybitnym
polskim matematykiem jest twierdzenie Marcinkiewicza o interpolacji. Sciste
sformutowanie wymaga, by najpierw powiedzie¢ co$ o przestrzeniach funkcji L?
(indeksowanych parametrem p > 1), ograniczmy sie wiec — na razie — do
nastepujacego uproszczenia. Jesli mamy dany operator liniowy, ktérego
argumentami i wartosciami sg funkcje, to z wiedzy o zachowaniu owego
operatora w ograniczeniu do przestrzeni LP i L? wspomniane twierdzenie
pozwala wnioskowaé o jego zachowaniu na L" dla wszystkich posrednich r (czyli
p < r < q) — stad tez okredlenie ,interpolacja”. Do tego tematu jeszcze wrécimy.

Twierdzenie o prébkowaniu

Przejdzmy teraz do sedna tego artykutu, czyli do twierdzenia Marcinkiewicza

o probkowaniu (wigcej informacji mozna znaleZé we wspomnianym artykule

L. Maligrandy, paragraf 4.5.3). Samo stowo ,prébkowanie” odnosi si¢ do
wyciagania wnioskéw o calej populacji na podstawie ograniczonej prébki.

W kontekscie twierdzenia Marcinkiewicza role populacji odgrywa funkcja f
okreslona na okregu jednostkowym T, a interesowaé bedzie nas srednia

z funkcji |f|P dla pewnego p > 1. Mozna ja wyznaczy¢ jako wartosé calki fT [fIP
podzielonej przez 2w, czyli dlugos¢ okregu jednostkowego — intuicja zwigzana ze
Srednig powinna jednak Czytelnikowi wystarczy¢, jesli nie zna pojecia catki.

T Ustalmy liczbe naturalna n i powiedzmy, ze znamy wartosci funkcji f w 2n + 1
punktach z, 0, Tn 1, - -, Tn,Ln ré6wWno rozmieszczonych na okregu (jak na
rysunku obok). Dysponujac taka ,probka”, mozemy mieé¢ nadzieje, ze Srednia

z | f|P po calym okregu bedzie dobrze przyblizaé¢ érednia z liczb | f(z,x)|P dla
k=0,£1,...,£n. Oczywiscie te¢ drugg mozna wyliczy¢ jako warto$é¢ sumy

>k [f(@n,k) P podzielonej przez 2n + 1. Na potrzeby dalszej analizy wprowadzmy
oznaczenia na obie Srednie:

Prébka punktéw na okregu T 1 1/p 1 n 1/p
w przypadku n = 2 p = | — p , = p .
e = (g5 [197) e = (g 3 1nr)
T =—n

2,0

T2,-2

T2, 1

2n

Podniesienie jednej i drugiej $redniej do potegi 1/p pozwala wykorzystaé te
formuly do okredlenia odleglosci miedzy dwiema funkcjami f, g za pomoca
wzoru || f — gl[z» (lub tez || f — g[|,z ). Dzigki temu bowiem odleglo$¢ miedzy
funkcja 2 - f(x) a funkcja zerowa jest dwa razy wieksza niz odleglo$é miedzy f(x)
i zerem, a nie 2P razy wicksza.

Alternatywnie, punkt (cost,sint) na s 2 . . . s . . ;. . s .
okregu T moina utozsamic # liczba Wréémy do samego twierdzenia. Byloby naiwnoscia oczekiwaé, ze wielkosci

t € [0, 27]. Wyrazone poprzez zmienna t || f[|zs 1 ||f]|;z sa poréwnywalne — wszak $rednia z | f|P moze by¢ duza nawet
;V;‘th‘;ré‘:ia“y trygonometryczne maja wtedy, gdy funkcja f zeruje sie w 2n + 1 punktach x,, ;. Dlatego ograniczymy sie
do wielomianéw trygonometrycznych stopnia n, czyli funkcji postaci
f(t) =co+ Z dj, cos(kt) + ey sin(kt). n
- f(z)

I
)
>
N

zeT,

dla pewnych wspdlczynnikéw a. We wzorze tym utozsamiliémy punkt (a,b) na
okregu T z liczba zespolona a + bi; wielomiany trygonometryczne mozna tez
jednak opisaé bez liczb zespolonych (zob. margines).
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Odnotujmy, ze dla p = 1 pierwsza
nieréwnos$é w (%) pozostaje prawdziwa,
ale druga nie, tzn. nie istnieje stala Cy
spelniajaca odpowiednig nieréwnosé¢ dla
dowolnego f.

Nieujemng funkcje f +— || f|| nazywamy
normga, jesli dla dowolnych f, g oraz a € R
spelnia warunki:

(n1) [[fll=0 <= f=0,

(n2) la - fll = lal - [[£]],

@3) If +gll < I+ lgll-

Wigcej o normach mozna przeczytac

w artykule Jarostawa Gérnickiego z Ag1
oraz w tekstach: 3 < m < 4 i Podejrzane
twierdzenie o ciggach z Agl.

Uwaga dla ekspertéw: warunek As
gwarantuje, ze zdefiniowana wczes$niej
klasa L% jest przestrzenig liniows.
Warunek A nie jest spelniony np. dla
N-funkcji ¢(t) = e —t — 1; w tym
przypadku nietrudno znalezé funkcje f,
dla ktoérej $rednia z @(|f|) jest skoniczona,
ale $rednia z ¢(|2f]) juz nie.

W oryginalnym sformulowaniu twierdzenie Marcinkiewicza moéwi, ze dla takiej
funkcji oraz p > 1 zachodza nieréwnosci:

1
(%) Il < 1fllze < Cpllfller
przy czym stata C, moze zaleze¢ od p, ale nie od f.
Szerszy punkt widzenia — przestrzenie Orlicza

Na pierwszy rzut oka nie wida¢ zwiazkéw miedzy twierdzeniami Marcinkiewicza
o probkowaniu i interpolacji. Jednak takie zwiazki istnieja. Aby to dostrzec,
potrzebujemy spojrzeé¢ na powyzsze rezultaty w szerszym kontekscie.

Jednym z trzech gtéwnych kierunkéw rozwoju teorii matematycznych, obok
rozwiazywania aktualnych probleméw i szukania analogii miedzy istniejacymi
rezultatami, jest uogdlnianie dotychczasowych wynikéw na bardziej abstrakcyjne
struktury. Przykladem tego trzeciego nurtu sa przestrzenie Orlicza. Ich nazwa
pochodzi od nazwiska polskiego matematyka Wiadystawa Orlicza (1903-1990),
wyksztalconego we Lwowie, a po wojnie dziatajacego gtéwnie w Poznaniu.

Jednym z najprostszych przykladéw przestrzeni funkcji sa przestrzenie
Lebesgue’a LP(T). Dla zadanego p > 1 przestrzen LP(T) to zbiér tych wszystkich
funkeji f okre$lonych na T, dla ktérych zdefiniowana wezedniej wielko$é || f|| e
jest skonczona. Jak juz wspomnielismy, wielkos¢ te mozna wykorzystaé¢ do
opisu geometrii przestrzeni LP, gdyz posiada ona kilka waznych wtasno$ci
skladajacych sie na definicje normy (zob. margines).

Jak mozna uogoélni¢ powyzsza definicje? Pewnie na wiele sposobdw, ale jednym
z waznych uogdélnien sa wspomniane juz przestrzenie Orlicza. Idea polega na
zastapieniu wystepujacej w definicji LP(T) funkcji (rosnacej, wypuklej) ¢ — P
przez inng (rosnaca, wypukla) funkcje o, ktéra bedziemy nazywaé N -funkcjg.
Jako zbidr przestrzeni Orlicza L¥(T) bedzie zawieraé wszystkie funkcje f, dla
ktérych srednia z (| f]) jest skoriczona, czyli 5= [1 o(] f]) < oc.

By nadaé L?(T) jaka$ geometrie, powinnidmy jeszcze zdefiniowaé odpowiednia
norme. W tym przypadku nie mozemy jednak powtorzy¢ zabiegu podnoszenia
do potegi 1/p (bo czym mialaby byé potega 1/¢?). Zamiast tego zwréémy
uwage, ze w przypadku LP zachodzi réwnowaznos$é: norma || f||.» nie
przekracza 1 wtedy i tylko wtedy, gdy $rednia z |f|P nie przekracza 1.
Analogiczna réwnowaznosé mozemy zapostulowaé dla L¥?:

Iflee <1 = 5o [l <.
T
Z warunku (n2) na marginesie wynika, ze istnieje najwyzej jedna norma || - ||«
o powyzszej wlasnosci (zwyklo sie ja nazywaé norma Luxemburga). Da sie ja tez
zapisa¢ jawnym wzorem:

7l =t {x>0: %/w(m/» <1},
T

Na potrzeby dalszej czeéci bedziemy zakladaé, ze ¢ jest funkcja wypukla

i rosnaca, a takze lim;_,q @ =0 oraz lim;_,o @ = 00, a wiec ¢ jest tak zwana
N-funkcja. Przyjmiemy ponadto, ze zachodzi warunek As: istnieje stata D > 0

taka, ze ¢(2t) < Dyp(t) dla wszystkich ¢ > 0.
Prébkowanie w przestrzeni Orlicza a interpolacja

Wiele dotychczasowych rezultatéw dotyczacych przestrzeni LP zostalo badz

tez zostanie uogdlnionych na przestrzenie Orlicza L¥. Takze autor tego
artykulu wraz z Michalem Wojciechowskim starali si¢ uogélni¢ twierdzenie
Marcinkiewicza o prébkowaniu na przypadek przestrzeni Orlicza, czyli zastapié
pojawiajaca sie w klasycznym sformutowaniu tego twierdzenia funkcje t — ¢?
przez N—funkcje. A dokladniej, odpowiedzie¢ na pytanie:

Dla jakich N—funkcji zachodza nieréwnosci (ED
z twierdzenia Marcinkiewicza o probkowaniu?
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https://www.deltami.edu.pl/2021a/05/2021-05-delta-art-06-gornicki.pdf
https://deltami.edu.pl/2021a/06/2021-06-delta.pdf

A. Pawlewicz, M. Wojciechowski,
Marcinkiewicz sampling theorem for
Orlicz spaces,

Positivity, volume 26, 2022.

Czytelnika zainteresowanego wyczerpujaca odpowiedzia zachecam do
przeczytania naszej wspélnej pracy (szczegdly na marginesie), a tutaj
przytocze dwa — by¢ moze zaskakujace — wyniki na ten temat. W analogii do

przypadku LP, wprowadzmy norme Orlicza oparta na prébee 2n + 1 punktéw:
n

> el fl@nph < 1.

=—n

. <1
171l eI,

Prawdziwe sa wowczas nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1 (pierwsza nieréwno$¢). Dla dowolnej N —funkcji ¢ speiniajgcej
warunek As oraz dowolnego wielomianu trygonometrycznego f stopnia n
zachodzi nieréwno$é 1| flee < || flle-

Twierdzenie 2 (druga nier6wnos¢). Dla dowolnej N—funkcji ¢ spelniajgcej
warunek A nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Istnieje stata Cy > 0 taka, Ze dla dowolnego n oraz dowolnego wielomianu
trygonometrycznego f stopnia n zachodzi nieréwnosé || f|lre < Cyl|f|les -

2. Istnieje p > 1 takie, ze kazdy operator liniowy T (ktérego argumentami
i wartosciami sq funkcje na T), ktéry jest stabego typu (1,1) i (p,p), jest
réwniez ciggly jako operator T: L¥(T) — L?(T).

Z koniecznosci, jako objaénienie zalozenia ,stabego typu” niech wystarczy

nam, ze T zachowuje si¢ ,,przyzwoicie” na przestrzeniach L' i LP. Istotne jest
jednak to, ze warunek 2 to doktadnie sformutowanie twierdzenia Marcinkiewicza
o interpolacji, w ktérym przestrzen L¥ zajmuje miejsce ,,posredniej” przestrzeni
L" (1 <r < p). Okazuje sie wiec, ze w Swiecie przestrzeni Orlicza twierdzenie

o prébkowaniu jest niejako réwnowazne twierdzeniu o interpolacji!

Modele Wszechswiata dla poczatkujacych

Czes¢ 2: Upraszczamy, ile sie da

* Katedra Metod Matematycznych Fizyki,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

W Internecie krazy wiele sentencji,
ktérych autorstwo (nie zawsze stusznie)
przypisuje sie Albertowi Einsteinowi.
Jedna z nich jest: “Make everything as
simple as possible, but not simpler”.
(Wszystko nalezy upraszczadé, jak tylko sie
da, ale nie bardziej). Jest to
prawdopodobnie uproszczona wersja
zdania z wykladu Einsteina z 1933 roku,
ktére brzmi: “It can scarcely be denied
that the supreme goal of all theory is to
make the irreducible basic elements as
simple and as few as possible without
having to surrender the adequate
representation of a single datum of
experience”.

Szymon CHARZYNSKI*

W poprzednim numerze Delty analizowaliSmy ruch mréwek po rozciagajacej

sie nici. Taka jednorodnie rozciagajaca sie na calej dtugosci ni¢ jest pomocna
jako analogia naszego rozszerzajacego sie¢ Wszechswiata. Z obserwacji wiemy, ze
galaktyki oddalaja sie od nas, przy czym predko$é¢ oddalania jest proporcjonalna
do odlegtosci danej galaktyki. Te proporcjonalnosé nazywamy prawem
Hubble’a—Lemaitre’a. Jezeli na nici postawimy kropki, to z punktu widzenia
jednej wybranej kropki wszystkie inne beda sie od niej oddalaly zgodnie

z prawem Hubble’a-Lemaitre’a. Te analogie mozna uogélniaé¢ na wyzsze
wymiary: mozemy wyobrazaé sobie kropki na powierzchni nadmuchiwanego
balonu albo rodzynki w rosnacym ciedcie.

Analogie sa pouczajace, ale trzeba z nimi uwazaé. Jezeli chcemy utrzymac

staly wspotcezynnik proporcjonalnosci miedzy predkoécia a odlegloscia, to jesli
ni¢ bedzie wystarczajaco dtuga, dojdziemy nieuchronnie do punktu na nici,
ktéry bedzie si¢ oddalal z predkoscia wieksza od predkosci swiatla (predkosé

te zwyczajowo oznaczamy przez c). Jest oczywiste, ze doswiadczenia z nicia,
ktora w przestrzeni rozcigga sie w ten sposob, nie da sie wykonaé. Jest to
sprzeczne z nasza wiedzg skodyfikowana w formie szczegdlnej teorii wzglednosci.
Jednak astronomowie twierdza, ze obserwuja obiekty oddalajace sie od nas

z predkodcia wieksza od c. Takiego zjawiska nie da si¢ opisa¢ jako ruchu galaktyk
w przestrzeni z taka predkoscia. Rozszerzajacego sie Wszech$wiata nie da sie
opisa¢ w ramach szczegdlnej teorii wzglednosci. To z przestrzenia pomiedzy
nami a ta galaktyka dzieje sie co$, co powoduje, ze odlegtosé¢ do galaktyki ro$nie
tak szybko. Czasoprzestrzen nie jest statyczna scena, na ktérej rozgrywa sig
historia Wszech$wiata, ale sama jest dynamicznym obiektem, ktéry podlega
ewolucji, tak jak opisuje to ogélna teoria wzglednosci Einsteina (OTW). Jak

sie wkrotce przekonamy, aby uratowaé nasza analogie, musimy nié¢ utozsamié

z przestrzenia, ktéra sama sie rozciaga, a nie z czyms, co w przestrzeni sie
porusza. To rozréznienie jest kluczowe.
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Méwimy w liczbie mnogiej o réwnaniach
Einsteina, poniewaz w istocie jest to
uktad réwnan numerowanych dwoma
indeksami p oraz v, z ktérych kazdy
przebiega zbiér czteroelementowy — tak
jak czasoprzestrzen jest czterowymiarowa.
Oznacza to, ze wystepujace w réwnaniach
obiekty R,., g, oraz T, to

macierze 4 na 4. Dodatkowo macierze te
sg symetryczne, czyli np. gu, = gupu, to
znaczy, ze liczba niezaleznych sktadowych
wynosi 10.

O symulowaniu zlewania si¢ czarnych
dziur w OTW i pewnych aspektach

s R 12
dynamiki czasoprzestrzeni pisalem w A z.

Warto zwréci¢ uwage na pewna
koincydencje zwiazang z publikacja tego
tekstu. Konczy si¢ on stwierdzeniem:
LIGO przez 8 lat nastuchiwania
(2002-2010) nie zarejestrowal
promieniowania grawitacyjnego. Byc
moze teraz Advanced LIGO dostarczy
tych przelomowych obserwacji, ktore
bylyby kolejnym wielkim sukcesem
przewidywan OTW sto lat po jej
opublikowaniu.

Tak si¢ sklada, ze publikacja tekstu
(grudzien 2015) miala miejsce juz po
pierwszej detekcji fal grawitacyjnych
(14 wrzeénia 2015), ale przed oficjalnym
ogloszeniem tego odkrycia

(11 lutego 2016). Nasz redakcyjny kolega
Michal Bejger (cztonek konsorcjum
LIGO-Virgo) wiedzial o wszystkim, ale
nie puscil pary z ust.

Zasadno$¢ wymienionych zalozen bywa
oczywiscie kwestionowana i jest
przedmiotem naukowych dyskusji,
ktérymi nie bedziemy zajmowad sie

w tym artykule. Zainteresowanych
zapraszamy do zajrzenia chociazby do
tekstéow Andrzeja Krasiriskiego w A}G
oraz Krzysztofa Turzyriskiego,

takze w A%ﬁ.

Roéwnania Einsteina. Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegoly, co znaczg
poszczegdlne symbole w tych réwnaniach. To, co bedzie nas interesowaé, to ze
wystepuje w nich matematyczny opis trzech réznych fizycznych obiektow:

1 8rG
(4) RNV - EgMVR +Ag/“/ = 7TNV .
—_———— ——
geometria materia

Mamy czesé podpisana: geometria, czyli matematyczny opis mierzenia
odleglosci, uplywu czasu i zakrzywienia czasoprzestrzeni. Po prawej stronie
mamy czes¢ podpisana: materia, czyli matematyczny opis rozktadu materii

i energii w czasoprzestrzeni razem z oddzialywaniami innymi niz grawitacyjne
(ci$nienie, pole elektromagnetyczne itp.). Mamy wreszcie w srodku niepodpisany
niepozorny czton, w ktérym wystepuje stala A zwana stalq kosmologiczng — nim
zajmiemy si¢ pozniej.

Jesli na razie zapomnimy o A (albo przyjmiemy A = 0), to dostaniemy
nastepujacy obrazek: zadany rozklad materii i energii opisany po prawej stronie
réwnan zmusza czasoprzestrzen do zakrzywiania sie, tak aby jej krzywizna
spelniala réwnania Einsteina. Gdy juz mamy rozwigzanie, czyli jakas dana
czasoprzestrzen, to mozemy do niej ,wpusci¢” mase prébna (czyli obiekt

o masie zaniedbywalnej w poréwnaniu z tym, co stoi po prawej stronie réwnan).
Wtedy réwnania ruchu powiedzg nam, jak taka masa prébna porusza sie w tej
konkretnej zakrzywionej czasoprzestrzeni. Do opisu zjawisk takich, jak ruch
planet wokét Storica, uklady podwéjne (gwiazd, gwiazd neutronowych, czarnych
dziur), a nawet zlewanie si¢ czarnych dziur i dynamika gwiazd w galaktykach
wstawia sie do réwnan Einsteina A = 0, i wszystko sie zgadza. Co wiecej,

do wiekszosci zastosowan wystarczy nierelatywistyczne przyblizenie rownan
Einsteina, jakim jest prawo powszechnego ciazenia Newtona. Nawet jezeli

stala A jest rézna od zera, to jej wartos¢ jest na tyle mala, ze we wszystkich
zjawiskach tego typu nie jestedmy w stanie zaobserwowaé odstepstwa jej wartosci
od zera.

Po co wiec wprowadza¢ A do réwnan grawitacji, jezeli doskonale mozemy

sie bez niej obej$é? Okazuje sie, ze jej wartosé (choé¢ bardzo mala) staje sie
istotna, kiedy réwnan Einsteina uzywamy do opisu catego Wszechswiata. Warto
podkredli¢, ze w réwnaniach Einsteina wystepuja dwie state: stosunek G/¢*

(c to predkos¢ $wiatla, a G to stala grawitacji) i stala kosmologiczna A.
Pierwsza z nich, czyli stosunek G/c?, jest wyznaczana w eksperymentach w skali
laboratoryjnej i kosmicznej na wiele réznych sposobéw i jej warto$é jest znana
dosy¢ doktadnie. Natomiast A wyznacza si¢ tak, aby dopasowaé model calego
Wszechswiata do obserwacji — nie potrafimy jej zmierzy¢ w laboratorium czy

w skali uktadu stonecznego. Znaczenie A przeanalizujemy doktadniej za miesiac.

Zalozenia w modelach kosmologicznych. Réwnania Einsteina sq
skomplikowane i trudne do rozwiazywania. Jednak aby stworzy¢ modele
opisujace caly Wszechéwiat, standardowo przyjmuje sie szereg upraszczajacych
zatozen dotyczacych poszukiwanego rozwiazania. Przede wszystkim zakltada sie,
ze mozna wprowadzi¢ uniwersalny wspolny dla calego Wszechswiata wyrdzniony
czas. Nastepnie zaklada sig, Zze czasoprzestrzen mozna rozwarstwic¢ na
powierzchnie réwnoczesnoéci wzgledem tego wyrdznionego czasu. Inaczej
mowiac, kazdej ustalonej wartosci tego czasu odpowiada pewna trojwymiarowa
przestrzen, ktéra nazywamy witasnie przestrzeniqg réwnoczesnoéci. Kolejne
zalozenia dotycza tych przestrzeni. Zaktada sie, ze te przestrzenie sa jednorodne
i izotropowe. Inaczej méwiac, zaklada sie, ze w danej chwili przestrzen

wyglada w kazdym punkcie tak samo: zaden punkt ani zaden kierunek nie jest
wyrézniony. Jezeli przestrzen ma jakas niezerows krzywizne, to ta krzywizna jest
taka sama wszedzie. Aby takie zalozenie mialo sens, trzeba réwniez o materii we
Wszechéwiecie zalozyé, ze jest idealnie rownomiernie rozlozona, czyli jej gestosé
jest stala.

Wszystkie te zalozenia wymagaja oczywidcie uzasadnienia. Wiemy, ze materia
nie jest roztozona we Wszech$wiecie réwnomiernie. Istnieja skomplikowane
struktury: gwiazdy, galaktyki, gromady galaktyk itp. Jednak z obserwacji
astronomicznych nie wynika, aby jaki$ kierunek w przestrzeni byl wyrézniony
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L...]

Rozwigzanie zadania M 1736.
Ponumerujmy wiersze i kolumny liczbami
od 1 do 15. Jedli wieze nie atakujg sie
nawzajem, to w kazdym wierszu

i w kazdej kolumnie jest doktadnie jedna
wieza, a wigc suma wspolrzednych
wszystkich wiez to

2(1+2+...+15) = 240.

Gdy wieza zostanie przesunigta ruchem
skoczka, suma jej wspoélrzednych zmienia
sie o 1 lub 3, czyli zmienia sie parzystos¢
tej sumy. Poniewaz liczba wiez jest
nieparzysta, po ich przesunigciu suma
wspélrzednych wszystkich wiez bedzie
nieparzysta. Zgodnie z poprzednia
obserwacja oznacza to, ze pewne dwie
wieze muszg si¢ atakowac.

Fizycy maja w zwyczaju przestrzen
euklidesowg nazywacé ,ptaska”, co
prowadzi czasem do nieporozumien.

W jezyku fizykoéw ,plaska przestrzen” to
nie plaszczyzna, ale po prostu przestrzen
tréjwymiarowa o stalej zerowej
krzywiznie, czyli euklidesowa. ,,Plaskosé¢”
odréznia ja od przestrzeni o niezerowej
krzywiznie, czyli zakrzywionych.

Bardzo przystepne wyprowadzenie
réwnania Friedmana mozna znalezé
w klasycznym podreczniku Wstep do
ogdlnej teorii wzglednosci

Bernarda F. Schutza.

albo aby jaki$ duzy obszar byl istotnie gestszy lub rzadszy niz inne obszary,
dlatego przyjmuje sie, ze w wystarczajaco duzej skali usredniona po duzych
obszarach gesto$¢ Wszechswiata jest w przyblizeniu stata. Kiedy opisujemy
gaz lub ciecz w naczyniu, o ktérych wiemy, Ze nie sa jednorodne, a sktadaja
sie z czasteczek, to nie §ledzimy ruchéw kazdej pojedynczej czasteczki,

ale operujemy pojeciami makroskopowymi, takimi jak gestos¢, ciSnienie

i temperatura. Podobnie postepujemy, gdy opisujemy Wszechswiat, traktujac
galaktyki (lub ich gromady) jako drobiny pylu rozrzuconego mniej wiecej
rOwnomiernie.

Zalozenia te tlumaczymy na jezyk matematyki i wykonujemy odpowiednie
podstawienia w réwnaniach . Mamy wyrézniony czas t oraz tzw. funkcje
skali oznaczang a(t), ktéra determinuje, w jaki sposéb zmieniaja si¢ odleglodci
w czasie pomiedzy nieruchomymi punktami w przestrzeni. To, co w réwnaniu
zostalo okreslone mianem , geometria”, w konsekwencji przyjetych zatozen,
zalezy tylko od jednej funkeji a(t) i jej pochodnych oraz pewnej stalej, ktérej
znaczenie wyjasnimy za chwile. Z kolei to, co zostato okreslone mianem
,materia”, zalezy jedynie od gestosci p(t) i cidnienia p(t), ktére zaleza tylko od
czasu t (a nie od wspolrzednych przestrzennych, co jest konsekwencja zalozenia
o jednorodnosci i izotropowosci).

Jak juz wczesniej zostalo wspomniane, w kazdej chwili przestrzen ma stala
krzywizne. Ta krzywizna moze by¢ dodatnia — odpowiada to geometrii sfery

(w tym wypadku tréjwymiarowej, czyli brzegu czterowymiarowej kuli), w ktérej
suma katéw w tréjkacie jest wieksza niz 180°. Krzywizna moze byé¢ ujemna,
czyli przestrzen moze by¢ hyperboliczna (zeby lepiej zrozumieé, co to znaczy,
warto zajrzeé¢ do dwéch artykutéw: Doroty Celiniskiej—Kopezyniskiej w A3, oraz
Eryka Kopczynskiego, tez wA3,). W takiej przestrzeni suma katéw w tréjkacie
jest mniejsza niz 180°. Krzywizna moze by¢ rowna zero, co odpowiada znanej
nam ze szkoly geometrii euklidesowej. O tym, z ktérym przypadkiem mamy do
czynienia, decyduje wspomniana wczesniej stala, ktéra razem z funkcja skali a(t)
opisuje geometrie. Obserwacje astronomiczne wskazuja, ze nasza przestrzen jest
w dobrym przyblizeniu euklidesowa, czyli ma krzywizne zero (lub bardzo bliska
zeru). Tak sie wlasnie przyjmuje w standardowym, uzywanym obecnie modelu
kosmologicznym. Przyjmiemy wiec, ze stala ta jest rowna zero.

Ostatnie uproszczenie, z ktorego si¢ wyttumaczymy, jest takie: przyjmiemy, ze
materia wypelniajaca Wszech§wiat zachowuje sie jak pyt, czyli ci$nienie jest
réwne zero. Oznacza to, ze materia wypelniajaca Wszechéwiat oddzialuje tylko
grawitacyjnie. To zalozenie nie bylo spelnione we wczesnych etapach ewolucji
Wszechéwiata, kiedy byl on goracy i gesty. Ten etap jest oczywiscie trudniejszy
do opisania i musimy pamiegtaé¢, ze réwnania, ktore tu si¢ pojawia, nie stosuja si¢
do tego poczatkowego etapu ewolucji Wszech$wiata.

Roéwnanie Friedmana. Kiedy zrobimy az tak wiele upraszczajacych zalozen,
to nie powinno nikogo dziwi¢, ze opis, ktory dostajemy, jest bardzo prosty.
Roéwnania Einsteina sprowadzaja sie do jednego zaledwie réwnania (zwanego
réwnaniem Friedmana):

a(t) -V Ye c?
(5) (a(t)) =3 p(t) + 3A.
Kropka oznacza pochodna po czasie. lloraz a/a tradycyjnie nazywa sie
parametrem Hubble’a, oznaczanym H (t), a jego interpretacje analizowaliSmy
miesiac temu. Jak sie za chwile przekonamy, to, co otrzymujemy, jest tudzaco
podobne do rozwazanych wtedy modelikéw Wszechswiatow mréwek. Tylko
poprzednio funkcje a(t) we Wszechswiatach Karoliny i Ksymeny byly z géry
arbitralnie zadane. Tutaj natomiast widzimy, ze funkcja skali a(t) jest
rozwiazaniem pewnego réwnania okreslajacego jej dynamike.

Rozwigzywaniem réwnania i wlasnodciami pewnych jego rozwiazan (czyli
konkretnych funkcji a(t)) zajmiemy si¢ za miesiac. Teraz oméwimy ogdlne
wlasnodci, ktére nie zaleza od tego, jaka jest postaé czynnika skali a(t). Jak
powiazaé¢ wlasnosci takiego modelu czasoprzestrzeni z naszymi obserwacjami
Kosmosu i nasza analiza sprzed miesiaca?
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O badaniach kosmicznego promieniowania
tta pisaliSmy juz w Delcie wielokrotnie.
Polecamy np. teksty:

Pawla Bielewicza, A}g,

Piotra Zalewskiego, |AY,

i Michala Bejgera, A?4 i A?B.

Galaktyki, ktére obserwowal Edwin
Hubble i ktérych predko$é wyznaczyl,
znajduja si¢ stosunkowo blisko Drogi
Mlecznej. Predkosci ucieczki wyznaczone
przez Hubble’a sa bardzo male

w poréwnaniu z predkoécig Swiatta. Do
tej pory astronomowie uzywaja pojecia
predkosct ucieczki zazwyczaj

w odniesieniu do galaktyk niezbyt
odleglych od nas. Do charakteryzowania
wlasnoéci obiektéw znajdujacych sie

w odlegtosciach kosmologicznych raczej
nie uzywa si¢ predkosci ucieczki, tylko
parametru oznaczanego literg z, zwanego
redshiftem, ktéry ma duzo lepsza
interpretacj¢ fizyczng i jest blizszy temu,
co tak naprawde si¢ mierzy. O redshifcie
mozna przeczytaé¢ miedzy innymi w A‘fg.
Wrécimy tez do tego pojecia w czwarte]j
czesci tego cyklu, za dwa miesigce.

w

Rozwigzanie zadania M 1737.

Ze zbioru C wybierzmy dowolny okrag 2
i przez jego $rodek O poprowadzmy
prosta ¢, prostopadla do prostych
réwnoleglych z treéci zadania. Wiemy, ze
¢ przecina jeszcze drugi okrag z C, ktéry
nazwiemy Q’. Niech P bedzie rzutem
prostokatnym érodka O’ okregu Q' na
prostg £. Poniewaz £ i 2’ maja punkt
wspélny, to PO’ < 1. Z faktu, ze Qi Q’
sa rozlaczne, wnioskujemy, ze OO’ > 2.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa
dostajemy wiec

PO = /002 - PO > /22 — 12 = V3.

Wobec tego

h>1+4+1+4 PO >2++3.

Wyrdézniony uklad odniesienia. Opisana wczeéniej struktura czasoprzestrzeni,
rozwarstwionej na euklidesowe przestrzenie numerowane kosmologicznym
czasem t, wyréznia w kazdym punkcie pewien uklad odniesienia, w ktérym
uplyw czasu pokrywa sie z tym kosmologicznym. Z lekcji fizyki wiemy,

ze zaden uklad inercjalny nie powinien by¢ wyrdzniony, skad wigc mamy
wiedzieé, czy np. nasza Galaktyka porusza sie, czy spoczywa wzgledem tego
wyréznionego ukltadu odniesienia? Odpowiedzia jest obserwacja kosmicznego
promieniowania tla. Jest to promieniowanie dochodzace do nas ze wszystkich
stron, wyemitowane niedtugo (okoto 380000 lat) po Wielkim Wybuchu,

a zerejestrowane po raz pierwszy w 1964 roku. Jest to jeden z najwazniejszych
dowodow eksperymentalnych potwierdzajacych teorie Wielkiego Wybuchu, jak
rowniez zrédlo informacji o wezesnych etapach ewolucji Wszech$wiata. Dosy¢
szybko odkryto, ze promieniowanie to nie jest izotropowe, ale jezeli zalozy sie,
ze Ziemia (a raczej nasza Galaktyka wraz z cala Grupa Lokalna Galaktyk)
porusza sie, to mozna tak dobra¢ predko$é¢ tego ruchu, aby promieniowanie byto
izotropowe w ukladzie, wzgledem ktorego lecimy z predkoscia szacowang obecnie
na okoto 600 km/s. Jezeli wigc Wszechswiat jest jednorodny i izotropowy, to

w kazdym jego punkcie mamy metode wyrdznienia uktadu odniesienia, ktory
spoczywa wzgledem promieniowania tta. Czas, ktory bedziemy mierzy¢ w tym
ukladzie, bedzie wlasnie tym kosmologicznym czasem z naszego modelu.

Predkosé ucieczki. Wyobrazmy sobie, ze wyrézniamy dwie odlegte od

siebie galaktyki. Wiemy juz, co to znaczy, ze te galaktyki spoczywaja — to
znaczy, ze zadna z nich nie porusza sie wzgledem uktadu odniesienia, w ktérym
promieniowanie tla jest izotropowe. Funkcja skali a(t) méwi nam wtedy, jak
zmienia si¢ odlegto$¢ pomiedzy tymi spoczywajacymi galaktykami. Tempo
zmiany tej odleglosci mozemy nazwac predkoscia, ale musimy podchodzi¢

z pewng ostroznoscia do takiego okreslenia. Czym innym jest predko$é np.
jednej galaktyki wzgledem drugiej, wtedy kiedy mijaja sie w niewielkiej
odlegtosci — ta nigdy nie moze przekroczy¢ predkosci Swiatta. Jest to predkosé
zdefiniowana lokalnie, do ktorej stosuje si¢ zasady szczegodlnej teorii wzglednosci.
Natomiast kiedy méwimy o przyroscie odlegtosci pomiedzy obiektami, ktére
dziela kosmologiczne odleglosci, to jest to zupelnie inny rodzaj predkosci. Jest
to pomiar pewnej nielokalnej wielkosci, na ktora nie ma zadnego fizycznego
ograniczenia. Kazda z galaktyk spoczywa w pewnym lokalnie okreslonym
uktadzie odniesienia, a odleglto$é miedzy nimi ro$nie na skutek tego, ze dzielaca
je przestrzen puchnie. Tempo wzrostu tej odleglosci moze by¢ dowolnie

duze, w szczegdlnosci wieksze niz predkosé swiatta. Nie ma tu jednak zadnej
sprzecznosci z teoria wzglednosci. Obie wyrdznione przez nas galaktyki maja
jakies swoje lokalne otoczenia. Obiekty znajdujace sie w kazdym z tych malych
obszaréw moga poruszaé sie¢ wzgledem siebie z predko$ciami nie wigkszymi niz c,
ale odlegtos¢ miedzy tymi obszarami moze zmienia¢ si¢ dowolnie szybko, pod
warunkiem, ze obszary te znajduja sie wystarczajaco daleko od siebie. Prawa
szczegOlnej teorii wzglednosci mozemy stosowaé tylko lokalnie. Kiedy rozwazamy
zdarzenia, ktore dzieli duza (kosmologiczna) odleglo$é, to musimy stosowaé opis
ogdlnej teorii wzglednosci, uwzgledniajacy dynamike samej czasoprzestrzeni.

Jak to wszystko ma sie do mréowek? Szczesliwie okazuje sie, ze
czasoprzestrzen rozwazana w tych modelach (zwanych modelami FLRW,

od nazwisk Friedman-Lemaitre-Robertson—Walker) ma stosunkowo

prosta strukture i naiwnie stosowany przez nas opis Wszechswiata mréwek

z poprzedniej czesci artykutu dziata tutaj bardzo dobrze. W szczegdlnosci
roéwnania opisujace rozchodzenie sie sygnalow swietlnych w czasoprzestrzeni
FLRW, wynikajace z ogdlnej teorii wzglednosci, sa doktadnie takie same jak te,
ktore ,na palcach” wyprowadziliémy miesigc temu dla opisu mrowek chodzacych
po rozciagajacej sie nici. Opisywane wtedy kwestie, takie jak utrata mozliwosci
komunikowania si¢ pomiedzy oddalajacymi sie galaktykami, rejestrowanie
sygnalow od zrédel oddalajacych sie w tempie szybszym niz predkos$é $wiatla
czy definicja parametru Hubble’a — cala ta analiza przenosi si¢ bez zmian na
modele FLRW.

Za miesigc oméwimy wlasnosci pewnych konkretnych rozwiazan réwnania ,
ktérych uzywa sie¢ do modelowania naszego Wszech$wiata.
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Kucharze plejstocenu

O naszych kuzynach neandertalczykach wiemy coraz wiecej. Miedzy innymi dzieki
poznaniu catego genomu ($wietne prace tegorocznego noblisty, Svante Paébo). Ale
oczywiscie chcialoby sie tez poznaé szczegoly ich zycia — poza znajomoscia gendéw —
co jedli, jak sie porozumiewali, z kim utrzymywali kontakty, wiedzie¢ wiecej takze

o ich dzialaniach. Dzigki poréwnawczej analizie genomoéw sadzimy, iz porozumiewali
sie za pomocy dzwickéw (stéw). Zyli w réznych rejonach pétkuli péinocnej. Nie
wiemy, dlaczego znikneli zaledwie 20 tysiecy lat temu i jaki byl w tym udziat nasz,
homo sapiens.

Co jedli? Od lat uwazamy, ze zapewne gtéwnie mieso. Wiemy, ze przetwarzali
pokarm z uzyciem ognia, ale bez garnkéw. Badano pozostalosci ognisk,

a kilkadziesiat lat temu wymyslono metode oceny ich pozywienia z rozréznieniem na
zwierzece i roslinne poprzez analize¢ obecnego w kosciach neandertalczykéw kolagenu.
To charakterystyczne biatko, trwale chemicznie, o helikalnej budowie i dos¢
monotonnych powtérzeniach kilku aminokwaséw: glicyny (30%), proliny (20-25%)

i hydroksyproliny. Metoda polega na pomiarach proporcji miedzy trwatymi
atomami wegla i azotu a ich dtugozyjacymi izotopami. Z poréwnan danych dla
roslin i zwierzat z tamtej epoki oraz neandertalczykéw udato sie oceni¢ ogdlny
sktad zywnosci tych ostatnich. Wynaleziona metoda izotopowa po odpowiednich
przeliczeniach pozwala wnioskowaé o skladzie pozywienia (zwierzecia lub czlowieka).
Tak tez obliczono, ze mniej wiecej 30 tysiecy lat temu neandertalczycy znacznie
wzbogacili swéj jadlospis o pokarmy roslinne. Ostatnio okazalo sie jednak, ze te
granice dietetyczna mozna przesunaé¢ w glab epok. Przebadano najstarszy (do

dzi$ znaleziony), zachowany w cze$ciowo tylko zweglonym stanie, ptaski placek —
protoplaste chleba. Znaleziono go w jaskini zamieszkiwanej przez neandertalczykéw
w gérach pénocnego Iraku. Analizy dokonali naukowcy brytyjscy z Uniwersytetu

w Liverpoolu. Wiek znaleziska wyliczyli na 70 tysiecy lat. Kierujaca zespotem

dr Ceren Kabukcu specjalizuje sie w analizach pozostalosci spozywanych i palnych
czesciach roélin w péznym paleolicie poludniowozachodniej Azji. Badata liczne
jaskinie, m.in. jedna (jaskinia Shanidar) stynaca z miejsca neandertalskiego
pochéwku udekorowanego kwiatami. W swoich pracach dr Kabukcu poszukuje
danych o przedrolniczych grupach ludzi, wplywie klimatu i otoczenia na ich kulture
oraz osiagniecia technologiczne.

Dane z jaskini w Iraku dr Kabukcu poréwnata z podobnymi znaleziskami sprzed

13 tysiecy lat z jaskini Franchthi na Peloponezie, dokumentujacymi zwyczaje
,kuchenne” czlowieka sprzed 13 tysiecy lat. Techniki obrébki podobnych produktéw
zachowaly sie w niewiele zmienionej wersji, ludzie-towcy korzystali z tradycji
wezesniejszych mieszkancéw Ziemi, jeszcze przed tzw. przejSciem neolitycznym 10
tysiecy lat temu.

Neandertalczyk stosowal réznorodne zabiegi, przetwarzajac material roslinny, a takze
regulowal smak pozywienia, dodajac orzechy, nasiona (soczewica, gorczyca), nie
unikajac lekko gorzkich produktow. W badaniach plytek nazebnych europejskich
neandertalczykéw oznaczono takze mleko i produkty fermentacji. Te i inne badania
wskazuja tez na roznice w diecie przedstawicieli tego gatunku w zaleznosci od
otoczenia (Europa PéInocna — gléwnie migso stepowych zwierzat, Hiszpania —
pozywienie roslinne i zbiory runa le$nego).

Chris Hunt, ktéry analizowal znaleziska z Iraku, zaproponowal przepis, stosujac

wspolczesne analogiczne produkty:

o Wez 2 czeéci nasion traw lub starych gatunkéw pszenicy i jeczmienia,

e 1 czesé nasion soczewicy.

e Namocz przez noc, odsacz wode.

e Ucieraj w mozdzierzu tak dlugo, az powstanie masa z czgstkami o przekroju
1-2 mm. Dodawaj po trochu wody do uzyskania gestej pasty. Uwaga: do potrawy
nie dodaje sie soli.

¢ Rozsmaruj na patelni (oryginalnie robiono to zapewne na plaskich kamieniach).
Delikatnie podgrzewaj z obu stron przez 15-20 min, uwazajac, zeby nie spali¢, co
zdarzyto sie kuzynowi 70 tysiecy lat temu.

Smacznego! Tygodnik Nature chetnie opublikuje zdjecia z tych ,kuchennych

rewolucji”.

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)
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Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2023

[

Rys. 2

=
s}

Rys. 3

Rys. 5

Zadania z fizyki nr 752, 753
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

752. Na niewazkiej nici wisza w jednorodnym polu ciezkosci dwa cigzarki

o masach M i m, polaczone sprezyna o wspolczynniku sprezystosci k

i zaniedbywalnej masie (rys. 1). Ni¢ przepalono. Po jakim czasie sita naciagu
sprezyny po raz pierwszy osiagnie warto$¢ zero? Zaktadamy, ze do tego
momentu dolny ciezarek nie uderzy jeszcze w podloze.

753. Przedmiot AB znajduje sie w odleglosci a = 36 cm od cienkiej soczewki

o ogniskowej f = 30cm. W odlegloéci | = 1 m za soczewka umieszczono
zwierciadlo plaskie nachylone do osi optycznej soczewki pod katem 7/4 (rys. 2).
W jakiej odleglosci H od osi optycznej soczewki nalezy umiesci¢ dno naczynia

z woda, aby otrzymaé na nim ostry obraz przedmiotu? Wysokosé warstwy wody
w naczyniu wynosi d = 20 cm, wsp6lezynnik zalamania wody n = 4/3.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2022

Przypominamy tres¢ zadan:

744. Z péinocnego bieguna Ziemi chcemy wystrzeli¢ pocisk balistyczny (poruszajacy sie pod
wplywem sily cigzkosci), ktéry trafi w punkt na réwniku, nadajac mu najmniejsza mozliwg predkosé
poczatkowsa. Znalezé warto$é tej predkosci oraz kat, pod ktérym nalezy oddaé wystrzal. Opory ruchu
zaniedbujemy, przyjmujemy, ze Ziemia jest jednorodng kulg o promieniu R.

745. Dlugi cienki pret porusza sie ze stala predkoscia wzdluz swojej osi. Obserwator znajduje
sie w duzej odlegtodci od osi. W chwili, gdy promien skierowany na $rodek preta utworzyt kat o
z kierunkiem jego ruchu, widziana dlugoé¢ preta okazata si¢ réwna jego dlugosci spoczynkowej.
Znalezé predkos$é preta.

744. Pocisk porusza sie po fragmencie AB elipsy (rys. 3), ktérej jedno
z ognisk Fj znajduje si¢ w $rodku Ziemi, a o$ wielka lezy na symetralnej
odcinka AB taczacego punkty startu i ladowania. Z zasady zachowania energii

mamy zwiazek:
mu? ~ GMm GMm

) 2 R 2’

gdzie a jest pélosia wielka elipsy, M masg Ziemi, a v predkoscia poczatkowa
pocisku o masie m. Predko$¢ ta jest najmniejsza, gdy minimalna jest energia
catkowita, a tym samym minimalna jest o§ wielka elipsy. Zatem drugie ognisko
elipsy Fy lezy na odcinku AB, a 0§ wielka elipsy wynosi:

R

7

Podstawiajac (2) do (1), otrzymujemy minimalng warto$¢ predkosci poczatkowej

pocisku:
2GM km
=, = =4/2 2-1)=72—.
! R(V2+1) V 9R <\[ ) " s

Styczna do elipsy w dowolnym punkcie P (rys. 4) jest prostopadla do
dwusiecznej kata utworzonego przez odcinki taczace ogniska elipsy z punktem P.
Kat F1 AF; = 45°, dwusieczna tego kata tworzy z odcinkiem Fj A kat 5 = 22,5°,
z rysunku 3 widaé, ze kat, jaki tworzy wektor predkosci poczatkowej pocisku

z powierzchnig Ziemi, wynosi rowniez 22,5°.

2) 20 = |AF)| + |AFy| = R+

745. Niech dlugosé spoczywajacego preta wynosi ly. Jego dlugosé w ukladzie,
w ktérym pret porusza sie z predkoscia v réwnolegle do swojej osi, jest réwna

I =1g4/1— Z—;, gdzie c jest predkoscia $wiatta. Zalézmy, ze w pewnej chwili

do obserwatora dociera $wiatto wystane przez przedni Obserwowana dlugosé preta
koniec preta w chwili t1, a przez tylny koniec w chwili ¢ 2
loy/1- &
C

(rys. 5). Zachodzi zwiazek t; + = =ty + 2.

Widziana dlugos¢ preta wynosi

l1 :l—FU(tl —tg) :l—|—’U
r1,T2 > l1, bo obserwator znajduje sie daleko, zatem

To —T1 = ll COS Q.

h

1 — vcosa :

r2—n Podstawiajac I; = Iy, otrzymujemy szukana predkoéé

preta

2ccos «
U = 72.
1+ cos®
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakonczeniu
roku szkolnego 2021/22

Stawomir Bué (Mystkéw)

Jacek Konieczny (Poznan)

Jan Zambrzycki (Bialtystok)
Ryszard Wozniak (Krakéw)
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 2 — 32,56
Pawel Perkowski (Ozaréw Maz.) 4 — 32,13
Andrzej Nowogrodzki (Chocianéw) 3 — 18,61
Pawetl Kubit (Krakéw) 15,73
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 16 — 12,94

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérych
stan konta wynosi co najmniej 12
punktéw i ktérzy przystali rozwigzanie co
najmniej jednego zadania z rocznika 2020,
2021 lub 2022.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2021/2022

Wspélczynniki trudnosci tegorocznych zadan roztozyly sie dosyé symetrycznie —
$rednia wyniosta 2,22, pie¢ przekroczylo tréjke, cztery byly mniejsze od dwdch.

Najwiecej probleméw sprawilo zadanie 723 (WT = 3,77), gdzie relatywistyczna
czastka o znanej masie i energii kinetycznej zderza si¢ niesprezyscie z taka sama
czastka spoczywajaca. Nalezalo znalez¢ maksymalna energie, jaka mogta byé
wykorzystana do wytworzenia nowych czastek. Energia ta jest réznica miedzy
energiami spoczynkowymi produktéw i substratow reakcji, tymczasem wiekszosé
uczestnikow przyjeta zatozenie, ze catkowita masa ukladu nie zmienia sie.

Trudno$ci sprawily tez zadania z elektromagnetyzmu. Zadanie 727 (WT = 3,27),
gdzie réwniez nikt nie zdobyl maksymalnej oceny, polegato na znalezieniu
wytrzymalosci drutu, z ktérego wykonano zwojnice, aby nie ulegl on rozerwaniu

podczas przeptywu pradu. Nadestane rozwiazania zawieraly zalozenie, ze
indukcja pola magnetycznego, w ktérym znajduje sie pojedynczy zwdj, jest
w przyblizeniu taka sama, jak od calej zwojnicy. W rzeczywistosci stanowi ona

polowe tej wielkosci.

Zadanie 728 (WT = 3,23) dotyczylo ruchu czastki
natadowanej w skrzyzowanych polach elektrycznym

i magnetycznym z zadana predkoscia poczatkowa.
Maksymalne oceny uzyskali za nie Piotr Adamczyk,
Konrad Kapcia i Tomasz Wietecha. Pozostale
rozwiazania zawieraly bledy, a niektorzy uczestnicy
nadestali tylko drugie zadanie z tej serii, stad
stosunkowo wysoki wspoétczynnik trudnodci.

W zadaniu 733 (WT = 3,06) zmienne pole
magnetyczne w obszarze wewnatrz przewodzacego
pierscienia w ksztalcie okregu wytwarzalo w nim stala
site elektromotoryczna. Nalezalo znalezé napiecie
miedzy dwoma punktami tego okregu, do ktérych

na zewnatrz drutami oporowymi dotaczony byt
amperomierz. Bezblednie rozwiazal to zadanie Piotr
Adamczyk. Pozostali uczestnicy czesto nie brali pod
uwage, ze sila elektromotoryczna indukcji powstawala
w kazdym elemencie okregu.

Zadanie 738 (WT = 2,71) bylo zadaniem z kinematyki.
Stozek toczyl sie bez podlizgu po plaszczyznie poziomej,
a jego os$ obracala si¢ z zadana predkoscia katowa
woké!t osi pionowej przechodzacej przez wierzchotek
stozka. Polecenie brzmiato: ,Wyznaczy¢ predkosé
liniowa dowolnego punktu srednicy podstawy stozka
lezacej w plaszczyznie pionowej”. Mialam na mysli

Klub 44 M

plaszczyzne pionowa zawierajaca o$ stozka oraz jego
tworzaca styczna do podloza — i tak zrozumialta to
wiekszo$¢ uczestnikéw, ale nie zostalo to doprecyzowane
w treéci zadania. Dlatego nie obnizalam punktow za
przyjecie innej interpretacji. Kluczowe w tym zadaniu
bylo znalezienie zwiazku miedzy predkosciami katowymi
obrotu stozka wokél wtasnej osi i obrotu tej osi wokét
osi pionowej. Poprawnie zrobili to Piotr Adamczyk

i Piotr Laba, ktorzy uzyskali oceny maksymalne.

Nie byto oceny maksymalnej w zadaniu 734

(WT = 2,63), gdzie nitka odwijana ze szpulki toczacej
sie po stole wyciagana byta stalg sila przez otworek
powyzej szpulki. Prawie wszyscy poradzili sobie

z dynamika zadania, gorzej bylo z kinematyka, czyli
z odpowiedzig na pytanie, jaka dlugos¢ nici zostala
wyciagnieta przez otwér. Najblizszy prawidlowej
odpowiedzi byl Pawel Perkowski.

Czterech uczestnikéw przekroczylo w tym roku granice
44 punktéw — Tomasz Wietecha po raz szesnasty (!),
Piotr Adamczyk i Konrad Kapcia po raz drugi,
Ryszard Baniewicz po raz pierwszy. Podobnie

jak w roku ubieglym, najbardziej skuteczny okazatl

sie Piotr Adamczyk, ktory przystal rozwigzania
wszystkich zadan, a za 15 z nich otrzymal oceny
maksymalne.

Zadania z matematyki nr 855, 856

Redaguje Marcin E. KUCZMA

855. Rozwazamy funkcje f: [0,1] — [0, 00) spelniajace warunki: f(1) =1 oraz

1-44

flx+y) = fx) + fly),

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe C' > 0 o tej wlasnosci, ze dla kazdej rozwazanej

gdy =z, y,z+y € [0,1].

funkcji f ma miejsce oszacowanie: f(z) < Cx (dla z € [0,1]).

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2023

856. Rozstrzygnaé, czy istnieje ciag nieskoriczony (aq,as,as, . .

.) 0 wyrazach

catkowitych dodatnich taki, ze kazda dodatnia liczba catkowita wystepuje

dokladnie raz w kazdym z ciagéw (a1, as,as, ..

di = |CL7; — ai+1|.

.) oraz (dy,ds,ds,...), gdzie

Zadanie 856 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
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Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2021/22

Stanistaw Bednarek 2 — 42,60
Krzysztof Maziarz 40,67
Tomasz Wietecha 13 — 39,23
Pawel Najman 8 — 38,88
Mikotaj Pater 2 — 38,30
Krzysztof Zygan 38,26
Marcin Kasperski 4 - 37,65
Adam Woryna 3 - 36,14
Radostaw Kujawa 35,83

Janusz Olszewski 22 — 34,88

Norbert Porwol 34,16
Tomasz Czajka 33,74
Pawetl Kubit 7 - 28,03
Marian Lupiezowiec 1-27,63
Piotr Sottan 27,12
Janusz Wojtal 25,48
Jedrzej Biedrzycki 24,36
Janusz Fiett 3 —23,73
Szymon Tur 22,47
Marcin Matogrosz 4 — 20,62
Michal Kieza 4 — 20,46

Piotr Kumor 15 — 20,31

Karol Matuszewski 1-19,74
Grzegorz Wiaczkowski 19,44
Roksana Stowik 217,94
Semen Stobodianiuk 17,86
Fukasz Merta 2 -17,69
Krzysztof Kaminski 3 - 17,36
Marek Prauza 4 - 16,62

Piotr Laba 14,50

Legenda (przyktadowo):

stan konta 7 — 28,03 oznacza, ze uczestnik
juz siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma

28,03 punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2020, 2021
lub 2022.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wroéci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (22),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (13), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (7), P. Kubit (7),

J. Cisto (16), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (4), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychala (4),
A. Kurach

(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Rozwigzania zadan z numeru 10/2022

Przypominamy tres¢ zadan:

847. Dana jest funkcja ciagla f: R — R o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej pary liczb a, b, gdzie
a < b, istnieja liczby u, v takie, ze a < u < v < boraz f(u) < f(z) < f(v) dla z € [a, b]. Udowodnié,
ze funkcja f jest niemalejaca.

848. Niech n bedzie ustalong liczba naturalng, n > 3. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ciggow
nieskoriczonych (21,2, ...) o wyrazach x; € {1,...,n} i niech B bedzie zbiorem wszystkich
ciggdéw nieskorniczonych (b1, bs, ...) o wyrazach b; € {0, 1}. Wyjasnié, czy istnieje réznowartosciowe
odwzorowanie zbioru X na caly zbiér B takie, ze (dla kazdej liczby naturalnej k): jezeli dwa ciagi
(zi), (yi) ze zbioru X pokrywaja si¢ na odcinku poczatkowym dlugosci k (tzn. z; = y; dla i < k),
to ich obrazy takze pokrywaja si¢ na odcinku poczatkowym dlugosci k.

847. Wezmy dowolne liczby a < b; nalezy dowiesé, ze f(a) < f(b). Oznaczmy
przez m i M najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji f na przedziale [a, b].

Z zalozenia istnieja liczby u, v € [a,b], u < v, dla ktérych f(u) = m, f(v) = M.
Przyjmijmy, ze u jest najmniejsza, za$ v — najwieksza liczba (w przedziale [a, b))
o powyzszej wlasnoéei (ich istnienie wynika z ciaglodci funkcji f).

Przypusémy, ze a < u; wiec f(z) > m dla x € [a,u). W my$l zalozenia, istnieja
w przedziale [a,u] liczby v/ < v/, w ktérych f przyjmuje (odpowiednio)

swoja najmniejsza i najwigksza warto$¢ na [a, u]. To jednak niemozliwe, bo
najmniejsza wartoscia jest m = f(u), i nie jest ona osiagana w zadnym punkcie
przedziatu [a,u). Sprzeczno$é pokazuje, ze u = a. Analogiczne rozumowanie
pokazuje, ze v = b. Zatem f(a) =m < M = f(b).

848. Istnieje. Jako przyklad niech postuzy kodowanie z uzyciem blokéw (stéw
binarnych):

Bi =1, B =01, B3 =001, B4 = 0001, ...,
Ba1=00...01, B, =00...00.

n—2 n—1
Wezmy dowolny ciag x € X (stowo nieskoriczone): x = zyz... (zapis bez
nawiaséw i przecinkéw; z,y, z,... € {1,...,n}). Przyporzadkujmy mu ciag
(slowo) b= F(x) € B: b= ;6,0.... (bloki napisane jeden za drugim —
konkatenacja stéw ;). Jasne, ze jesli dwa slowa z X pokrywaja sie na odcinku
poczatkowym, to ich F-obrazy pokrywaja sie na odcinku poczatkowym
co najmniej tej samej dtugodci.

WezZmy teraz dowolny ciag zerojedynkowy b € B i zauwazmy, ze dokladnie jedno
ze stéw [3; jest jego odcinkiem poczatkowym. Odrzucamy ten odcinek; to, co
zostaje, jest znow dlugim slowem binarnym, rozpoczynajacym sie doktadnie
jednym ze stow S;; itd. Indukcyjnie uzyskujemy jednoznaczne przedstawienie
rozwazanego (nieskonczonego) stowa binarnego w postaci konkatenacji

b= 3.6,0..... Ciag x = zyz... jest elementem zbioru X, za$ b = F(x).
Opisane odwzorowanie B — X jest odwréceniem przyporzadkowania F

i uzasadnia jego bijektywnosc.

Przyklad ilustrujacy metode ,rozkodowania”, gdy n =4 (wiec 81 =1, 52 = 01,
B3 = 001, B4 = 000):
b = 01010000111001 ... = 01|01|000|01|1]1|001|... — 2242113... = F~'(b).

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2021/2022

Jak co roku o tej porze, przyjrzyjmy si¢ wybranym zadaniom z minionego
sezonu — wiec gléwnie tym, ktore okazaly sie trudniejsze (wysoki wspdlezynnik
trudnosci WT i/lub niewielka liczba poprawnych rozwiazaii LPR).
Przedstawiamy ciekawe pomysty rozwiazan oraz komentarze uczestnikéw.
Niektére ich fragmenty umieszczamy w e-wydaniu (w zakladce ,,Zalacznik do
elektronicznego oméwienia ligi matematycznej”).

* * *
Zadanie 825. [Graf wazony, n > 4 wierzchotkéw, krawedzie o wagach # 0, suma
wag = *1; tak samo w kazdym grafie uzyskanym przez zmiane znaku wag

krawedzi z wybranego wierzchotka; takze przy powtérzeniu tej operacji; mozliwe
wartosci iloczynu wag?] (WT = 2,50; LPR = 6).
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M Odpowiedz’: -1, L

(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, S. Bednarek,

A. Czornik, A. Daniluk, Z. Galias,

L. Garncarek, J. Garnek, A. Idzik,

P. Jedrzejewicz, G. Karpowicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Matopolski, L.. Merta,

J. Mikuta, E. Orzechowski, R. Pagacz,
M. Pater, K. Patkowski, K. Piéro,

F. S. Sikorski, J. Siwy, R. Stowik,

S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski,
B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jadniewski, A. Jozwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, K. Matuszewski, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, K. Morawski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,

Z. Sewartowski, A. Smolczyk, P. Sobczak,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
W. Tobis, K. Trautman, P. Wach,

J. Wegrecki, K. Witek, A. Wyrwa,

M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawistawski,

P. Zmijewski.

(1) ACPR ~ ACOM ~ ACBD ~ ACED,

w ktorym Srodkowa relacja wynika z izogonalnosci
XMCO = xDCB, a pozostale sa oczywiste; wniosek:

pelne rozwiazania.

m

N. Porwol.

Gf =SE  xPCR=%ECD, wicc tez xPCE = ¥RCD,
zatem APCFE ~ ARCD:; stad

(2) XCEP = xCDR = xQDR = ¥xQOR

oraz (wobec (1)):

(3) *CED = xCOM = xROM

i przez dodanie (2) i (3) (z wykorzystaniem réwnosci
MC = MD):
¥PED = ¥xQOM = £xQDM = xCDM = xPCD

— a to juz w zasadzie teza zadania. Tylko uwaga:

tu wszystko gra przy konfiguracji jak na rysunku;
jednak nazwane punkty moga leze¢ w réznych
uporzadkowaniach (na prostych CA, CD i na

okregu ODM); przy kazdym uporzadkowaniu rachunek
przechodzi po kosmetycznych zmianach (np. dodanie
(2), (3) moze si¢ okazaé odjeciem itp.).

W podobnym stylu, angazujac nieco wiecej
trygonometrii, zrobil zadanie Janusz Olszewski;
za$ w pelni rachunkowo: Mikotaj Pater i Marian
Lupiezowiec.

Rysunek do zadania 829

20

—1g, T1. Bezbledne rozwiazania, w stylu zblizonym do firmowego:
M. Adamaszek (najbardziej zwiezly opis), J. Olszewski, A. Kurach;
a z niewielkimi usterkami (latwo poprawialnymi, choé zmieniajacymi
odpowiedz): J. Fiett, P. Laba, M. Spychala. Ponadto dwie prace z wieloma
istotnymi spostrzezeniami, ale z tak znaczacymi lukami, ze trudno je uznaé za

Zadanie 827. [T,,, = 33...3; czy istnieja n,m takie, ze nT,, ma sume

cyfr <3m?) (WT = 2,35; LPR = 7). Nie istnieja. Piotr Kumor udowodnil,
ze (ogblniej) jesli m,n, B,g € N, B | g—1, to w zapisie przy podstawie B
liczba n - BB ... B ma sume cyfr > mB; dowdd uzywa niebanalnych faktéw

pomocniczych (— e-wydanie). Inne dobre prace: M. Adamaszek, A. Kurach,
J. Olszewski, T. Wietecha, B. Zmija oraz (z niejasnos$ciami w opisie)

Zadanie 829. [AABC: xA < ¥B < 90° < xC; CD — wysokos¢;

O — $rodek okregu opisanego; M — érodek AC; E = symp(B);

(okrag ODM) N (prosta AC) = {M, P} = okregi DCP, DEP przystajace]

(WT = 3,29; LPR = 5). Najzwiezlej: Michal Adamaszek — rozwigzanie
firmowe, skrécone dzieki odwotaniu do twierdzenia ,,0 motylku” (opcja
sygnalizowana w ,,firméwce”, A3,). Popatrzmy teraz na efektowne rozwiazanie,
jakie przedstawil Milosz Kwiatkowski: niech okrag ODM (o $rednicy OP)
przecina proste OC, C'D odpowiednio w punktach R (# O), @ (# D); mamy ciag
podobienstw tréjkatéw prostokatnych:

Zadanie 831. [A = q2022 4 p2021 4 (2021 4 42022

B = a2021 4 p2022 | (2022 4 2021 odgicq>b>e>d> |,
be<ad; (a) A<B?A>B?

(b) Va >d >1Vq > 13b,c € (d,a): be < gad; relacja
miedzy A, B przeciwna niz w (a)] (WT = 2,52;

LPR = 6). Dobra odpowiedz na pytanie (a) (A > B)
uzyskalo wiecej oséb; ale (nieoczekiwanie) cze$é (b)
okazala sie bardziej wymagajaca: tylko M. Adamaszek,
P. Kumor, A. Kurach, M. Spychata, B. Zmija oraz
(z usterka latwo poprawialna) M. Pater.

Zadanie 832. [n-kat wypukly, n > 3; znalezé¢ (max k),
dla ktérego mozna tak ponumerowaé wierzcholtki 1,... n,
ze V0 € {1,...,n—1} 34, j — numery sasiednich
wierzchotkéw: |i — j| = £, przy czym dla £ = k sa dwie
takie pary i,j] (WT = 2,24; LPR = 8). Odpowiedz:
max k = |n?/2]. Michat Adamaszek, autor zadania,
opatrzyt je ciekawymi uwagami, ktoére zamiesciliSmy
wraz z rozwigzaniem firmowym (A3,); na przyklad
spostrzezeniem, ze dla kazdej permutacji (aq,...,an)
zbioru {1,...,n}: > lai — aisa| < [n?/2]. To samo
spostrzezenie zostalo wyodrebnione w pracach, ktére
przystali K. Morawski i P. Kumor; ale faktycznie
jest ono obecne (bez wyeksponowania, jako fragment
dowodu) takze w pozostalych dobrych pracach

(J. Cisto, E. Merta, J. Olszewski, B. Zmija,

K. Maziarz).

Piotr Kumor, swoim zwyczajem, dotaczyl obszerny
komentarz, a w nim uwagi, jak u autora zadania; przy
tym wzmiankowane spostrzezenie jest rozszerzone

do wskazania maksimum sumy chkl la; — aiv1|, gdy
(ai,-...,a,) jest permutacja dowolnie ustalonego ciagu
rosnacego dlugosci n (niekoniecznie (1,...,n)); szczegbly
w e-wydaniu.


https://www.deltami.edu.pl/2022a/03/2022-03-delta-art-10-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-09-K44-M.pdf

Zadanie 833. [ACEG wewnatrz okregu (), przecinajacego
proste CE; CG; EG odpowiednio w punktach

B, F; A I, D, H; okrag wpisany w figure ABC' styczny
do ©Q w punkcie K; analogiczna definicja punktéw L, M
(przy figurach DEF, GHI) = proste CK, EL, GM maja
punkt wspdlny] (WT = 3,29; LPR = 4). Rozumowanie
firmowe (skladanie jednokladnosci) zastosowal Michat
Adamaszek oraz Janusz Olszewski. Roéwniez Marek
Spychala uzyl tej samej (faktycznie) metody, choé

bez uzycia stowa jednokladnosé: wprowadzajac punkty
stycznosci réznych okregdéw i prostych oraz stosujac
twierdzenie sinuséw do kilku tréjkatéw, ktére sie pojawity,
scharakteryzowal szukany punkt przez jego potozenie

na odcinku taczacym $érodek okregu €2 ze $rodkiem
okregu wpisanego w tréjkat CEG, dzielace éw odcinek

w okreslonej proporcji.

Na odrebna uwage zastuguje rozwiazanie, jakie
przedstawil Jerzy Cislo. Zamieszczamy w e-wydaniu
kopig tej pracy, bez zadnego retuszu, i zachecamy do jej
przestudiowania. Nie jest to latwe — objasnienia sa bardzo
lakoniczne w $rodkowym fragmencie (w ktérym ponadto
trzeba ,romb” zamienié¢ na ,réwnoleglobok”). Kto

zdota przejsé przez te nieco wyboista Sciezke, w nagrode
zobaczy naprawde tadny i niebanalny dowdd.

Zadanie 835. [z1,...,2, € {1,2,3}; n=0 (mod 3);

Hi: z; =k} =n/3dlak=1,23=

Ik, xp+...+x;=n] (WT =2,59; LPR =9).
Trudnos¢ zasadzala sie¢ w tym, jak zapisa¢ rozumowanie
zgrabnie i czytelnie. Jerzy Cislo pokazal, ze to jak
najbardziej wykonalne: uktadamy w linii klocki dlugosci
1,2,3, tyle samo (n/3) kazdego rodzaju; linia ma
dlugosé 2n; nalezy wykazaé, ze pewien fragment ma
dlugosé n. Przypuéémy, ze tak nie jest; przetnijmy pasek
klockéw w polowie (przecinajac przy tym pewien klocek)
i umiesémy jedna potowe nad druga. Przerwy pomiedzy
gérnymi klockami musza wypasé wewnatrz dolnych

i odwrotnie; kazdy klocek dlugosci 1 znajdzie si¢ nad lub
pod érodkiem klocka dhugosci 3. Usunmy klocki dlugosei 1
oraz Srodkowe fragmenty klockéw dtugosci 3.

| L[] [
[ ] l I B

Widzimy teraz tylko klocki dlugosci 2, w ilosci
nieparzystej (bo jeden przeciety). Jest ich jednak tyle,
ile (poczatkowo) byto tacznie klockéw dlugosci 2 i 3; to

oczekiwana sprzecznosé, bo jednych i drugich bylo wszak
tyle samo. To jest to!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez
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Czytelny zapis — réwniez dzieki wizualizacji
»geometrycznej” — uzyskali Radostaw Kujawa i Janusz
Olszewski (ktéry ponadto zwrécil uwage, ze prawie

to samo zadanie znajduje si¢ w ksiazce Musztariego
Przygotowanie do olimpiad matematycznych; zad. 353).
Pozostale rozwiazania (w tym

firmowe: AS,) — to bardziej lub mniej zgrabna
formalizacja algebraiczna.

Zadanie 838. [Réwnanie 2% + y* = 22 + 1 ma
nieskonczenie wiele rozwiazan x,y,z € N\ {1}]

(WT = 2,24; LPR = 10). Witold Bednarek
zaproponowal to zadanie, wraz ze zgrabnym
rozwigzaniem, ktére zostalo opublikowane (A%,) jako
firmowe (prosta rekurencja liniowa z pitagorejskimi
parametrami 8, 15). Taka wladnie metoda zrobili to
zadanie Jerzy Cislo i Janusz Olszewski. Jednak
wiekszo$é¢ prac polegata na odwotaniu do tozsamosci
X4 4+Y4 =224 P4, gdzie X,Y = 17p% £ 12pq — 13¢,
7 = 289p* + 14p%q® — 239¢*, P = ¢ — 17p°.

Wystarczy tutaj wstawié¢ jako p,q dowolne liczby
calkowite, dla ktérych P = +1 (a to réwnanie Pella,
spelnione przez nieskoriczenie wiele par p, q) i przyjaé

x = |X|, y=1Y], 2 =|Z|. Podana tozsamo$¢ mozna
znalez¢ w sieci; uczestnicy najczes$ciej powoltywali sie

na http://sites.google.com/site/tpiezas/009
(niektérzy wypisali tozsamoséé bez zadnego odsylacza,
wiec zapewne nalezy domniemywaé(!), ze samodzielnie ja
odkryli).

Metoda ,firmowa” tez jest podatna na uogdlnienia (notka
redaktora ligi w e-wydaniu).

Roéwnanie z zadania w ogdle okazalo sie znane. Liste
wszystkich 87 rozwigzan z x,y < 10* znalazl w sieci
Marek Spychata (— e-wydanie) oraz Tomasz
Wietecha, ktéry zwrécit uwage, ze tylko jedno

z nich uzyskuje sie ze wspomnianej tozsamosci (dla

p=1,q=4).

Zadanie 842. [Trzy kota:

K(A,rAa)NK(B,r5) N K(C,r¢) # 0;
NA'B'C': AAB' < AB; A'/C' < AC; B'C' < BC =
KA, ra)NK(B',rg)NK(C',rc) # 0] (WT = 2,98;
LPR = 5). Rozwiazania uznane za poprawne
(w kolejnoéci precyzji, pelnosei argumentacji oraz
czytelnodci opracowania): J. Olszewski, K. Zygan,
W. Malinowski, J. Cisto, P. Laba; zastosowane
metody ustepuja jednak prostota rozwiazaniu, jakie
znalazl autor zadania, M. Adamaszek, i ktore zostato
wydrukowane jako firmowe (A3,). Ponadto jedna
praca z bardzo dobrym pomystem, ale ze znaczacym
niedopatrzeniem w dowodzie.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

o0sé6b, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.


https://www.deltami.edu.pl/2022a/06/2022-06-delta-art-08-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/06/2022-06-delta-art-08-K44-M.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022a/09/2022-09-delta-art-10-K44-M.pdf

Prosto z nieba: Galaxy Zoo, Cosmic Down — $§wiat nauki na wyciggniecie reki!

Chcesz mie¢ dostep do najnowszych zdjeé¢ galaktyk

na roznych przesunieciach ku podczerwieni? Masz
troche wolnego czasu i chcialbys sprobowaé swoich sit
w klasyfikacji galaktyk? A moze po prostu chciatbys
pomdc grupie astrofizykow z Warszawy? W takim razie
ten tekst jest dla Ciebie!

Galaktyki bardzo ogdlnie mozna zdefiniowaé jako

duze formacje gwiazd, czarnych dziur, pytu, gazu itp.
Mozna poetycko powiedzieé, ze galaktyki to takie
chmury, tyle ze skladajace sie z gwiazd, pytu i gazu
zamiast pary wodnej. Podobnie jak chmury obserwowane
przez nas na Ziemi, tak i galaktyki przybieraja rézne
ksztalty i rozmiary, cho¢ jednoczeénie kazda z nich jest
podobnym tworem.

Do najpopularniejszych, ze wzgledu na swéj ksztalt,
naleza galaktyki spiralne, tak jak nasza galaktyka —
Droga Mleczna.

Poniewaz nie mozemy spojrzeé¢ na Droge Mleczng z zewnatrz, wiec
proby opisu jej struktury sa dominowane przez réznego rodzaju
symulacje komputerowe oparte na obserwacjach niezliczonej ilo$ci
innych galaktyk spiralnych. Analiza wlasciwos$ci naszej Galaktyki

i innych obserwowanych galaktyk spiralnych pozwolily nam
ostatecznie zrozumie¢, jaki ksztalt ma Droga Mleczna.

Jest takze wiele innych typéw galaktyk identyfikowanych
ze wzgledu na ich ksztalt: poza spiralnymi najczesciej
spotykanym rodzajem sa galaktyki eliptyczne. Nie maja
one charakterystycznych spiralnych ramion obracajacych
sie wokot ptaskiego dysku, lecz przybieraja forme
elipsoidy: przypominaja jajko albo pitke do rugby.
Jeszcze inne galaktyki wchodza w interakcje miedzy
soba, przez co ich ksztalt jest zaburzony i czesto trudny
do opisania — zjawisko to nazywane jest zderzaniem sie
galaktyk.

O zderzajacych sig galaktykach i metodach ich klasyfikacji pisali$my
juz w ASQ, Poszukiwanie zderzajacych sie galaktyk, W. Pearson.
Oczywiscie takie zderzenia trwaja wiele milionéw lat,

a caly proces taczenia si¢ galaktyk mozna podzieli¢ na
wiele bardzo istotnych faz. Ostateczny ksztalt galaktyki
powstalej w wyniku tego procesu przypomina ksztaltem
dwie chmury.

W Departamencie Badan Podstawowych Narodowego
Centrum Badan Jadrowych (NCBJ), razem

z dr. Williamem Pearsonem, prof. Agnieszka Pollo oraz
mgr. Dawidem Chudym z Uniwersytetu Jagielloniskiego,
pracujemy nad poszukiwaniem oraz identyfikacja

Niebo w lutym

W lutym przez 28 dni Stonce zdazy zwigkszyé¢ wysokosé
gérowania nad widnokregiem o ponad 9°. Przektada sie
to na wydluzenie dnia w $rodkowej Polsce do 11 godzin.

Glownym czynnikiem okreslajacym widocznosé
przebywajacych blisko ekliptyki i jednoczeénie

blisko Stonica ciat niebieskich jest jej nachylenie do
widnokregu. Szczegdlnie dotyczy to planet Merkury

i Wenus, ktore nigdy nie oddalaja sie¢ zanadto od
Stonca ani Ksiezyca w okolicach nowiu. Dlatego blizej
biegunéw ich dobre warunki obserwacyjne wystepuja
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zderzajacych sie galaktyk. Laczymy nowoczesne metody
identyfikacji z prosta ocena wzrokowa. Przyktadowo,
gdy stwierdzamy, ze dana galaktyka ,wyglada dziwnie”
(albo uzywajac bardziej naukowego okreslenia, jest
znieksztalcona), oznacza to prawdopodobnie, ze

jest ona w procesie laczenia sie z inng galaktyka.
Przeprowadzenie wzrokowej oceny galaktyk umozliwia
strona www.galaxyzoo.org. Platforma Galaxy Zoo

jest obywatelskim projektem naukowym (Citizen
Science), w ktorym kazdy z odrobing wolnego czasu
oraz motywacji moze wzia¢ udzial. Trzeba tylko wpisaé
URL do przegladarki i rozpoczaé¢ klasyfikacje, nawet
bez uprzedniej rejestracji, cho¢ zalecamy, dla uzyskania
wyzszej jakosci wynikéw oraz statystyk, zatozenie konta
na platformie.

Obecnie w Galaxy Zoo klasyfikowaé (i podziwiac)
mozna galaktyki z projektu Cosmic Down. Jest

to duzy astronomiczny przeglad w zakresie fal
optycznych wykonany za pomoca japonskiego teleskopu
Subaru ulokowanego na Hawajach. Cosmic Down
sktada sie ze zdje¢ nieba wykonanych w ramach
réznych projektéw naukowych, miedzy innymi

z katalogu wyselekcjonowanego za pomoca algorytméw
samouczacych trenowanych przez dr. Williama
Pearsona z NCBJ. Dzieki Galaxy Zoo kazdy, kto ma
dostep do Internetu, komputer albo smartfona, moze
uzyskaé dostep do zdje¢ okolo 20000 galaktyk i ocenié,
jakiego sa typu. Ty, Czytelniku, tez mozesz pomédc

w pracy astronomom wykorzystujacym klasyfikacje
konicowe z Galaxy Zoo. Przy okazji nauczysz sie duzo

o Wszechswiecie, galaktykach i o tym, jak je badamy.
Co wiecej, mozesz odkry¢ jakas niezwykle interesujaca
galaktyke i zosta¢ uwzglednionym w publikacji naukowej.
Jedli takiego odkrycia dokonasz, koniecznie skontaktuj
sie z nami w zakladzie astrofizyki NCBJ!

Galaxy Zoo mozna uzywacé za posrednictwem strony
internetowej, rowniez dostepnej w wersji na smartfona.
Niestety, dla uzytkownikéw dostepna jest jedynie
angielska wersja jezykowa, ale instrukcje w samouczku
sa na tyle proste, ze do ich zrozumienia wystarczy
najprostszy translator!

Luis SUELVES

Narodowe Centrum Badan Jadrowych
Tlumaczenie: Paulina TRESZCZOTKO

wieczorem na przetomie zimy i wiosny oraz rano na
przelomie lata i jesieni. Stad planeta Merkury jest

w praktyce niewidoczna z duzych péinocnych szerokosci
geograficznych, mimo tego ze 30 stycznia oddalila sie
od Stonca o 25° na zachéd. Nie pomaga nawet calkiem
spora jasnos¢, wynoszaca —0,1™.

Dobre warunki obserwacyjne planet panuja na niebie
wieczornym, gdzie znajduja sie tatwe do zaobserwowania
golym okiem Wenus, Jowisz i Mars, a takze widoczne

w lornetkach i teleskopach Uran i Neptun.


https://www.deltami.edu.pl/2022a/06/2022-06-delta-art-01-pearson.pdf
www.galaxyzoo.org

7 wymienionych w poprzednim akapicie ciat niebieskich
najszybciej porusza sie Wenus, ktora przez caly

miesigc pokona ponad 35° na tle gwiazdozbiordw
Wodnika, Wieloryba i Ryb. Na poczatku lutego,
godzine po zachodzie Stonca, Wenus zajmuje pozycje
na wysokosci 9°, by do konica miesiaca o tej samej porze
zwigkszy¢ ja do ponad 15°. Wyglad tarczy planety

w ciggu miesigca niewiele sie zmieni. Przez caly miesiac
utrzyma ona jasnos¢ na poziomie —4™, srednica katowa
wyniesie 12", a faza zmniejszy sie z 91% do 86%.

W potowie miesiaca, 15 lutego, Wenus zblizy sie na
zaledwie 46" do Neptuna, niestety stanie sie to okolo
godziny 13:20 naszego czasu, gdy obie planety gina

w $wietle dnia. Do godziny 18:30 dystans miedzy
planetami uros$nie do ponad 15’. W kolejnych dniach
Wenus podazy ku Jowiszowi, ktérego dogoni 2 marca,
zblizajac sie na okoto 40'.

Planete Neptun mozna obserwowaé tylko w pierwszej
polowie miesiaca, poniewaz 15 marca spotka si¢ ona ze
Stonicem, i jej warunki obserwacyjne beda si¢ szybko
pogarsza¢. Do zmniejszajacej sie odleglosci katowej
planety od Stonca doda sie coraz pdzniej zapadajacy
zmierzch. W pierwszych dniach lutego na poczatku nocy
astronomicznej (godz. 18:30) planeta zajmuje pozycje
na wysokosci 15° nad horyzontem, ale w dniu spotkania
z Wenus Neptun zblizy sie do widnokregu na 4° i moze
juz staé sie niewidoczny.

Jowisz zacznie i skonczy miesiac w gwiazdozbiorze Ryb,
jednak w dniach 6-19 lutego odwiedzi gwiazdozbiér
Wieloryba (Wenus zagosci w tym gwiazdozbiorze
miedzy 25 a 27 lutego). Planeta réwniez szybko zbliza
sie do koniunkcji ze Stonicem, przez ktora przejdzie

w kwietniu. Najpierw wysokos$¢ Jowisza na poczatku
nocy astronomicznej przekroczy 25°, lecz do konca
miesiaca spadnie ponizej 10°. W tym czasie jasnosé
planety zmniejszy sie od —2,2™ do —2,1™, a jej érednica
katowa — z 36" do 34".

Uran i Mars w lutym nadal widoczne sa bardzo dobrze.
Pierwsza z wymienionych planet po zapadnieciu
ciemnodci przebywa na wysokosci 50° po potudniowej
stronie nieba. W lutym Uran tworzy trojkat prostokatny
ze Swiecacymi podobng don jasnoscia gwiazdami o i o
Arietis, z katem prostym przy planecie. Uran znika za
widnokregiem okolo péinocy.

Mars przebywa w gwiazdozbiorze Byka, zaczynajac
miesiac okoto 8° na péinoc od Aldebarana. Ostatniego
dnia miesiaca planeta dotrze na 5° do drugiej co

do jasnosci gwiazdy Byka — El Nath. W tym czasie
jasno$¢ Marsa spadnie od —0,2™ do +0,4™, a jej
$rednica katowa — z 11”7 do 8”. Mars géruje mniej wiecej
o godzinie 19 na wysokosci przekraczajacej 60°, a znika
za widnokregiem po godzinie 3.

W ubieglym miesiacu, 12 stycznia, przez peryhelium
swojej orbity, 1,1 AU od Stonica, przeszia

kometa C/2022 E3 (ZTF). Z obliczen wynika, ze

1 lutego kometa zblizy sie do Ziemi na minimalng
odleglo$é¢ 0,28 AU. Prognozuje sie, ze jasnos¢ komety
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przekroczy wtedy +5,5™, czyli powinno da¢ sie ja
dostrzec przez lornetke.

W lutym kometa pokona ponad 70° od gwiazdozbioru
Zyrafy, poprzez Woznice i Byka do Erydana. Po drodze
5 lutego przejdzie niecale 2° na zachdéd od Capelli

w Woznicy, 11 lutego — niecalte 2° na wschdd od Marsa
i 14 lutego 1,5° na zachdéd od Aldebarana w Byku.

W kolejnych dniach kometa podazy dalej na poludnie
wzdhuz granicy Byka z Orionem. Na poczatku miesiaca
kometa géruje okoto godziny 21 niedaleko zenitu,

a zatem jej warunki obserwacyjne pod tym wzgledem
sa u nas znakomite.

Obserwacje komety, tak jak i innych obiektow
rozcigglych, moze popsué Ksiezyc w duzej fazie.

A w lutym jego tarcza rozswietli niebo, niestety, wlasnie
na poczatku miesigca. Orbita Ksiezyca w najblizszych
miesigcach osiagnie maksymalne wychylenie od
ekliptyki, stad Ksiezyc osiagnie najbardziej na péinoc

i poludnie wysuniete deklinacje, przekraczajace £28°.
Poczatek miesiaca zastanie Srebrny Glob na pograniczu
gwiazdozbioréw Byka, Woznicy i Blizniat, w fazie 87%.
Tarcza Ksiezyca znajdzie sie wtedy jakies 20° na
wschod od Marsa i jednocze$nie 45° na potudnie od
komety C/2022 E3. W kolejnych dniach naturalny
satelita podazy ku pelni, przez ktorg przejdzie 5 lutego.
Dwa dni wczeéniej jego tarcza przejdzie nieco ponad 2°
od Polluksa, najjaéniejszej gwiazdy BliZznigt. Niestety
oznacza to, ze kometa stanie sie bardzo trudna do
dostrzezenia nawet w teleskopach.

Dzien po pelni jasna tarcza Ksiezyca minie Regulusa

w Lwie w odlegtosci 4°, a 11 lutego rano zblizy si¢ na 3°
do Spiki w Pannie. Do tego czasu jego faza spadnie

do 76%. Kolejne dwa dni p6zniej Ksigzyc przejdzie
przez ostatnia kwadre, wedrujac 4° od Zuben Elgenubi,
gwiazdy a w gwiazdozbiorze Wagi, a dobe pdzniej
dotrze do gwiazdozbioru Skorpiona, $wiecac 1,5° od
Dschubby. Tarcza Ksigzyca 15 lutego pokaze si¢ 6° na
wschéd od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona.

Srebrny Glob przejdzie przez néw 20 lutego, ale

ze wzgledu na polozenie prawie 5° pod ekliptyka juz

3 dni przed spotkaniem ze Stonicem zniknie on w zorzy
porannej. Po nowiu, gdy Ksiezyc przeniesie si¢ na
niebo wieczorne, bardzo szybko nabierze wysoko$ci.
Juz 21 lutego mozna probowaé dostrzec bardzo cienki
sierp Ksiezyca w fazie zaledwie 3%. Tego wieczora do
odszukania jego tarczy przyda sie planeta Wenus, gdyz
Ksiezyc znajdzie sie 10° pod nig. Dobe pdzniej sierp
Ksigzyca zgrubieje do 8% i o tej samej porze zajmie
pozycje na wysokosci juz 17° miedzy Wenus a Jowiszem.

W kolejnych dniach Srebrny Glob podazy ku pierwszej
kwadrze, przez ktora przejdzie 27 lutego. Dwa dni
wezesniej, Ksiezyc zblizy sie na 2° do Urana, kolejnej zas
doby przejdzie podobnie blisko na potudnie od Plejad.
Dwa ostatnie dni miesigca Ksiezyc ma zarezerwowane
na spotkanie z Marsem. Najpierw pokaze si¢ on 5° na
zachdd, a nastepnie 5° na wschdd od Czerwonej Planety.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciemnos$¢ w tunelu

[Amerykariscy] fizycy twierdzq, ze po raz pierwszy w historii stworzyli tunel
czasoprzestrzenny, przewidziany teoretycznie w 1935 roku przez Alberta
Finsteina © Nathana Rosena, tgczgcy odlegle punkty przestrzeni przejsciem

w dodatkowym wymiarze.

W taki oto spséb Quanta, powazany serwis poswiecony
popularyzacji nauki, w artykule zatytutowanym Fizycy
stworzyli tunel czasoprzestrzenny za pomocg komputera
kwantowego opisal zawartos¢ pracy Daniela Jafferisa

i wspélpracownikéw opublikowanej w Nature [1].

W podsumowaniu samej pracy mozemy za$ przeczytac:

Udalo nam sie zaobserwowaé w warunkach
doswiadczalnych dynamike droznych tuneli
czasoprzestrzennych.

Entuzjastyczny artykul na temat pracy wydrukowal
The New Yorker, opisujac to osiagniecie jako
najmniejszy, tyciutenki tunel czasoprzestrzenny, jaki
mozemy sobie wyobrazic. Publikacji pracy towarzyszyta
réwniez konferencja prasowa i wyktady na konferencjach
branzowych.

W mediach spotecznoéciowych zawrzalo. Do gloséw
zachwytu dotaczyly krytyczne wypowiedzi badaczy
stanowczo kwestionujacych sposéb prezentacji

wynikow przez Jafferisa et consortes. Matt Strassler

z Uniwersytetu Harvarda, od kilkunastu lat prowadzacy
bloga po$wieconego popularyzacji fizyki teoretycznej,
napisal:

Czy fizycy stworzyli tunel czasoprzestrzenny

w laboratorium? Nie. Czy fizycy stworzyli maly tunel
czasoprzestrzenny w laboratorium? Nie. Czy fizykom
udalo ste zbadaé kwantowq grawitacje w laboratorium?
Nie. Czy fizycy symulowali tunel czasoprzestrzenny

w laboratorium? Nie.

Peter Woit, ktéry od wielu lat publicznie krytykuje
odwazne stwierdzenia teoretykéw zajmujacych sie teoria
strun i napisal o nich ksiazke o tytule Nawet nie bledna
(jak stynna obelga autorstwa Fermiego) — skwitowal
sprawe krétko:

To ustawka pod media.

Magazyn Scientific American sprobowal podejsé

do sprawy na chtodno i zamoéwié¢ u powazanego
specjalisty oméwienie sytuacji, ktore nie bytoby ani
przesadnie pochwalne, ani przesadnie krytyczne. Nie
udato sie.

A co sie wlasciwie stalo?

Naukowcy wykorzystali dziewie¢ qubitéw nalezacego
do Google komputera kwantowego Sycamore do
obliczenia bardzo uproszczonej wersji modelu Sachdeva,
Ye i Kitaeva (SYK), uzywanego do badania uktadéw
kwantowych, takich jak np. grafen, ale uwazanego takze
za matematycznie réwnowazny opisowi dwuwymiarowej
grawitacji we Wszech§wiecie o ujemnej krzywiznie
czasoprzestrzennej. Przypuszcza sie, ze ta réwnowaznosé
moze nam co$ podpowiedzie¢ na temat grawitacji
kwantowej w naszym Wszechswiecie (jakkolwiek
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nasza czasoprzestrzen ma cztery wymiary i dodatnia
krzywizne).

Dlaczego sie tak przypuszcza? Aby choé z grubsza
odpowiedzie¢ na to pytanie, trzeba przywotaé kilka
pojeé, jakie zostaly wprowadzone do teorii strun

w ostatnich trzech dekadach.

Pierwsza z nich jest zasada holograficzna, czyli
postulowana wlasnosé kwantowej grawitacji,
stwierdzajaca, ze opis objetosci przestrzeni moze

by¢ ,,zakodowany” na brzegu tej przestrzeni, a zatem
na obszarze nizszego wymiaru. Po raz pierwszy

zostala zaproponowana przez Gerarda 't Hoofta,

a w teorii strun otrzymalta dokladng interpretacje dzigki
Leonardowi Susskindowi.

Druga to zaproponowana przez Juana Maldaceneg
korespondencja AdS/CFT, czyli co§ w rodzaju
stownika, ktéry pozwala ttumaczy¢ pojecia jednej teorii
na pozornie rézne pojecia zupelnie innej teorii — modelu
czasoprzestrzeni znanego jako przestrzen anty-de Sittera
(AdS) i konforemnej teorii pola (CFT), w ktérej nie ma,
co prawda, grawitacji, ale uktady nia opisywane moga
wykazywaé splatanie kwantowe.

Trzecim elementem uktadanki jest zaproponowana
dekade temu przez Maldaceng i Susskinda

hipoteza ER = EPR, laczaca wlasnosci tuneli
czasporzestrzennych (ER od nazwisk Einsteina

i Rosena) oraz splatania kwantowego (EPR od nazwisk
Einsteina, Podolsky’ego i Rosena, ktorzy w glosnej
pracy sprzed niemal wieku zaproponowali eksperyment
myslowy majacy wykazac¢ absurdalnos$é splatania
kwantowego; przyroda wszakze nie przejeta sie tym
argumentem, wiec Nagroda Nobla z fizyki zostala

w 2022 roku przyznana badaczom zglebiajacym tajniki
splatania).

Hipoteza ER = EPR zostala w 2017 roku roszerzona
przez Jafferisa oraz Pinga Gao i Arona Walla w sposéb
pozwalajacy powiaza¢ wlasnosci droznych tuneli
czasoprzestrzennych z teleportacja kwantowa. Ta
konstrukcja teoretyczna umozliwita zinterpretowanie
obliczen na komputerze kwantowym w jezyku teorii
grawitacji.

Cala ta historia sktania do postawienia kilku pytan.
Czy ,interpretacja” jest synonimem ,symulacji”? Czy
Jafferis ze wspélpracownikami oraz dzialy promocji ich
instytucji naukowych w uczciwy sposob przedstawili
wyniki badan szerszej publicznosci? I bardziej ogdlnie,
gdzie w komunikacji naukowej przebiega granica miedzy
hiperbola a hucpa?

Kraysztof TURZYNSKI

[1] D. Jafferis et al., ,Traversable wormhole dynamics on a quantum
processor”, Nature 612 (2022) 51
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Twierdzenie OMGa
Barttomiej BZDEGA

Z okazji jubileuszu w 50. Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka zajme sie
pewnym twierdzeniem bezpo$rednio zwigzanym z Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistéw (obecnie pod nazwa Olimpiada Matematyczna Junioréw)...

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W OMG byto sporo zadan, w ktérych pytano: czy istnieje wieloscian, ktéry...
Odpowiedz na ogol byla pozytywna i stad powstal zart — niestety nieznanego mi
autora. Jego tres¢ wyraza

Twierdzenie OMGa. Wieloscian istnieje.

A teraz juz na powaznie. Aby wykazaé, ze istnieje jakis obiekt, wystarczy go
pokazaé. Taki dowdd nazywamy konstruktywnym i wlasnie tym sie¢ w niniejszym
kaciku zajmiemy. Bedziemy dowodzi¢ istnienia wieloécianéw, konstruujac je.

Wspomniane zadania z OMG sa bardzo réznej natury i kazdemu z nich

w zasadzie mozna by poéwieci¢ oddzielny kacik. Ogranicze sie tutaj do dwdch
trikow, ktore pozwalaja zbudowaé wielosciany o zadanej liczbie wierzchotkéw,
krawedzi i $cian, a takze wieloSciany z narzuconymi warunkami na liczby bokéw,
$cian i stopnie wierzcholtkéw (stopniem wierzchotka wielodcianu nazywamy liczbe
wychodzacych z niego krawedzi). Wybierzmy dowolny wieloscian wypukly jako
punkt wyjscia. Bedziemy wykonywaé¢ na nim nastepujace operacje:

(1) Sciecie wierzcholka P stopnia d w taki sposéb, by plaszczyzna ciecia

przechodzila przez wszystkie krawedzie wychodzace z wierzchotka P, ale

nie przechodzita przez zaden wierzcholek tego wieloscianu. Takie cigcie

zagwarantuje plaszczyzna potozona wystarczajaco blisko wierzchotka P.

Ta operacja spowoduje:

— wzrost liczby $cian o 1 (powstaje $ciana d-katna);

— wzrost liczby krawedzi o d (sa to krawedzie nowo powstalej $ciany);

— wzrost liczby wierzchotkéw o d — 1 (na miejsce wierzchotka P przychodzi
d wierzchotkéw stopnia 3).

Ponadto wszystkie $ciany, ktérych wierzchotkiem byt punkt P, zwigkszaja

liczbe bokdéw o 1.

Dobudowanie ostrostupa, ktorego podstawa jest éciana S majaca b bokow,

w taki sposéb, by katy dwudcienne miedzy Scianami tego ostrostupa

a sasiednimi $cianami wielodcianu byly miary mniejszej niz 180°. Mozna to

zrobi¢, dobudowujac wystarczajaco niski ostrostup. Ta zmiana powoduje:

— wzrost liczby $cian o b — 1 (na miejsce b-kata pojawi sie b trojkatéw);

— wzrost liczby krawedzi o b (sa to krawedzie boczne dobudowanego
ostrostupa);

— wzrost liczby wierzchotkéw o 1 (stopnia b).

Ponadto wszystkie wierzchotki dawnej Sciany S zwieksza stopien o 1.

Mozemy bawi¢ si¢ dalej i budowaé na $cianach wieloscianu bardziej ztozone
konstrukcje albo $cinaé nie tylko wierzcholki, ale krawedzie lub nawet cale $ciany.
Zabawe oraz wnioski z niej pozostawiam Czytelnikowi.

Zadania
Czy istnieje wieloscian wypuktly,

1. w ktérym liczba $cian i liczba wierzchotkéw sa réznymi liczbami pierwszymi?
(IT Wielkopolska Liga Matematyczna Gimnazjalistéw)

2. ktéry ma tyle samo wierzcholkéw i $cian, ale nie jest ostrostupem?

3. ktorego liczba krawedzi jest cztery razy wieksza od wartosci bezwzglednej

roznicy liczby jego Scian i wierzchotkéw?

w ktérym kazda krawedz jest bokiem pewnej Sciany siedmiokatnej?

(XI OMG)

ktéry ma dokladnie siedem $cian sze$ciokatnych?

w ktérym kazdy wierzcholek ma stopien 3 i kazde dwie Sciany o wspdlnej

krawedzi maja rézna liczbe bokéw?

ktory ma nieparzysta liczbe Scian i wszystkie wierzchotki parzystego stopnia?

(VIII OMG)

o
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