


27 kwietnia 2023 zmarta
Marta Groédek

Redaktorka Delty, nauczycielka matematyki.

Kolezanka, ktorej bedzie nam
bardzo brakowac.

SPIS TRESCI
NUMERU 6 (589)

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka jest wydawany przez Uniwersytet Warszawski przy
ZliCZ&l’Ily HadCngi wspolpracy towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa

Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Tomasz Idziaszek str. 1 Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa

e Informatycznego.
Dynamiki i ciecia
Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej,

Jonatan Gutman str. 2 doc. dr Piotr Chrzastowski-Wachtel,

dr Krzysztof Ciesielski, prof. UJ — przewodniczacy,

Szyfr Lorenza i Jego ztamanie (2) prof. dr hab. Bozena Czerny, dr Andrzej Dabrowski,

Bartosz Klin str. 4 dr Tomasz Greczyto, prof. UWr, dr Adam Gregosiewicz,
dr Andrzej Grzesik, prof. dr hab. Agnieszka Janiuk,
O metamateria}ach, Czyh czy mOZemy dr hab. Artur Jez, prof. UWr., dr hab. Bartosz Klin,

prof. dr hab. Andrzej Majhofer — wiceprzewodniczacy,

. , . 5 . y
ZIMIerzyc ,,ujemna, przemkalnosc dr Adam Michalec, prof. dr hab. Damian Niwinski,

elektryczn@? prof. dr hab. Krzysztof Oleszkiewicz,

Pawetl Perkowski str. 8§ dr hab. Krzysztof Pawlowski, prof. PAN, dr Milena Ratajczak,
dr hab. Radostaw Smolec, prof. PAN,

i Zadania str. 11 prof. dr hab. Pawetl Strzelecki, prof. dr hab. Andrzej Wysmotek.

Naiiagniei buch Wi héwieci Redaguje kolegium w skladzie: Wiktor Bartol,
a]jasne)sze wybuchy we Szechswiecle Michat Bejger, Szymon Charzynski — red. nacz.,

Bestin James str. 12 Agnieszka Chudek, Anna Durkalec, | Marta Grédek |,
Katarzyna Matek, Michal Miskiewicz, Wojciech Przybyszewski,

Regula znakow Kartezjusza Lukasz Rajkowski — z-ca red. nacz., Anna Rudnik,
Michat Tarnowski str. 14 Krzysztof Rudnik, Oskar Skibski, Marzanna Wawro — sekr. red.
. ... Adres do korespondencji:
O TO7 CO Najwaznle]sze Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokdj 4020, 02-097 Warszawa
Magdal@na Fikus str. 16 e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.
Oktadki i ilustracje:
Co ladczy Zarloczn@ kOZQ i catki Anna Ludwicka Graphic Design & Serigrafia.
zespolone? Sktad systemem IATEX wykonala Redakcja.
Druk: Poligrafia NOT poligrafianot.pl
Jerzy Pryga str. 17
Prenumerata:
Niebo w czerwcu str. 19 Garmond Press: www.garmondpress.pl
. Kolporter: www.kolporter.com.pl (tylko instytucje)
Prosto z nieba: RUCH S.A.: www.prenumerata.ruch.com.pl
1 ?
Wielka centralna pustka. str. 21 Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakcji
Klub 44 str. 22 osobiscie lub zamoéwié¢ przez e-mail.
L. Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesigcy 6 zl; wczedniejsze
Aktualnosci egzemplarze 3 zt
Dlacz.ego profesor ma drabln@ na E ﬁE Strona internetowa (w tym
zaygmach? str. 24 artykuly archiwalne, linki itd.):
. . ;E‘r deltami.edu.pl
o @ Kto z kim przystaje. .. -

E Mozna nas tez znalezé na

facebook.com/Delta.czasopismo

Barttomiej Bzdega str. 25

Wydawca: Uniwersytet Warszawski



* Informatyk, prowadzi strong internetowa
algonotes.com/

W zadaniu szukamy zatem nadciggow
slowa s, czyli stéw, ktére mozemy
uzyskac¢, dopisujac nowe litery

w dowolnych miejscach stowa s. Na
przyklad dla alfabetu {A,B} oraz stowa
s = ABA mamy 5 czteroliterowych
nadciggow:

AABA, ABAA, ABAB, ABBA, BABA.

)

Rozwigzanie zadania M 1749.
Najpierw udowodnimy, ze punkty osiowe
maja nastepujaca wlasnosé:

Niech 11 bedzie dowolnqg plaszczyzna
przechodzqcq przez punkt osiowy
pewnego wieloScianu wypuklego. Wtedy
po obu stronach tej plaszczyzny znajdzie
sie tyle samo w cholkow tego
wieloscianu.

Istotnie, wezmy dowolny wierzchotek A
po jednej stronie pltaszczyzny II. Wtedy
na prostej AP lezy inny wierzcholtek B
tego wieloscianu. Poniewaz wielo$cian jest
wypuktly, to punkt P lezy wewnatrz
odcinka AB. Oznacza to, ze punkty A

i B leza po przeciwnych stronach
ptaszczyzny II. Powtarzajac to
rozumowanie dla kazdego wierzchotka,
dostajemy teze.

Zalézmy teraz, ze istnieja dwa punkty
osiowe P i Q. PoprowadZzmy

plaszczyzng ¥y przechodzacy przez P
oraz pewien wierzchotek danego
wielo$cianu. Nastepnie poprowadzmy
plaszczyzne ¥o réwnolegla do X,
przechodzaca przez Q. Oznaczmy przez x
i 2’ liczbe wierzchotkéw wielo$cianu
lezacych na plaszczyznach, odpowiednio,
¥1 1 ¥o. Oczywiscie z > 1. Niech teraz a
bedzie liczba wierzchotkéw wielo$cianu
znajdujacych si¢ po tej stronie
plaszczyzny 31, po ktérej nie ma
plaszczyzny Yo; b liczbg wierzcholkéw
miedzy plaszczyznami 37 i ¥2; a ¢ liczba
wierzchotkéw po tej stronie

plaszczyzny Yo, po ktérej nie ma
plaszczyzny 3. Z wlasnosci
udowodnionej na poczatku mamy

u,:b+:1:/+c c=a-+x+b.

Sumujac obie réwnosci stronami,
dostajemy

oraz

2b+x+a:,:(),

co jest niemozliwe, wigc plaszczyzny 3,
i ¥o sie pokrywaja. Wobec dowolnosci
wyboru wierzchotka, przez ktéry
przechodzi X5, otrzymujemy zatem, ze
wieloscian wypukly moze mieé co
najwyzej 1 punkt osiowy. Nietrudno
wskaza¢ rowniez wielo$cian z punktem
osiowym (np. sze$cian).

Odwrotno$é¢ modulo P jednej liczby x
mozemy wyznaczy¢ w czasie O(log P)
za pomocy rozszerzonego algorytmu
Euklidesa lub malego twierdzenia
Fermata (obliczajac zP~2 mod P).

Odwrotnosci liczb 1 < 4 < n mozemy
wyznaczy¢ w czasie O(n + log P)
nastepujaco. Na poczatku obliczamy
tablice fac[i] = i! mod P, a nastepnie finv
— odwrotno$é fac[n] modulo P. W koncu
robimy petle poi=mn,...,1:

invfi] = finv - facli — 1] mod P;
finv = finv- i mod P.

Zliczamy nadciggi Tomasz IDZIASZEK*

Na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara w roku 2019 pojawito sie
zadanie pt. Nadciggi, ktére brzmialo nastepujaco: dane jest n-literowe stowo s
nad alfabetem A-literowym i chcemy znalezé liczbe stow m-literowych nad
tym samym alfabetem, ktére zawieraja s jako podciag (czyli niekoniecznie
sp6jny ciag liter). Wynik podajemy jako reszte z dzielenia przez P = 10° + 7.
Ograniczenia byly doéé duze, bo n < 10% oraz m, A < 10°.

Zaczniemy od prostego rozwiazania wykorzystujacego programowanie
dynamiczne: przez dp[i, j] oznaczymy liczbe stéw j-literowych, ktére zawieraja
i-literowy prefiks s jako podciag, ale nie zawieraja prefiksu dlugosci i + 1.
Przypadki bazowe to dpli, j] =0 dla i < 0 lub ¢ > j oraz dp[0,0] = 1, za$ wzor
rekurencyjny ma postac:

Wynika on z faktu, ze i-literowy podciag moze znajdowaé sie w (j — 1)-literowym
prefiksie slowa (a wtedy ostatnia litera moze by¢ dowolna litera inna niz s[i + 1],
chyba ze i = n, to wtedy dowolna) albo nie, i wtedy ostatnia litera musi by¢ s[i],
a o litere krétszy podciag musi znajdowaé sie w (j — 1)-literowym prefiksie stowa.

To rozwigzanie wyznacza odpowiedz dp[n, m| w zlozonosci czasowej O(nm),
wiec zdecydowanie zbyt wolno. Pozwala nam ono jednak zaobserwowac ciekawa
rzecz: z powyzszego wzoru wynika, ze odpowiedz nie zaleZy od konkretnych
liter stowa s, a jedynie od jego dlugosci n. Tak wiec réwnie dobrze mozemy
wyznaczy¢ liczbe stéw, ktére zawieraja n takich samych liter = jako podciag.
Ustalmy pozycje 1 < i1 < iz <...< i, < m, na ktérych stoja te litery (przy
czym wybieramy pozycje z pierwszymi n wystapieniami litery z, liczac od lewej).
Tak wiec wszystkie litery przed pozycja i1 nie moga by¢ litera x, ale mogg by¢
dowolna inna; analogicznie wszystkie litery pomiedzy pozycjami i oraz ig41.
Natomiast litery za pozycja i, moga by¢ juz dowolne. Tak wiec w zaleznosci od
wyboru pozycji i, mamy wzér:

- in —1 Gp—N m—in
Ans = Z <n_1>(A—1) CATTn
i ="n
Ta suma nie jest jednak zbyt przyjemna. Wygodniej byloby rozwazy¢ wszystkie
pozycje, na ktérych wystepuje litera x; zatézmy, ze jest ich N > n. Wtedy na
pozostatych m — N pozycjach moga wystapi¢ dowolne inne litery. To upraszcza

sume do:
Ans =Y () (A-1nmN.

N=n N
Ta suma ma az O(m) skladnikéw. Zauwazmy, ze jest to m + 1 — n koricowych
skladnikéw z rozwiniecia w dwumian Newtona ((A — 1) + 1)™, zatem mozemy ja
zamieni¢ na n poczatkowych skladnilfl(ivlv:

(”f‘) (A— 1)y,
i

Ans = A™ — Z
i=0

Co ciekawe, mozemy kombinatorycznie uzasadni¢ poprawnos¢ powyzszego
wzoru. Skoro sktadnik A™ oznacza liczbe wszystkich stéw m-literowych, to
wystepujaca za nim suma ze znakiem minus powinna oznaczaé liczbe stow, ktére
nie zawierajg s jako podciggu. Tak jest w istocie: jesli stowo nie zawiera s, ale
zawiera jego i-literowy prefiks (dla i < n), to znowu, idac zachtannie od lewej,
przed kazda pozycja mozemy wybraé¢ z A — 1 liter, ale tez za ostatnia pozycja
mamy A — 1 mozliwosci, bo te litery musza by¢ inne niz s[i + 1].

Jak szybko wyznaczyé Ans? Aby obliczyé poczatkowe A™ | uzyjemy szybkiego
potegowania w czasie O(logm), podobnie zrobimy z pierwszym skladnikiem sumy
(dla i = 0), ktéry jest réwny (A — 1)™. Kazdy kolejny skladnik sumy wyznaczymy
w czasie stalym na podstawie poprzedniego:

m—i

(z’ Tl) (-t = (?) (A= (i+1)(A-1)

Potrzebujemy do tego odwrotnosci modulo P dla liczby A — 1 oraz liczb
1 <i < n; w uwadze na marginesie przypominamy, jak wyznaczy¢ je efektywnie.
Ostatecznie uzyskujemy algorytm o zlozonosci czasowej O(n + log P + log m).
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Rys. 1. Zrédlo: Wikipedia

Dynamiki i ciecia Jonatan GUTMAN*

Teoria ukladéw dynamicznych jest wazna galeziag matematyki, powigzana

z naukami przyrodniczymi i inzynieria. Uklad dynamiczny (albo dynamika)
sktada sie ze zbioru X nazywanego przestrzeniq fazowq oraz reguly ewolucji
O(x,t) : X x R — X, o ktérej mozna mysleé jako o rodzinie funkcji X — X
parametryzowanej liczbami rzeczywistymi. Przestrzen fazowa to zbiér wszystkich
mozliwych standw swiata (np. polozenia i predkosci wszystkich planet Ukladu
Slonecznego), natomiast reguta ewolucji ® jest funkcja, ktéra dla danego stanu z
w chwili 0 okresla, do jakiego stanu ®(z,t) dojdziemy po czasie ¢t (np. jesli x
méwi o aktualnej pozycji Ziemi w Ukladzie Stonecznym, to ®(z, 1 rok) bedzie ta
sama pozycja Ziemi, czyli ®(z,0)). W zwiazku z tym zakladamy, ze dla kazdego
x € X zachodzi ®(x,0) = x (czyli jesli czas wcale nie uplynie, to bedziemy w tym
samym stanie) oraz ®(P(x,t),s) = ®(z,t+ s) (czyli jesli ze stanu z przejdziemy
do stanu za t jednostek czasu, a nastepnie do stanu za s jednostek czasu, to
réwnie dobrze moglismy przej$¢ z x do stanu za ¢ + s jednostek czasu). Bedziemy
rowniez przyjmowad, tak jak to zwykle robi sie w dynamice topologicznej, ze X jest
przestrzenia metryczna i zwarta, a funkcja ® jest ciggta. To techniczne zalozenia,
ktére przydadza sie nam pdzniej w dowodach i nie sg potrzebne Czytelnikowi do
zrozumienia intuicji przedstawionych w tym artykule.

Przyktady uktadéw dynamicznych w naszym zyciu mozna mnozy¢

w nieskoniczono$¢. Wspomniany juz ruch planet Ukladu Stonecznego,
zmieniajaca sie pogoda, produkcja krwinek we krwi, poruszanie sie bil po stole
bilardowym, ruch czasteczek gazu w pojemniku, cukier rozpuszczajacy sie

w filizance kawy, zmiany gieldowe, formowanie si¢ korkéw w ruchu drogowym —
to wszystko przyklady ukladéw dynamicznych.

Przeanalizujemy teraz jeden z najbardziej klasycznych przyktadéw uktadu
dynamicznego, czyli wahadio matematyczne. To wyidealizowany model wahadla,
ktére sktada si¢ z punktu materialnego o masie m znajdujacego si¢ na koncu
niewazkiego preta o dtugosci £. Oznaczmy przez 0(t) kat wychylenia preta

w chwili ¢ mierzony wzgledem stanu réwnowagi, czyli sytuacji, kiedy punkt
znajduje si¢ nieruchomo w najnizszym polozeniu. Czytelnik, ktéry poznal juz
réwnania rézniczkowe, moze tatwo wyprowadzi¢ z zasad dynamiki Newtona
réwnanie opisujace ruch wahadta:

6= —% sin (0),

gdzie g to przyspieszenie grawitacyjne, a symbolem g oznaczamy druga
pochodna funkeji 6(¢).

Stan wahadla mozemy opisaé przez jego polozenie

i predko$¢. Poniewaz chcemy, aby przestrzen stanow
byla zwarta, zalézmy, ze mamy ograniczenie na
maksymalna energie poruszajacego sie punktu. W takim
razie mamy tez ograniczenie na jego maksymalna
predkosé (powiedzmy V). Z kolei polozenie punktu
mozemy opisaé¢ przez jego polozenie na okregu, ktory
bedziemy oznaczaé¢ S'. W takim razie przestrzen fazowa
tego uktadu dynamicznego moze by¢ zapisana jako:

X =S'x [-V, V],

czyli jest powierzchnia boczng walca. Gdybys$my

nie potrzebowali zalozenia o zwartosci przestrzeni,
mogliby$my za zbiér stanéw przyjaé X' = R x R.
Wtedy pierwsza wspdlrzedna reprezentowalaby dystans
pokonany zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (czyli
wahadlo po pelnym obrocie nie wraca do tego samego
punktu, ale jest dalej o obwdd okregu), zas druga
wspolrzedna mowitaby o predkosci, tyle ze tym razem
nie musialaby by¢ juz ona ograniczona.

2

Mimo Ze zwarta przestrzen fazowa X = S! x [~V V]
ma lepsze wlasno$ci matematyczne, to do graficznego
przedstawienia prostsza jest ta druga opcja. Rysunek 2
przedstawia pewna reprezentacje (czesci) przestrzeni
fazowej wlasnie w tym drugim przypadku. Obrazek ma
wyglad do$é przyjemny dla oka — dzieki zastosowaniu
koloréw, krzywych i strzalek oddaje dynamike uktadu.
Jak nalezy go poprawnie interpretowac?

Rys. 2. Oé’pozioma przedstawia polozenie wahadta, a pionowa jego
predkosé. Zrédlo: Wikipedia



Jedli wybierzemy dowolny punkt na obrazku jako
startowy, to mozemy poplynqgé wzdluz strzatek

i obserwowac, jak zmieniaja sie polozenie i predkosé
wahadla. Dla przykladu — zamkniete czarne krzywe
odpowiadaja sytuacji, kiedy wahadlo jest delikatnie
wychylone z polozenia réwnowagi i porusza sie tam

i z powrotem. W ten sposéb zaczynajac od jakiegos
wychylenia, zawsze bedziemy do niego wracaé¢. W ich
$rodkach znajduja sie pojedyncze punkty — to stany,
kiedy wahadlo znajduje sie w najnizszej pozycji i nie
ma predkosci. W takiej sytuacji wraz z uplywem

czasu wahadlo pozostaje stale w tym samym miejscu,
a my nie mozemy nigdzie poplynaé. Czerwone linie
odpowiadaja sytuacji, w ktérej wahadlo ma na tyle
duza predkosé, ze caly czas obraca si¢ w jedna strone,
wykonujac pelne okregi. Czytelnika zachecamy do
zastanowienia sig, jakiej sytuacji odpowiadajg niebieskie
linie.

Jedno z podstawowych pytan, ktére matematyk moze
zadaé, brzmi nastepujaco: jak przestrzen fazowa
wyglada lokalnie? To znaczy ustalmy jakis stan i jego
male otoczenie i zastandéwmy sie, jak nasza dynamika
zachowuje sie w tym otoczeniu. Jeden z przyktadéw
mozliwych zachowan juz omoéwiliSmy — jesli zaczynamy
w punkcie odpowiadajacym najnizszemu potozeniu
wahadla bez zadnej predkosci, to zawsze w nim
zostaniemy, tj. dla takiego stanu x zachodzi ®(z,t) =
dla kazdego czasu t. Takie stany bedziemy nazywaé
punktams stalymi (fizycy nazywaja je punktami
réwnowagi). Na rysunku 2 mozemy zobaczy¢ 7 punktéw
statych. Trzy z nich odpowiadaja stanowi, kiedy
wahadlo znajduje si¢ w najnizszym potozeniu bez
zadnej predkosci. Cztery z nich leza z kolei na
przecieciu krzywych niebieskich. Czytelnika zachecamy
do zastanowienia sie nad tym, jakiemu stanowi
odpowiadaja te punkty.

Poniewaz doktadnie wiemy, jak wyglada ewolucja
punktéw statych, sa one dla matematyka z tego punktu
widzenia nieciekawe. Rozwazmy wiec dostatecznie malte
otoczenia punktéw, ktore nie sa state. Mozemy latwo
zauwazy¢, ze na rysunku 2 wszystkie one wygladaja

z dokladnoscia do kierunku strzalek tak samo jak
ponizej.

Rys. 3. Sasiedztwo niestalego punktu

Czy to mozliwe, zeby to byla jakas ogélna prawidlowosé
zachodzaca dla kazdej dynamiki? Czy kazda dynamike
mozna jakos lokalnie ,wyprostowac”? Okazuje sie,

ze odpowiedzZ jest twierdzaca! Podamy teraz nieco
techniczny dowdd tego faktu.

Niech (X, ®) bedzie dowolna dynamika i niech z € X
bedzie jakims$ jej niestalym punktem. Na potrzeby
tego artykutu domkniety podzbiér S C X spelniajacy
x € S bedziemy nazywaé cieciem wokdt x o czasie
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iniekcyjnym n > 0, jesli obciecie ® do S x [—n, 7]

jest réznowartosciowe (w zwiazku z czym indukuje
homeomorfizm S x [—n,n] = ®(S x [—n,n])) oraz

x € Int(®_, ;1(S)). Ten drugi warunek gwarantuje, ze
cigcie nie jest zdegenerowane — na przyklad S = {z}
nie jest dozwolone, za$ ten pierwszy pokazuje, ze
dynamike w otoczeniu x mozna jako$ ,wyprostowacé” do
prostokata S x [—n, 7], czyli mamy wlasnie do czynienia
z taka sytuacja jak na rysunku 3.

Amerykanski matematyk Hassler Whitney (1907-1989)
znany z wielu gtebokich wynikéw, miedzy innymi
twierdzenia Whitneya o zanurzeniu, w 1933 roku
udowodnit nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Whitney). Niech (X, ®) bedzie dynamikg
i niech x € X bedzie niestatym punktem. Wtedy istnieje
ciecie S wokdl x.

Szkic dowodu. Przypomnijmy, ze zakladalidémy, ze
X jest przestrzenig metryczna. Oznaczmy wiec jej
metryke przez d. Zalézmy bez straty ogdlnodci, ze
®(z,1) # x. Dla y € X definiujemy:

1

o) = [ d(®(y.5),2)ds.
0

Rozwazmy dla ustalonego y € X funkcje t — 6(P(y,t))
i oznaczmy warto$é jej pochodnej w ¢ = 0 przez 6'(y).
Prosty rachunek wykorzystujacy wlasnosci funkcji @
pokazuje, ze:

el(y) - d(q)(y7 1)7 l’) - d(y7 1’)7
wiec w szczegdlnoscei 0 jest ciagla. Jako ze @(z,1) # x,
to 0'(z) = d(®(z, 1), z) > 0. Korzystajac z ciaglosci @, 6’
i dodatnio$ci 6/, znajdujemy £ > 0 takie, ze
0(D(x, 1)) < 0(x) < 6(P(x,0)) 16" (P(x,t)) > 0dla
kazdego —2¢ < t < 2¢. Korzystajac z ciaglosei ®,0 1 6,
mozemy znalez¢ takie otwarte otoczenie U punktu z, ze
dla kazdego y € U spelnione sa nastepujace warunki:

o §'(P(y,t)) > 0 dla kazdego —2¢ < t < 2¢ oraz
« 0(2(y, —0)) < 0(x) < O(2(y,L)).

W takim razie dla kazdego y € U mamy dokladnie jedno
—¢ < t, < { spelniajace 8(®(y,t,)) = 0(x). Udowodnimy
teraz, ze zbiér S = {®(y,t,) : y € U} jest cieciem

wokoét x. Rzeczywiscie, £ > 0 jest czasem iniekcyjnym
dla S. Co wigcej, jako ze —¢ < t, < {, to U C ®(_; 4(S).
Pozostaje wiec tylko wykazaé, ze S jest domkniete.

W tym celu zatézmy, ze mamy ciag punktéw & (y;,t,,)
zbiezny do jakiego$ w € X. Przechodzac do podciagu,
mozemy zalozy¢ bez straty ogdlnosci, ze y; zbiega do
jakiego$ z € U, za$ t,, zbiega do jakiego$ s € [, {].

Z ciaglosci @ oraz 6 wynika 6(®(z,s)) = 6(z), a to

w polaczeniu z jedynoscia t, daje t, = s. Wnioskujemy
wiec, ze w = D(z,t,), czyli S jest domkniete. To koniczy
dowdd. O

Twierdzenie Whitneya potwierdza zatem to, co widzimy
na rysunku 3 — kazda dynamike mozna lokalnie
swyprostowaé” (w odpowiednim oddaleniu od punktu
stalego), nawet jesli globalne zachowanie uktadu jest
bardzo skomplikowane.



* Uniwersytet Oksfordzki

Dla przyktadu zaszyfrujmy komunikat
DELTA_. W alfabecie telegraficznym
wyglada on tak:
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Aby go zakodowaé, musimy dodaé¢ do
niego klucz szyfrujacy. Do jego stworzenia
uzyjemy maszyny Lorenza. Powiedzmy, ze
zeby maszyny po kolejnych obrotach
wygladajg nastepujaco (strzalki oznaczaja
obrét danego kota):

e > 0 > e > 0 — e — e
o —+ o0 — e — e — e — O
X © —+ ® — 0o — e — 0 — e
e — O > O > O  J T
e > 0O — ® — 0O — O — ®
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Dodajac do siebie kolejne wskazania kot x
i 9, dostajemy klucz szyfrujacy.
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Aby zakodowaé oryginalny komunikat,
dodajemy do niego znak po znaku klucz

szyfrujacy: S =T + (x + 9), uzyskujac
nastepujacy szyfrogram:
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Rozkodowanie tekstu polega na
ponownym dodaniu klucza szyfrujacego.

O tym, czym jest glebia, pisaliSmy

w poprzedniej czedci artykulu. W skrécie:
jezeli otrzymamy dwie wiadomosci
zakodowane tym samym kluczem
szyfrujacym, to dodajac do siebie
zakodowane teksty, otrzymamy sume
oryginalnych wiadomosci. Jezeli teraz
zgadniemy fragment jednej wiadomosci,
to dostaniemy fragment drugiej, ktéry po
rozszerzeniu da nam znowu fragment
pierwszej itd.

Szyfr Lorenza i jego zlamanie (2)
Bartosz KLIN*

Szyfr Lorenza byl uzywany przez armie niemiecka podczas II wojny $wiatowej
do przesylania najwazniejszych informacji i rozkazéw. W pierwszej czesci
artykutu, ktora ukazala sie w poprzednim numerze Delty, przedstawilidmy
alfabet telegraficzny uzywany podczas Il wojny Swiatowej do przesylania
komunikatéw i ogdlna metode szyfrowania tekstéw zapisanych tym alfabetem.
W drugiej czesci opiszemy, jak doktadnie dzialala maszyna szyfrujaca Lorenz
S740/42 i jak aliantom udalo sie ztamaé jej szyfr.

Glownym zadaniem maszyny Lorenza jest generowanie pseudolosowego

ciagu znakow w alfabecie telegraficznym. Wygenerowany ciag jest kluczem
szyfrujacym, ktory dodawany jest znak po znaku do oryginalnego komunikatu.
Kazdy znak w alfabecie telegraficznym sklada sie z pigciu bitéw (o i o), dlatego
tez maszyna generuje réwnolegle pie¢ pseudolosowych ciagdéw bitow.

Centralnym elementem maszyny jest 12 két zebatych, ktére w Bletchley Park
nazwano literami greckiego alfabetu: pie¢ kot y, dwa kola u i pie¢ kot 1. Kazde
kolo ma inna liczbe zebow:

X2 | X3 | Xa | X5 | g | g2 | P12 | Y3 | Ya | Y5
31129 26|23 |37 |61 |43 |47 |51 |53 |59
Wszystkie te liczby sa wzglednie pierwsze. Dzieki temu synchronicznie

obracajace sie kola nie powracaja do poczatkowego ustawienia przez bardzo
dlugi czas.

X1
41

Na kazdym zebie kazdego kola znajduje sig¢ igla, ktéra moze byé¢ wysunieta (o)
lub schowana (o). Przy generowaniu kolejnych znakéw klucza kola obracaja sie
o jeden zab zgodnie z ponizszymi zasadami:

— kota x1,...,x5 1 p1 obracaja sie za kazdym razem,

— koto us obraca sig¢ tylko, jesli igta na aktualnie widocznym zebie kota p; jest
wysunieta (pu; = e),

— kota 11, ..., 15 obracaja sie tylko, jesli igla na aktualnie widocznym zebie
kola o jest wysunieta (ug = o).

W kazdym kolejnym generowanym znaku i-ty bit powstaje jako suma y; + ¢;
aktualnych wskazan kot y; i ;.

Wygenerowany w ten sposéb klucz zalezy od:

— ustawienia igiet na kotach; ustawienia te poczatkowo zmieniano co kwartal lub
co miesiac, a od 1944 roku — codziennie,
— poczatkowego ustawienia kot.

Poczatkowe ustawienie kol operator-nadawca wybiera kazdorazowo przed
wyslaniem komunikatu. Nastepnie przesyta to ustawienie jawnym tekstem jako
12-literowy indykator, po czym przystepuje do szyfrowania wlasciwej wiadomosci.
Przypisanie liter alfabetu zgbom na poszczegélnych kotach zmieniano co miesiac.

HQIBPEXEZMUG

Tak dziatata maszyna Lorenza. Oczywiscie w czerwcu 1941 roku, kiedy Niemcy
uruchomili te maszyny po raz pierwszy, alianci nie mieli o tym wszystkim
pojecia. Wiedzieli jedynie z nastuchu radiowego, ze oto pojawil sie nowy

szyfr oparty na alfabecie telegraficznym. Szybko doszli do wniosku, ze maja

do czynienia z jaka$ odmiang szyfru Vernama, rozpoznali szczegélna role
pierwszych 12 znakéw jako indykatora poczatkowego ustawienia maszyny

i nauczyli sie korzystaé z pojawiajacych sie czasem glebi. (Powtarzanie ustawien
poczatkowych bylo w niemieckim regulaminie zakazane, ale operatorzy nie
zawsze tego regulaminu przestrzegali). Poczatkowo nie wiedziano jednak nic

o konstrukecji maszyny i gtownie zapisywano wszystkie podstuchane komunikaty
w nadziei, ze w przyszloéci bedzie mozna je odszyfrowac.
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Rozwigzanie zadania F 1074.
Catkowita moc produkowana w Storcu
Ps = 47R%ls ~ 3,8 - 10%° W, co
odpowiada stosunkowi mocy do masy:
Ps/Ms ~ 1,9 - 1074 W /kg. Utrzymanie
stalej temperatury ciala wymaga ciagtej
produkcji energii w procesach przemiany
materii, nawet gdy spoczywamy. Dla
oszacowania tej energii przyjmijmy, ze
cialo cztowieka promieniuje jak

ciatlo doskonale czarne. Przy takim
zalozeniu promieniowana moc jest
proporcjonalna do powierzchni ciata, S,
i wynosi P, = O‘SCT:. Potrzebna jest
jeszcze powierzchnia ciata czlowieka

0 masie m, = 75 kg. Srednia gestosé
ciala jest w przyblizeniu réwna gestosci
wody puw, a wigc jego objetoé Ve & m/py,.
Powierzchnia ciata jest na pewno wigksza
od powierzchni, S, kuli o objetosci V:

3V 2/3 3me \ 2/
Se 24 | — =4 - .
4 AT P

T
Dla czlowieka otrzymujemy oszacowanie
stosunku produkowanej mocy do masy:

. 1/3
P. 36 \'? 4

— 5 O'TC .

me mMep2,
Liczbowo: P./m. =~ 6 W /kg, a wiec
wielokrotnie wigcej niz stosunek
promieniowanej mocy do masy dla Storica.

Uwagi: Nasze oszacowanie znacznie zaniza
warto$¢ powierzchni ciata czlowieka:
otrzymujemy S. ~ 0,86 m?, podczas gdy
pomiary prowadza do srednich wartodci
1,6 m? dla kobiet i 1,9 m? dla mezczyzn.
Z drugiej strony, nasze ciala nie
promieniujg jak ciata doskonale czarne
(zdolnosé emisyjna skéry jest wprawdzie
bliska 1, ale zwykle znaczna czgs¢ ciala
pokrywa odziez) i dodatkowo absorbuja
promieniowanie termiczne otaczajacych
cial (np. $cian budynku) oraz wymieniajg
cieplo z otaczajacym powietrzem.
Otrzymang warto$¢ promieniowanej mocy
nalezy wiec uzna¢ za zawyzona.

Na podstawie dziennego zapotrzebowania
na energie przyjmowana w zywnosci

L. Weinstein i J.A. Adams otrzymuja
wartos$é¢ P./m. ~ 1 W /kg (w ksigzce
,Guesstimation” wydanej przez Princeton
University Press w 2008 r., skad pochodzi
pomysl zadania).

Przetom nastapit 30 sierpnia 1941 roku. Tego dnia jeden z niemieckich
operatoréw popelnil powazny blad. Wystal wiadomosé o dtugosci okoto 4000
znakow, a kiedy okazalo sie, ze z powodu probleméw technicznych wiadomosé
nie zostata odebrana, wystat ja jeszcze raz, z tym samym indykatorem:
HQIBPEXEZMUG. Gdyby jeszcze wystal doktadnie ten sam ciag znakéw, to

nie byloby problemu, ale — poirytowany koniecznoScia ponownego wpisania
dlugiego tekstu — poczynil w wiadomosci pewne drobne skréty. Przyktadowo,
od razu na samym poczatku zastapil stowo Spruchnummer (czyli ,komunikat
numer...”) skrétem Spruchnr. Kiedy alianci przechwycili obie wiadomosci,
szybko zorientowali sie, ze wpadl im w rece prawdziwy skarb: glebia, w ktorej
jeden komunikat jest praktycznie kopia drugiego z niewielkim przesunieciem.
W niedlugim czasie John Tiltman, jeden z najbardziej do$wiadczonych
specjalistow w Bletchley Park, odczytal caly tekst. Jego tre$¢ nie byla bardzo
cenna wywiadowczo, ale jednocze$nie uzyskano co$ o wiele cenniejszego: niemal
4000 kolejnych znakéw klucza wygenerowanego przez maszyne Lorenza.

Przez kolejne miesiace caly zespol kryptologéw probowal odgadnaé

zasade dzialania maszyny, ktéra mogltaby wygenerowaé taki ciag znakéw.

W pazdzierniku dotaczyl do nich William Tutte, btyskotliwy student
matematyki z Cambridge, ktéry krétko wezesniej w innym dziale Bletchley Park
rozpracowal szyfr wloskiej marynarki wojennej. Rozmaite teorie rozwazane przez
zesp6l wlasnie upadty, wiec nowy pracownik dostatl wolna reke w pracy nad
tajemniczym kluczem.

Tutte postanowit skupi¢ uwage na ,kanale 17, czyli na pierwszych bitach liter
klucza. Zaczal wypisywac te bity w tabelkach o rozmaitej liczbie kolumn

w nadziei na rozpoznanie jakiej$ regularnosci. Po wielu prébach i btedach

w tabeli o 41 kolumnach zauwazyl, ze pewne wzorce powtarzaly si¢ w tych
samych kolumnach czesciej, niz by to wynikato z rachunku prawdopodobienstwa.
Nabral przekonania, ze kanal 1 jest suma dwéch kanatéw, czyli ciagéow bitow:
kanalu y; o okresie 41 i kanatu ¢, ktory sie ,,jakal”: dtugie sekwencje takich
samych bitéw wystepowaly w nim czesciej niz w czysto losowym ciagu. Domys$lit
sie, ze istnieja dwa kota zebate: jedno o 41 zebach, ktore obraca si¢ za kazdym
razem, i drugie, ktére czasem stoi w miejscu.

Reszta zespolu podchwycila ten obiecujacy pomyst i wszyscy zaczeli analizowaé
pozostale kanaly klucza. Wkrétce odgadnieto liczbe zebdéw na wszystkich pieciu
kotach x. Ustalono tez, ze kota 1) obracaja si¢ i zatrzymuja synchronicznie.
Jako ze indykator wiadomosci za kazdym razem mial 12 znakéw, naturalnym
byto przypuszczenie, ze za sterowanie ruchem két ¥ odpowiadaja dwa
dodatkowe kola, nazwane p. Po wielu prébach i niepowodzeniach, wspomagajac
sie takze innymi znanymi wczesniej gltebiami, ustalono liczby zebdéw na
wszystkich tych kotach, a nastepnie ustawienie igiel. W styczniu 1942 roku,

po czterech miesiacach od odczytania glebi HQIBPEXEZMUG, maszyna Lorenza
byta rozpracowana. Szybko skonstruowano jej replike i zaczeto odczytywacd
komunikaty zaszyfrowane za jej pomoca.

Atak 1+ 2

Jednak juz w pazdzierniku 1942 roku pojawil si¢ problem. Niemcy ulepszyli
procedure uzgadniania poczatkowych ustawienn k6t w maszynie. Zamiast
przesytanych jawnym tekstem indykatoréw wprowadzili ksiazki kodowe. Taka
ksiazka zawierala setki ponumerowanych ustawien kot. Operator, wysytajac
komunikat, wybieral jedno z ustawien i przesytal jawnym tekstem tylko

jego numer, po czym wykreslal to ustawienie z ksigzki, aby nigdy nie uzy¢

go ponownie. Alianci, rzecz jasna, nie mieli dostepu do tych ksiazek (az do
korica wojny zadna nie wpadla im w rece). W rezultacie, mimo ze kryptologom
udawato si¢ odgadywacé ustawienia igiel na kotach maszyny, to nie wiedzieli, jak
ustawiaé te kola, aby odszyfrowaé poszczegdlne komunikaty.

Rozwiazanie, zwane ,atakiem 1+ 2”7, znéw opracowal Tutte. Polegalo ono
na rozwazeniu tak zwanych delt kanaléw bitéw. Dla dowolnego ciagu bitow C
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Dla dwéch bitéw ich suma jest réwna e,
kiedy si¢ réznia, i o, kiedy sg takie same.
A zatem i-ty bit w ciggu A(C) méwi

o tym, czy bity ¢ oraz i + 1 w C sie
réznig.

Istotnie:
0,7-0,6 +(1—-0,7)-(1—0,6) =0,54.

®

Rozwigzanie zadania F 1073.
Orbita, po jakiej Ziemia obiega Stonce,
jest bardzo bliska orbicie kotowej. Sita
dosrodkowa w ruchu orbitalnym jest
przyciagganie grawitacyjne Ziemia—Storice.
Na podstawie réwnodci tych sit
otrzymujemy:

GMs  47°R

¥ - 2
R? 12

Masa Storica wynosi wiec:
4n?R3

Gt2
Liczbowo: Mg ~ 2 -10°° kg. Do
wyznaczenia gestosci musimy znaé
promien Stonca. Catkowita moc
promieniowana przez Stoiice wynosi
Ps = 47 R%ls i jest réwna mocy
promieniowanej przez cialo doskonale
czarne o temperaturze Ts i promieniu
réwnym promieniowi Stonca Rg:
Ps = 47rR;29(7T§‘4 Otrzymujemy:

lg
Rs =R, [ —.
oTg

Liczbowo: Rg =~ 6,98 - 108 m. Mozemy
teraz wyznaczy¢ gesto$é Stonca:

B 371'7“2 o\ */?
ps = T(Z)G ls ’

Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy ps ~ 1,4 - 102 kg/ms, to jest
niemal péltora raza wigcej niz gestosé
wody.

Ms =

Uwaga: Promien Storica mozna
wyznaczy¢ na podstawie obserwowanych
rozmiaréw katowych Stonica ~ 32', gdy
znamy odleglo$é Ziemia—Stonce.

jego delta A(C) powstaje przez dodawanie kolejnych par sasiednich elementéw
w C: i-ty bit w A(C) to suma i-tego i (i + 1)-tego bitu w C. Przykladowo:
C:..O....O0.00.00..O“."'
A(C)= oceeccoeceeceececeeco -

Tutte rozwazyl delty kanaléw . Zauwazmy, ze skoro podczas generowania
kolejnych znakéw klucza kota i czasem stoja w miejscu, to odpowiadajace

im kanaly stosunkowo czesto zawieraja dlugie ciagi takich samych bitéw. To
oznacza, ze w deltach tych kanaléw bit o wystepuje czeSciej niz o. Tutte skupit
uwage na delcie sumy pierwszych dwéch takich kanatéw. Okazalo sie, ze jesli na
kolach p okoto potowa igiel jest wysunigta (a Niemcy tak wladnie projektowali
ustawienia igiel), to w kanale A(1); 4 12) bit o wystepuje $rednio na okoto 70%
pozycji.

Rozwazmy teraz przecietny tekst jawny 7', zakodowany alfabetem
telegraficznym, oraz pierwsze dwa kanaly jego bitow. Okazuje sie, ze w kanale
A(T) + T3) bit o takze wystepuje stosunkowo czesto, $rednio na okoto 60%
pozycji! To jest szczesliwa cecha jezyka niemieckiego i kodowania w alfabecie
ITA2, ale takze rezultat zwyczajéw niemieckich operatoréw, ktérzy np. znaki
przestankowe czesto powtarzali dwukrotnie, co dodaje do kanatu delt bit o.

Prosty rachunek pokazuje, ze w sumie delt
A(Ty + T2) + Ay + 12)
bit o wystepuje $rednio na okolo 54% pozycji.

Co z tego wynika? Niech T oznacza tekst jawny, S — odpowiadajacy mu
szyfrogram, a x i ¥ — kanaly generowane przez kola maszyny. Jak juz wiemy,
zachodzi

S=T+x+1.

Klucz jest generowany i dodawany do T niezaleznie na pigciu kanatach, wiec
takze:
Si+ S =T1+To+x1+x2+¢1 + 2.

Nietrudno sprawdzié, ze operacja A jest rozdzielna wzgledem dodawania
kanalow, wiec:

A(S1 4 82) = A(Th +T2) + A(xa + x2) + A(Y1 + 2).
7 poprzedniej obserwacji mozemy zatem wywnioskowaé, ze dla przecietnego
komunikatu kanalty A(S] + S2) i A(x1 + x2) zgadzaja sie ze soba na okoto 54%
pozycji.

Kanat S i wszystkie jego skladowe znamy — to po prostu podstuchany
szyfrogram. Jezeli znamy aktualne ustawienia igiel, to kanal x tez znamy.
Konkretnie, x1 + x2 (a takze jego delta) to znany nam ciag bitéw o okresie

41 - 31 = 1271. Jedyne, czego nie wiemy, to poczatkowe ustawienie kél, czyli
przesuniecie okresowego kanatu y wzgledem S. Ale statystyczna nieréwnowaga
bitéw o i e w deltach wystepuje tylko, jesli to przesuniecie dobraliémy wlasciwie!
W przeciwnym razie A(S7 + S2) i A(x1 + x2) beda sie zgadzaé na zupelnie
przypadkowych pozycjach, $rednio na 50% z nich.

Mozemy wiec sprobowaé¢ dopasowaé kanaly S i xy na wszystkie 1271 sposobéw

i sprawdzié, jak czesto sie zgadzaja. Jezeli odsetek zgodnych pozycji istotnie
przekracza 50%, to zapewne wlasnie odgadliSmy poczatkowe ustawienie kot 1
i x2 dla tego konkretnego komunikatu. Nastepnie mozemy postapié¢ podobnie

z pozostalymi kotami y. Na odpowiadajacych tym kotom sktadowych kanatach
tekstéw jawnych nie ma co prawda az tak mocnej nieréwnowagi bitéw, ale teraz
znamy juz ustawienia dwéch kél, wiec z pozostatymi idzie tatwiej.

Po ustaleniu poczatkowych ustawienn k6t y mozemy dodaé kanal x do S

— ten proces, realizowany w Bletchley Park przez zbudowane tam repliki
maszyn Lorenza, nazywano deyzacjg. Zdexzowane szyfrogramy przekazywano
kryptologom, ktérzy odczytywali je (tzn. odgadywali poczatkowe ustawienia
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k6t ¢ i p) recznie. Bylo to juz stosunkowo latwe Colossus
zadanie. Zdeyzowany komunikat jest suma niemieckiego
tekstu T' i ,jakajacego sie” kanatu v, i do$wiadczony
specjalista, znajacy na pamieé¢ tabliczke dodawania
liter, zwykle radzil sobie z tym zadaniem bez
trudnoséci.

Jest tylko jeden problem: deyzacja kazdego pojedynczego
szyfrogramu wymagala poréwnania go z kanatem y na
ponad tysiac sposobéw. Nastuch radiowy dostarczatl
niekiedy setki dtugich komunikatéw kazdego dnia,

i robienie tego recznie byto zupelnie niemozliwe. Byto
jasne, ze nalezy to zadanie powierzy¢ maszynie.

Pierwsza wersje takiej maszyny uruchomiono w czerwcu
1943 roku. Potrafila ona czyta¢ rownolegle dwie zapetlone
perforowane tasmy telegraficzne — jedna z kanatami y;

i x2, druga z przechwyconym szyfrogramem — i zliczaé¢
pozycje, na ktorych ich delty zgadzaja sie ze soba. Jesli
odsetek tych pozycji istotnie przekraczal 50%, urzadzenie
zatrzymywalo sie i dzwonkiem sygnalizowalo znalezienie

Rekonstrukcja komputera Colossus. Zrédlo: Wikipedia moiliwego dopasowania.

Tommy Flowers (1905-1998)

Alan Turing (1912-1954)

Zrédto zdjeé:
www.gchq.gov.uk/person/bill-tutte
en.wikipedia.org/wiki/Tommy_ Flowers
www.iwm.org.uk/history/
how-alan-turing-cracked-the-enigma-code
(National Portrait Gallery)

Maszyna byta tak skomplikowana, ze nazwano ja Heath Robinson, na cze$¢
angielskiego rysownika znanego z absurdalnych projektéw urzadzen do
wykonywania najprostszych czynnosci. Byta tez bardzo zawodna, a gléwnym
problemem byta dokladna synchronizacja dwéch réwnolegle przesuwajacych sie
tasm. Jeden z jej konstruktoréw, Tommy Flowers, postanowil zaprojektowac ja
od nowa z wykorzystaniem nowoczesnej technologii, nigdy wczeéniej nieuzywanej
do takich celow: lamp elektronowych.

Maszyna Flowersa, nazwana Colossus, byla w istocie pierwszym na Swiecie
programowalnym komputerem elektronicznym — powstata na dwa lata przed
uruchomieniem stawnego na caly swiat amerykanskiego komputera ENIAC.
Obliczanie delt i dodawanie kanaléw bylo realizowane przez elektroniczne
bramki logiczne zbudowane z lamp. Takze kanal x byl generowany przez uktad
lamp symulujacych dziatanie obracajacych sie kot zebatych, co eliminowato
koniecznos¢ synchronizacji dwoch czytnikéw tasm. Cale urzadzenie skiadalo sie
z okoto 1600 lamp oraz licznych wspomagajacych ukladéw elektromechanicznych
i potrafilo przetwarza¢ do 25 tys. znakéow na sekunde. Uktady bramek logicznych
mozna byto programowad, dzigki czemu maszyna nadawala si¢ nie tylko do
jednego konkretnego zadania. Istotnie, jeszcze w czasie wojny zastosowano ja
m.in. do odgadywania ukladéw igiet na kotach maszyny Lorenza, pomystowa
metodg opracowana przez Alana Turinga.

Flowers wraz z okoto 50-osobowym zespotem rozpoczal projektowanie Colossusa
jeszcze w lutym 1943 roku, a prototyp uruchomiono w grudniu tegoz roku. Do
konca wojny zbudowano dziesie¢ egzemplarzy maszyny, co pozwolito Anglikom
rutynowo odczytywaé komunikaty sztabéw niemieckich zaszyfrowane maszyna
Lorenza. Uzyskano w ten spos6b bezcenne informacje, m.in. dane kluczowe dla
powodzenia inwazji na Normandie.

Po zakonczeniu wojny cala historia zlamania szyfru Lorenza pozostala $cisle
tajna. William Tutte zyskal stawe jako matematyk, twérca nowoczesnej teorii
graféw, a o tzw. wielomianie Tutte’a studenci informatyki ucza sie do dzis. Inni
wybitni cztonkowie zespohu, tacy jak Donald Michie czy Jack Good, a takze sam
Alan Turing, zajeli sie projektowaniem pierwszych komputeréw elektronicznych,
do czego z pewnoscia zainspirowal ich przyklad Colossusa. Sam Tommy Flowers
prébowal zdoby¢ finansowanie na budowe komputera, ale potencjalni fundatorzy
nie uwierzyli, ze jest to mozliwe. Flowers oczywiscie wiedzial, ze jest mozliwe, bo
juz taki komputer zbudowal, ale nie mégl tego ujawnicé.

Istnienie komputera Colossus pozostawalo tajemnica do 1975 roku, a cala
stawa zwiazana z konstrukcja pierwszego komputera elektronicznego sptyneta
na amerykanskich konstruktoréw ENIAC-a z 1945 roku. Historie odtworzenia
maszyny Lorenza, zlamania jej szyfru i zastosowania Colossusa odtajniono
dopiero w 2000 roku.
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O metamateriatach, czyli czy mozemy zmierzyc¢ ,,ujemng’

przenikalnos¢ elektryczng?
Pawel PERKOWSKI

Spiesze z wyjasnieniem — metamaterialy maja

duzo wiecej wspolnych cech z materiatlami niz
metafizyka z fizyka. Sa to materialy kompozytowe,
ktérych periodyczna struktura wewnetrzna
odpowiada za szczegdlny sposéb oddziatywania

z fala elektromagnetyczna, prowadzac do unikalnych
wlasciwosci, m.in. do ujemnego wspdétczynnika
zatamania (G. Derfel, Ujemny wspdiczynnik
zatamania, AS,). Za ojca metamaterialéw uwaza sie
rosyjskiego fizyka Wiktora Wiesielago (1929-2018),
ktorego pierwsza ,naukowa” miltoscig bytly: radio,
anteny, cewki, kondensatory oraz nadajniki. Mtody
Wiktor byt radioamatorem i krétkofalowcem.

W 1967 roku opublikowal prace pt. Elektrodynamika
materiatow, ktore wykazujg jednoczesnie ujemne
warto$ci przenikalno$ci elektrycznej i magnetycznej.
Sformulowanie idei metamaterialéw byto rezultatem
jego fascynacji radiem, falami elektromagnetycznymi
i oddzialywaniem pdl elektrycznego i magnetycznego
z oSrodkami, zjawiskiem rezonansu oraz gromadzeniem
energii pola elektrycznego w kondensatorze i energii
pola magnetycznego w cewce. W tym artykule zajmiemy
sie przypadkiem materiatu o ,,ujemnej” przenikalnosci
elektryczne;j.

Nie bez powodu slowo ,,ujemnej” zostato umieszczone
w cudzystowie — dlaczego, okaze sie pdzniej. . .

Kazdy material charakteryzuje sie swoja wzgledna
przenikalnoscia elektryczna e,., zwana czasami

stalg dielektryczng. W rzeczywistosci przenikalnosé
elektryczna materialéw zalezy od czestotliwosci
(wykazuje dyspersje). W zakresie fal radiowych

od 0 Hz do kilku GHz przenikalnosé¢ elektryczna
materialéw zawsze maleje. Dla niskich czestotliwosci
(~0 Hz) przyjmuje warto$¢ najwieksza, oznaczana
czesto g5, a dla wysokich czestotliwosci (~1 GHz)
przyjmuje warto$¢ najmniejsza, oznaczana czesto €.
Wzgledna przenikalnosé elektryczna jest ustalana
wzgledem przenikalnosci prézni, ktéra nie wykazuje
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dyspersji i jest oznaczana €y. Wzgledna przenikalnosé
elektryczna osrodka e, moéwi, ile razy ta jest wigksza od
przenikalno$ci elektrycznej prozni: € = g,.&¢.

Przenikalnosé elektryczna materialu méwi nam, jak
bardzo pole elektryczne oddzialuje na ten materiat
albo jak mocno sam material moze zmodyfikowaé
w sobie zewnetrzne pole elektryczne. Czyli obraz
oddzialywania zewnetrznego pola elektrycznego na
o$rodek jest dualny. Z jednej strony zewnetrzne pole
elektryczne modyfikuje rozklad tadunkéw w skali
mikroskopowej w osrodku, ktéry znalazt sie w tym
polu. Z drugiej strony polaryzacja osrodka wplywa
na to, jakie pole elektryczne panuje wewnatrz tego
oérodka. Wiemy z prawa Coulomba, ze wartosé

sity Fe, oddzialywania pomiedzy dwoma tadunkami
punktowymi (Q, ¢) znajdujacymi sie w prézni

w odlegtosci r od siebie, jest réwna: F, = 47350 %. Gdy
rozwazane dwa tadunki zanurzymy (bez zmiany ich
odleglosci) w o$rodku o przenikalnosci elektrycznej

€ = g,€9, wowczas sila ich wzajemnego oddzialywania
zmaleje €, razy i bedzie réwna: F, = 47T5105r %. Im
bardziej osrodek jest podatny na dziatanie pola
elektrycznego, tym jego przenikalnosé elektryczna

jest wieksza i tym bardziej oérodek wplywa na

pole elektryczne. Im mniej osrodek modyfikuje
zewnetrzne pole elektryczne, tym jego przenikalnoéé
jest mniejsza i osrodek jest mniej podatny na dzialanie
pola elektrycznego. Skrajnymi przyktadami sa:

préznia i idealny przewodnik. W prézni nie ma sie co
spolaryzowaé, wiec wzgledna przenikalnosé elektryczna
prézni wynosi doktadnie 1. Bardziej pustego tworu

niz proznia nie ma, wiec i wzgledna przenikalnosé

nie powinna by¢ mniejsza niz 1. Nie méwiac juz

o wspomnianej ,,ujemnej” przenikalnoéci elektrycznej.
Jesli zas chodzi o metal, to jest to osrodek, ktory ma
nieskonczona przenikalno$é elektryczna. W efekcie tego
metal calkowicie ekranuje zewnetrzne pole elektryczne
i nie przepuszcza fali elektromagnetycznej.

Przyjrzyjmy sie blizej pomiarowi przenikalnosci elektrycznej osrodka

Zalézmy, ze mamy przygotowany kondensator (rys. 1), w ktérym pomiedzy
elektrodami znajduje sie powietrze (czyli, z elektrycznego punktu widzenia,
taka ,prawie” préznia). Zmierzymy jego pojemnosé i oznaczymy ja przez Cp.
Jezeli ten kondensator uzyty w eksperymencie jest kondensatorem ptaskim

o powierzchni elektrod réwnej S i odleglosci pomiedzy elektrodami réwnej d, to

-+ -

Rys. 1. Kondensator pusty

o pojemnoéci Cp (a) oraz kondensator
napelniony dielektrykiem o przenikalnosci
elektrycznej e, (b). Kondensator

z dielektrykiem ma pojemnosé C

jego pojemno$é¢ Cy mozna tatwo wyznaczy¢ ze wzoru: Cy = 50%. Gdy napelnimy
przestrzen pomiedzy elektrodami badana substancja o wzglednej przenikalno$ci
elektrycznej réwnej €,., wéwczas pojemno$é tego kondensatora zmierzona po
jego napelnieniu wzroénie i wyniesie: C' = €0€T% = ¢,Cy. Czyli wzrosnie ¢, razy.
Wobec tego mozna bardzo latwo wyznaczy¢ przenikalno$é elektryczna osrodka,
dokonujac pomiaru pojemnoéci kondensatora przed napelnieniem i pojemnosci
po napelnieniu. Dzielac te dwie pojemnosci, otrzymamy wzgledna przenikalnosé
elektryczna badanego materiatu: €, = C%

Do pomiaréw pojemnosci uzywamy analizatorow impedancji. Analizator
impedancji podaje na badany element harmoniczne wymuszenie pradowe i(t)
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o pulsacji w i mierzy wytworzony na nim spadek
napiecia U (t), ktéry takze wykazuje pulsacje w, ale
jest przesuniety w fazie o ¢ w stosunku do pradu
wymuszajacego. W zaleznosci od przesuniecia ¢
analizator impedancji odpowiada na pytanie, z jakim
elementem pasywnym mamy do czynienia, i okresla
jego parametry. W przypadku pomiaru idealnych
elementéw pasywnych sprawa jest prosta. Wskazujemy

analizatorowi impedancji, co ma mierzy¢, i on to mierzy.

A jak to robi? Liczy impedancje.

Impedancja Z jest uogélnieniem oporu elektrycznego R.

Sklada sie z czesci rzeczywistej oraz czesci urojonej:
Z=27+37".

Do opisu obwodéw pradéw zmiennych latwiej jest stosowaé zapis
zespolony. Nie oznacza to, ze nie mozna stosowaé zapisu nie
korzystajacego z liczb zespolonych, ale zapis zespolony jest po prostu
wygodniejszy. Ponadto przyjeto si¢ jednostke urojong w takim zapisie
oznaczad litera ,,j” zamiast stosowanej w matematyce litery ,,i”.
Wynika to z faktu, ze przy opisywaniu zjawisk na styku napiecia,
pradu oraz impedancji symbol ,i” jest juz zarezerwowany dla pradu.

Gdy przedstawimy prad i(t) oraz napiecie U (t)
w postaci zespolonej: i(t) = ige?“t, U(t) = Uped i),

to impedancja bedzie réwna: Z = li](%) = %’ej‘p =|Z|el%.

Wielkosé ¢ jest przesunieciem fazowym spadku
napiecia U(t) na elemencie wzgledem wymuszenia
pradowego i(t).

Idealny rezystor

W przypadku idealnego opornika R (rys. 2) modul jego
impedancji |Zg| jest réwny R i nie zalezy od pulsacji.
Napiecie U(t) nie jest przesuniete w fazie (¢ = 0)

w stosunku do pradu wymuszajacego i(t).

()4 Ut)

(@)

Rys. 2. Rezystor o rezystancji R (a). Wykres wskazowy (b)
pokazujacy, ze wskaz pradu ¢ ptynacego przez rezystor oraz wskaz
napiecia Ug, ktére odlozy sie¢ na rezystorze, obracaja si¢ z ta sama
predkoscia katows (pulsacja w) i nie ma miedzy nimi przesuniecia
fazowego

Idealny kondensator

W przypadku, gdy mamy do czynienia z idealnym
kondensatorem C' (rys. 3), jego impedancja wynosi

Ze = ——%, a modul impedancji | Z¢c| = —g, czyli jest
odwrotnie proporcjonalny do pulsacji. Widzimy, ze im
wyzsza pulsacja, tym modul jego impedancji maleje.
Natomiast przesuniecie fazowe pomiedzy natezeniem
pradu a napieciem dla idealnego kondensatora nie

i(t)4 U)
] IS |

(2) (b)

Rys. 3. Kondensator o pojemnosci C (a). Wykres wskazowy (b)
pokazujacy, ze wskaz pradu ¢ plynacego przez kondensator oraz wskaz
napiecia Uc, ktore odlozy sie na kondensatorze, obracaja sie z ta
samg predkoscia katowa (pulsacja w) i wskaz napigcia jest przesuniety
o % do tylu wzgledem wskazu pradu
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zalezy od czestotliwosci i jest zawsze réwne /2
(prad wyprzedza napigcie).

Idealna cewka

W przypadku, gdy mamy do czynienia z idealna
cewka L (rys. 4), jej impedancja wynosi Zj, = jwL,

a modul impedancji |Z1| = wL, czyli jest wprost
proporcjonalny do pulsacji. Widzimy, ze im wyzsza
pulsacja, tym modut jej impedancji ro$nie. Natomiast
przesuniecie fazowe pomiedzy natezeniem pradu

a napieciem dla idealnej cewki nie zalezy od
czestotliwoscei 1 jest réwne /2.

i(t)a U(t)

L
o~ YYY o

(a)
Rys. 4. Cewka o indukcyjnosci L (a). Wykres wskazowy (b)
pokazujacy, ze wskaz pradu @ plynacego przez cewke oraz wskaz
napigcia Ur, ktére odklada si¢ na cewce, obracajg si¢ z tg sama
predkoscia katowa (pulsacja w) i wskaz napigcia jest przesuniety
o % do przodu wzglgdem wskazu pradu
Obraz komplikuje sie, gdy na przyklad w mierzonej
komorce pomiarowej musimy uwzgledniaé to, ze
komérka pomiarowa jest ztozeniem dwdch, a nawet
trzech elementéw prostych: R, C'i L.

Kondensator i rezystor

Zalézmy, ze komoérka pomiarowa daje sie zamodelowaé
jako potlaczenie szeregowe o pojemnosci C' oraz
rezystancji R (rys. 5).

Rys. 5. Kondensator o pojemnosci C polaczony szeregowo
z rezystancjg R (a). Wykres wskazowy (b) pokazujacy, ze wskaz
pradu ¢ plynacego przez uktad, wskaz napiecia Uc, ktére odklada
si¢ na kondensatorze, wskaz napiecia Ug, ktére odklada si¢
na rezystancji, oraz wskaz napigcia wypadkowego U (sumy napigé)
obracaja sie z ta sama predkoscig katowa (pulsacja w) i wskaz
napigcia wypadkowego (sumy napieé) jest przesuniety o ¢ wzgledem
wskazu pradu. Kat ¢ moze si¢ zmienia¢ w funkcji pulsacji od zera
do %
Woéwcezas impedancja takiego polaczenia bedzie
wygladala tak (ma ona czeS¢ rzeczywista i czeéé
3 . —Rp_J — 1 =i
}erJon@). 'Z = R' =R+ 577 .Ta.ka
impedancja bedzie generowalta przesuniecie
fazowe pomigdzy napieciem a pradem:
Ut) =i(t)Z = ige?' (R+ e 1%) = Upe? @1H9).
. . -w . .

Wypadkowe napiecie bedzie przesuniete w fazie
o kat ¢ wzgledem wymuszenia pradowego.

-1 _ _ 11 _ _ wrc : _ 1
tg(P ~ wCR ~  wRC w ) gdZIe WRC = Ro
jest zwana pulsacja relaksacyjna obwodu RC,

a Uy =igy/R2+ 021w2. Zarowno amplituda napiecia Uy,
jak i kat przesuniecia fazowego ¢ zaleza od pulsacji.
Analizator impedancji, mierzac szeregowe polaczenie
rezystancji R oraz pojemnoéci C, zauwazy, ze amplituda
napiecia Uy zalezy od pulsacji w oraz ze dla niskich
pulsacji (w < wgre) praktycznie cale napiecie odklada sie
na kondensatorze C. W efekcie napiecie catkowite



jest przesuniete w fazie (p = —7w/2). A dla wysokich
czestotliwosei (w > wre) impedancja kondensatora
(Ze = %) maleje do zera, w wyniku czego uklad
zachowuje sie tak, jakby praktycznie cate napiecie
odkladalo sig¢ na rezystancji R (wéwczas przesuniecie
fazowe ¢ jest réwne 0). Jedli zadeklarujemy
analizatorowi impedancji, ze nasz uklad sklada sie

7 szeregowego polaczenia rezystancji R i pojemnosci C,
to te dwie wielkosci zostana wyznaczone prawidlowo.
Widzimy, ze w zaleznosci od pulsacji analizowany
element zachowuje sie jak zwykly rezystor (dla
wysokich czestotliwosei) lub jak zwykly kondensator
(dla niskich czestotliwosci).

Kondensator i cewka

Zalbézmy, ze komérka pomiarowa daje sie zamodelowaé
jako polaczenie szeregowe pojemnosci C oraz
indukcyjnoéci L (rys. 6). Wéwczas impedancja takiego
potaczenia bedzie wygladata tak: Z = jwL — wj—c =
=j(wL — i) Taka impedancja bedzie generowala
przesunigcie fazowe pomiedzy napieciem a pradem:
Ut) =i(t)Z = ige’t (wLel® + e 7%).

] e

(a) (b)

Rys. 6. Kondensator o pojemnosci C potaczony szeregowo z cewka

o indukecyjnosci L (a). Wykres wskazowy (b) pokazujacy, ze wskaz
pradu ¢ plynacego przez uklad, wskaz pradu napiecia Uc, ktére
odklada si¢ na pojemnosci, wskaz napiecia Uy, ktére odktada sie na
cewce, oraz wskaz napigcia wypadkowego U (sumy napigé¢) obracaja sie
z ta samg predkosciag katowa (pulsacja w). Wskaz sumy napieé¢ U jest
obrécony o & do tytu lub o 3 do przodu wzglegdem wskazu pradu i —
zalezy to od tego, czy pulsacja wymuszenia w jest odpowiednio
mniejsza, czy wigksza od wrc. Na rysunku wskaz spadku napigcia
na kondensatorze jest dluzszy niz wskaz spadku napigcia na cewce,
stad polaczenie takie przy takiej pulsacji ma charakter pojemnosciowy

Latwo zauwazy¢, ze istnieje taka pulsacja wpc,

przy ktorej impedancja Z jest zerowa. Obliczmy te
pulsacje. Przyrownanie modutu impedancji do zera
Z =wrcLl — 5.0 = 0 daje nam wartosé¢ pulsacji
wre = \/%70, ktora nazywamy pulsacja rezonansowa
lub pulsacja rezonansu napieé. Zerowa impedancja Z
polaczenia szeregowego LC' dla pulsacji wy¢
oznacza, ze rezystancja tego potaczenia jest zerowa.
Jezeli napiszemy wzor na impedancje Z w postaci
uwzgledniajacej pulsacje wrc, to bedzie on mial postaé:
7 =

s Luw? i
oy e IR
LC

i(t) , U

@ =l,—rt/2

D_{ ¢ L UN; Kot
U

(2) (b)

Widzimy, ze dla pulsacji nizszej (w < wr¢) modul
impedancji kondensatora jest wiekszy niz modut
impedancji cewki (|Z¢| > |ZL|). To oznacza, ze nasz
element bierny (skladajacy si¢ z kondensatora i cewki
polaczonych szeregowo) ma dla takich czestotliwosci
charakter pojemnosciowy — napiecie w szeregowym
polaczeniu pojemnodci i indukcyjnosci odklada sie
gtéwnie na pojemnosci. Natomiast dla pulsacji wyzszej
(w > wre) modul impedancji kondensatora jest
mniejszy niz modul impedancji cewki (|Z¢| < |ZL]).
A to oznacza, ze element bierny (skladajacy sie

z kondensatora i cewki) ma dla takich czestotliwosci
charakter indukcyjny — napiecie w ukladzie odklada
si¢ na indukcyjnosci. Na rysunku 6 jest przedstawiona
sytuacja, gdy |Z¢| > |Z1|, czyli w < wre -

Procedura pomiaru wtasciwosci elektrycznych
osrodka

Zal6zmy teraz, ze mamy pusty kondensator

o pojemnosci C' = 1 nF i do niego szeregowo jest
podlaczona cewka o indukcyjnosci L =1 H (rys. 7).
Traktujemy tu te cewke jako element pasozytniczy.
Pulsacja rezonansowa (rezonans napieé) takiego
polaczenia wynosi: wpc = \/% = 31,6 krad/s. Jezeli
teraz zmierzymy pojemnos¢ pustej komérki pomiarowej
przy pulsacji w = 10 krad/s (jest spelniony warunek

w < wpc 1 badany uktad ma charakter pojemnosciowy),
to wyniesie ona Cy = 1,11 nF (indeks 0 $wiadczy

o tym, ze jest to wynik uzyskany dla kondensatora
pustego). Jest ona troche zawyzona w stosunku do
faktycznej pojemnosci kondensatora pustego. Wynika
to z niewielkiego wptywu indukcyjnosci cewki na ten
wynik. Teraz napelnimy ten kondensator materialem

o przenikalnosci e, = 100 — stalej w szerokim zakresie
czestotliwosci. Ten dielektryk spowoduje, ze pojemnosé
kondensatora wzro$nie nominalnie do C’ = 100 nF.
Oznacza to, ze pulsacja rezonansowa ulega 10-krotnemu
obnizeniu i wyniesie: wrc: = 3,16 krad/s. Jezeli teraz
zmierzymy pojemnos¢ pelnej komorki pomiarowe;j

przy tej samej pulsacji pomiarowej w = 10 krad/s

(jest spelniony warunek w > wrc i badany uklad ma
charakter indukcyjny), to wyniesie ona Cigg = —11,1nF
(indeks 100 $wiadczy o tym, ze jest to wynik uzyskany
dla kondensatora wypelnionego dielektrykiem

o przenikalnosci elektrycznej e, = 100). Slowem, bedzie
ona inna w stosunku do jej faktycznej pojemnosci
elektrycznej (C’ = 100 nF).

°_|er ‘ L

(c) (d)

Ut)
=n/2.
LRt

i(t)

Rys. 7. Dla pustego kondensatora polaczonego z cewksa (a) uktad zachowuje si¢ jak kondensator o dodatniej pojemnosci (dla wybranej

pulsacji pomiarowej w, mniejszej od wrc). Wskaz napieciowy U przedstawiajacy spadek napiecia na kondensatorze jest dluzszy niz wskaz
napieciowy U przedstawiajacy spadek napigcia na cewce (b). Przesunigcie fazowe wypadkowego napigcia U w ukladzie jest rowne —m /2, czyli
jest typowe dla pojemnosci. Dla kondensatora wypelnionego dielektrykiem potaczonego z cewka (c) uklad zachowuje si¢ jak cewka (dla wybranej
pulsacji pomiarowej w, wiekszej od wr ). Wskaz napieciowy Uy, jest w tym przypadku krétszy niz wskaz napieciowy Uc. Przesuniecie fazowe
wypadkowego napigcia U w ukladzie jest teraz réwne m/2 — czyli typowe dla indukcyjnodci. W pomiarze oznacza to, ze efektywnie rejestrujemy
ujemng pojemno$¢ kondensatora napelnionego dielektrykiem, a przez to i wyznaczamy ujemng przenikalno$é elektryczng e, materiatu, ktéry

wypelnial kondensator
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Jezeli, wykorzystujac wzér e, = CQ, obliczymy wzgledna
przenikalno$¢ mierzonego medium, to dostaniemy:

Er = % = —10. W takim przypadku uklad znajdujacy
sie blisko rezonansu daje nam taka odpowiedz
elektryczna, ktora przez analizator impedancji moze
by¢ zinterpretowana tak, ze badany material, ktérym
wypelniamy kondensator, ma ujemna przenikalnosé
elektryczna. Tu kazdemu eksperymentatorowi zapala
sie czerwona lampka, poniewaz otrzymal niefizyczna
warto$¢ (pojemnosci). Wynika to z tego, ze mierzymy
pojemnosé, a tak naprawde dla tej czestotliwosci uktad
bardziej zachowuje sie jak indukcyjnosé. Analizator
impedancji tak interpretuje wynik eksperymentu,
poniewaz jest ustawiony przez mierzacego na pomiar
pojemnosci elektrycznej, ale wlasnie takie zjawisko
prowadzi nas w efekcie koncowym do materialow, ktore
zachowuja sie tak, jakby dla pewnych czestotliwosci
mialy ujemna przenikalnosé elektryczna.

Podsumowanie

Widzimy, Zze pomiar dal nam ,,ujemna” przenikalnos¢
elektryczng osrodka, ktéry badalismy. Otrzymalidmy
wynik dziwny, poniewaz wiemy, ze kondensator
wypelniliémy materialem o przenikalnosci

elektrycznej 100. Przeanalizujmy, co do tego
doprowadzito. .. Najbardziej ogblnie mozna stwierdzié,
ze sprawil to rezonans w ukladzie LC. Czyli pojawienie

i Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1747. Pokazaé, ze istnieje zbior ztozony z 2023 liczb
catkowitych, z ktoérych zadna nie jest dzielnikiem innej,
oraz dla dowolnych trzech réznych liczb a,b, ¢ z tego
zbioru zachodza podzielnosci

al|bc, b|ca oraz c| ab.

Rozwigzanie na str. 14

M 1748. Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i ktamcy.
Rycerz zawsze méwi prawde, a klamca zawsze ktamie.
Pewnego dnia 30 mieszkancéw wyspy usiadto przy
okraglym stole. Kazdy z nich widzial wszystkich

za wyjatkiem siebie i obu swoich sasiadéw. Kazdy

z siedzacych przy stole wypowiedzial zdanie: ,,Wszyscy,
ktérych widze, sa ktamcami”. Tlu ktamcoéw siedziato
przy stole?

Rozwiazanie na str. 14

M 1749. Punkt P wewnatrz wieloScianu wypuktego
nazwiemy punktem osiowym tego wieloscianu, jesli
kazda prosta przechodzaca przez P zawiera doktadnie
0 lub 2 wierzchotki tego wielo$cianu. Wyznaczy¢
najwieksza mozliwa liczbe punktéw osiowych, jaka moze
mieé¢ wielo$cian wypuktly.

Rozwigzanie na str. 1
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sie indukcyjnosci w uktadzie pomiarowym zmienito
wyniki pomiaréw kondensatora pustego i petnego

(dla wybranej pulsacji). Pusta komérka data

w pomiarze dodatnia pojemnosé (Cp = 1,11 nF),

a komorka napelniona dielektrykiem dala w pomiarze
pojemnosé¢ ujemna (Crgo = —11,1nF). W przypadku
kondensatora pustego analizator impedancji rejestrowalt
ujemne przesuniecie fazowe napiecia w stosunku

do pradu (—=n/2). Stad zostala zmierzona dodatnia
pojemno$é pustego kondensatora. Natomiast

w komérce z dielektrykiem mieliSmy przesuniecie
dodatnie (7/2). I to dalo ujemny wynik pomiaru
pojemnoéci kondensatora z dielektrykiem. Otrzymanie
w pomiarze ujemnej przenikalnosci elektrycznej

nie oznacza, ze ten dielektryk, ktéry umiescilismy

w kondensatorze, ma ujemna przenikalnosé. Taki
wynik spowodowany jest rezonansem, ktéry pojawit
si¢ w badanym ukladzie dla czestotliwosci zblizonej do
czestotliwodci pomiarowych. Wiktor Wiesietago, ktéry
badal wlasnosci elektryczne i magnetyczne réznych
materialéw, zauwazy! ten efekt, i to dato impuls do
teoretycznych rozwazan dotyczacych metamaterialéw —
materialéw, ktore wykorzystywalyby zjawiska bliskie
rezonansom. Podobny efekt mozna zaobserwowac

w przypadku przenikalnosci magnetycznej osrodka.

O tym, ze mozemy zmierzy¢ ujemna przenikalnosé
magnetyczna osrodka, opowiemy w nastepnej czesci.

N S N S SN
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1073. Spektrum elektromagnetycznego
promieniowania Stonca odpowiada promieniowaniu
ciala doskonale czarnego o temperaturze T = 5772 K.
Mierzony w poblizu Ziemi strumiert mocy
promieniowanej przez Storice, tzw. stala sloneczna,

Is = 1361 W/m?, odlegtoéé¢ Ziemi od Stonca

R =1,50-10" m, czas obiegu Ziemi wokét Stonca

to = 3,16 - 107 s. Ile wynosi gestoéé, pg, materii
Storica? Stala grawitacyjna G' = 6,67 - 1071 Nm? /kg?,
a stala Stefana-Boltzmanna o = 5,67 - 1078 W/(m?K?).
Rozwiazanie na str. 6

F 1074. Mierzony w poblizu Ziemi strumienn mocy
promieniowanej przez Stonice, tzw. stata sloneczna,

ls = 1361 W/m?2. Zrédlem tej energii sa zachodzace
wewnatrz Stonca reakcje termojadrowe. W organizmach
zywych zréodlem energii sg reakcje chemiczne. Oszacuj,
gdzie produkowana jest wicksza moc w stosunku

do masy obiektu: w Storicu czy w organizmie
czltowieka? Przydatne dane liczbowe: odleglosé
Slonice—Ziemia R = 1,50 - 10'! m, masa Stloiica

Mg = 1,99 - 103 kg, $rednia masa czlowieka

m. = 75kg (tak przyjal konstruktor windy w domu
Autora), temperatura ciala czlowieka T, = 310K,
stala Stefana-Boltzmanna o = 5,67 - 1078 W/(m?K*?),
gestoéé wody p,, = 10% kg/m?>.

Rozwiazanie na str. 5



Najjasniejsze wybuchy we Wszechswiecie

Czy zastanawiales sie kiedy$, jakie eksplozje

w obserwowalnym Wszech$wiecie sa najjasniejsze

i co je powoduje? OdpowiedZ na druga czesé pytania
zwiazana jest z pewnymi interesujacymi zjawiskami
zachodzacymi w cyklu zycia niektérych gwiazd. Zanim
jednak przejdziemy do szczegdtéw tych zdarzen,
wyjasnijmy najpierw, jakie eksplozje astrofizycy uznaja
za najjasniejsze. Ot6z najjasniejszym zdarzeniem po
Wielkim Wybuchu, czy tez cata rodzina zdarzen, sa
rozblyski promieniowania gamma (gamma-ray bursts,
GRBs). Okreslenie ,najjasniejszy” w astrofizyce to
czesto synonim najbardziej energetycznego, czyli
wyzwalajacego najwiecej energii. Tak wiec GRBs sa
najbardziej energetycznymi zdarzeniami obserwowanymi
po narodzinach Wszechswiata. Podczas wybuchu
uwalniaja one energie o wartosci do okoto 10°3 erg/s.
lerg = 10-7J. Dla poréwnania, nasze Slonice emituje energie

rzedu 1033 erg/s. Zatem GRB emituje do 100 trylionéw razy wigcej
energii niz Storice, i to w czasie rzedu kilku—kilkudziesigciu minut.

Emituja one w bardzo kréotkim czasie prawie taka
samg energie jak supernowa, spowodowana kolapsem

i eksplozja masywnej gwiazdy, ktéra zwykle trwa
tygodnie. Czym wiec sa rozblyski promieniowania
gamma? Sa to intensywne blyski promieniowania

z odlegloéci kosmologicznych (spoza naszej Galaktyki)
obserwowane w pasmie promieniowania gamma widma
elektromagnetycznego.

Za odkryciem rozblyskéw promieniowania gamma

stoi niezwykle ciekawa historia. W kulminacyjnym
momencie zimnej wojny, w latach 60. XX wieku, Stany
Zjednoczone wystrzelily satelity w celu wykrycia
wysokoenergetycznych fotonéw pochodzacych z testéw
broni jadrowej. Oczywiscie misja ta byta tajna. Satelity
mialy na celu zweryfikowanie przestrzegania przez

inne kraje podpisanego w roku 1963 Uktadu o zakazie
préb broni nuklearnej w atmosferze, w przestrzeni
kosmicznej i pod wodg (Treaty Banning Nuclear Weapon
Tests in the Atmosphere, in Outer Space and Under
Water). Satelity Vela, nazwane tak od hiszpariskiego
czasownika ,velar” — obserwowaé, wyposazone

byly w detektory promieniowania rentgenowskiego,
gamma oraz neutronowe. Detektory promieniowania
rentgenowskiego mialy za zadanie bezposrednie wykrycie
btysku pochodzacego z wybuchu jadrowego. Dwa
pozostate detektory miaty zapewnié dalsze potwierdzenie
sygnatury zdarzenia jadrowego. Jednak w 1967 roku
wyslane przez Amerykandw satelity znalazty co§ zupelnie
nieoczekiwanego. Vela 3 i 4 zaobserwowaly krétkie
btyski promieniowania gamma, ktére wydawaty sie
pochodzié nie z Ziemi, ale z przestrzeni kosmicznej.
Przez szes¢ lat detekcje te byly utajnione i dopiero

w latach 1972-1973 naukowcy z Los Alamos mieli
mozliwo$¢ przeanalizowania sygnaléw zarejestrowanych
przez satelity Vela. Badacze doszli do wniosku, ze
zaobserwowane rozbtyski promieniowania gamma sa
rzeczywiscie ,pochodzenia kosmicznego”. Publikacja
dotyczaca 16 blyskéw obserwowanych przez satelity Vela
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Bestin JAMES

Centrum Fizyki Teoretycznej PAN

5a,b i Vela 6a,b pomiedzy lipcem 1969 a lipcem 1972
ukazala sie w czasopiSmie ,,Astrophysical Journal”

w 1973 roku. Wtedy tez nadano tym zjawiskom nazwe
gamma-ray bursts.

Klebesadel, Strong i Olson, Observations of Gamma-Ray Bursts of
Cosmic Origin, ApJ, vol. 182, 1973.

Po dokonaniu odkrycia astrofizycy przez pewien

czas zastanawiali si¢ nad pochodzeniem takich
wybuchéw promieniowania gamma. C6z moze zasilié
tak wysokoenergetyczny wybuch? Debatowano nad
mozliwym pochodzeniem tych zjawisk z wnetrza naszego
wlasnego Ukladu Stonecznego, z Drogi Mlecznej lub
spoza niej.

Jedna z wartych odnotowania wielkich debat (Great Debates in
Astronomy) dotyczacych GRB odbyta si¢ 22 kwietnia 1995 roku.
Celem tej debaty bylo zrozumienie pochodzenia blyskéw gamma

— ustalenie, czy pochodzg z naszej Galaktyki, czy tez z odleglego
Wszechs$wiata. Debate pomiedzy Donaldem Lambem, zwolennikiem
pochodzenia galaktycznego, i Bohdanem Paczyniskim, zwolennikiem
pochodzenia pozagalaktycznego, prowadzil Martin Rees.

Dopiero w roku 1997 obserwacyjnie potwierdzono,

ze rozblyski promieniowania gamma sg rzeczywiscie
pochodzenia pozagalaktycznego. Odkrycie to bylo
zdumiewajace ze wzgledu na fakt, ze aby wyttumaczyé
obserwowana przez detektory promieniowania gamma
jasnosé, zrodla te musiatyby by¢ niezwykle energetyczne.
Skale energetyczne wytwarzane podczas rozbtysku
gamma przekraczaly wyobraznie naukowcdow.

Zanim jednak zagltebimy si¢ w mechanizmy stojace

za tak niezwyklym wydarzeniem, zatrzymajmy sie

na chwile, aby opisa¢ dwie ogdlne klasy rozbtyskow
promieniowania gamma. Dzielimy je na krotkie

i dtugie, ze wzgledu na czas, w jakim sa obserwowane
w detektorach. Te pierwsze trwaja od kilku milisekund
do 2 sekund, a te drugie zazwyczaj do kilku minut.

Rozbtysk pierwszego typu, czyli krotki, jest skutkiem
zlania si¢ dwéch gwiazd neutronowych lub gwiazdy
neutronowej i czarnej dziury. Gwiazdy neutronowe

i czarne dziury sa bardzo egzotycznymi obiektami
astrofizycznymi, wymagajacymi dluzszego oméwienia
dla zrozumienia ich natury. Obiekty te stanowia
ostatnie stadium zycia duzych gwiazd o masie powyzej
pewnego progu. Gwiazda neutronowa powstaje w wyniku
zapadniecia si¢ jadra gwiazdy zwanej nadolbrzymem.
Jest najgestszym znanym obiektem gwiazdowym we
Wszechéwiecie (nie liczac czarnych dziur). Czarna
dziura réwniez powstaje w wyniku zapadniecia si¢
jadra gwiazdy. Czasoprzestrzen w jej poblizu jest tak
silnie zakrzywiona, ze nawet Swiatto nie jest w stanie
uciec z obszaru wewnatrz tzw. horyzontu zdarzen,
czyli powierzchni otaczajacej czarna dziure. Niedawna
nieoczekiwana obserwacja potwierdzita spekulacje, ze
kroétkie rozblyski gamma sa rzeczywiscie zasilane przez
polaczenie sie dwéch gwiazd neutronowych. Chodzi

o stynng detekcje promieniowania grawitacyjnego
GW170817, ktora miala miejsce 17 sierpnia 2017 roku.
Zrédlem promieniowania bylo wlasnie polaczenie dwéch
gwiazd neutronowych, w wyniku ktérego powstalta



czarna dziura. Sygnalowi promieniowania grawitacyjnego
towarzyszyl krétki btysk promieniowania gamma, ktéry
szczesliwie udato sie zarejestrowad.

O detekeji GW170817 pisal Michal Bejger w Ai;

Za przyczyne powstawania rozblyskéow gamma drugiego
typu, czyli dlugich, uwazane jest zapadanie sie jadra
bardzo masywnej gwiazdy (o masie powyzej 20 mas
Stonica). W wyniku zapadniecia si¢ jadra powstaje
gwiazda neutronowa lub czarna dziura, a gwaltowne
odrzucenie zewnetrznych warstw gwiazdy nazywane jest
wybuchem supernowe;j.

Rozblyski gamma sa obserwowane jako relatywistyczne
dzety skierowane wzdluz kierunku obserwacji z Ziemi.
Relatywistyczne dzety sa wiazkami promieniowania

i zjonizowanych czastek pedzacych z predkoscia bliska
predkosci swiatla. Wiemy juz, ze rozblyski gamma
towarzysza zapadaniu sie masywnych gwiazd albo
zlewaniu sie dwéch gwiazd neutronowych. Ale jaki

jest mechanizm generowania tak wielkich energii,
nieobserwowanych nigdzie indziej we Wszechs$wiecie?
Zeby lepiej to zrozumieé, skupimy sie na tym, co dzieje
sie w samym centrum, kiedy zachodzi jeden z tych dwéch
proceséw.

Na przyktad w przypadku dtugich rozblyskéw gamma,
kiedy szybko rotujaca gwiazda zapada sie do czarnej
dziury, materia w poblizu jadra opada w kierunku
centrum i wirujac, tworzy gesty dysk akrecyjny. Akrecja
jest zjawiskiem towarzyszacym opadaniu materii na
masywny centralny obiekt. Zasada zachowania momentu
pedu powoduje, ze materia, ktora poczatkowo krazyta
wokot jadra, nie moze spasé na nie bezposrednio,

tylko wiruje z coraz wigeksza predkoscia w miare
zblizania sie do osi obrotu. Materia w ekstremalnych
warunkach i wysokich temperaturach, jakie towarzysza
tym zjawiskom, jest zwykle zjonizowana. Wirujace
zjonizowane czastki sa z kolei Zzrédlem poteznych pél
magnetycznych. W konsekwencji sity elektromagnetyczne
zaczynaja odgrywac istotna role obok silnych pél
grawitacyjnych i innych zjawisk mechanicznych.

Proces akrecji sprowadza materie do czarnej dziury
poprzez wytracanie momentu pedu w wyniku réznych
mechanizméw, takich jak zjawisko lepkosci i réznych
rodzajéw niestabilnosci plazmy. Materia unosi ze soba
réwniez strumien pola magnetycznego, co prowadzi do
powstawania silnego strumienia pola magnetycznego

w poblizu horyzontu czarnej dziury. Strumien ten
przyczynia sie do rozpedzania i skupiania wiazki

natadowanych relatywistycznych czastek tworzacych dzet.

Promieniowanie gamma jest wytwarzane w tych dzetach
w wyniku réznych proceséw, takich jak promieniowanie
synchrotronowe i odwrotne rozpraszanie Comptona.
Dokladny opis tych proceséw jest ciagle przedmiotem
aktywnych badan i wymaga lepszego zrozumienia.

W obszarze odpowiedzialnym za powstawanie kréotkiego
rozblysku gamma zachodza podobne zjawiska. Kiedy
dwie gwiazdy neutronowe zlewaja sie, tworzac czarna
dziure, cze$¢ materii, oderwana przez sity ptywowe,
pozostaje poza czarna dziura i tworzy dysk akrecyjny.
W tym wypadku pole magnetyczne réwniez odgrywa
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kluczowa role. Mechanizm moze tutaj by¢ podobny

do tego opisanego w przypadku dtugich rozbtyskow
gamma, poniewaz proces akrecji odgrywa tu role
pierwszoplanowa. Wzajemne oddziatywanie centralnego
rejonu akrecji i tworzacych si¢ relatywistycznych

dzetéw réwniez w tym przypadku jest aktualnie
przedmiotem aktywnych badan. Wielu astrofizykéw
pracuje intensywnie nad analitycznymi i numerycznymi
modelami majacymi na celu lepsze opisanie i zrozumienie
mechanizméw stojacych za rozbtyskami gamma.

Innym ciekawym zjawiskiem wartym wspomnienia

w kontekscie rozblyskéw gamma jest kilonowa. Jest
czesto uwazana za protoplaste krétkich rozbtyskéw
gamma, w ktérych tacza sie dwie gwiazdy neutronowe
lub gwiazda neutronowa i czarna dziura. Uwaza sie,

ze takie procesy sa zdominowane przez tzw. proces r
(skrét oznacza zjawisko wychwytu szybkich neutronéw,
rapid neutron captures process). Panuje przekonanie, ze
nukleosynteza w postaci procesu r jest odpowiedzialna
za tworzenie okoto potowy jader atomowych ciezszych
od zelaza. Zjawisko to polega na szeregu nastepujacych
po sobie przechwytow szybkich neutronéw przez coraz
ciezsze jadra atomowe. Typowo proces zaczyna si¢

od jadra zelaza. Zelazo i wszystkie lzejsze pierwiastki
moga powstawaé w jadrach zwyklych gwiazd w wyniku
reakcji syntezy termojadrowej. W tych reakcjach nie
moga powstacé jednak ciezsze pierwiastki. Dlatego
zjawiska takie jak kilonowa sa kluczowe dla powstawania
ciezszych pierwiastkéw, jak kobalt, miedz i cynk, ktére
sg niezbedne dla istnienia zycia, a takze do tworzenia
drogocennych metali, np. ztota.

Jako ludzie od niepamietnych czaséw zawsze szukamy
coraz glebszego zrozumienia Wszech$wiata. Nasze
poszukiwanie wiedzy i ciezka praca wielu pokolen
pomogly lepiej zrozumie¢ tak egzotyczne procesy, jak
rozblyski gamma, cykle zycia gwiazd czy, w wigkszej
skali, histori¢ calego Wszechswiata. Dzigki temu
wiemy, ze Ty i ja istniejemy, poniewaz jakies gwiazdy
uformowaly sie i eksplodowaly miliardy lat temu,

i jesteémy dostownie zbudowani z gwiezdnego pytu. To
zrozumienie napelnia nas jednoczesnie pokora i duma!
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Rozwigzanie zadania M 1747.
Niech p1,p2, ..., p2023 beda réznymi
liczbami pierwszymi. Woéwczas zbior
{a1,az2,...,a2023}, gdzie

1
a; = — - P1P2 ... P2023
DPi

spetnia warunki zadania.
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Rozwigzanie zadania M 1748.
Zauwazmy, ze gdyby przy stole siedzieli
sami klamcy, nikt z nich nie mégltby
powiedzieé: ,,Wszyscy, ktérych widze, sa
klamcami”, poniewaz bylaby to prawda.
Zatem przy stole siedzi przynajmniej
jeden rycerz, nazwijmy go Ahmed. Skoro
jest on prawdoméwny, to wszystkich

27 o0séb, ktore widzi, jest klamcami.
Gdyby jego obaj sasiedzi byli ktamcami,
to méwiliby prawde, deklarujac, ze widza
samych klamcéw — co jest niemozliwe.
Zatem jeden z sgsiadéw Ahmeda réwniez
jest rycerzem. Kazda inna osoba siedzaca
przy stole poza tymi dwoma rycerzami

j widziana przez Ahmeda lub jego
sgsiada rycerza, wiec musi by¢ ktamcay.
Nietrudno sie réwniez przekonad, ze
konfiguracja, w ktorej wystepuje tylko
dwoch siedzacych obok siebie rycerzy,
faktycznie spelnia warunki zadania.

Regula znakéw Kartezjusza
Michat TARNOWSKI

Pierwiastki wielomianéw sa troche jak Bég w jednym z cytatéw Einsteina:
wyrafinowane, ale nie zlosliwe. Z jednej strony w ogélnosci nie ma na nie
wjawnych wzoréw”, ale z drugiej wiadomo, ze te pierwiastki zawsze istnieja,
przynajmniej jesli rozszerzymy poszukiwania do liczb zespolonych.

W tym artykule ograniczymy poszukiwania do pierwiastkéw rzeczywistych,
co bardziej odpowiada szkolnym realiom. Czasem nieskomplikowane reguly
pozwalaja czegos$ sie o nich dowiedzieé¢. Najprostsze z tych kryteriow sa tak
intuicyjne, ze nie majg swojej nazwy. Przedstawimy teraz dwa z nich.

Wykluczanie pdélprostej

Jesli wszystkie niezerowe wspotczynniki wielomianu sa tego samego znaku

(np. 2° + 2z + 1 lub —2°® — 22 — 3), to prézno oczekiwaé rozwiazan dodatnich,
bo dodatnie argumenty prowadza do wartosci o znaku takim, jaki maja
wspolczynniki wielomianu. Mozna powiedzieé, ze daje to nam warunek
wystarczajacy braku pierwiastkéw dodatnich. Nasuwa sie pytanie: czy jest on
réwniez konieczny? OdpowiedZ brzmi: nie; kontrprzykladem jest tu choéby

2?2 — 22 +2 = (v — 1)? + 1, pozbawiony jakichkolwiek pierwiastkéw rzeczywistych.
Jednoczednie, jesli wielomian ma tyle pierwiastkéw ujemnych, ile wynosi jego
stopien, to jego wspdlczynniki sa jednakowego znaku, co wynika wprost ze
wzordéw Viete’a.

Podobne rozumowanie pozwala czasem wykluczy¢ pierwiastki ujemne, bo sa

to dodatnie pierwiastki lustrzanego odbicia wielomianu wzgledem osi pionowej:
f(—x). Przykladowo funkcja f(x) = 28 — z + 1 nie ma ujemnych miejsc zerowych,
bo dla ujemnych argumentéw przyjmuje dodatnie wartosci.

Gwarancje istnienia na polprostej

Dla wielomianu f(x) = a,a™ + - - - + a12 + ap wyraz wolny ag to inaczej jego
wartos¢ w zerze, za to wspolczynnik wiodacy a, moéwi co$ o granicy tej funkcji
w nieskoniczonodci: sgn a,, = sgnlim,_,, f(z). Dlatego jesli znaki skrajnych
wspbélezynnikéw sa przeciwne (aga, < 0), to wielomian gdzie$ na polprostej
dodatniej musi mie¢ miejsce zerowe — zgodnie z twierdzeniem Darboux

o przyjmowaniu wszystkich wartosci posrednich przez funkcje ciggla.

7 przedstawionych wyzej kryteriow mozna wywnioskowaé na przyktad, ze
wielomian 7 + z — 2 nie ma pierwiastkéw ujemnych, za to musi mie¢ co najmniej
jeden dodatni.

Czy to koniec listy heurystyk? Czy znaki wspélczynnikow moga mieé jeszcze
jakis inny uklad, ktory wyklucza pierwiastki z ktorej$ péliprostej lub przeciwnie
— gwarantuje jakie$ pierwiastki na niej? Tu na scene wkracza tytulowa regufa
znakow przypisywana Kartezjuszowi — mimo ze pierwszy dowdd jej poprawnosci
moze pochodzi¢ dopiero od pézniejszych matematykéw. Reguta znakow
Kartezjusza (RZK) wiaze ze soba dwie proste wielkosci:

e p, czyli liczbe dodatnich pierwiastkéw niezerowego wielomianu, liczac ich
krotnosci,

e s, czyli liczbe zmian znakow przy jego niezerowych cztonach,
uporzadkowanych ,standardowo”, wedtug malejacych poteg.

RZK orzeka, ze réznica s — p jest nieujemna i parzysta.
Widaé, ze wynikaja z niej wczesniej omawiane kryteria:

¢ jednakowe znaki przy wszystkich niezerowych czlonach, czyli s = 0, daja p <0,
czyli p = 0 — brak pierwiastkéw dodatnich;

o jesli wspélezynnik wiodacy i wyraz wolny maja przeciwne znaki (aga, < 0),
to liczba s jest nieparzysta, a zatem p réwniez musi takie by¢ i wynosi co
najmniej jeden.
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Rys. 1. Ilustracja do twierdzenia Rolle’a.
Miedzy miejscami zerowymi funkcji
rézniczkowalnej (punkty a i b) znajduje
si¢ miejsce zerowe jej pochodnej

(punkt ¢). Mozna je scharakteryzowaé
jako ekstremum lokalne, ktérego istnienie
gwarantuje twierdzenie Weierstrassa.
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Rys. 2. Przykltad dzialania metody
bisekcji dla ciagtej funkcji f(z)
przyjmujgcej wartosci réznych znakéw na
kraricach przedziatu (2, 3). Jako pierwszy
wyraz iteracji bierzemy Srodek przedziatu.
Poniewaz f(2,5) < 0, zgodnie z wlasnoScig
Darboux funkcji cigglych miejsce zerowe
istnieje w przedziale (2,5, 3) — i jako
drugi wyraz bierzemy srodek tego
przedziatu. Procedur¢ powtarzamy, majac
gwarancje, ze n-ty wyraz tak uzyskanego
ciagu przyblizen jest odlegly od miejsca
zerowego o nie wigcej niz 27"

Pozostaje przejé¢ do dowodu ogdlnego twierdzenia; mowiac matematycznym
zargonem: jest on elementarny, ale nietrywialny.

Rozpoczniemy od uzasadnienia, ze s — p jest liczba parzysta. Mozliwe sa dwa
przypadki: wyrazy wiodacy i wolny maja albo takie same znaki (a,aq > 0),
albo przeciwne (anag < 0). W pierwszym wypadku s i p sa oba parzyste (druga
parzystos¢ wynika z tego, ze wartoéci wielomianu w 0 i w granicy oo maja

ten sam znak). Analogicznie, w drugim przypadku obie wielkosci musza byé
nieparzyste. Obie ewentualnosci daja parzysta warto$¢ réznicy s — p.

Pozostaje udowodnié, ze s — p > 0. Ta cze$¢ dowodu korzysta z kilku elementéw:
wlasnosci pochodnych wielomianéw, z indukcji, z twierdzenia Rolle’a oraz

z czeSci pierwszej. Poréwnanie wielkosci s i p jest posrednie, przez analogiczne
parametry wielomianu pochodnego: s’,p’.

(i) Rézniczkowanie wielomianu nie zmienia znaku wspoélczynnikéw, liczac od
tego przy najwyzszej potedze: (apz®)’ = kapax*~1 k > 0. W ten sposéb
na pewno nie powstanie zadna nowa zmiana znaku. Moze si¢ co najwyzej
zdarzy¢, ze jedna ze zmian znaku wiazata sie z wyrazem wolnym, ktéry
znika przy rézniczkowaniu; zatem s > s’

(ii) Dowodzona nier6wnosé s > p w trywialny sposob zachodzi dla wielomianéw
stopnia 0 (tzn. stalych), wtedy s = p = 0. Dlatego aby udowodnié, ze
nieré6wnoéé¢ zachodzi w ogdlnosci, wystarczy pokazaé¢ krok indukcyjny —
czyli ze nieréwno$é dla ustalonego stopnia n wynika z nieréwnosci dla
nizszych stopni. Poniewaz rézniczkowanie zmniejsza stopien wielomianu
o 1, z zalozenia indukcyjnego mamy s’ > p'.

(iii) Zgodnie z twierdzeniem Rolle’a (rys. 1) pomiedzy pierwiastkami
wielomianu muszg sie znajdowac pierwiastki jego pochodnej. Odpowiednich
przedzialow jest o jeden mniej niz pierwiastkéw f, ktorymi te przedzialy sa
rozdzielone i otoczone; w takim razie p’ > p — 1.

Te trzy spostrzezenia pozwalajg ulozyé cigg nieréwnosci: s > s’ > p’ > p— 1.
Prowadzi to do wniosku, ze s —p > —1, a udowodniona wczesniej parzystosé
tej réznicy pozwala poprawié¢ te nieréwnosé: s — p > 0. Krok indukcyjny zostat
wykazany, a razem z nim ogolne twierdzenie. (I

Oczywiscie reguta Kartezjusza pozwala tez powiedzie¢ co$ o liczbie pierwiastkdw
ujemnych — wystarczy rozwazaé wielomian z odwréconym znakiem argumentu,
f(=z). Dalsze zmiany wspdélrzednych pozwalaja tez powiedzieé¢ co$ o liczbie
miejsc zerowych w dowolnie ustalonym przedziale — takie uogdlnienie bywa
nazywane twierdzeniem Budana lub Fouriera.

Dla przyktadu rozwazmy wielomian p(z) = z3 — 52 + 1. Zgodnie z regula
Kartezjusza ma on 0 lub 2 dodatnie pierwiastki. Przyjrzyjmy sie wielomianowi

3y +2
ay) = (y+ 1% 222) = 13y° + 1792 + 4y — 1.
y+1
Funkcja ¢(y) = Syy:f =3- ﬁ_l jest rosnaca na poéiprostej dodatniej,

z czego wynika, ze kazdemu dodatniemu pierwiastkowi y* wielomianu ¢(y)
odpowiada jednoznacznie pierwiastek x* = p(y*) wielomianu p(z), nalezacy
do przedziatu ((0), ¢(00)) = (2,3). Zgodnie z RZK wielomian ¢(y) ma
dokladnie jeden dodatni pierwiastek, zatem wielomian p(z) ma dokladnie
jeden pierwiastek w przedziale (2, 3). Mozna powiedzieé, ze pierwiastek ten
zostal wyizolowany i, gdybyémy chcieli, mogliby$my go dalej numerycznie
przyblizy¢ z dowolna doktadnoscia, korzystajac na przyklad z metody bisekcji
(rys. 2). Tego typu analize mozna przeprowadzi¢ w sposéb systematyczny,
tak aby wyizolowaé wszystkie rzeczywiste pierwiastki zadanego wielomianu,
tzn. wyznaczy¢ roztaczne odcinki, z ktorych kazdy zawiera dokladnie jeden
pierwiastek, i jednoczesnie mie¢ pewnos¢, ze poza wyznaczonymi odcinkami
tych rzeczywistych pierwiastkéw nie ma. Na takim podejéciu opieraja sie
na przyklad metody VAG (Vincenta—Alesiny—Galuzziego, 2000) i VAS
(Vincenta—Akritasa—Strzebonskiego, 2005). Regula znakéw Kartezjusza jest
zatem czyms wiecej niz tylko historyczna ciekawostka.
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https://www.youtube.com/watch?v=PLjRvX_RMpw
http://www.pkoprowski.eu/lcm/lcm.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=WLRcPB1I8SM

Zycle na
ZY \ A 146

To, co najwazniejsze

Napisatam juz ponad sto felietonéw dla Delty pod wspélnym hastem ,,Zycie

na zywo”. Zatem moze nadszedl juz czas, aby podzieli¢ si¢ z Czytelnikami
pytaniem: Czym jest zycie? i poszukiwaniem odpowiedzi na nie. Wielu uwaza
definicje za oczywista, a tymczasem — ile oséb, tyle definicji, bo nie da si¢ opisaé
istoty zycia w jednym zdaniu. Latwiej zdecydowaé, czy cos jest zywe, czy nie;
trudniej — czym jest zycie. Oczywiscie powstalo na ten temat wiele ksiazek

i ksiag, a krotkie ich podsumowanie nie jest mozliwe. Klasyczna pozycja, znana
kazdemu fizykowi, jest ksiazeczka (mala, choé¢ autor wielki) Erwina Schrodingera
»~What is Life” (1944).

Zyciem zajmuja sie biologowie, lekarze, rolnicy, weterynarze. .. Kazdemu z nich
w definicji zycia inna jego cecha wyda si¢ najwazniejsza. I chyba jest oczywiste,
ze w poszukiwanej wspolnej definicji znajdzie sie wiele czynnikéw i warunkdw,

wszystkie jednak musza by¢ spelnione, aby co$ nazwaé¢ zywym.

Definicja zycia okazuje sie nieodzowna w kontekscie rozwazania mozliwych
jego $ladéw poza Ziemia. Poza zielonymi ludzikami, ktérych na pewno nie ma
w naszym uktadzie planetarnym, moze w nim jednak odkryjemy — tam, gdzie
jest woda — jakie$ prostsze od ludzikéw formy. NASA proponuje zatem krétka
definicje: Zycie jest samopodtrzymujgcym sie systemem zdolnym do
ewolucji darwinowskiej.

Zywe jest zorganizowane. Na przyklad w formie komérkowej — moze byé
jednokomorkowe lub tez wielokomoérkowe. Wewnatrz komérki istnieja
zorganizowane struktury (blony, organelle, kanalty, komoérkowy szkielet),

ktore wspoldziataja w realizacji zycia. W wielokomérkowych organizmach
podobne komérki tacza sie w tkanki. Komérkowa strukture zycia odkryt
Antoni van Leeuwenhoek, opisujac obserwowane pod mikroskopem (XVIII w.)
plemniki, pierwotniaki, erytrocyty itp.

To, co zywe, reaguje na czynniki srodowiskowe. Zywe utrzymuje i reguluje
swoje wewnetrzne $rodowisko (temperatura, stezenie substancji), nawet zyjac
w roznych warunkach zewnetrznych. Zdolno$é ta nazywa sie homeostaza.

W poszukiwaniach istoty zycia sformulowano teorie vis vitalis, sity zycia, ktérej
konsekwencjg byla hipoteza samorddztwa, ostatecznie obalona do$wiadczalnie
przez Louisa Pasteura w koncu XIX wieku. Po tych do$wiadczeniach

poczatek XX wieku przynidst odkrycie biologicznych tworéw ,,przesaczalnych”
i niewidocznych w mikroskopie optycznym — wiruséw, ktore do dzis stanowia
nomenklaturowa zagadke: czy sa zywe, czy tez nie. Odpowiedz na to pytanie
zalezy wlasnie od samej definicji zycia.

To, co zywe, powinno sie powielaé¢, mnozy¢, dawaé
poczatek identycznemu potomstwu. W organizmie
wielokomoérkowym rosnie liczba i wielko$¢ komérek
(zaczynaliSmy sie od jednej komoérki). W znanej
nam formie zycia ziemskiego procesy te przebiegaja
z uczestnictwem kwaséw nukleinowych — DNA i/lub
RNA. Jednak dokladne powtérzenie rodzicielskiego
wzorca uniemozliwitoby powstanie w historii zycia
na Ziemi wielu obserwowalnych form zycia. To, co
zywe, powinno zatem mnozy¢ sie z dopuszczeniem
rzadkich przypadkéw zmiennosci, rodzac i utrwalajac

mutacje korzystne dla przetrwania kolejnych pokolen.

To zjawisko, ewolucje biologiczna, odkryt i opisat
u schytku XIX wieku Karol Darwin.

W tym, co zywe, zachodza procesy metaboliczne:
reakcje syntezy i rozpadu substancji koniecznych do
wzrostu. Metabolizm oznacza istnienie w organizmie
uznawanym za zywy katalizatorow takich reakcji,
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enzymoéw (biatek). Metabolizm jest zrédlem energii,
lezy u podstaw ruchu w organizmie w skali mikro
i makro.

Od 50 lat czlowiek (niewatpliwie zywy organizm)
powoluje ,,do zycia” nieznane w przyrodzie twory —
organoidy, ksenoboty. Pytany o ksenoboty ChatGPT
nazwal je zywymi organizmami. Chyba nie doczytal sie
pelnego katalogu ich mozliwosci.

Jak juz uzgodnimy, czym jest zycie, to warto zajrzeé
do prac, czesto autorstwa wybitnych uczonych,
poswieconych kolejnemu pytaniu: Jak powstato zycie?
Rozwazat to Aleksandr Oparin w poczatkach XX wieku,
a wspolczesnie tematem zajmuje sie na przyktad badacz,
noblista Jack Szostak. Na razie jednak jestesmy skazani
na wiele niesprawdzalnych hipotez. . .

Magdalena FIKUS (magda.fikus@gmail.com)



Co laczy zarloczng koze i calki zespolone?

* Doktorant, Uniwersytet Pedagogiczny
w Krakowie

Jerzy PRYGA*

Aby odpowiedzie¢ na pytanie zawarte w tytule, nalezy zaczaé¢ od wyobrazenia
sobie kozy wewnatrz okraglego, ogrodzonego pastwiska. Zwierze jest bardzo
gtodne i zje kazde zdzblo trawy, do ktorego dosiegnie. My nie chcemy jednak,
zeby kézka zbytnio sie przejadla ani aby calkowicie ogolocila nasz trawnik,
dlatego przywiazujemy ja sznurkiem do plotu w taki sposob, aby mogta pasc
sie jedynie na pewnej czeéci pastwiska. Pojawia sie pytanie: jak dobraé¢ dlugosé
sznurka, aby cze$¢ ta stanowila dokladnie polowe powierzchni dziatki? Pytanie
z pozoru proste, a jednak do niedawna nie istniala na nie doktadna, wedtug
matematycznych standardéow, odpowiedz.

Narodziny legendy

Problem ten okreslany jest najczesciej zadaniem z kozg
badz geometrycznym problemem kozy, ale wystepuje
réwniez pod innymi podobnymi nazwami. Obejmuje
on zazwyczaj rézne warianty tego zagadnienia,

ktore mozna podzieli¢ na dwie gléwne kategorie:
problem zewnetrzny — zwierze znajduje sie poza
pastwiskiem, i problem wewnetrzny — ze zwierzeciem
wewnatrz pastwiska. Za poczatek tej niezwyklej
historii w dziejach matematyki uznawane jest ukazanie
sie¢ w 1748 roku w czasopiSmie The Ladies’ Diary:

Or, Woman’s Almanack pytania o pole, na jakim
bedzie mégl padé si¢ konr uwiazany od zewnetrznej
strony okregu [4]. Przypadek ze zwierzeciem w $rodku,
jednoczesnie trudniejszy i ciekawszy (zob. [6]), pojawil
sie dopiero w 1894 roku w pierwszym wydaniu
American Mathematical Monthly. Mimo ze obecnie
najbardziej znanym zwierzeciem wystepujacym

w tym problemie jest koza, jako kanon przyjela sie
ona dopiero w latach 60. XX wieku. Zawitala tez na
tamy Delty w artykule Atraktor i koza, Ag,. Powody
przewagi popularnoéci kozy nad innymi zwierzetami
gospodarskimi sa nadal niejasne.

Pomimo swej dtugiej historii rozwiazanie tego
problemu jawnym wzorem ukazalo si¢ dopiero

w 2020 roku w artykule Ingo Ullischa [5], obecnie
pracujacego na uniwersytecie w chiniskim miescie
Chongqing. Rozwiazanie to jest na tyle ciekawe

i zaskakujaco sprytne, a zarazem proste, ze warto mu
sig blizej przyjrzeé.

Problem dlugosci sznurka

Nasza, poszukiwana wielko$cia jest dlugo$é¢ postronka,
ktorym przywiazujemy koze do plotu. Klasyczne

i najbardziej intuicyjne podejscia do tego problemu
prowadza do réwnan przestepnych, czyli niebedacych
réwnaniami liniowymi, kwadratowymi czy ogdlnie
wielomianowymi. Niestety zazwyczaj nie pozwalaja one
uzyskaé jawnych rozwiazan, i odpowiedzi otrzymuje sie
wtedy w sposéb numeryczny, czyli przyblizony. Spedza
to sen z powiek matematycznym purystom. W tym
przypadku da sie jednak te trudnosé w zaskakujacy
sposob obejsé. Zanim do tego dojdziemy, nalezy
wiedzie¢, z jakim rownaniem przestepnym mamy do
czynienia.
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Zacznijmy od schematu przedstawionego na rysunku.

Q

P a/2
My

Q

Okrag o $rodku w punkcie M, i promieniu r to pastwisko, a punkt My
to miejsce przywiazania do plotu postronka diugosci R.

Na rysunku wida¢, ze szukane pole jest réwne sumie
pdl dwéch odcinkéw két o promieniach kolejno 7 i R.
Pierwszy z tych odcinkéw to obszar na prawo od
cieciwy QQ', a jego pole jest réznica miedzy polem
wycinka kola M1QQ’ (3ar?) a polem tréjkata
AMQQ' (3r?sina). Analogicznie wyraza sie
pole odcinka po lewej stronie cieciwy QQ’, wicc
przyréwnanie do potowy pola kota (%7‘(7"2) prowadzi
nas do réwnania:

1, . 1 5 i 1 5
(1) 5" (v —sina) + §R (8 —sinp) = 3T
Aby uprosci¢ to réwnanie, zauwazmy, ze trojkat
AM;M>(@Q jest rownoramienny, a trojkat APM>Q jest
prostokatny jako oparty na Srednicy. Z tych dwéch
faktéw wynikaja nastepujace réwnosci:

2) %+2-§:w, f_E

Pierwsza z nich pozwala wyrugowaé z (1) kat «,
a druga promien R. Po skorzystaniu ze wzoréw na
sin(2p) i cos(8/2) réwnanie (1) upraszcza si¢ do:

(3) sinﬁ—ﬁcosﬁ—g:O.

Powyzsze rownanie moze nie wyglada przerazajaco,
jednak wciaz jest to rownanie przestepne. W przesztosci
podejmowano wiele mniej lub bardziej udanych préb
znajdowania Scistych rozwigzan takich réwnan ze
wzgledu na ich praktyczne zastosowanie; pojawialy sie



one mianowicie w wielu problemach inzynieryjnych czy
nawet w mechanice kwantowej [1].

Naturalnym odruchem jest spojrzenie na wykres funkcji
f(r) =sinz —zcosx — § dla x € [0,7].
y

Widaé, ze ma ona miejsce zerowe dla x ~ 1,9. Mozemy
si¢ nawet przekonaé, ze f(0) = =5 <0, f(7) = § >0,
a pochodna f/(z) = zsinz jest dodatnia na przedziale
x € (0,7), co uzasadnia, ze rzeczywiscie istnieje
doktadnie jedno rozwiazanie xg. Wartos¢ xo mozna
przybliza¢ cho¢by metoda prob i btedéow — na przyklad
wyznaczenie warto$ci f(g) =1- 7 <0 méwi nam, ze
To € (g, 7r). Ale jak wyznaczy¢ xg jawnym wzorem?
Poniewaz konwencjonalne metody zawodza, w tym
momencie konczyla sie przygoda wigkszosci §miatkéw
probujacych uporaé si¢ z potworng koza. Do wygrania
tego pojedynku potrzebne bylo wyjscie poza schemat.

Pastwiska cze$¢ rzeczywista i urojona

Geometria kojarzy sie¢ nam jako jedna z bardziej
praktycznych i zwiazanych z rzeczywistoscia dziedzin
matematyki. Prawdopodobnie z tego powodu nikomu
przez ponad 100 lat nie przyszto do glowy, aby do
rozwiazania problemu kozy skorzystaé z dorobku analizy
zespolonej. Wystepuje w niej przeciez tak abstrakcyjne
pojecie jak liczby urojone, ktérych to prézno szukaé

na linijce mierzacej dlugosé sznurka. Odrzuémy zatem
intuicje i spdjrzmy jeszcze raz na réwnanie, jakie
zostato nam do rozwiazania, ale tym razem zamienmy
kat 8 na bardziej ogélna zmienna zespolona z = x + iy.
Przypomnijmy, ze Re(z) = x nazywamy czedcia
rzeczywista, a Im(z) = y czescia urojona, poniewaz stoi
ona przy jednostce urojonej i (spelniajacej réwnosé

i? = —1). Teraz interesujace nas réwnanie mozna zapisaé
nastepujaco:

™
(4) f(2) ::sinz—zcosz—gzo.

Czytelnikéw nieobeznanych z liczbami zespolonymi
moze zaniepokoi¢ przytozenie do nich funkcji
trygonometrycznych. Nie wchodzac w szczegdty,
ograniczmy sie do stwierdzenia, ze funkcje sinus

i cosinus mozna rozszerzy¢ na zbidr liczb zespolonych
w nastepujacy sposdb:

() L o
cos (z + iy) = cosx coshy — i sin x sinh y,

gdzie sinh(t) = et_;ft i cosh(t) = Lf sa tak
zwanymi funkcjami hiperbolicznymi. Dodajmy, ze
skojarzenie ze wzorami na sinus i cosinus sumy katéw

jest zdecydowanie trafione.

sin (z + iy) = sinz cosh y + i cos x sinh y,
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Poszukiwany przez nas kat § bedzie pierwiastkiem
réwnania (4), czyli takag wartoscia argumentu z, dla
ktérej zaréwno czesé rzeczywista, jak i urojona f sa
rowne 0. Sprébujmy najpierw oszacowaé, w jakim
przedziale x i y w ogdle go szukac.

Zdrowy rozsadek podpowiada nam, ze rozwigzanie
powinno leze¢ w przedziale rzeczywistych katéw

o wartosciach od 0 do 7, poniewaz koza ma ograniczenie
w postaci ptotu. I rzeczywiscie, przekonalidémy sie juz,
ze w tym przedziale istnieje pierwiastek zg € (g, 7r).

Co wiecej, pochodna zespolona f/(zg) = 2z sin z¢ jest
niezerowa; dlaczego jest to wazne, okaze sie pdzniej.

Aby upewni¢ sie, ze przy rozszerzaniu dziedziny f nie
pojawily sie dodatkowe pierwiastki, ustalmy x € [g, ﬂ
i przekonajmy sie, ze cze$¢ urojona f(x + iy) zeruje
sie jedynie dla y = 0. Jesli skorzystamy z formut (5),
otrzymamy:

Im f(x + iy) = (cosx + xsinx) sinh y — y cos z cosh y.

Teraz widaé, ze powyzsze wyrazenie zeruje si¢ dla
y = 0. Aby udowodnié, ze dzieje si¢ tak jedynie dla
tej wartosci y, policzmy pochodna tego wyrazenia
wzgledem zmiennej y:

xsinx - coshy + (—cosx) - ysinh y.

Zauwazmy, ze w interesujacym nas przedziale kazdy

z wyrazéw x sin x, coshy, — cos x, y sinh y jest nieujemny
i pochodna ta jest dodatnia wszedzie poza przypadkiem
x =,y =0. Wynika z tego, ze dla x € [%77'(] wartos$é
Im f jest rosnaca wzgledem y, a zatem zeruje sie tylko
i wytacznie dla y = 0.

Do osiagniecia naszego celu pozostalo nam zastosowaéd
pewne twierdzenie analizy zespolone;j.

Twierdzenie. Niech U C C bedzie otwartym
podzbiorem plaszczyzny zespolonej, a g: U — C funkcja
ciagta, holomorficzna w U. Wéwczas dla dowolnej
zamknietej krzywej C C U calka zespolona §, g(z) dz
jest réwna zero.

Zanim je zastosujemy, wyjasnijmy kilka terminéw.
Przyktadem zbioru U moze by¢ pas {x +iy:x € (g,ﬂ) },
i tak odtad przyjmiemy. Za krzywa C mozna wtedy

przyjac¢ okrag o $rodku w punkcie ?jf € C i promieniu 7.

Im
gdzie$ tu jest
szukane zq

Pojecie calki zespolonej wymagaltoby dtuzszego
wprowadzenia, pozostanmy wiec przy stwierdzeniu, ze
jest to wielkos¢ zalezna jedynie od wartoéci g w obcieciu
do C, a w przypadku wspomnianego okregu jest to



doktadnie

2m
3 , .
%Cg(z) dz = /Q<I + Ze“) gz e’ dt.
0

Stowo holomorficzna oznacza, ze funkcja g jest
rézniczkowalna w sposéb zespolony, czyli dla kazdego
z € U istnieje granica w przy h — 0 (h moze
przy tym przyjmowaé wartosci zespolone, niekoniecznie
rzeczywiste). Twierdzenie to zastosujemy w nastepujacej

postaci:

Whiosek. Niech f: U — C bedzie funkcja ciagla, -

holomorficzna w U. Zalézmy przy tym, ze f ma w U
dokladnie jeden pierwiastek zy oraz f'(zg) # 0. Wéwczas
z dz
zZ0 = ic fcgj) .
C f(2)
Dowdd wniosku sprowadza si¢ do zastosowania
twierdzenia dla funkcji g(z) = 75y — zalozenie
o zerowaniu si¢ f stuzy wilasnie temu, by funkcja g byta

dobrze okreslona. Calka ¢, g(z) dz jest wtedy réznica

calek ¢, Jf(% id, %, co po wyjeciu stalej przed

caltke pozwala wyznaczyé¢ zg. Pozostaje zauwazy¢, ze
nasza funkcja f jest ciagta i holomorficzna, a pozostate
zalozenia wniosku juz zweryfikowaliSmy. Otrzymujemy
wiec nastepujace wyrazenie na poszukiwany kat:
z dz
C sinz—zcosz—%
ﬁ =% = dz :

C sinz—zcosz—7%
Skoro R = 2r cos(3/2), zgodnie z réwnaniem (2), mozna
wiec w koncu odpowiedzie¢ na pytanie zadane na
poczatku artykutu. Prosze Czytelnika o wyobrazenie
sobie werbli w tle, poniewaz nadeszta podniosta chwila.
Oglaszam, ze dlugo$é¢ uwiezi, na ktorej musi znalezé sie
koza, wynosi doktadnie:

z dz

RZQTCOS(2 C sinz zdczosz 2)-

C sinz—zcosz—7%

Najprawdopodobniej nikt, kto zadal sobie takie
pytanie po raz pierwszy, nie wyobrazal sobie podobnej
odpowiedzi. Trzeba przyznaé, ze nie jest ona
najprostsza. Niemniej jednak jest ona jawna, tak jak
tego chcielis$my, i, moim zdaniem, takie rozwigzanie jest
duzo ciekawsze i bardziej satysfakcjonujace.

Co dalej z koza?

Po tym, co zaprezentowaliémy wyzej, mozna by sadzi¢,
ze matematycy w koncu okielznali zartoczna koze,
ktoéra dreczyta ich od ponad wieku. Nalezy jednak
pamietaé, ze wyobraznia ludzka produkuje pytania

w duzo szybszym tempie niz odpowiedzi na nie. Pod
koniec zeszlego wieku modnym byto uogdlnianie
przypadku zewnetrznego na dowolne krzywe (zamkniete
i otwarte) [2]. Kilka lat temu natomiast matematycy
zamienili koze na ptaka, a pastwisko na klatke, dodajac
trzeci wymiar do problemu. Okazalo sie zreszta,

ze wbrew intuicji uproscilo to cale zagadnienie [3].
Spogladajac zatem na przesztosé legendarnej kozy,
mozna Smialo powiedzie¢, ze ma ona przed soba jeszcze
ciekawa przysztosc.
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Niebo w czerwcu

W czerwcu Stonce zmienia swoje polozenie na niebie
o zaledwie 1,5°, gdyz przez caly miesiac przebywa
na péinoc od réwnoleznika +22° deklinacji. I tak

21 czerwca Stonce osiggnie najbardziej na péinoc
wysuniety punkt ekliptyki, a tym samym na naszej
péikuli Ziemi rozpocznie sie astronomiczne lato.

17 czerwca nastapi najwczedniejszy wschod Stonca,
25 czerwca zas$ najpézniejszy zachod.

Nasza Gwiazda Dzienna przechodzi ptytko pod
widnokregiem, i na przewazajacym obszarze kraju da sie
zauwazy¢ brak nocy astronomicznej, czyli rozswietlona
péinocna czesé niebosklonu przez cata noc. Nad samym
Baltykiem Stonce zanurza sie pod horyzont mniej

niz 12°, i nie zapada tam nawet tzw. zmierzch zeglarski.
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Stad tez czerwiec odznacza sie najwicksza szansa na
mozliwo$¢ obserwacji tzw. oblokow srebrzystych. Sa

to wysoko zawieszone chmury typu cirrus oswietlone
Swiattem slonecznym, mimo nocnej pory. Nie nalezy
rowniez zapominac¢ o kolejnym zjawisku zwiazanym

z cirrusami, czyli o luku okolohoryzontalnym (wigcej

o nim na angielskiej stronie: www.atoptics.co.uk/
cha2.htm). W przeciwienistwie do oblokéw srebrzystych
najwieksza szansa na jego dostrzezenie jest w goérach,
gdzie Stonce dluzej zajmuje odpowiednia wysokos¢ nad
widnokregiem, umozliwiajaca wystapienie tego zjawiska.

Poczatek miesigca takze uptynie w jasnym blasku
Ksiezyca, ktéry 4 czerwca nad ranem naszego czasu
przejdzie przez pelnie, a jego tarcza pokaze si¢ mniej


https://www.quantamagazine.org/after-centuries-a-seemingly-simple-math-problem-gets-an-exact-solution-20201209/
https://mathworld.wolfram.com/GoatProblem.html
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niz 1° od Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona.
Wezesniej warto zwréci¢é uwage na spotkanie Ksiezyca
ze Spika, najjasniejsza gwiazdg Panny, i Zuben
Elgenubi, druga co do jasnoéci gwiazda Wagi. 1 czerwca
nad ranem Srebrny Glob zajdzie oddalony o 6° od
pierwszej z wymienionych gwiazd, dobe pdzniej
natomiast — w odlegtosci 3° od drugiej, prezentujac
tarcze o$wietlong, odpowiednio, w 88% i 94%.

Po pelni Ksiezyc przeniesie si¢ na niebo poranne, gdzie
powoli rosnie nachylenie ekliptyki do widnokregu. Do
konca okresu widocznoéci pozostanie on jednak pod
nig, co sprawi, ze przed Switem wzniesie sie zaledwie
matych kilkanascie stopni ponad widnokrag. 6 czerwca
Srebrny Glob, o$wietlony w 95%, przetnie linie laczaca
gwiazdy Nunki i Kaus Australis, czyli dwie najjasniejsze
widoczne z Polski gwiazdy Strzelca, a nastepnie podazy
do ostatniej kwadry.

Podzielona na pét tarcze Ksiezyc zaprezentuje
11 dnia miesiaca na pograniczu gwiazdozbioréw
Wodnika, Ryb i Wieloryba. Dobe wczesniej, majac

faze 59%, ksiezycowa tarcza przejdzie 4° pod Saturnem.

O $wicie oba ciata Ukladu Stonecznego wzniosa si¢ na
wysoko$¢ okolo 10° nad potudniowo-wschodnia czedcia
niebosktonu. W dalszym ciagu do odszukania Saturna
dobrze nadaje sie gwiazda Enif z Pegaza. Szosta planeta
od Stonica znajduje sie okoto 25° pod nia. W czerwcu
Saturn $wieci z jasno$cia +0,9™, a jego tarcza ma
$rednice 17”.

18 czerwca Srebrny Glob przejdzie przez néw,
odwiedzajac po drodze gwiazdozbiory Wieloryba i Ryb,
gdzie blisko ekliptyki nie ma jasnych gwiazd. 14 dnia
miesigca Ksiezyc spotka si¢ z powracajacym na poranne
niebo Jowiszem. Do tego czasu faza jego tarczy spadnie
do 17%. Nie jest to jednak latwe do obserwacji zblizenie,
gdyz oba ciala pojawia sie na nieboskltonie po godzinie 2,
oddzielone od siebie o 2°, i o $wicie zdaza sie wznies¢ na
wysokos¢ zaledwie 10°. Jowisz $wieci z jasnoécia —2,1™,
a jego tarcza ma Srednice katowa 35”.

Po nowiu Srebrny Glob przeniesie sie na niebo
wieczorne, gdzie przez caly miesiac nadal mozna
obserwowa¢ planety Wenus i Mars. Tutaj jednak we
znaki da sie coraz bardziej zmniejszajace sie nachylenie
ekliptyki do widnokregu, stad obie planety nie wzniosa
sie zbyt wysoko, mimo wciaz sporej odlegtosci katowe;j
od Stonca. 4 czerwca Wenus osiagnie swoja maksymalna
elongacje wschodnia, wynoszaca 45°, i od tego momentu
zacznie szybko zbliza¢ sie do nas, a co za tym idzie,
wyraznie zwiekszaé $rednice katowa i zmniejszac

faze swojej tarczy. Pierwszego dnia miesigca Wenus
zaprezentuje tarcze o jasnosci —4,1™, érednicy 23"

i fazie 51%. Ostatniego dnia miesigca natomiast
odpowiednie wielko$ci wyniosa: —4,4™, 33" 1 32%.

W tym czasie planeta przesunie si¢ o 24°, zmieniajac
polozenie od okolo 5° od Polluksa w Bliznietach do
okoto 10° na zachéd od Regulusa w Lwie. Po drodze,
13 czerwca, Wenus przejdzie niecaly 1° na poéinoc

od jasnej gromady otwartej gwiazd M44 i zblizy si¢

na 3,5° do Marsa, ktérego przegoni dopiero w lipcu.
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Niestety kazdego kolejnego wieczoru jej wysokos¢ nad
widnokregiem o zmierzchu zmniejszy si¢ wyraznie, od
mniej wiecej 17° na poczatku miesiaca do zaledwie 8°
pod jego koniec. Stad z jednej strony tarcza Wenus
staje sie atrakcyjnym celem dla posiadaczy lornetek,
a z drugiej — jej warunki obserwacyjne znacznie sie
pogarszaja.

Czerwona Planeta w czerwcu przesunie si¢ o 17°. Mars
zacznie miesiac od przejscia przez péinocna czesé
gromady M44 — 2 czerwca, by na koniec miesigca
zblizy¢ sie na 6° do Regulusa. Ostatniego dnia miesiaca
jego potozenie na niebosklonie réwniez spadnie

do 10°. Jasno$¢ Marsa wynosi¢ bedzie +1,7"", érednica
tarczy za$ 4”. W dniach 21 i 22 czerwca obie planety
minie Ksigzyc w fazie cienkiego sierpa. Pierwszego

z wymienionych dni Srebrny Glob w fazie 12% zblizy
sie na 4° do Wenus, dobe p6zniej natomiast, przy fazie
zwiekszonej do 19%, przejdzie 3° nad Marsem.

Po minieciu planet Ksiezyc powedruje dalej ku
pierwszej kwadrze i 23 czerwca spotka si¢ ze
wspomnianym juz Regulusem, zwigkszajac przy tym
faze do 27%. Wieczorem oba ciala niebieskie przedzieli
dystans 5°. Ksiezyc przejdzie przez I kwadre w Pannie
26 czerwca, zajmujac wtedy pozycje 2° na poludnie od
Porrimy, by dobe pdZniej zblizy¢ sie réwniez na okolo 2°
do Spiki. Do konca miesiaca warto jeszcze odnotowaé
zblizenie si¢ Ksiezyca do Zuben Elgenubi 29 czerwca
(5°, faza 83%) oraz przejscie przez Skorpiona niecale 2°
na potudnie od Dshubby (4 Sco) i jednoczesne zblizenie
sie na 6° do Antaresa dzien pdzniej w fazie 91%.

W czerwcu nadal widoczne golym okiem sa
dtugookresowe gwiazdy zmienne R Leo i x Cygni,
ktore pod koniec maja przeszly przez maksimum swojej
jasnos$ci. Pierwsza z wymienionych gwiazd znajduje sig¢
okolo 5° na zachdd od Regulusa i jest dostepna tylko
w pierwszej polowie miesiaca, gdy okolo godziny 23
zajmuje pozycje na wysokosci niewiele przekraczajacej
15° na zachodnim niebosktonie. Znacznie lepiej
widoczna jest x Cyg, ktora okolo godziny 1 wznosi sie
na wysokos¢ przekraczajaca 60°. Gwiazda znajduje

sie w szyi Labedzia na przedluzeniu linii laczacej
gwiazdy Sadr (v Cyg) i n Cyg i w czerwcu jej blask
wcigz powinien przekraczaé +5™.

27 czerwca maksimum aktywnosci osiagaja meteory

z roju Bootydéw. Ich radiant, podobnie jak radiant
styczniowych Kwadrantydow, znajduje si¢ na

pélnoc od najjasniejszych gwiazd Wolarza, jednak

to ich jedyna wspdlna cecha. Bootydy nalezg do
najwolniejszych meteoréw ze wszystkich rojow w ciggu
roku, ich predkos$é zderzenia z nasza atmosfera wynosi
zaledwie 18 km/s, stad ich przelot trwa zawsze
wyraznie dluzej od meteoréow z innych rojéw. Okoto
godziny 1 ich radiant wznosi sie na ponad 50° ponad
zachodni widnokrag, a Ksiezyc nie przeszkadza juz

w obserwacjach. W tym roku mozna liczy¢ na kilka,
moze kilkanascie zjawisk na godzine.

Ariel MAJCHER



Pustka to nie préznia. W jadrze galaktyki
nadal mozna znalezé gwiazdy, jednak nie
sg one az tak gesto upakowane, jak

w innych jej czesciach.

The PHANGS-JWST Treasury Survey:
Star Formation, Feedback, and Dust
Physics at High Angular resolution in
Nearby GalaxieS to przeglad skupiony na
dokladnej obserwacji pobliskich galaktyk.

UWAGA: Juz w nastepnym miesigcu,
pomiedzy 10 a 14 lipca, Krakéw bedzie
goscil cztonkéw Europejskiego
Towarzystwa Astronomicznego (EAS)
(https://eas.unige.ch/EAS2023/).

W ramach Zjazdu Europejskiego
Towarzystwa Astronomicznego odbeda si¢
takze wyktady publiczne. Zachecam do
$ledzenia strony Zjazdu i odwiedzenia
Krakowa.

Galaktyka M74 to nasza sasiadka
oddalona od nas o okoto 30 milionéw lat
Swietlnych. Galaktyka ta skierowana jest
w naszg strone, co, w polaczeniu z dobrze
zdefiniowanymi ramionami spiralnymi,
czyni ja ulubionym celem astronoméw
badajacych galaktyki spiralne.

Uzywajac metod modelowania widm energetycznych
gwiazd znajdujacych si¢ w centrum M74, grupa badaczy
pod kierownictwem Nilsa Hoyera wyznaczyla mase
centralnej gromady gwiazdowej. Masa ta wynosi okoto
107 mas Storica i nie rézni sie za bardzo od szacowanej
— bo przeciez nie mozemy zajrzeé¢ do srodka wtasnej
galaktyki — masy gromady gwiazdowej Drogi Mleczne;j.
Kolor, wiek i metaliczno$¢ gtéwnej populacji gwiazdowej
galaktyki M74 wskazuja, ze w ciagu ostatnich kilku
miliardéw lat (Gyr) w jej centrum nie doszlo do
tworzenia sie nowych gwiazd. Moze to by¢ spowodowane

Prosto z nieba: Wielka centralna pustka?

Czy kiedykolwiek zastanawiato Cig, co znajduje sie w centrum galaktyki spiralnej?
Odpowiedz na to pytanie nie jest prosta, gdyz centra galaktyk przystonigte sa
przez bardzo zattoczone obszary, w ktérych znajduja sie populacje gwiazd oraz
geste obloki pytu i gazu. Przebicie si¢ przez te bariery, aby moéc obserwowaé jadro
galaktyki, jest niezwykle trudne. Wiele galaktyk spiralnych, takich jak znana
pasjonatom astronomii M74, zwana Galaktyka Fantomowa, ma piekne pierscienie,
w ktérych formuja sie nowe populacje gwiazdowe. Pierscienie te schodza sie

coraz ciasniej i ciaéniej, aby w koncu otoczy¢. .. pustke, widoczna na zdjeciach
optycznych, znajdujaca sie w najbardziej wewnetrznych kilkudziesieciu parsekach
galaktyki.

W celu sprawdzenia, co tak naprawde kryje sie¢ w samym Srodku, naukowcy
bioracy udzial w przegladzie PHANGS-JWST wykorzystali dane pochodzace

z instrumentéw NIRCam i MIRI znajdujacych si¢ na pokladzie Kosmicznego
Teleskopu Jamesa Webba (JWST). Dodatkowo potaczyli je z danymi optycznymi
z Kosmicznego Teleskopu Hubble’a. Za pomoca tych instrumentéw zajrzeli w sam
srodek Galaktyki Fantomowej M74, aby znalez¢ i opisaé znajdujace si¢ tam
gromady gwiazd, ktore bardzo czesto rezyduja w galaktycznym jadrze. Pochodzenie
i natura tych centralnych gromad gwiazd sa wciaz nieznane, ale wlasnie po to
powstal JWST — do odkrywania takich tajemnic!
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Centrum zjawiskowej Galaktyki M74, zwanej Galaktyka Fantomowa

dynamicznym mechanizmem zapobiegajacym naplywowi
gazu i pytu do tego obszaru albo sprzezeniem zwrotnym
pochodzacym z jej centrum. Brak mtodej populacji
gwiazdowej sugeruje, ze centralna pustka, w ktorej
brakuje zaréwno gazu, jak i pytu, i ktéra ma rozmiar
okolo 200 pc x 400 pc wokdét M74, istniala jako taka
przez ostatnie kilka Gyr.

Ale nie wszystko jest takie proste!

Okazuje si¢ bowiem, ze obserwacje prowadzone w zakresie
podczerwieni instrumentem MIRI (prowadzi on
obserwacje w zakresie pomiedzy 5 a 28 mikrometréw)

. : L, N wskazuja na nadmiar emisji, ktéry wydaje si¢ niespdjny
é’ e . - 122 ;‘;“’ ;z; ze $wiatlem pochodzacym z innych zakreséw dlugosci
= o B (g fal. Co jest tego przyczyna? Autorzy sami przyznaja,

‘g © g ze natura tej emisji jest dla nich zagadka. Modelowanie
E 0 s = widm gwiazd nalezacych do gromady nie jest w stanie

g ¢ " § wyjasni¢ nadmiaru promieniowania elektromagnetycznego
20l 00 .- w $redniej podczerwieni. Naukowcy proponuja szereg

9 > E| réznych wyjagnien: od wpltywu masywnej czarnej dziury
12% F— ¢ g % az do' zn.ajduj'@cej sie w tle tajemni.czej galaktyki, ktorej
: A 2 T /Aglsac X 19 promieniowanie ma wplyw na pomiary M74.

é j ¢ JWST/'MIRIa ' £ Wydaje sie, ze Galaktyka Fantomowa kryje w sobie

= 4 AR {2 5 pewne tajemnice, ktérych nie jest w stanie rozwiktaé

® o @ Georgiev & Boker (2014) nawet sam JWST. ..

T
10°

dlugosé fali A [pm]

‘Widmo energetyczne centralnej gromady gwiazd w M74. Obserwacje
pochodzace z réznych instrumentéw zaznaczono odpowiednimi
symbolami, umieszczonymi w legendzie. Nadwyzke emisji w $redniej
podczerwieni obserwowana przez instrument MIRI (zaznaczone
rombami) wyrézniono ramka. Zrédlo: N. Hoyer et al., 2022

10* Na podstawie artykulu: N. Hoyer, F. Pinna, A.W.H. Kamlah, et
al. PHANGS-JWST First Results: A combined HST and JWST
analysis of the nuclear star cluster in NGC 628, arXiv:2211.13997.

Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaktad Astrofizyki,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VIII 2023

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
849 (WT = 2,53) i 850 (WT = 2,92)
z numeru 11/2022

Mikotaj Pater Opole 47,04
Janusz Olszewski Warszawa 46,90
Pawel Najman Krakéw 39,93
Adam Woryna Ruda Sl. 38,27
Norbert Porwol Essen 38,01
Radostaw Kujawa  Wroctaw 37,96
Marcin Kasperski Warszawa 37,65
Szymon Tur 34,18
Piotr Kumor Olsztyn 30,62

Pan Mikotaj Pater — trzeci raz 44 p. —
wiec juz Weteran. A pan Janusz
Olszewski, niestrudzony, po raz kolejny
(ktéry to juz?) mija magiczng linig 44.

Zadania z matematyki nr 863, 864

Redaguje Marcin E. KUCZMA

863. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p > 2 takie, ze kazda z liczb p + 4k2,
gdzie k =1,2,...,p—1, takze jest liczba pierwsza.

864. Znalez¢ liczbe C' > 0 o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby calkowitej
n > 1 oraz dla kazdego uktadu liczb rzeczywistych x4, ..., x, spelniajacego
warunki 21 < ... < x, oraz x1 + ...+ x, = 0 zachodzi nieréwnosc:

n n
Zixi > an ||
i=1 i=1

Im wieksza stala C, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 86/ zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadain z numeru 2/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

855. Rozwazamy funkcje f: [0,1] — [0, co) spelniajace warunki: f(1) = 1 oraz
f@+y) > f@) + f),  edy

Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe C' > 0 o tej wlasnodci, ze dla kazdej rozwazanej funkcji f ma miejsce
oszacowanie: f(z) < Cz (dla = € [0, 1]).

z,y,z+y € [0, 1].

856. Rozstrzygnad, czy istnieje cigg nieskoriczony (a1, asz,as,...) o wyrazach catkowitych dodatnich
taki, ze kazda dodatnia liczba calkowita wystepuje doktadnie raz w kazdym z ciagéw (a1, az,as,...)

oraz (di,ds,ds,...), gdzie d; = |a; — aj4+1].

855. Kazda z rozwazanych funkcji f jest niemalejaca,
bowiem jesli 0 < a < b < 1, to

f(0) = fla+b—a)> f(a) + f(b—a) > f(a).
Skoro wiec f(1) =1, to f(z) < 1 dla wszystkich
x € [0,1]. Ponadto (biorac w zalozeniu z = y) widzimy,
ze f(2x) > 2f(z) dla z € [0, 5].
Ustalmy liczbe x € (0, %] i niech n bedzie najwieksza
liczba naturalna, dla ktérej 2"z < 1. Wowcezas
f@) < 3f(2z) <...< (%)nf(2”m) < (%)n A poniewaz
2"ty > 1, czyli 2z > (%)n, dostajemy oszacowanie
f(z) <2z dla z € (0, ]. To samo oszacowanie jest
stuszne takze dla z € (1,1] (bo wtedy f(z) <1 < 2z);
za$ dla = 0 mamy f(0) > 2f(0), skad f(0) = 0.
Tak wiec

f(z) <2z dla wszystkich x € [0, 1].

To znaczy, ze stala C' = 2 ma zadana wlasnosé. Nie
mozna jej zmniejszy¢, co pokazuje przyklad funkcji
0 dlaxe€]l0,1],
f(z) = 1 2 .
1 dlaze(s,1];

dla niej f(x)/xz — 2 przy « — %—I—. Zatem C' = 2 jest
najmniejsza liczba, o ktéra pyta zadanie.

856. Jest wiele takich ciagow. Przykladowa konstrukcja:

(a1,az2,a3) = (1,3,2); wigc (d1,d2) = (2,1). Bedziemy
ciag przedluzaé¢ indukcyjnie, dotaczajac po trzy
elementy. Ustalmy n > 1 i zalézmy, ze zostaly juz
okreslone wyrazy a; o numerach i < 3n tak, ze (przy
okresleniu d; = |a; — a;41|):
(1) ciagi (a1,...,a3,) oraz (di,...,dsp—1)

sa réznowartosciowe.
Przyjmijmy dodatkowo, ze
(2) kazda liczba mniejsza od as, jest obecna

w ciagu (aq,...,a3,)
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(liczba w tym zadaniu znaczy stale: liczba calkowita
dodatnia); dla n = 1 warunek (2) jest spelniony.

Niech a bedzie najmniejsza liczba rézna od aq, ..., as,
i niech § bedzie najmniejsza liczba rézna od
dy,...,dsn—1. Z zalozenia (2) wynika, ze a > agy,.
Wprowadzamy ponadto parametr = (ktéremu wartosé

zostanie nadana pézniej). Definiujemy:

(3) A3n41 =T, A3p42 =T —0, 343 = Q.
Aby ciagi (a1, ...,a3n+3) 1 (d1,...,d3ns2) byly
roznowarto$ciowe, potrzeba i wystarcza, by spelnione
byty nastepujace warunki:

r#a, x—0#a; (dlai<3n), z#a, z—0#aq
|azn —a| #dj, |r—d—a|#d; (dlaj<3n-1),
|a3n_x‘7é57 |1’—(5—a|7é(5’ |a3n_$‘7é|$_(5—0[|.

Ostatni z wypisanych warunkéw wymaga

w szczegblnosei, by x — ag,, # © — § — a; czyli by

azn # @+ d; a tak jest, skoro a > ag, (do tego

bylo potrzebne zalozenie (2)). Kazdy z pozostalych
warunkéw eliminuje skonczenie wiele mozliwych
wartosci parametru x. Pozostaje nieskonczenie

wiele liczb (nie wyeliminowanych). Bierzemy jako x
(na przyklad) najmniejsza z nich. Wzory (3) okreslaja
kolejna tréjke wyrazéw ciagu (a;) (wiec i ciagu (d;));
a dzieki wypisanym warunkom zapewniajg spetnienie
wlasnosci (1) z n zastapionym przez n+1. Réwniez
wlasnosé (2) przenosi sie z n na n+1, bo asn43 = a.

Przedstawiona procedura generuje nieskonczone

ciagi (a;), (d;). A poniewaz zaréwno do jednego, jak

i drugiego ciagu byla na kazdym kroku dotaczana
najmniejsza liczba nieobecna we wcze$niej okreslonym
odcinku ciggu (« oraz §), gwarantuje to, ze

w kazdym z tych ciagdéw znajdzie si¢ kazda liczba
naturalna.



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2023

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
748 (WT = 2,4), 749 (WT=3,47)

z numeru 12/2022

Pawel Perkowski

Jan Zambrzycki Biatystok
Marian Lupiezowiec Gliwice
Jacek Konieczny Poznan
Tomasz Wietecha Tarnéw

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw

Pawel Kubit Krakéw
Ryszard Baniewicz ~ Wloclawek
Konrad Kapcia Poznan

Pan Baniewicz omyltkowo zostatl

Ozaréw Maz. 4-43,27

3-40,89
2-35,78
38,68
16-22,09
3-18,61

1-15,23
2-14,62

nieuwzgledniony w poprzedniej czoléwece,

gdzie mial 14,75 punktow.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 760, 761
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

760. Cienki, gietki sznurek o dlugosci | = 1m i masie M = 1kg przyczepiony jest
dwoma koncami do sufitu. Odlegtos¢ od sufitu do srodka sznurka H = 0,1 m.
Znalez¢ naprezenie sznurka w najnizszym punkcie oraz w odlegtosci H/2

od sufitu.

761. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 wskazania amperomierzy

Ay i Ay wynoszg, odpowiednio, 0,3 A i 0,2 A. Po zamianie dwéch opornikéw
miejscami wskazania te nie zmienily si¢. Jakie jest natezenie pradu plynacego
przez baterie? Opory wewnetrzne amperomierzy i baterii sa zaniedbywalne.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2023
Przypominamy tresé¢ zadan:

752. Na niewazkiej nici wisza w jednorodnym polu ciezkosci dwa ciezarki o masach M i m,
polaczone sprezyna o wspélczynniku sprezystosci k i zaniedbywalnej masie (rys. 2). Ni¢ przepalono.
Po jakim czasie sila naciggu sprezyny po raz pierwszy osiggnie wartosé¢ zero? Zakladamy, ze do tego
momentu dolny ci¢zarek nie uderzy jeszcze w podloze.

753. Przedmiot AB znajduje si¢ w odleglosci a = 36 cm od cienkiej soczewki o ogniskowej f = 30cm.
W odlegloéci I = 1 m za soczewka umieszczono zwierciadlo ptaskie nachylone do osi optycznej soczewki
pod katem 7 /4 (rys. 3). W jakiej odleglosci H od osi optycznej soczewki nalezy umiesci¢ dno
naczynia z woda, aby otrzymaé¢ na nim ostry obraz przedmiotu? Wysokos$¢ warstwy wody w naczyniu
wynosi d = 20 cm, wspélezynnik zalamania wody n = 4/3.

e
a

i i

752. Po przepaleniu nici §rodek masy uktadu porusza sie¢ w dét

z przyspieszeniem ziemskim g. W uktadzie $rodka masy ciezarki poruszaja sie
wzgledem siebie pod wplywem sily sprezystosci. W chwili poczatkowej predkosci
obu ciezarkéw sa réwne zeru, a rozciagniecie sprezyny wynosi x (0) = mg/k.
Opis ruchu dwoch cial mozemy zastapi¢ opisem ruchu jednego ciala o masie
zredukowanej p = mM /(m + M) w polu sity F' = —kz. Okres drgan wynosi

T = 2m+/u/k. Sila naciagu sprezyny osiagnie warto$¢ zero po czasie

(%) t=T/4=0,5m/mM/k(m+ M).

Mozemy tez rozwazy¢ ruch kazdego z cigzarkdéw na swojej czesci sprezyny

— od $rodka masy do odpowiedniego ciezarka. Wspétczynnik sprezystosci
kawalka polaczonego z masa m wynosi k; = k (M 4+ m)/M, co wynika z réwnan
1/k =1/k1 + 1/kg oraz ky/ke = m/M. Ciezarki drgaja w przeciwfazie, a ich okres
drgait wynosi T' = 2m+/m/ky = 2m\/M/ky. Szukany czas dany jest wzorem (x).

Rys. 3 Rys. 4 d

753. Gdyby nie bylo zwierciadla, obraz przedmiotu powstalby w odleglosci

b= fa/(a— f) =180 cm za soczewka. Zwierciadlo powoduje, ze obraz powstaje
w odleglodci h = b — [ = 80 cm ponizej osi optycznej. Warstwa wody odsuwa

ten obraz od osi optycznej o odcinek A; Ay (rys. 4). Jego dlugo$é wynosi

|A1As| =d — |EC| =d—|EG|/tga. Ostry obraz w soczewce cienkiej powstaje, gdy
promienie sg przyosiowe. Mozemy wiec zastosowaé przyblizenie matych katéw:
Odleglo$é od osi optycznej, w jakiej powinno znajdowaé sie dno naczynia,
wynosi H=h+d(1—1/n) =85cm.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Dlaczego profesor ma drabine na zajeciach?

Fizyka moze by¢ niezwykle przyjemnym i satysfakcjonujacym przedmiotem do
nauki, poniewaz zapewnia nam glebokie zrozumienie otaczajacego nas swiata
przyrody. Poznajac podstawowe zasady rzadzace zachowaniem Wszechswiata,
mozemy uzyskaé wglad we wszystko, od dziatania przedmiotéw codziennego
uzytku po zachowanie czastek subatomowych. Fizyka pomaga nam zrozumieé¢
Swiat, a obserwowanie, jak badane przez nas prawa odnoszg si¢ do tak wielu
roznych zjawisk, moze byé¢ naprawde wciagajace.

Innym powodem, dla ktérego fizyka moze dawaé przyjemnosé, jest poczucie
odkrywania, jakie zapewnia. Fizyka zmusza nas do myslenia w nowy sposéb

i zadawania nowych pytan, co moze by¢ ekscytujacym doswiadczeniem.
Ponadto fizyka czesto obejmuje praktyczne eksperymenty, ktore pozwalaja
nam bezposrednio zobaczy¢ skutki zjawisk fizycznych. Niezaleznie od tego,

czy budujemy model rakiety, czy badamy zachowanie fal w zbiorniku wodnym,
w Swiecie fizyki zawsze pojawia si¢ nowy eksperyment lub projekt do zrobienia.
Ogodlnie rzecz biorac, polaczenie intelektualnych odkry¢ i praktycznych
eksperymentéw sprawia, ze fizyka jest wyjatkowo wciagajacym i przyjemnym
przedmiotem do nauki.

Jako nauczyciel akademicki z ponaddwudziestoletnim
stazem podpisuje sie obiema rekami pod pierwszymi
dwoma akapitami tego tekstu wygenerowanymi przez
ChatGPT 4. Ten model generatywnej sztucznej
inteligencji nadaje si¢ nie tylko do produkcji wodnistych
tekstéw. Uzyskawszy wiosna tego roku polaczenie

z platformg Wolfram Alpha, potrafi juz rozwigzywaé
zadania z fizyki i pisa¢ raporty z pracowni fizycznych.
Przyznam, ze sam sprawdzam przygotowywane przez
siebie zadania dla studentéw, przepuszczajac je przez
interfejs sztucznej inteligencji, aby uchwyci¢ moment,
w ktorym kazdy zainteresowany bedzie mégl uzyskac
wytworzone maszynowo poprawne rozwigzanie zadania
ze studiéw. Po poddaniu takiej probie kolokwium

ze wstepnego kursu fizyki w zakresie elektrycznosci

i magnetyzmu okazalo sig, ze ChatGPT 4 uzyskal okoto
75% punktéw z tego sprawdzianu, a wiec wiecej niz
przecigtny student.

Nic dziwnego zatem, ze stale zadaje sobie pytanie,

czy zawod nauczyciela akademickiego to jedna z tych
profesji, ktore zostana odestane w niebyt wskutek
rozwoju sztucznej inteligencji. Innymi stowy, czy
warto dalej doskonali¢ warsztat dydaktyczny, czy tez
zaczal przygotowywacé sie do uprawy karczochow,
ktore w zwiazku z globalnym ociepleniem powinny
coraz lepiej udawaé sie¢ w naszych szerokosciach
geograficznych?

Wierze, ze warto wybraé pierwsza z zaprezentowanych
opcji. Powodéw jest kilka. Po pierwsze, moja przewaga
nad sztuczng inteligencja jest wglad w proces uczenia.
Podczas bezposredniej rozmowy ze studentami moge
dostrzec, jak konceptualizujg i operacjonalizuja nowe
pojecia potrzebne do opisu $wiata, jestem tez w stanie
na biezaco wplywaé na ten proces i korygowaé bledy.
(Tym bardziej ze studenci na biezaco weryfikuja

w Internecie wygtaszane przeze mnie podczas zajeé tezy,
do czego ich zachecam). Moja praktyka wskazuje na to,
ze roznice indywidualne miedzy studentami sa na tyle
duze, a poszczegdlne roczniki na tyle zréznicowane, ze,
nawet uczac rok w rok tego samego przedmiotu, musze
za kazdym razem zbudowa¢ unikalny i indywidualny
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kanal komunikacyjny z kazdym studentem i pelni¢

w tej komunikacji role swoistego akuszera procesu
uczenia sie. Trudno mi sobie wyobrazi¢ implementacje
takiej relacji na poziomie w miare powtarzalnych
skryptéw.

Drugim powodem mojego spokoju jest naturalne
dazenie studentow do kontaktow spotecznych

we w miare tradycyjnym stylu. Péttora roku

z pandemicznymi ograniczeniami uzmystowito mi, ze
narzedzia internetowe sa $wietne do utrzymywania
kontaktéw z innymi ludZmi. Jednak, aby nawiazaé
kontakt o jakimkolwiek blizszym charakterze, niezbedne
jest uprzednie wytworzenie zaufania miedzy stronami
kontaktu, co w przypadku znanych mi oséb dziata
wylacznie przy bezposrednich spotkaniach. A przeciez
relacja nauczyciela akademickiego ze studentem,

w trakcie ktérej obie strony — méwiac rota slubowania
na Uniwersytecie Warszawskim — ,,wytrwale daza do
rozwoju osobowosci”, jest relacja wymagajaca sporego
zaufania. Mam wrazenie, ze w moim $rodowisku
akademickim wystepuje w ostatnim czasie nasilone
dazenie do korzystania z takich relacji réwniez do
weryfikacji kompetencji studentéw — stad wzrost
zainteresowania egzaminami ustnymi, ktére pozwalaja
na odniesienie si¢ do calych uktadéw kompetencji,
zamiast sprawdzaé je pojedynczo i wyrywkowo.

Jednak zeby to wszystko zadziatalo, potrzebna jest
systematyczna przebudowa myslenia o roli nauczyciela
akademickiego. Nawiazywanie relacji ze studentami
pozwalajacej na 6w gdzieniegdzie wy$miewany

i dyskredytowany ,,rozwdj osobowosci” wyklucza
bowiem sytuacje, w ktérej nauczyciel petni role
megafonu prawdy, a studenci sa jej odbiornikami. Na
szczescie, program takiej ucieczki do przodu staje sie
coraz bardziej powszechny wsrod oséb, ktore pracuja
w szkolnictwie wyzszym.

[Tytulowe pytanie wygenerowal ChatGPT 4 i sam
sobie na nie odpowiedzial: ,Bo pracuje w szkolnictwie
wyzszym!”].

Kraysztof TURZYNSKI
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Kto z kim przystaje...
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy trojkat ABC, w ktérym
|BC| = a, |CA| =0b, |AB| = ¢,
|*CAB| =0, |xABC|=p, |xBCA|=n.
/

Niech A’B’C’ bedzie tréjkatem z analogicznie przyjetymi oznaczeniami a’, V', ¢,
a/7 /8/’ Py,'

Tréjkaty ABC i A’B'C’ nazywamy przystajgcymi, jeSlia =a’, b="V,c= ¢,
a=d,=p0,v=7+" Piszemy wowczas AABC = ANA'B’C’. Dobrze jest w tym
zapisie zwraca¢ uwage na kolejno$¢ wierzcholkéw — tutaj A i A’ wymienione sg
jako pierwsze, bo a = @’ i a = &/; z analogicznego powodu B i B’ sg jako drugie,
a C i (" jako trzecie. Zapis AABC = AB'C’A’ nie jest bledny, ale trudniej
odczytywaé z niego informacje o tym, ktére boki sa réwnej dlugosci i ktore katy
sa rownej miary.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Twierdzenie. Jezeli zachodzi choéby jeden z ponizszych warunkow:

(bbb) a=da', b=V, c=¢,
(bkb) a=a', =0, ¢=¢c (lub jeden z dwbch analogicznych),
(kbk) a=a', b=V, y=19" (lub jeden z dwéch analogicznych),

to tréjkaty ABC i A’B'C’ sg przystajace.

Intuicja jest nastepujaca. Aby méc jednoznacznie skonstruowac trojkat
(na przyklad za pomoca cyrkla i linialu), wystarcza jego trzy boki (bbb) lub
dwa boki i kat miedzy nimi (bkb), lub bok i dwa katy (kbk).

Cechy przystawania tréjkatéw to narzedzie, dzieki ktéremu z niepeinej
informacji (trzy réwnosci) otrzymujemy informacje pelng (sze$¢ réwnosci),
co pozwala uczyni¢ postep w rozwigzywaniu zadania.

Zadania

1. Punkty A, B, C leza w tej kolejnosci na jednej prostej, przy czym
|AB| < |BC|. Czworokat ABDE jest kwadratem. Okrag o $rednicy AC
przecina prosta DE w punktach P i @, przy czym punkt P nalezy do
odcinka DE. Proste AQ i BD przecinajg sie w punkcie R. Udowodnié, ze
|DP| = |DR|. (LII Olimpiada Matematyczna)

2. W czworokacie ABC'D zachodzi réwnosé |AB| = |CD|. Proste AB i CD
przecinaja sie¢ w punkcie P. Symetralne odcinkéw BC i DA przecinaja
sie¢ w punkcie Q). Wykazaé, ze punkty B, C, P, @ leza na jednym okregu.

(X Olimpiada Matematyczna Junioréw, zmodyfikowane)

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym | ACB| = 60°. Na tréjkacie tym opisano
okrag w. Punkt X jest srodkiem tego tuku BC okregu w, ktory nie zawiera
punktu A. Punkt Y jest srodkiem tego tuku C'A okregu w, ktéry nie zawiera
punktu B. Udowodnié, ze prosta XY jest styczna do okregu wpisanego
w tréjkat ABC. (XI Olimpiada Matematyczna Junioréw)

4. Dany jest kwadrat ABCD. Przez punkt A przechodza proste ¢ i {5,
ktére przecinaja odcinki, odpowiednio, BC' i CD. Punkty By, Bs, D1, Do
sg rzutami punktéw B i D na proste, odpowiednio, ¢1 i 5. Dowiesé, ze
| B1B2| = | D1 D).

5. Punkty P i @ leza, odpowiednio, na bokach AB i AC tréjkata ABC, przy
czym spelniona jest réwnosé |BP| = |CQ)|. Odcinki BQ i CP przecinaja
sie¢ w punkcie R. Okregi opisane na trojkatach BPR i CQR przecinaja sie
ponownie w punkcie S # R. Udowodnié, ze punkt S lezy na dwusiecznej
kata BAC. (LXVII Olimpiada Matematyczna)

6. Punkt C' lezy na odcinku AB. Prosta ¢ przechodzi przez punkt C' oraz
przecina okregi o $rednicach AC' i BC' w punktach, odpowiednio, K i L
(r6znych od C'). Ta sama prosta przecina okrag o $rednicy AB w punktach M
i N, przy czym punkty M, K, L, N leza na niej w tej kolejnosci. Wykazaé, ze
|KM|=|LN|.
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Fot.: Rekonstrukcja komputera Colossus. Zrédto: Wikipedia

';.

lossus”

Na stronie 4 prezentujemy niezwykle ciekawg, cho¢ mato znang, historie ztamania szyfru Lorenza,
uzywanego przez armie niemiecka podczas Il Wojny Swiatowej. Jednym z bohateréw tej opowiesci

jest Colossus, urzagdzenie widoczne na zdjeciu.

Maszyna skonstruowana przez Tomy'ego Flowersa i jego ok. 50-osobowy zespot byta w istocie pierwszym
na swiecie programowalnym komputerem elektronicznym — powstata na dwa lata przed uruchomieniem
stawnego na caty swiat amerykanskiego komputera ENIAC.

Istnienie komputera Colossus pozostawato tajemnicg do 1975 roku, a cata stawa zwigzana z konstrukcjg
pierwszego komputera elektronicznego sptyneta na amerykanskich konstruktoréw ENIAC-a z 1945 roku.

. A J % ¢ -._l_.:. : “ e 2 80 ¥ s ‘. o_.l“-:-*._- 4 t;h‘i

Hubble [ Optical Hubble & Webb Webb [ Infrared

ietle optycz-
iej podczerwieni



	Zliczamy nadciągi
	Dynamiki i cięcia
	Szyfr Lorenza i jego złamanie (2)
	O metamateriałach, czyli czy możemy zmierzyć „ujemną” przenikalność elektryczną?
	Zadania
	Najjaśniejsze wybuchy we Wszechświecie
	Reguła znaków Kartezjusza
	To, co najważniejsze
	Co łączy żarłoczną kozę i całki zespolone?
	Niebo w czerwcu
	Prosto z nieba: Wielka centralna pustka?
	Klub44
	Dlaczego profesor ma drabinę na zajęciach?
	Kto z kim przystaje…

