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Tadeusz RZEZUCHOWSKI*

Wydzial Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej powstal w roku 1999, na
bazie istniejacego wczesniej Instytutu Matematyki.
Zwiazane byly z tym nadzieje na rozwdj oraz nowe
mozliwosci. Z perspektywy 25 lat mozna stwierdzié,

ze nie tylko zostaly one spelnione, ale tez przekroczone.

Politechniki Warszawskiej

Duza intensyfikacja i wzrost poziomu badan naukowych,

nowe, atrakcyjne kierunki i specjalnosci studiéw,
wysoka ocena absolwentow przez pracodawcéw — to
w najwiekszym skrécie bilans tych 25 lat.

Wydzial od poczatku staral si¢ wyjs¢ z dzialaniem
poza swoje mury, zwlaszcza do uczniéw szkoét srednich
i starszych klas podstawowych, traktujac to jako wazna
cze$¢ misji.

Od roku 2000 Wydzial prowadzi Internetowy Konkurs
Matematyczny, skierowany szczegoélnie do uczniow

z malych miejscowosci. Gléwna idea to motywowanie
mlodziezy do robienia jak najwiekszej liczby zadan.
Wiadomo, ze z matematyka jest troche jak z tancem —

nie wystarczy znaé kroki i figury — trzeba duzo ¢wiczy¢.

Dobrze skonfigurowany zbiér zadan wigkszosci uczniow
powinien wystarczy¢. Konkurs nie byl pomyslany

jako konkurencja dla Olimpiady, gdzie zadania sa

duzo bardziej wyrafinowane. Tu wystarczy solidne
przygotowanie z materiatu szkoty Sredniej.

Roéwniez w roku 2000 Wydziat zaczal realizowaé
dziatania pod nazwa ,,Zielona Informatyka”,
péiniej ,,Zielona Akcja”. W czasie wakacji studenci

Archipelag mozliwosci
O powstaniu Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych (MiNI)

Pierwszy dziekan Wydzialu MiNI PW, w latach 1999-2003

wolontariusze jechali prowadzi¢ zajecia i realizowaé
projekty edukacyjne z dzieémi w wiejskich szkotach.
Chodzilo nie tylko o nauczenie dzieci czego$
konkretnego, ale réwniez o zmniejszenie dystansu,

o przekonanie ich, ze dalsza edukacja i zwigzany z tym
awans sa w ich zasiegu. Po kilku latach akcje przejeta
Polsko-Amerykanska Fundacja Wolnosci i pod nazwa
,Projektor” prowadzi ja na ogromna skale do tej pory.

Inny charakter mial realizowany w latach 2010-2012
projekt o nazwie ,,Archipelag Matematyki”. Tworzony
byl wirtualny $wiat, po ktérym wedrujac i rozwiazujac
pojawiajace si¢ zagadki o charakterze matematycznym,
uczestnik uzyskiwal dostep do stworzonych w ramach
projektu materialow zawierajacych rézne ciekawostki
matematyczne, problemy i zastosowania. W Archipelagu
powstato ponad 300 filméw, animacji czy gier
matematycznych i innych materialéw edukacyjnych.

Takich dzialan na Wydziale jest duzo wigcej:
MiNI Akademia Matematyki, Dzien Popularyzacji
Matematyki. .. to tylko niektére przyklady.

Metafora Archipelagu dobrze pasuje do samej
Matematyki — to aktywny sejsmicznie obszar, gdzie
powstaja wcigz nowe wyspy, miedzy ktorymi zachodzi
intensywny przeplyw informacji i wspélpraca, i ktére
pelne sa zasobéw wykorzystywanych nawet w odlegtych
akwenach.

Zycze Czytelnikom Delty fascynujacych podrézy po tym
Archipelagu.

Wythoff Nim, czyli kréotkie warsztaty
z kombinatorycznej teorii gier

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

Rafal GORAK*

W pewnym miejscu na skonczonej szachownicy ustawiono hetmana. Dwéch

graczy wykonuje nim ruchy naprzemiennie, a gre przegrywa ten z graczy, ktéry
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Rys. 1. Dostepne ruchy

1

ruchu nie moze wykonaé (a jest jego kolej). Jednak aby mie¢ pewnosé, ze gra
kiedys sie skonczy, dopuszczamy jedynie ruchy w lewo, w doét oraz po jednej

z przekatnych (tyle samo p6l w lewo co w d6l). Gra ta nosi nazwe Wythoff Nim,
od nazwiska holenderskiego matematyka Willema Abrahama Wythoffa, ktory na
poczatku dwudziestego wieku ja zaproponowal i badal. Gra ta jest przykladem
szerszej klasy gier kombinatorycznych, tzw. gier bezstronnych (impartial). Sa
to gry, w ktérych gracze wykonuja ruchy naprzemiennie, dostepne ruchy zaleza
jedynie od kolejnoéci graczy, a przegrywa ten, ktéry ruchu nie moze wykonaé —
tak jak w Wythoff Nim. Co wiecej, zakladamy, ze niezaleznie od przebiegu

gry koncza sie w pozycji terminalnej (nie ma remiséw), a liczba wszystkich
mozliwych pozycji jest skoniczona (w skrécie: gra jest skoficzona). Zatem jezeli
bedziemy w dalszej czesci uzywali terminu gra, to wlasnie takie gry bedziemy
mieli na mysli. Naszym celem jest oczywiscie ustalenie strategii wygrywajace;j.



Aby tego dokonaé, podzielimy pozycje (czyli pola szachownicy) na dwa rodzaje.
Pozycje P, czyli pozadane, oraz pozycje N, czyli niepozadane. Celem kazdego
gracza bedzie wykonanie ruchu na pozycje pozadane, czyli zwycieskie, a unikanie
pol niepozadanych. Precyzyjna definicja wyglada nastepujaco:

Definicja. Pozycja terminalna w grze to pozycja P (w przypadku Wythoff
Nim lewy dolny rég). Z pozycji P mozliwe sa jedynie ruchy do pozycji N,
a z pozycji N istnieje ruch do pozycji P.

Chwila refleksji pozwala nam stwierdzié¢, ze taki podzial umozliwia jednemu

z graczy rozegra¢ zwycieska partie. Dokladniej, gracz, ktory wykonuje ruch

z pozycji N, ma zwycigska strategie, wykonujac ruch do P. Z kolei ruszajac

sie z P, nigdy do pozycji P nie trafimy, czyli w szczegdlnosci do lewego dolnego
rogu — jedynej pozycji terminalnej. Zatem gracz wykonujacy ruch z pozycji P
nie ma strategii wygrywajacej. Co wigcej, przytoczona tutaj definicja w istocie
pokazuje, jak rekurencyjnie (i jednoznacznie) podzieli¢ pozycje na N i P.
Zrébmy to w sytuacji gry Wythoff Nim na standardowej szachownicy 8 na 8.
Podziatu mozna dokonaé¢ w kilku prostych krokach, zaczynajac od pozycji
terminalnej, jak ukazane jest to na rysunku [2|

Rys. 2. Rekurencyjny podzial na pozycje P i N

Jak widaé¢ na rysunku 2, pozycje pozadane P sa znacznie rzadsze niz pozycje N.
Ostatnia szachownica na powyzszym rysunku daje nam pelen opis strategii
w grze na szachownicy 8 na 8.

(a) Jezeli na poczatku gry hetman jest ustawiony na pozycji P, to pierwszy
7 graczy przegrywa.

(b) Jezeli za$ na poczatku gry hetman jest ustawiony na pozycji N, to pierwszy
7 graczy przesuwa go na pozycje P, i tak za kazdym razem, kiedy jest jego
kolej. Postepujac w ten sposéb, gwarantuje sobie wygrana.

Jezeli kolumny i wiersze bedziemy numerowaé, poczynajac
od 0, to przy pewnym niewielkim wysitku (co pozostawiamy
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Czytelnikowi) mozna wykazadé, ze pozycje P sg postaci
(an, an + n) badz symetrycznie (a,, + n,a,), gdzie a, to ciag
spelniajacy nastepujacy wzér rekurencyjny:

ap = 0 oraz a, = mex{a;,a; +i|0<i<n},
w ktérym mex(A4) = min(NU {0} \ A). Przyjrzyjmy sie
wykresowi a,, dla pierwszych 100 wartosci.
Widaé, ze wartosci a,, rosna w sposéb prawie liniowy.
Doktadniejszy rachunek pokazuje, ze lim,, o 5> ~ 1,61803.
14+v5
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Rys. 3. Wykres a,, dla n < 100

Zdefiniujmy nastepujace zbiory:

A= {|ne]: neNU{0}} oraz

B ={|np|+n: neNU{0}}. Pokaz, ze
ANB = {0} oraz AUB =NU {0}.
Korzystajac z tego faktu, udowodnij
twierdzenie |1}

Nietrudno rozpoznaé, ze jest to ¢ = =522, czyli tzw. zloty
podzial. Mozna wykazaé, ze a,, = |ng], uzyskujac rozwiazanie
nierekurencyjne Wythoff Nim:

80 100

Twierdzenie 1. W grze Wythoff Nim gracz drugi ma strategie wygrywajgcg,
jesli pozycja poczgtkowa jest planszq z hetmanem na pozycji (|ne], [np] +n)
lub (|ng] +n, |nel), dla n € NU{0}. W przeciwnym wypadku gracz pierwszy
ma strategie wygrywajgcg (zwycieski ruch prowadzi na pozycje przedstawionej
wezesniej postact).

Zastandéwmy sie teraz, co wydarzy sie, gdy na planszy rozstawionych zostanie
kilka hetmanéw, a gracze w swojej turze moga poruszy¢ tylko jednego z nich.
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Rys. 4. g(5,6) = mex{0,1,2,3,4,5,7} = 6

Dla dwéch liczb a, b catkowitych
nieujemnych definiujemy sume¢ Nim a & b
jako xor ich rozwinie¢é¢ binarnych,
wyrazony na powrét w systemie
dziesietnym. Przyktadowo, chcac policzy¢
29 @ 11, najpierw reprezentujemy liczby
w systemie dwéjkowym, czyli 29 = 111012
oraz 11 = 10112, nastg¢pnie

111012
xor 10115
101102.

Poniewaz 101102 = 22, wigc mozemy
zapisaé, ze 29 @ 11 = 22.

Sformulowanie twierdzenia
Sprague’a—Grundy’ego w pelnej ogélnosci
wymaga wprowadzenia pojecia sumy gier.
Suma gier kombinatorycznych G + H to
nowa gra, gdzie gracze w kazdej turze
wykonuja ruch tylko w jednej z nich. Gre
przegrywa ten gracz, ktéry nie moze
wykonaé¢ ruchu. W istocie opisana wersja
gry Wythoff Nim z wieloma hetmanami
jest suma gier Wythoff Nim z jednym
hetmanem. Gdy mamy do czynienia

z grami bezstronnymi, skoniczonymi i bez
remiséw, gdzie ostatni wykonujacy ruch
wygrywa, przyjmujemy warto$¢ S-G dla
kazdej pozycji x w G, y w H oraz dla
(z,y), ktéra jest pozycja w G + H, jako
odpowiednio g(z), g(y) i g(z,y). Wtedy
g(z,y) = g(x) @ g(y). Oczywiscie
twierdzenie zachodzi réwniez dla sumy
wiekszej liczby gier.

Rys. 5. Zwycieski ruch z pozycji N na pozycje P

Zadanie. Na trzech stolach rozrzucona zostala pewna ilo§¢ monet. Dwéch graczy moze
naprzemiennie zabiera¢ 1, 2 lub 3 monety, ale tylko z jednego, wybranego przez siebie stotu.
Oczywiscie wyboru stolu gracze moga dokonywac za kazdym razem, gdy wykonuja swéj ruch.
Opisz pozycje pozadane P oraz niepozadane N. Wskaz zwycieski ruch z pozycji, gdzie na
stotach mamy odpowiednio 61, 101 i 15 monet.

Dopuszczamy mozliwosé, ze na jednym polu stoi wiele hetmanéw. Gra konczy
sie, gdy nie mozna poruszy¢ zadnego z nich. Do tej pory pozycje w grze
mogliSmy utozsamiaé¢ z polem, na ktérym stoi hetman. Natomiast jesli na
planszy jest ich wiecej, to méwiac ,,pozycja”, mamy na mysli calyg plansze

z zadanym ukladem. Dla rozréznienia polem P bedziemy nazywac takie pole
szachownicy, ze po ustawieniu tam jednego hetmana odpowiadajaca pozycja
(w grze z jednym hetmanem) jest pozycja P. Analogicznie definiujemy pole N.
Podziatu na pola P i N dokonaliSmy w pierwszej czesci artykutu. W pewnych
sytuacjach strategia wygrywajaca jest latwa do przewidzenia:

(a) Gdy wszystkie hetmany, poza jednym, ustawione sa na polu P, to zwycieza
gracz wykonujacy ruch, mianowicie: przesuwajac hetmana z pola N na pole P.

(b) W grze z dwoma hetmanami, jezeli ustawione sa na tym samym polu (lub
polach symetrycznych), to drugi z graczy ma strategie zwycieska: wystarczy,
ze bedzie kopiowal ruchy przeciwnika.

W pelnej ogdlnosci sam podzial na pola P i N nie wystarczy. Wtedy

w sukurs przychodzi pojecie wartosci Sprague’a—Grundy’ego (w skrécie S-G).
Dokladniej, warto$é S-G g(x) dla pozycji © w grze z jednym hetmanem
definiujemy rekurencyjnie: g(¢) = 0 dla dowolnej pozycji terminalnej,

g(z) = mex{g(y)| z x istnieje ruch do pozycji y}. Postepujac podobnie jak

z wyznaczaniem pozycji P i N, otrzymujemy wartosci S-G dla pozycji w grze
z jednym hetmanem, co ilustruje rysunek |4l

Obserwacja. Wartos¢ S-G pozycji wynosi 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jest to
pozycja P.

Obserwacje te nietrudno udowodnié, i to nie tylko dla Wythoff Nim, ale dla
wszystkich gier kombinatorycznych bezstronnych, skonczonych i bez remiséw.
Zatem warto$ci S-G niosa wiecej informacji niz tylko podzial na pozycje P i N.
Zachodzi bowiem znane klasyczne twierdzenie Sprague’a—Grundy’ego, ktére

w wersji dla gry Wythoff Nim formutuje sie nastepujaco:

Twierdzenie 2. Jezeli n hetmanow zostalo ustawionych na polach

(a1,b1), (az,b2),...(an,by), to warto$é S-G tej pozycji jest réwna

g(a1,b1) ® glag,b2) ® ... D glan,by), gdzie g(a;, b;) to wartosé S-G pozycji

z pojedynczym hetmanem na planszy, na polu o wspélrzednych (a;, b;).

W szczegdlnosci gre wygrywa gracz drugi wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé S-G
(czyli wspomniana suma) wynosi 0.

Przyktadowo na rysunku |5 mamy hetmany ustawione na pozycjach
o wartosciach S-G 6,9 1 5 (lewa szachownica, korzystamy z rys. 4)).
Poniewaz 6 & 9 & 5 = 10, jest to pozycja N. Rzeczywiscie, jesli
przesunaé hetmana z pozycji o wspélrzednych (7,3) na pozycje
(5,1), hetmany stalyby na polach o wartosciach S-G 6,3, 5. Skoro
6 3®5 =0, z twierdzenia |2| otrzymujemy, ze prawa szachownica to
pozycja P.

Okazuje sie, ze wyznaczenie wzoru nierekurencyjnego wartosci
Sprague’a—Grundy’ego dla gry Wythoff Nim jest problemem
otwartym. Podkredlmy, ze opisana tutaj technike mozna zastosowac
jedynie w grach kombinatorycznych, bezstronnych i skonczonych.
Gdybysmy jednak dopuscili dwa rodzaje hetmandw, czarnych i bialych,

a kazdemu z graczy pozwolili porusza¢ jedynie hetmanami w swoim kolorze, to
taka gra nie bylaby bezstronna i do jej analizy potrzebne bylyby inne narzedzia.
Podobnie zmiana warunku zwyciestwa na odwrotny, czyli na zwyciestwo

gracza pozbawionego ruchu, zazwyczaj duzo bardziej komplikuje analize gier
bezstronnych. Zachecamy Czytelnika do dalszych dociekan.

Zadanie. Rozwaz gr¢ Wythoff
Nim z jednym hetmanem

z odwrotnym warunkiem
zwyciestwa. Rozwiaz ja dla
szachownicy 8 na 8.
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Dane kierunkowe Przemystaw GRZEGORZEWSKI*

* Wydzial Matematyki i Nauk W wielu dziedzinach nauki mozna wskazaé sytuacje, w ktérych pomiary maja
é‘;;‘;’;‘;‘zvcgﬁgyd‘ Politechnika postaé¢ kierunkéw lub katéw — zaréwno w dwéch, jak i w trzech wymiarach.

Przykladowo, biolog moze by¢ zainteresowany badaniem kierunkéw sezonowego
przemieszczania si¢ ptakéw wedrujacych lub niektérych gatunkéw ryb
(np. lososia) badz kierunkami migracji zwierzat wywolanych okreslonymi
bodzcami srodowiskowymi. Geolodzy mierzg kierunki uskokéw, spekan oraz
szczelin w skatach w celu okreslenia przebiegu deformacji tektonicznych,
rozkladu naprezen czy orientacji warstw skalnych. Ortopede oceniajacego stan
pacjenta powracajacego do zdrowia po kontuzji interesuje kat zgiecia kolana.
Natomiast ekolodzy mierza dominujacy kierunek wiatru na danym obszarze, by
wyciagna¢ wnioski dotyczace rozprzestrzeniania sie zanieczyszczen.

Whnioskowanie na podstawie danych tego typu, okreslanych mianem

danych kierunkowych, wymaga stosowania metod i modeli rézniacych

sie od standardowych sposobdéw analizy danych jednowymiarowych lub
wielowymiarowych, jakie znamy z klasycznych podrecznikow statystyki.

W niniejszym artykule zaprezentujemy kilka przyktadowych problemoéw, ktére
pozwolg dostrzec specyfike danych kierunkowych.

Dane kierunkowe na plaszczyznie przyjeto sie przedstawiaé jako punkty lezace
na okregu jednostkowym lub, réwnowaznie, za pomoca kata, w zwiazku z czym
tego typu dane okredla si¢ czasem mianem danych kotowych lub cyrkularnych
(ang. circular data).

Pierwszym krokiem analizy danych jest zwykle préba ich zwiezlego opisu,

a w szczegolnosci wyznaczenie podstawowych charakterystyk liczbowych
dostepnego zbioru obserwacji, takich jak wartos¢ ,typowa” (przecietna, $rednia)
czy tez miara rozrzutu. Nie inaczej jest w przypadku danych kierunkowych.
Zacznijmy od wyznaczenia Sredniego (centralnego, preferowanego) kierunku

dla danego zbioru obserwacji.

Przyklad 1. Wyobrazmy sobie dwa klucze ptakéw lecace w kierunkach P i Ps,
wskazanych na rysunku 1. Zalézmy, przyjmujac standardowy sposéb okreslania
katéw w matematyce (tzn. z kierunkiem wschodnim jako kierunkiem zerowym

i zwigkszaniem kata przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara), ze owe dwa klucze
ptakdéw lecialy pod katem 10° i 350°. Gdyby usrednié¢ zaobserwowane kierunki
lotu ptakéow za pomoca Sredniej arytmetycznej, otrzymalibySmy w wyniku
%(100 + 350°) = 180°, czyli kierunek zachodni (zaznaczony na rys. 1), podczas
gdy nasze obserwacje ewidentnie wskazuja na wschéd. Nietrudno zauwazy¢, ze
gdyby katy okreslal przyrodnik, przyzwyczajony do przypisywania im wartosci
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, poczawszy od péinocy, to wedtug niego
mieliby$Smy do czynienia z kluczami lecacymi pod katem 80° i 100°, i érednia
arytmetyczna wskazalaby 90°, czyli spodziewany kierunek wschodni (rys. 2).

7 niniejszego przyktadu nie nalezy jednak pochopnie wysnuwaé wniosku, ze
przyrodnicy lepiej okreslaja sredni kierunek lotu ptakéow niz matematycy. Gdyby
bowiem punkty P; i P zostaly obrécone o 90° przeciwnie do ruchu wskazdwek
zegara, to Srednia arytmetyczna wyznaczona przez matematyka wyniostaby 90°,
Py wskazujac kierunek zgodny z intuicja, w przeciwienstwie do przyrodnika, ktory
otrzymaltby wskazanie na potudnie.

Rys. 1

P

W rozwazanej sytuacji tatwo jest ocenié¢, ktéry wynik wydaje sie poprawny,
Rys. 2 a ktory jest ewidentnie sprzeczny z oczekiwaniem. Ogdlnie rzecz biorac, sytuacja
nie musi by¢ az tak oczywista, co pokazemy w kolejnym przyktadzie.

Przyklad 2. Na rysunku 3 zaznaczono kierunki poruszania sie czterech zétwi
po wykluciu sie z jajek. Zalézmy, ze i tym razem chcieliby$dmy wyznaczy¢ sredni
kierunek poruszania sie zotwi. Jesli przyjaé¢ ,,matematyczny” sposéb okreslania
katéw, to owe cztery zotwiki wedrowalyby w kierunkach: 20°, 150°, 220° i 330°,
ktore po podstawieniu do wzoru na $redniag arytmetyczng wskazalyby 180°,

tj. kierunek zachodni. Gdyby ostatnie dwa kierunki okresli¢ katami ujemnymi,
tzn. —140° 1 —30°, to érednia przyjetaby wartosé¢ 0°, odpowiadajaca kierunkowi
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Py

Rys. 3

O zaletach i wadach réznych rodzajéw
$rednich pisaliSmy w Aéom-

W szczegdlnym przypadku, gdy
rozwazany punkt pokrywa sie

z poczatkiem ukladu, tj. » = 0, kierunek o
nie jest zdefiniowany.

Y

[ $s e EEREREEER

Rys. 4. Wspoélrzedne prostokatne
i biegunowe

wschodniemu. Jednoczesnie, gdyby katy okreslat przyrodnik — zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara, poczawszy od pdlnocy, to wedlug niego mielibysmy do
czynienia z nastepujacymi obserwacjami: 70°, 120°, 230° i 300°, ktére po
podstawieniu do wzoru na $rednia arytmetyczna dalyby 180°, czyli wynik
wskazujacy tym razem kierunek potudniowy. A gdyby nasz przyrodnik wyrazil
dwie ostatnie obserwacje za pomoca ujemnych wartosci kata, tzn. —130° i —60°,
to $rednia arytmetyczna bylaby réwna 0°, wskazujac poinoc.

Mamy nadzieje, iz przytoczone dwa przyktady przekonaty Czytelnikow, ze
$rednia arytmetyczna, mimo swoich wielu dobrych wtasnoéci, nie nadaje

sie do uéredniania danych kierunkowych: nie tylko dlatego, ze daje nieraz
wyniki sprzeczne z intuicja, ale réwniez z tego powodu, ze jej wskazania

sa uwarunkowane przyjetym arbitralnie punktem odniesienia (kierunek
zerowy) oraz sposobem nadawania wartosci katom. Zastandéwmy sie zatem, jak
wyznaczaé ,typowy” ($redni, przecigtny) kierunek?

Jak widaé, dane kierunkowe (na plaszczyZnie) moga by¢ reprezentowane jako
punkty na okregu lub jako katy. Pozycja kazdej obserwacji moze by¢ wiec
jednoznacznie okreslona przez dwie wspolrzedne. I mozna to zrobié¢ np. na
nastepujace dwa sposoby. Przyjmujac uktad wspétrzednych prostokatnych
wyznaczonych przez dwie prostopadte osie X i Y, z poczatkiem w punkcie O
(tj. w érodku okregu), usytuowanie danego punktu P zapiszemy jako P = P(x,y),
gdzie = i y beda rzutami prostokatnymi tego punktu, odpowiednio, na osie X

i Y. Zarazem miejsce polozenia punktu P mozna okresli¢ w tzw. wspolrzednych
biegunowych, podajac jego odlegtosé r od $rodka okregu (tzw. promienn wodzacy)
oraz kat a miedzy odcinkiem OP a wybrana osia (z reguly osia X). Obie
reprezentacje sa wzajemnie réwnowazne, tzn. wspéirzedne biegunowe mozna
przeksztalcié na prostokatne i na odwrét (por. rys. 4). W szczegblnoscei, znajac
wspolrzedne biegunowe punktu P = P(r,«), gdzie r > 0, a € [0, 27), wsp6irzedne
prostokatne tego punktu wyznaczamy ze wzordéw

T =Trcosq,

Yy =rsina.
Z kolei dla punktu P o wspolrzednych prostokatnych (x,y) promien wodzacy
tego punktu dostajemy z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujac r = /22 + 32,

natomiast wartosé kata o wyznaczamy z odpowiednio dostosowanej funkcji arcus
tangens.

W analizie danych kierunkowych wygodnie jest czasem postrzegaé dang
obserwacje jako wektor o poczatku w punkcie O i koncu w punkcie P lub,

w ukladzie biegunowym, jako pare uporzadkowana (r,a). A poniewaz w analizie
danych kierunkowych interesuje nas kierunek, a nie dtugo$é wektora, wiec
przyjmujemy, ze rozwazane wektory maja dlugosé jednostkowa (czyli r = 1).
Tym samym przeksztalcenie wspolrzednych biegunowych na prostokatne wyraza
sie nastepujaco: (1,a) < (x = cosa,y = sina).

Powréémy teraz do zagadnienia usredniania danych kierunkowych. Zatézmy, ze
mamy do czynienia z n-elementowa prébka danych kierunkowych Py, ..., P,.
W $wietle tego, co powiedziano powyzej, mozemy mysle¢ o tych obserwacjach
jak o zbiorze odpowiadajacych im katow ag, ..., a,. Po przeksztalceniu
wspolrzednych z biegunowych na prostokatne nasza prébke bedziemy mogli
zapisaé¢ w postaci (cosaq,sinay),. .., (cosay,sinay,).

Utworzmy teraz nowy wektor o wspélrzednych otrzymanych przez usrednienie,
odpowiednio, pierwszych i drugich wspoéltrzednych wektorow tworzacych nasza
probke. Tym sposobem otrzymamy tzw. wektor Sredni o wspélrzednych

1o 1o
(%) (Z,7) = (n;cosai, n;sinai).

Jest to oczywiscie srodek ciezkosci wielokata o wierzchotkach w punktach
(cosaq,sinay),. .., (cosay,sina, ). Srednig kolowa @ definiujemy teraz jako
katowa wspoirzednag biegunowa wektora (T, 7). Oznacza to réwniez, ze jesli
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P

Ps

Rys. 5. Kierunki poruszania sie zétwi
i wyznaczona Srednia kolowa @. Biaty
punkt odpowiada punktowi (T, ), czyli
$rodkowi cigzkosci wielokata P; Py P3Py

Polecamy Czytelnikowi zastanowienie sig,
dlaczego w tym wypadku érednia kotowa
wynosi doktadnie 300°.

Rys. 6. Oryginalne dane kierunkowe
oznaczone sg na szaro, a dane po
obréceniu o kat C' — kolorem. Wektor
$redni réwniez ulega obréceniu o kat C,
wigc o tyle zmienia si¢ $rednia kolowa

Rys. 7

(Z,75) = (0,0), to érednia kolowa nie jest dobrze zdefiniowana (i jest tak tylko
w tym przypadku).

Przyklad 2 (c.d.). Przekonajmy sie, jaki wynik otrzymaliby$my, podstawiajac
dane z przyktadu 2. Przypomnijmy, ze nasza probka sktada sie z czterech
punktow opisanych katami: 20°, 150°, 220° i 330°. W pierwszym kroku
przeksztalcamy wspoélrzedne obserwacji z biegunowych na prostokatne

i dostajemy

(cos(20°),sin(20°)) ~ (0.94,0.34),
(cos(150°),sin(150°)) =~ (—0.87,0.5),
(cos(220°),sin(220°)) ~ (—0.76, —0.64),
(cos(330°),sin(330°)) ~ (0.87,—0.5).

Otrzymane w poprzednim kroku wartosci podstawiamy do wzoru (%)) na
wspOlrzedne wektora $redniego: (Z,7) ~ (0,043, —0,075). Poniewaz T > 0 oraz
v < 0, wiec kierunek tego wektora mozemy wyznaczy¢ nastepujaco:
a =27 — arctg <y|) = 300°
T

Nasza probke wraz z wyznaczonym kierunkiem érednim (zaznaczonym kolorem
czerwonym) pokazuje rysunek 5.

W kontekscie klopotéw omawianych w przykladach 1 i 2 warto byloby przekonaé
sie, czy $érednia kolowa dla danego zestawu danych zalezy od wyboru kata
zerowego lub od przyjetego kierunku obrotu.

Twierdzenie 1. Srednia kolowa @ wyznaczona na podstawie obserwacji
kierunkowych danych kgtami (aq, ..., a,) ma nastepujace wilasnosci:

(a) jesli a; =g dlai=1,...,n, to @ = ay,

(b) dla dowolnego C Srednia kgtowa & zbioru obserwacji (an + C, ... an + C)
jest rowna @ + C,

(¢) $rednia kgtowa @ zbioru obserwacji (), ..., al), gdzie o) = 2w — «ay, jest
rowna 2m — .

Zanim przejdziemy do uzasadnienia powyzszego twierdzenia, zastandwmy

sie nad interpretacja poszczegdlnych wlasnosci (a)—(c). Pierwsza z nich

to idempotencja typowa dla funkcji uéredniajacych, w my$l ktérej érednia
wyznaczona dla zbioru identycznych wartosci jest rowna tejze wartosci.
Wiasnosé (b) méwi, ze Srednia kolowa jest ekwiwariantna wzgledem przesuniecia,
tzn. ze jesli wszystkie katy w zbiorze danych zostang przesuniete o pewna

stala warto$é C', to srednia katowa @ réwniez zostanie przesunieta o te sama
wartos¢ C, a tym samym $rednia kotowa nie zalezy od wyboru kata zerowego.
Wreszcie warto$é (c) oznacza, ze $rednia kotowa jest ekwiwariantna wzgledem
zmiany kierunku obrotu przyjetego do okreslania wartosci kata.

PrzejdZmy do uzasadnienia. Wlasnosé (a) jest oczywista i wynika wprost

z idempotencji Sredniej arytmetycznej. Pozostate wlasnosci sg naturalna
konsekwencja zachowania sie $rodka ciezkosci przy zastosowaniu podstawowych
przeksztalcenn geometrycznych. Punkt (b) wynika z tego, ze po obrdceniu
wszystkich wektoréw jednostkowych tworzacych prébke o dany kat C' wokodl
poczatku ukladu wspéirzednych, wektor sredni (czyli $rodek ciezkosci
wyznaczonego przez te wektory wielokata) ulegnie temu samemu obrotowi

(rys. 6). Punkt (c) ma dokladnie te sama interpretacje, przy czym tutaj zamiast
obrotu rozpatrujemy odbicie symetryczne wzgledem osi OX (rys. 7).

Nalezy zaznaczy¢, ze wlasnosci opisane w twierdzeniu |1| posiada réwniez $rednia
arytmetyczna liczb rzeczywistych. Jednak srednia kotowa nie posiada pewnych
wlasno$ci éredniej arytmetycznej. Przyktadowo, w przypadku n obserwacji
roztozonych réwnomiernie na prostej ich $rednia arytmetyczna jest réwna
wartosci sSrodkowej obserwacji, gdy n jest nieparzyste, lub Sredniej arytmetycznej
z dwoéch srodkowych obserwacji, gdy n jest parzyste. Tymczasem dla zbioru
obserwacji rozlozonych réwnomiernie na okregu $rednia kotowa nie istnieje, gdyz
ze wzgledu na symetrie konfiguracji wektor sredni jest wektorem zerowym.
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Poréownujac niektére wlasnosci éredniej arytmetycznej

i Sredniej kotowej, warto przywolaé¢ pewna ceche, dzigki
ktérej srednia arytmetyczna jest postrzegana jako
wielko$¢ dobrze reprezentujaca dany zbiér obserwacji
na prostej. Ot6z, jak wiadomo, srednia arytmetyczna
minimalizuje sume kwadratéow réznic od poszczegdlnych
obserwacji. W prosty sposob wynika to z nastepujacej

tozsamosci:
n n

1 n
x;—a)= x;—T)’+n f—a2, gdzie T=— T,
;( ) ;( )" +n(T—a) - ;
ktorej weryfikacje pozostawiamy Czytelnikom. Czy
tego typu zwiazek istnieje dla danych kierunkowych

i Sredniej kotowej? Okazuje sig, ze tak, tyle ze kwadrat
odlegtosci euklidesowej trzeba zastapié przez tzw.
odleglosé kosinusowa, dang wzorem d(a, ) =

1 —cos(a — B).

Odlegtosé¢ kosinusowa d(a, 8) przyjmuje najmniejsza warto$é réwng 0
tylko, jesli @ = . Nalezy jednak zaznaczy¢, ze odleglo$é kosinusowa

nie spelnia nieréwnosci tréjkata, nie jest zatem odlegloscia w ogdlnym,
matematycznym rozumieniu.

Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech o bedzie Srednig kolowg
wyznaczong na podstawie obserwacji kierunkowych
danych kgtami (aq, ..., ap). Wowczas

n

@ = argmingeg or Z [1— cos(a; — B)].

i=1
Uzasadnienie, wykorzystujace réwnosé cos(a — ) =
cos acos 3 + sin asin B oraz podstawowy rachunek
rézniczkowy, ponownie pozostawiamy Czytelnikom.

Do tej pory koncentrowaliSémy si¢ na $redniej kotowej,
czyli kierunku wektora $redniego (Z,7). Rozwazmy teraz

jego dhugosé¢ R = /72 + 5. Okazuje sie, ze ma ona
ciekawa interpretacje, stanowiac przydatny miernik

skoncentrowania danych wokét sredniej katowej. Jak
juz zauwazyliSmy, w przypadku danych roztozonych
réwnomiernie na okregu mamy R = 0, co nie dziwi,
gdyz w tym przypadku nie istnieje Srednia kolowa,

a wiec trudno byloby oczekiwaé¢ skoncentrowania
obserwacji wokot tej sredniej. Z kolei dla zbioru
identycznych wartosci otrzymujemy R = 1, czyli
maksymalna mozliwg wartos¢ tego parametru, co
réwniez nie dziwi, bowiem wszystkie obserwacje sa
rowne $éredniej kotowej. Dla przypadkéw posrednich
miedzy calkowita koncentracja wokot sredniej kotowej
a brakiem owej koncentracji wielko$¢ R przyjmuje
wartosci z przedziatu (0, 1). Przykladowo, dla danych

z przykladu 1 mamy R = 0,9848, co potwierdza ich
duze skoncentrowanie wokoét kierunku Sredniego, zas dla
obserwacji z przykladu 2 otrzymujemy R = 0,0875, co
oznacza bardzo mala koncentracje wokdt sredniej kolowej.

W analizie danych kierunkowych wykorzystuje sig
rowniez wielkosé

V=1-R,
bedaca miara rozrzutu, ktéra jest traktowana jako
odpowiednik wariancji prébkowej i bywa nazywana
wariancja kolowa. W przeciwienstwie do klasycznej
wariancji prébkowej V' jest miara unormowang, tzn.
taka, ktorej najwieksza mozliwa wartosé to 1,
przy czym wartosci V' bliskie zeru oznaczaja mate
rozproszenie, podczas gdy wartosci bliskie 1 Swiadcza
o duzym rozrzucie obserwacji.

Na zakoniczenie dodajmy, ze poruszone w niniejszym
artykule zagadnienia dotycza jedynie wstepnego

opisu danych kierunkowych, ktoérych dalsza i bardziej
zaawansowana analiza pozwala wyciaga¢ ogdlne wnioski
na podstawie dostepnych obserwacji. Ale to jest juz
material na odrebna opowiesé.

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1816. Czy istnieje taki wielomian P stopnia 2025, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej x spelniona jest rownosé

P(z)+P(l—x)=17

M 1817. Wyznaczy¢ liczbe 2025-cyfrowych liczb podzielnych przez 22925
ktérych cyfry naleza do zbioru {2,3,4,5,6,7}.

M 1818. Kwadratowsa, plansze o wymiarach 10 x 10 podzielono na 25 kwadratéw
2 x 2. Nastepnie plansze wypelniono kostkami domina (prostokatami 1 x 2
ulozonymi pionowo lub poziomo). Jaka jest najmniejsza liczba kostek domina,
ktére moga znajdowaé sie wewnatrz kwadratow 2 x 2 z podziatu?

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1119. W szczelnym kontenerze o stalej pojemnosci (sztywne metalowe $ciany)
V =10 m? znajduje si¢ powietrze pod ci$nieniem 1 atmosfery, pg = 101 - 10® Pa,
w temperaturze Ty = 273 K (0°C). Ile ciepla potrzeba do ogrzania powietrza

w kontenerze do temperatury 7' = 293 K? Stala gazowa R = 8,31 J/(mol-K).

F 1120. Naczynie w ksztalcie pionowego walca o wewnetrznym promieniu R
ma u podstawy kolowy otworek o promieniu r. Jak predkos¢ wyplywu wody
z naczynia zalezy od wysokosci h jej powierzchni nad odplywem (dolnym

Rozwigzania na str. 24
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Magia rytmu

Jarostaw GRYTCZUK*

Rytm ma w sobie co§ magicznego, sprawia nawet, zZe wierzymy, iz wzniostosé jest w naszym posiadaniu.

* Wydzial Matematyki i Nauk
Informacyjnych, Politechnika
Warszawska

W rzeczywistosci Per Ngrgard wymyslit
najpierw ciag liczbowy:
0,1,-1,2,1,0,-2,3,-1,2,0,1,2,—1,...,
bedacy splotem dwoch ciagéw, ktére sa
prostymi przeksztalceniami wyjSciowego
ciggu. Pierwszy powstaje przez inwersje,
czyli zastapienie wyrazéw wyjsSciowego
ciagu elementami do nich przeciwnymi:
0,—1,1,-2,-1,0,2,—3,..., drugi za$
powstaje w wyniku dzialania translacji,
czyli przez dodanie 1 do kazdej

z pierwotnych liczb: 1,2,0,3,2,1, —1,4,...
Kopie te przeplataja si¢ naprzemiennie,
tworzac oryginalny cigg. Nie byl on znany
wczesniej w matematyce. Kompozytor
stosuje go czesto w swoich utworach jako
linie melodyczng, ale takze jako
hierarchiczng strukture harmoniczna.
Paradiddle N powstaje przez zastgpienie
liczb parzystych literg P, a nieparzystych
literg L.

Dla zilustrowania twierdzenia Prouheta
spéjrzmy na czwarty cigg kolekcji,
PLLPLPPL. Wyznacza on dwa zbiory liczb
odpowiadajace pozycjom dwoch liter,

P ={1,4,6,7}i L ={2,3,5,8}. Zbiory te
maja nie tylko réwne sumy:
14+44+6+7=2+3+45+ 8, ale takze
réwne sumy kwadratéw:

12 +42 4 6%+ 7% =224+ 32+ 5% + 8% Dla
nastgpnego ciggu analogiczne zbiory maja
nie tylko réwne sumy i réwne sumy
kwadratéw, ale takze réwne sumy
szescianéw! I tak dalej. ..

Dowdéd twierdzenia Thuego nie jest
trudny. Mozna go przeprowadzié,
wykorzystujac fraktalne
samopodobienstwo ciggu N. Zauwazmy,
ze hipotetyczna nakladajaca si¢ para
identycznych segmentéw musiataby
zawiera¢ na poczatku segment postaci
S = zAx Az, gdzie A jest segmentem,

a x pojedyncza litera. Zakladajac, ze

S jest najkrotszym takim segmentem
wystepujacym w N, wystarczy rozwazy¢
dwa przypadki odpowiadajgce réznym
parzysto$ciom dlugosci segmentu A.
Oba prowadza szybko do sprzecznoci.

— Johan Wolfgang von Goethe
Paradiddle Ngrgarda

Podreczniki do nauki gry na perkusji zawieraja serie ¢wiczen z nutami
podpisanymi literami P i L. Oznaczaja one uderzenia odpowiednio prawa i lewg,
reka. Sa to tak zwane paradiddle — rutynowe ¢wiczenia perkusisty stanowiace
element codziennego treningu niezbednego do osiagniecia odpowiedniej
sprawnosci technicznej.

Paradiddle P L L P L PP L L P P L P L L P

Jedno z najbardziej wyrafinowanych paradiddle wynalazt dunski kompozytor
Per Ngrgard w latach siedemdziesiatych ubieglego wieku. Jest to wladciwie
cata kolekcja coraz dtuzszych ciagdéw prowadzacych do jednego nieskonczonego
paradiddle. Kolejny wyraz kolekcji powstaje przez sklejenie wyrazu poprzedniego
7z jego ,lustrzana’” kopia, w ktorej litery P i L zamienily si¢ wzajemnie miejscami,
niczym rece perkusistki ¢wiczacej przed lustrem:

P,PL, PLLP, PLLPLPPL, PLLPLPPLLPPLPLLP, ...

Na przyktad czwarty wyraz kolekcji PLLPLPPL sktada si¢ z wyrazu poprzedniego,
PLLP, i jego lustrzanej kopii, LPPL. Mozna go takze otrzymac¢ poprzez
naprzemienne przetasowanie tych kopii: PLLPLPPL. Nieskonczone paradidle
Ngrgarda stanowi zatem rodzaj rytmicznego fraktala bedacego naprzemiennym
splotem dwéch kopii samego siebie — wiernej i lustrzanej:

N = PLLPLPPLLPPLPLLPLPPLPLLPPLLPLPPL...

Swéj wynalazek Per Negrgard stosowal w wielu kompozycjach, z ktérych
najstawniejszg jest chyba suita I Ching na perkusje solo, dedykowana duniskiemu
wirtuozowi tego instrumentu Gertowi Mortensenowi. Nie jest to zatem tylko
wprawka dla perkusistow, lecz ztozona struktura rytmiczna, ktérej muzyczna
realizacja wymaga nie lada kunsztu. Jej psychodeliczny urok fascynuje zreszta
nie tylko muzykdéw.

Twierdzenia Thuego

W istocie cigg N pojawil sie w matematyce juz w polowie dziewietnastego
stulecia w pracy francuskiego matematyka Fugeéne’a Prouheta, ktéra traktowala
o pewnym problemie rozkladania liczb naturalnych na sumy poteg. Jako
osobny obiekt studiéw matematycznych zostal na nowo odkryty na poczatku
dwudziestego wieku przez norweskiego matematyka Axela Thuego. Ten wybitny
specjalista teorii liczb dostrzeg!l czysto kombinatoryczne piekno ciagu N
przejawiajace sie w takiej oto niesamowitej wlasnoéci: Zadne dwa nakladajgce sie
segmenty ciggu N nie sg identyczne. Na przyklad zaznaczone ponizej segmenty,
PPLLPP i PPLPLL, réznia si¢ na trzech ostatnich pozycjach:

N = PLLPLPPLLPPLPLLPLPPLPLLPPLLPLPPL...

Konsekwencja tej wlasnoéci jest to, ze zadne trzy sasiadujace segmenty w ciagu
N nie moga by¢ identyczne:
N = PLLPLPPLLPPLPLLPL PLLPPLLPLPPL. ..

Ciag N jest zatem wielce ,niepowtarzalny” — po wystapieniu obok siebie
dwoéch identycznych segmentéw nastepny jest zawsze inny. Prawdziwy koszmar
perkusistéw. . .

Nasuwa sie naturalne pytanie: czy istnieje nieskonczone paradiddle, w ktérym
dwa sasiadujace segmenty sa zawsze réozne? Zauwazmy, ze kazdy ciag dtugosci
cztery zbudowany z dwoch liter albo zawiera bezposrednie powtérzenie
pojedynczej litery, PP lub LL, albo ma postaé¢ PLPL lub LPLP. A zatem jezeli
chcemy uniknaé powtarzajacych sie obok siebie segmentéw, to musimy
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Twierdzenia Thuego zostaly opublikowane
w dwéch pracach, w roku 1906 i 1912,

w malo znanym czasopi$mie. Przez wiele
lat pozostawaly niezauwazone. Byly
zreszty odkrywane niezaleznie przez wielu
badaczy w rozmaitych kontekstach
(uktady dynamiczne, teoria grup, turnieje
szachowe, zagadnienia sprawiedliwego
podzialu etc.). Obecnie uznaje si¢ je za
poczatek kombinatoryki na stowach —
obszernej dziedziny o licznych
zastosowaniach i powigzaniach z réznymi
dzialami matematyki i informatyki,

a takze biologii obliczeniowej.

W listowym kolorowaniu grafu dziejg sie
rzeczy dziwne. Przypusémy, ze graf G da
si¢ poprawnie pokolorowaé¢ dwoma
kolorami. Kto$ przydzielil wierzchotkom
palety koloréw, po sto w kazdej. Czy
mozemy mie¢ pewno$¢, ze uda nam si¢
poprawnie pokolorowaé graf G,
wybierajac kazdemu wierzchotkowi kolor
z jego palety? Okazuje si¢, ze w wielu
przypadkach odpowiedz jest negatywna —
istnieja rozmieszczenia palet (z dowolnie
duzg liczbag koloréw) tak zlosliwe, ze jest
to niewykonalne!

Wybierzmy zbiér punktéw na
plaszczyZnie, a nastepnie polaczmy
niektére pary punktéw odcinkami tak,
aby zadne dwa odcinki nie krzyzowaly sig,
czyli aby ich wnetrza byly rozlaczne.
Klasa tak uzyskanych graféw to grafy
planarne znane ze slynnego problemu
czterech barw. Inng elegancka
interpretacje geometryczng graféw
planarnych dostaniemy, rysujac na
plaszczyznie kota o dowolnych
promieniach i parami roztacznych
wnetrzach, ale mogace stykaé si¢ na
brzegach. Wierzchotki grafu umieszczamy
w $rodkach tych két, taczac krawedziami
te pary srodkéw, ktére odpowiadaja
kotom stycznym. Kazdy taki graf jest
oczywiscie planarny, ale zaskakujace jest
to, ze kazdy graf planarny mozna w ten
sposéb uzyskad.

powiekszy¢ zaséb liter stanowiacych budulec ciagu. Na szczedcie w grze

na perkusji uzywa sie nie tylko rak, ale i nég. W bardziej zaawansowanych
paradiddle wystepuje wraz z literami P i L takze litera S, oznaczajaca uderzenie
w wielki beben wykonane za pomoca stopy.

Juz w roku 1906 Thue skonstruowatl z trzech liter nieskonczony ciag, w ktérym
Zadne dwa sgsiadujgce segmenty nie sq identyczne. Mozna go otrzymac z ciagu
N, odczytujac liczbe wystapien litery L pomiedzy kolejnymi literami P:
N=PLLP L P PLL P P L PLLP L P P L PLL P...
A i N S N A N N S N N N
2 1 0 2 0 1 2 1 0 1 2

Podstawiajac 2 =P, 1 =L i 0 = S, dostajemy paradiddle na dwie rece i stope,
w ktérym zaden segment nie powtarza si¢ dwa razy z rzedu:

T = PLSPSLPL SLPSPLSLPLSPSLPLSLPSPLSLPLSPS. ..

Ta wlasnoéé¢ ciagu T wynika wprost z tego, ze w ciagu N nie ma nakladajacych
sie identycznych segmentéw. Na przyklad zaznaczone powyzej segmenty
w ciggu T nie sg identyczne, choé réznia sie jedynie na ostatniej pozycji.

Ciag skladajacy sie z sasiadujacych powtorzen tego samego segmentu nazywamy
repetycjg. Liczba tych segmentéw to krotnosé repetycji. Na przyklad ciagi

PP, PLPL, LPPLPP, PLPSPLPS to repetycje dwukrotne, PPP, PSPSPS, LLSLLSLLS to
repetycje trzykrotne, natomiast PPLSPPLSPPLSPPLS to repetycja czterokrotna.
Nieskonczony ciag okresowy to oczywiscie repetycja o krotnosci nieskonczonej.
Twierdzenia Thuego orzekaja zatem, ze istnieje nieskonczony ciag binarny bez
repetycji trzykrotnych (ciag N) oraz nieskoniczony ciag ternarny bez repetycji
dwukrotnych, a tym samym bez zadnych repetycji (ciag T').

Odkrycia Thuego, wzmocnione doznaniami muzycznymi, wciaz ekscytuja
badaczy. Pojawiaja sie rozmaite warianty, uogélnienia, nowe problemy otwarte.
Oto prébka zawartosci tego ,,rogu obfitosci”.

Ciagi z list

Problem 1. Niech dany bedzie nieskoniczony ciag zbioréw trdojelementowych
A, As, As, ... Czy z kazdego z nich mozna wybraé element a; € A; tak, aby
nieskonczony ciag aiasas ... nie zawieral zadnych repetycji?

Twierdzenie Thuego odpowiada przypadkowi, kiedy wszystkie zbiory sa
identyczne. Jezeli cho¢ dwa zbiory A; sa rézne, to mamy w sumie wiecej réznych
liter do dyspozycji i wydaje sie, ze utworzenie ciagu bez repetycji powinno byé
nawet latwiejsze. Jednakze nikt jak dotad nie podal rozwiazania problemu 1

w pelnej ogdlnosci. Znaleziono natomiast rozwiazania pewnych szczegélnych
przypadkéw. Wiadomo, ze odpowiedz jest pozytywna, jezeli wszystkie zbiory A;
sa czteroelementowe, a takze jezeli sa trojelementowymi podzbiorami tego
samego zbioru czteroelementowego. Ostatnio podjeta proba sprowadza problem
do komputerowego sprawdzenia skonczonej liczby przypadkéw, ktéra wszakze
jest na tyle duza, ze na ostateczny efekt przyjdzie jeszcze poczekad.

Powyzszy problem jest analogiem [listowego kolorowania grafu. W zwyklym
kolorowaniu grafu kazdy wierzcholek dostaje kolor z jednej wspdlnej palety
koloréw. W kolorowaniu listowym kazdy wierzcholek ma z géry okreslona wlasna
palete koloréw (liste) i tylko z niej mozna wybieraé kolor, ktérym zostanie
pomalowany. Zachodzi pozorny paradoks — przy réznych paletach mamy w sumie
wiecej koloréw do dyspozycji, wydaje sie zatem, ze kolorowanie grafu tym latwiej
powinno sie udaé¢. Jednak rozmieszczenie palet narzuca pewne ograniczenia,
ktére moga skutkowaé zaskakujacymi trudnosciami. Znane sa przykltady grafow
planarnych z tak podstepnym rozmieszczeniem palet — z czterema kolorami
kazda, ze poprawne kolorowanie nie istnieje, choé, jak wiadomo, w tradycyjnej
wersji cztery kolory wystarczaja.

Repetycje anagramowe

Anagramem stowa (ciagu) jest stowo powstale z niego w wyniku dowolnego
przestawienia liter. Na przyklad BAROK i KORBA sa nawzajem swoimi anagramami.
Ciag bedacy sklejeniem dwoch anagraméw tego samego slowa nazywamy
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repetycjq anagramowq. Innymi stowy jest to taki ciag,
ktoéry mozna rozciaé¢ jednym cigciem na dwie czedci,

z ktérych kazda ma tyle samo wystapien kazdej litery,
na przyktad PLLSSSPLSSLS. Repetycje anagramowe
wielokrotne definiujemy analogicznie do zwyklych
repetycji, jako sklejenie wielu anagraméw tego samego
stowa. Na przyktad KTOTOKKOT jest trzykrotna repetycja
anagramows.

Stynny matematyk Paul Erd&s zainspirowany
twierdzeniami Thuego zadat takie oto pytanie: Czy
istnieje nieskonczony cigg bez repetycji anagramowych
zbudowany z czterech liter?

Mozna sprawdzié, ze najdluzszy ciag bez repetycji
anagramowych utworzony z trzech liter ma dtugosé
dwanascie. Udowodniono natomiast, ze trzy litery
wystarcza do konstrukeji nieskonczonego ciagu bez
trzykrotnych repetycji anagramowych, a takze ze
istnieja nieskonczone ciagi bez czterokrotnych repetycji
anagramowych zbudowane tylko z dwoch liter.

Pytanie Erdosa pozostawalo bez odpowiedzi przez
wiele lat, az w konicu i ono znalazto pozytywne
rozstrzygniecie. Konstrukcje odpowiedniego ciagu
podal Veikko Keardnen w roku 1992. Jest ona
podobna w duchu do konstrukecji Thuego, lecz bardziej
skomplikowana technicznie (nie obylo sie raczej bez
uzycia komputera). Wlasciwie cigg Kerédnena réwniez
mozna zinterpretowaé jako paradiddle, tym razem
angazujace obie rece i obie nogi perkusistki:

K =SPSHSLSHSPHSHLHPLPSPLPHLPLSLHLSLPSLSHSPSLPLH. ..

Litera H oznacza hi-hat — instrument perkusyjny
skladajacy sie z dwoch talerzy zamocowanych poziomo
na statywie, ktore uderzaja o siebie niczym klaszczace
dlonie na skutek przyciskania lewa stopa pedalu

w statywie. Jezeli poprzednie paradiddle T'i N bytly
wielce ,,niepowtarzalne”; to co powiedzie¢ o tym?

W ciagu K kazde dwa sasiadujace segmenty sa nie
tylko rézne, ale pozostaja rézne nawet po dowolnym
przestawieniu wyrazow w jednym z nich. ..

Gdyby w roli liter obsadzi¢ liczby pierwsze, to w ciagu majacym
wlasno$é Erdésa iloczyny wyrazéw dwéch sasiednich segmentéw
nigdy nie beda réowne. Nie oznacza to jednak, ze iloczyn liczb

w zadnym segmencie nie bedzie kwadratem. Mozna wykazaé, ze kazdy
dostatecznie dlugi ciag zbudowany ze skonczonej liczby liter-liczb
zawiera segment o kwadratowym iloczynie wyrazéw. Natomiast

w ciggu liczb naturalnych, 1,2,3,4,5,6,7,8, ..., nie ma zadnego

segmentu (diugosci co najmniej dwa), ktérego iloczyn wyrazéw jest
kwadratem, szeScianem czy tez jakakolwiek wyzsza potega.

Natomiast ciagle bez odpowiedzi pozostaje ponizsze
pytanie.

Problem 2. Niech dany bedzie nieskonczony ciag
zbioréw czteroelementowych Aj, Ay, As, ... Czy

z kazdego z nich mozna wybra¢ element a; € A; tak,
aby nieskoriczony ciag ajasas ... nie zawieral zadnych
repetycji anagramowych?

Tym razem nie wiadomo, czy odpowiedz jest
pozytywna, nawet jezeli powiekszymy rozmiar
zbioréw A; do dowolnej skonczonej stalej k.
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Repetycje sumacyjne

Ciag liczbowy nazywamy repetycjg sumacyjng, jezeli
jest sklejeniem dwdch ciagéw o rownej liczbie wyrazéw
i rownych sumach. Na przyklad cigg 124232 nie jest
repetycja zwykla ani repetycja anagramowa, ale jest
repetycja sumacyjna. Repetycje sumacyjne wielokrotne
definiujemy podobnie jak poprzednio.

Problem 3. Czy dla jakiejs liczby naturalnej k
istnieje nieskonczony ciag bez repetycji sumacyjnych
o wyrazach ze zbioru {0,1,2,...,k}?

Zauwazmy, ze ciag o wyrazach {0, 1} jest repetycja
sumacyjng wtedy i tylko wtedy, gdy jest repetycja
anagramowa. Wiemy zatem, ze istnieje nieskonczony
cigg binarny bez repetycji sumacyjnych czterokrotnych.
Udowodniono takze, ze istnieje nieskonczony ciag bez
trzykrotnych repetycji sumacyjnych o wyrazach {0, 1,5}.

Repetycje na grafach

Ciag wierzchotkéw vivs ... vy grafu G nazywamy
Sciezkq, jezeli zadne dwa jego wyrazy nie sg
identyczne, a kazde dwa kolejne wyrazy sa potaczone
krawedzig. Kolorowanie wierzchotkow grafu G
nazywamy niepowtarzalnym, jezeli ciag koloréw na
zadnej $ciezce nie zawiera repetycji. Najmniejsza
liczbe koloréw potrzebnych do niepowtarzalnego
pokolorowania grafu G oznaczamy przez 7(G).
Twierdzenie Thuego orzeka na przyklad, ze n(P) = 3,
gdzie P oznacza dowolna $ciezke o co najmniej
czterech wierzchotkach. Ile koloréw potrzeba do
niepowtarzalnego pokolorowania graféw planarnych?

Problem 4. Tle wynosi minimalne k takie, ze
nieréwno$é 7(G) < k zachodzi dla kazdego grafu
planarnego G

Problem ten zostal postawiony dwadziescia pie¢ lat
temu. Przez dwadziescia lat nie bylo nawet wiadomo,
czy odpowiedz jest liczba skonczong. Przetom nastapit
pie¢ lat temu, kiedy to udowodniono, ze kazdy graf
planarny spelnia nieréwno$¢ 7(G) < 768. Z pewnoscia
nie jest to optymalne oszacowanie.

Dowéd tego, ze liczba 7(G) ma skonczone ograniczenie w klasie
graféw planarnych, jest do$¢ prosta konsekwencja zaskakujacej
strukturalnej wlasnosci, pozwalajacej zanurzaé je w produkty znacznie
prostszych graféw, podobnych do drzew. Te prostsze grafy daja

si¢ juz wzglednie latwo kolorowaé w stylu Thuego. Ostateczne
kolorowanie dostajemy zatem jako ,,produkt” niepowtarzalnych
kolorowan prostszych sktadnikéw. Stad ograniczenie na liczbe

koloréw 768 = 3 - 4 - 64. Wiecej szczegéléw mozna znalezé w artykule:
doi.org/10.19086/aic.12100.

Lamanie rytmu na grafie

Niech k bedzie liczba naturalna i niech 4 (G) oznacza
najmniejsza liczbe koloréw w kolorowaniu wierzchotkow
grafu G bez k-krotnych repetycji na Sciezkach.
Oczywiscie m2(G) to ten sam parametr co 7(G).
Twierdzenie Thuego orzeka za$, ze m3(P) = 2 dla
dowolnej sciezki P o co najmniej trzech wierzchotkach.

Hipoteza. Kazdy graf planarny G spelnia nieréwnosé
m2025(G) < 4.


https://www.advancesincombinatorics.com/article/12100-planar-graphs-have-bounded-nonrepetitive-chromatic-number

Jezeli to prawda, to kazdy graf planarny mozna tak
pokolorowaé¢ czterema kolorami, ze wedrujac wzdluz
dowolnej Sciezki, by¢ moze natrafimy na 2024 identyczne
segmenty z rzedu, ale na pewno nie na 2025. Jest

to nieco tagodniejsza wersja hipotezy z roku 2000,
ktéra postulowala silniejsza nier6wnosé magee(G) < 4.
W przysztym roku, a takze prawdopodobnie w wielu
kolejnych latach, ulegnie ona kolejnym ostabieniom.
Obecnie nie wiadomo nawet, czy ma szanse by¢
kiedykolwiek prawdziwa, to znaczy, czy nieréwnosé
7x(G) < 4 moze zachodzié, przy pewnym skoriczonym k,
dla wszystkich graféw planarnych G. By¢ moze liczba 4

at Otwarty 3°: Nonszalanckie stowotwdrstwo

w tej nieréwnodci jest zbyt mata, wiadomo jednak, ze nie
mozna jej juz obnizy¢, istnieja bowiem grafy planarne,
w ktorych pojawiaja sie dowolnie dlugie jednobarwne
$ciezki przy dowolnych kolorowaniach trzema kolorami.
Jezeli cztery kolory nie wystarcza do unikniecia repetycji
o dowolnie duzej krotnosci na grafach planarnych, to
moze trzeba uzy¢ w tym celu pieciu, szesciu, trzynastu
albo szesciuset szesédziesieciu szesciu koloréw. . .7 Dla
pewnej liczby r < 768 hipoteza musi by¢ prawdziwa przy
by¢ moze gigantycznym, ale skoniczonym k. Chcialoby sie
pozna¢ najmniejsze takie r, a zaraz potem najmniejsze
takie k, chociaz wlasciwie nie wiadomo po co. ..

Skonczony ciag elementéw danego zbioru ¥ nazywamy stowem nad
alfabetem 3. O ile nie prowadzi to do niejednoznacznosci, stowo zapisujemy jako

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

konkatenacje elementéw zbioru ¥. Na przyklad stowo (s, 1, 0,w, 0) nad alfabetem
Y = {%,0,s,w} mozna zapisaé jako stowo.

Rozszerzeniem stowa PS jest stowo PxS, gdzie x jest litera (kazde ze stéw P, S
moze by¢ stowem pustym). Przykladowym rozszerzeniem stowa bak jest bark,
a rozszerzeniem stowa bark jest barek.

Niech X bedzie stowem niepustym. Stowo postaci XX (np. kuskus) nazywamy
kwadratem. Méwimy, ze stowo PXXS zawiera kwadrat XX, natomiast stowem
bezkwadratowym jest takie, ktére nie zawiera zadnego kwadratu. Zatem

matematyka jest stowem bezkwadratowym, a filologia nim nie jest (zawiera

kwadrat lolo).

Dany jest alfabet ¥ (zakladamy, ze jest uporzqadkowany, czyli litery maja —

jak to w alfabecie — pewna kolejnosé¢). Rozwazmy nastepujaca procedure
nonszalanckg: Zaczynamy od stowa pustego Wy = €. W n-tym kroku procedury
tworzymy rozszerzenie W,, poprzedniego stowa W,,_; w nastepujacy sposob: na
koncu stowa W, _; wstawiamy mozliwie najmniejsza litere x taka, ze otrzymane
stowo W,, = W,,_1x jest bezkwadratowe. Jezeli nie jest to mozliwe, to probujemy
wstawi¢ jak najmniejsza litere tuz przed ostatnia litera naszego stowa. Jezeli to
tez jest niemozliwe, to probujemy wstawi¢ jak najmniejsza litere przed ostatnimi
dwiema literami itd. Reasumujac, w kazdym kroku staramy sie najdalej, jak
tylko mozna, wstawi¢ jak najmniejszg litere, by uzyskaé stowo bezkwadratowe.

Zauwazmy, ze nad alfabetem {a, b} procedura konczy sie szybko:

€ — a — ab — aba.

Kazde rozszerzenie stowa aba zawiera kwadrat, wiec nie sposéb otrzymac

kolejnego rozszerzenia.

Co sie stanie, gdy zwiekszymy alfabet? Dla alfabetu ternarnego {a,b,c}
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poczatkowych kilka stow to
€ - a — ab — aba — abac — abaca — abacab — abacaba —
— abacabca — abacabcac — abacabcacb — -

Czy i w tym przypadku procedura dobiega konca po skonczonej liczbie krokow?
Nie wiadomo. Teoretycznie nie mozna tego wykluczy¢, poniewaz wiemy, ze
nad alfabetem ternarnym istnieje nieskonczenie wiele stéow, ktorych kazde
rozszerzenie zawiera kwadrat. Obecnie wiemy réwniez, ze nie ma ani jednego
slowa o tej wlasnosci nad alfabetem 17-elementowym (wiec nad takim alfabetem
procedura nonszalancka nigdy sie nie zakonczy).

A czy istnieja stowa, ktérych kazde rozszerzenie zawiera kwadrat w przypadku
alfabetéw mocy od 4 do 167 Jak powyzej — nie wiadomo.
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Wyobrazmy sobie, ze na waznej kolacji spotykaja sie
dyplomaci. Rzecz jasna, podczas takiego spotkania
obowiazuja pewne reguly — kazdy wie, gdzie ma
usiaéé, kazdy wie, co i kiedy moze powiedzie¢, kazdy
wie, jak zareagowa¢ na dziatanie innych dyplomatéw,
tak aby bylo to ,zgodne z protokotem”. Podobnie
mozemy wyobraza¢ sobie protokotl komunikacyjny
jako zbiér zasad i instrukcji dla kazdej ze stron,
ktore chcg sie ze soba porozumieé — taki protokot
dyplomatyczny dla interlokutoréw. W protokole
komunikacyjnym wystepuja rézne strony komunikacji,
nazywane agentami (moze to byé na przyktad

klient banku, serwer albo brygada wojskowa), ktére
przesylaja miedzy soba rézne wiadomosci wedlug
ustalonego porzadku. Kiedy komunikacja przebiega
zgodnie z protokotem, strony dokladnie wiedza, co
sie dzieje, o co chodzi i co nalezy zrobié. Czesto od
protokotu komunikacyjnego bedziemy oczekiwaé
zapewnienia odpowiedniego poziomu bezpieczenstwa
— na przyktad oprécz skutecznej komunikacji bedzie
on musial zagwarantowac, ze czes¢ wiadomosci
bedzie dostepna wylacznie dla uprawnionych stron
(dla pozostalych pozostanie ukryta). Taki protokdt
nazywamy protokolem kryptograficznym.

Naturalnym sposobem przeksztalcenia zwykltego
protokolu komunikacyjnego w protokél kryptograficzny
wydaje sie zaszyfrowanie wiadomosct, czyli
przeksztalcenie jej w taki sposob, aby adresat mogl ja
odszyfrowad (tzn. odwrécié przeksztalcenie wykonane
przez nadawce) za pomoca odpowiedniej, innej
wiadomosci (nazywanej kluczem). ChcielibySmy to
zrobi¢ tak, aby osoba postronna, ktéra nie posiada
klucza, nie potrafitla odczyta¢ wiadomosci. Przy tym
podejsciu pojawiaja sie co najmniej dwa problemy.
Pierwszy z nich zostal przedstawiony na rysunku.

Zaszyfrowana wiadomo$é, ktéra jest tatwa do odczytu.
Rysunek pochodzi z [4]

Powyzszy obrazek zostal zaszyfrowany za pomoca
algorytmu szyfrujacego uwazanego powszechnie za

bardzo silny, ktéry dodatkowo wykorzystuje dtugi klucz.

Mimo to bez trudu mozemy odczytaé, co znajdowalo
sie na obrazku przed szyfrowaniem. Ten przyklad
pokazuje, ze sam dobry szyfr lub dlugi klucz nie
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wystarczg — réwnie istotne jest ich wlasciwe uzycie.
Konkretniej, zastosowany w tym przypadku algorytm
jest deterministyczny, co oznacza, ze dla tych samych
danych zawsze daje ten sam wynik. (Przeciwienstwem
algorytméw deterministycznych sa algorytmy losowe).
Co wiecej, powyzszy obrazek przed szyfrowaniem
sktadal sie gldéwnie z biatego tta. Algorytm szyfrujacy
podzielil go na mniejsze fragmenty i zaszyfrowal kazdy
z nich osobno. Poniewaz wiele fragmentow zawierato
wylacznie biale tlo, a algorytm jest deterministyczny,
to kazdy taki fragment zostal zaszyfrowany w ten
sam sposéb. Z drugiej strony fragmenty zawierajace
choéby niewielka czesé liter byly szyfrowane inaczej.
W rezultacie po zaszyfrowaniu mozna zauwazy¢
roznice miedzy obszarami tta a literami, co pozwala
na czesciowe odtworzenie pierwotnego obrazu.

Drugim problemem z szyfrowaniem jest koniecznosé
zapewnienia, by adresat posiadal klucz odpowiedni

do odszyfrowania wiadomos$ci — musi on odpowiadaé
kluczowi uzytemu do jej zaszyfrowania. To wyzwanie
nazywane jest problemem wymiany klucza i przez
wiele lat stanowilo powazne wyzwanie dla kryptologéw.
Dawniej wystarczajacym rozwiazaniem bylo fizyczne
dostarczenie wspoélnego (symetrycznego) klucza obu
stronom komunikacji. Nietrudno jednak zauwazy¢,

ze metoda ta jest malo wygodna i czasochtonna.

7 tego powodu podjeto wiele wysitkow w celu
opracowania bardziej efektywnego podejécia. Jednym

z najwazniejszych rozwiazan tego problemu jest
protokot Diffiego—Helmana [3], opracowany w 1976
roku przez Whitfielda Diffiego i Martina Hellmana.

W tym protokole uczestnicza dwie strony — zwykle
nazywane Alicja i Bobem. W podstawowej wersji
protokotu, na samym poczatku wszystkim sa znane dwa
parametry — dostatecznie duza liczba pierwsza p oraz
liczba naturalna g od 2 do p — 1, ktéra ma nastepujaca
wlasnosé:

{¢*modp:keN}={1,2,...,p—1}.
Innymi slowy, kolejne potegi liczby naturalnej g daja
wszystkie mozliwe, niezerowe reszty z dzielenia przez p.
W jezyku teorii grup oznacza to, ze liczba g jest
generatorem grupy Z,,.

Liczby p oraz g sa parametrami publicznymi, czyli moga
je zna¢ nawet strony nieuczestniczace w tej komunikacji.
Nastepnie protokédl przebiega zgodnie z nastepujacym
schematem:

1. Alicja losuje liczbe naturalng a i wysyta do Boba
liczbe g% mod p (reszte z dzielenia g* przez p);

2. Bob losuje liczbe naturalna b i wysyta do Alicji
liczbe g® mod p (reszte z dzielenia g° przez p).



Zauwazmy, ze W ten sposob zaréwno Alicja, jak
i Bob sg w stanie ustali¢ wspélng liczbe, ktéra moga
wykorzystaé¢ jako klucz. Popatrzmy na ten problem
z perspektywy Alicji. Otrzymala ona od Boba liczbe
¢® mod p, ale nie zna liczby b. Jednakze Alicja moze
podniesé otrzymang liczbe do wylosowanej przez
siebie potegi a. W ten sposéb, korzystajac z wlasnosci
potegowania i arytmetyki modularnej, otrzymujemy:
(g° mod p)® = ¢** mod p.

Analogicznie Bob moze podnie$é¢ otrzymana od Alicji
liczbe g% mod p (nie zna on a) do swojej potegi b,
otrzymujac:

(g mod p)® = ¢g** mod p = ¢"* mod p.
W ten sposéb zaréwno Alicja, jak i Bob znaja
razem pewng wspolna liczbe. Okazuje sie, ze jesli
odpowiednio dobierzemy parametry publiczne g i p, to
problem znalezienia wlasciwego wykladnika dla osoby
postronnej, majacej tylko wiedze publiczna, wydaje sie
obecnie trudny do rozwiazania. Problem ten znany jest
jako problem logarytmu dyskretnego. Warto podkreslic,
ze gdy jako ludzko$¢ bedziemy dysponowaé odpowiednio
ztozonym komputerem kwantowym, problem ten na
pewno bedziemy mogli rozwiazaé ,,szybko”. To jednak
temat na zupelnie inng opowies¢. . .

Zadanie 1. Ile wynosi 137 mod 19? Znajdz wszystkie
liczby naturalne a € N, takie, ze 13* mod 19 = 7.

Zadanie 2. Ile istnieje réznych generatoréw grupy Zis?

Innym podejsSciem do szyfrowania jest wykorzystanie
szyfréow asymetrycznych. W przeciwienstwie do szyfréw
symetrycznych, wykorzystuja one pare kluczy — klucz
publiczny i klucz prywatny. Jeden z kluczy stuzy do
szyfrowania wiadomosci, a drugi do odszyfrowania.
Jedli upublicznimy klucz uzywany do szyfrowania, to
kazdy bedzie mégl zaszyfrowaé wiadomosé (dlatego
nazywany jest kluczem publicznym) i wystaé ja do
wlasciciela drugiego klucza z pary. Tylko wlasciciel
klucza prywatnego bedzie w stanie odszyfrowac taka
wiadomosé (stad nazwa klucz prywatny).

Aby lepiej zobrazowa¢ dzialanie tej techniki, mozna
wyobrazi¢ sobie bank, ktéry udostepnia jeden klucz
publiczny wszystkim swoim klientom. Kazdy klient
moze uzy¢ tego klucza do zaszyfrowania wiadomosci do
banku, a poniewaz tylko bank posiada odpowiadajacy
klucz prywatny, tylko on jest w stanie odszyfrowaé te
wiadomoéci. Dzigki temu bank nie musi przechowywaé
osobnych kluczy dla kazdego klienta, co upraszcza
proces komunikacji. Ten przyktad ilustruje, w jaki
spos6b asymetryczne szyfrowanie pozwala na bezpieczne
przesytanie danych do jednego, centralnego odbiorcy.

Pojawia sie jednak kolejny problem — skad mozemy
mieé¢ pewno$é, ze klucz publiczny rzeczywiscie
pochodzi od adresata naszej wiadomogci, a nie od
osoby podszywajacej sie pod niego? Podobnie, skad
wiadomo, ze wiadomos¢ zaszyfrowana przy uzyciu
klucza publicznego faktycznie pochodzi od zamierzonego
nadawcy? Rozwiazanie tej kwestii jest dobrze znane
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i powszechnie stosowane we wspdlczesnym $wiecie —
mowa o podpisie elektronicznym. Podpis weryfikuje

sie jednak za pomocy klucza publicznego, i znowu
wracamy do poprzedniego problemu. Oczywiscie istnieja
skuteczne sposoby radzenia sobie z takimi trudnosciami.
Na przyktad w systemach komputerowych klucze
publiczne producentéw sa wbudowane na state, co
umozliwia weryfikacje autentycznosci kolejnych kluczy
publicznych. Sposoby przekazywania i weryfikowania
autentycznosci kluczy, wiadomos$ci oraz tozsamosci
uczestnikow komunikacji stanowia kluczowg istote
protokotéw kryptograficznych.

Kiedy zatem mozemy uznaé, ze protokdt
kryptograficzny jest bezpieczny? A wlasciwie, co to

w ogdble znaczy, ze jest bezpieczny? Bezpieczenstwa
protokohu nie da sie oceni¢ w oderwaniu od modelu
zagrozen, w ktérym funkcjonuje. Na przyktad,

jesli zalozymy, ze atakujacy nie ma mozliwosci
podstuchiwania wiadomosci ani dostepu do zadnych
dodatkowych Zrodel informacji, to kazdy protokot
mozna by uznaé za bezpieczny. Jednak w bardziej
realistycznym scenariuszu, gdy atakujacy moze
podstuchiwaé¢ komunikacje lub obserwowaé dzialania
uzytkownikéw, ukrycie czegokolwiek przed nim staje sie
znacznie trudniejsze. Wtadnie dlatego okreslenie modelu
zagrozen jest kluczowe dla oceny bezpieczenstwa
protokotu kryptograficznego.

Jednym z najprostszych, a zarazem szeroko
wykorzystywanych modeli tego typu jest model
symboliczny, znany jako model Doleva—Yao.

Zaklada on, ze atakujacy ma pelng kontrole nad
kanatem komunikacyjnym. Moze on podstuchiwac,
przechwytywagé, zatrzymywaé oraz podmienia¢ dowolne
przesylane wiadomosci. Atakujacy posiada pelng wiedze
publiczna, ale nie ma dostepu do informacji znanych
wylacznie poszczegdlnym agentom, takich jak klucze
prywatne.

Kluczowym zalozeniem modelu Doleva—Yao jest réwniez
to, ze wykorzystywane prymitywy kryptograficzne
(czyli szyfry, podpisy i inne podstawowe funkcje
kryptograficzne, o ktérych tutaj nie méwimy) sa idealne.
Oznacza to, ze atakujacy nie jest w stanie odszyfrowac
wiadomosci bez posiadania odpowiedniego klucza — nie
potrafi nic wywnioskowaé o kluczach prywatnych, nawet
jesli ma dostep do niezaszyfrowanej i zaszyfrowanej
wersji kilku wiadomosci (rodzaj ataku znany jako ,atak
ze znanym tekstem jawnym”).

Niektérzy moga twierdzi¢, ze takie zalozenia sa
nierealistyczne, poniewaz trudno wyobrazié¢ sobie
atakujacego, ktéry ma tak szerokie mozliwosci kontroli
nad kanatem komunikacyjnym. Dlatego analiza
bezpieczenstwa w modelu Doleva—Yao jest uznawana za
dos¢ rygorystyczna — jesli protokdl okaze sie bezpieczny
w tak wymagajacym $rodowisku, istnieje szansa, ze
bedzie bezpieczny réwniez w bardziej realistycznych
warunkach. Z drugiej strony w rzeczywistosci
prymitywy kryptograficzne moga by¢ stabe lub Zle
zaimplementowane, a klucze zbyt krotkie.



W takich sytuacjach, dysponujac wystarczajaca

mocy obliczeniowa, atakujacy moze ztamaé szyfr

i odczytaé zaszyfrowana wiadomos$é. Zatem protokot,
ktorego bezpieczenstwo udowodniono w modelu
Doleva—Yao, jest bezpieczny tylko wtedy, gdy
prymitywy kryptograficzne sa rzeczywiscie bezpieczne,
a hasta odpowiednio dlugie i trudne do odgadnigcia.

W innym modelu komunikacji, nazywanym

modelem obliczeniowym, zaktada sig, ze atakujacy,
dysponujac odpowiednio duza moca obliczeniowa,
moze ztamacé szyfr, zwlaszcza jesli hasto lub klucz
szyfrujacy sa relatywnie krétkie. W przeciwienstwie
do modelu symbolicznego, model obliczeniowy

jest bardziej realistyczny, poniewaz uwzglednia
ograniczenia obliczeniowe atakujacych oraz ztozonosé
kryptograficznych prymitywéw. Istotnym wnioskiem
z tej roznicy jest to, ze jesli protokot jest bezpieczny
w modelu obliczeniowym, to tym bardziej bedzie
bezpieczny w modelu symbolicznym. Implikacja

w druga strone nie zawsze jest prawdziwa. Jednakze
zaleta modelu symbolicznego w poréwnaniu

z obliczeniowym jest latwosé¢ sprawdzenia i formalnego
dowodzenia wtasnosci protokotu. Dlatego, mimo
mniejszego realizmu, wciaz jest on wykorzystywany.
Skuteczny atak w modelu symbolicznym pozwala
natychmiast odrzuci¢ badany protokoét, natomiast
dowdd bezpieczenstwa gwarantuje bezpieczenstwo
strukturalne i pozwala skupi¢ si¢ na ocenie elementéw
skladowych (algorytmach szyfrujacych, hastach,
prymitywach kryptograficznych). Dzigki temu mozna
oceniaé protokét w sposodb bardziej przejrzysty

i uporzadkowany.

Skupmy si¢ teraz na modelu symbolicznym. Rozwazmy
przyklad, w ktérym wystepuja dwaj agenci — ponownie
nazwijmy ich Alicja i Bobem. W tym przykladzie
zakladamy, ze wiedzg publiczna jest klucz publiczny
pk(skB), ktéry jest powiazany z kluczem prywatnym
Boba skB (klucz skB jest znany wylacznie Bobowi).

Alicja chce przestaé do Boba wiadomo$é¢ m i szyfruje ja
przy uzyciu klucza publicznego pk(skB). Alicja moze to
zrobi¢, poniewaz zakladamy, ze ten klucz jest dostepny
publicznie, co umozliwia kazdemu (w tym Alicji)
zaszyfrowanie wiadomosci przeznaczonej wytacznie

dla Boba. Zaszyfrowana wiadomo$¢ jest nastepnie
przesylana do Boba, ktéry moze ja odszyfrowac¢ dzigki
swojemu kluczowi prywatnemu skB.

Omowiony protokot kryptograficzny mozna zapisaé
w ustrukturyzowany sposéb, ktéry przedstawiamy
ponizej.

Wiedza:
Publiczna: Alicja, Bob, pk(skB);
Alicja: Alicja, Bob, m, pk(skB);
Bob: Alicja, Bob, skB;

Akcje:
Alicja -> Bob : { m } pk(skB).
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Notacja ta jest znana w literaturze jako notacja AnB
(skrét od Alice and Bob). Wyrézniamy w niej informacje
poczgtkowq kazdego z agentéw oraz to, jakie parametry
sa znane publicznie. Nastepnie wymieniamy kolejno
wykonywane akcje w opisywanym protokole, zgodnie ze
struktura:

nadawca — adresat : wiadomosc.

Uzyta w powyzszym opisie skladnia { m } pk(skB)
oznacza, ze korzystajac z szyfru asymetrycznego,
wysylamy wynik szyfrowania wiadomosci m za pomoca
klucza publicznego pk(skB). Okazuje sie, ze taki
protokét jest bezpieczny w modelu symbolicznym.
Ktopot z nim polega jednak na tym, ze zaktada on
publiczng znajomo$é klucza pk(skB). Co, jesli to
zalozenie nie byloby spelnione? Prostym rozwigzaniem
wydaje si¢ przestanie klucza pk(skB) przez Boba

do Alicji. Ale Alicja najpierw musi w jakis sposob
zasygnalizowaé potrzebe komunikacji z Bobem. Moze
to na przyklad zrobié, przesytajac do Boba swdj
identyfikator. Tak zmodyfikowany protokél, zapisany
w notacji AnB, wyglada nastepujaco.

Wiedza:
Publiczna: Alicja, Bob;
Alicja: Alicja, Bob, m;
Bob: Alicja, Bob, skB;

Akcje:

Alicja -> Bob :
Bob -> Alicja :
Alicja -> Bob :

Alicja;
pk(skB);
{m } pk(skB).

Okazuje sig, ze ta prosta zmiana doprowadzila do
fatalnych skutkéw. Zmodyfikowany protokoét przestalt
by¢ bezpieczny! Atakujacy (nazwijmy go Oskarem,

w skrocie 0, za$ Alicje i Boba oznaczmy skrétowo
jako A i B) moze przechwyci¢ wiadomosé A -> B : A.
W konsekwencji nie dotrze ona do Boba, za to Oskar
bedzie w stanie podszywaé si¢ pod Boba i wystaé¢ Alicji
swoj wlasny klucz publiczny pk(sk0) (dla ktérego
bedzie znal swéj wlasny klucz prywatny). Alicja
wysle do Boba wiadomos¢ m zaszyfrowana kluczem
publicznym pk(sk0) (gdyz taki otrzymala), ale do
Boba ta wiadomo$¢ nigdy nie dojdzie. Bedzie tak
dlatego, ze Oskar ja przechwyci i odszyfruje kluczem
prywatnym sk0. Zwréémy uwage, ze oba protokoty sa
bardzo podobne, a gtéwna réznica miedzy nimi polega
na zmianie zalozenia, ze pk(skB) nie jest znany na
poczatku komunikacji jako parametr publiczny. Jak
juz zauwazyliSmy, ta zmiana doprowadzita do utraty
poufnosci wiadomosci m. Zatem stabo$é tego protokotu
nie ma nic wspélnego z sila szyfrowania, a jedynie ze
sposobem, w jaki si¢ postugujemy szyfrowaniem.

Wré6émy jednak do pierwszego protokolu, przed
modyfikacja. Okazuje sie, ze jesli bezpieczenstwo
naszego protokotu zdefiniujemy w inny sposob, to

nie bedzie on juz wcale bezpieczny. Powiedzmy, ze
atakujacy Oskar jest w stanie podejrzewaé, jaka
wiadomos$é moze byé zaszyfrowana. Dla przykladu moze
on myéleé, ze Alicja donosi na niego do Boba, ze jest



zlosliwy. W tym celu Oskar moze we wlasnym zakresie
zaszyfrowaé¢ wiadomosé¢ Oskar Ztosliwy za pomocy
klucza publicznego pk(skB) (zna on ten klucz, gdyz jest
dostepny publicznie). Nastepnie bez trudu poréwna
swoja wiadomo$é z wiadomoscig przesyltana przez
Alicje do Boba. Jesli beda one takie same, to znaczy, ze
zaszyfrowana wiadomosé m to wladnie Oskar Ztosliwy.
O takim protokole powiemy wtedy, ze nie posiada
wlasnosci stabej poufnosci wzgledem wiadomosci m.
Formalnie méwimy, ze protokél ma taka wlasnosé
wzgledem pewnej wiadomosci abc, jesli jej warto$é

jest znana tylko osobom uprawnionym, za$ atakujacy
nie moze nawet sprawdzié¢, czy wiadomo$é¢ przyjmuje
taka warto$é, jaka podejrzewa. Nazwa ta moze by¢

dla niektérych mylaca — i stusznie! Staba poufnosé jest
wlasnoscia silniejsza od zwyklej poufnosci (tajnosci) —
protokél majacy wlasnosé stabej poufnosci ma na
pewno takze wlasnoéé poufnosci.

Oczywiscie takich wlasnosci bezpieczenstwa, ktére
mozemy sprawdzaé, jest o wiele wiecej. Mozemy tez
definiowaé je sami — w zaleznosci od tego, do jakich
celow chcemy taki protokdt wykorzystac i co wlasciwie
chcemy osiagnaé. Dla przykladu, jedna z takich
wlasnodci jest nierozréznialnosé. Upraszcezajac — jezeli
protokél posiada wlasnosé nierozréznialnosci i wiemy, ze
tajna wiadomos¢ moze przyjaé jedna z dwéch wartosci,
to atakujacy nie ma lepszej mozliwosci stwierdzenia,
ktora wiadomosé zostata wybrana, niz rzut moneta,
czyli wybor losowy.

Sprawdzanie wlasno$ci bezpieczenstwa protokotéw
kryptograficznych wydaje sie zadaniem
skomplikowanym. W zwiazku z tym pojawia

sie naturalne pytanie — czy istnieja narzedzia
komputerowe, ktérych mogliby$my uzy¢ do sprawdzenia
bezpieczenstwa protokoléow kryptograficznych? Okazuje
sie, ze tak! Jednym z takich narzedzi jest Proverif [2].
Program Bruno Blancheta jest przeznaczony

wlagnie do weryfikacji protokotéw kryptograficznych

w modelu symbolicznym. Jego dzialanie bazuje

na zaprezentowaniu wejsciowego protokotu za

pomocy specjalnych formul logicznych nazywanych
formutami Horna. Formula Horna o zmiennych
logicznych nazwiemy kazda formute logiczna, ktéra
mozemy zapisa¢ w postaci alternatywy zmiennych
logicznych z co najwyzej jedna niezanegowana zmienna.
Przykladami formul Horna opartych na 3 zmiennych
logicznych: z, y, z, sa:

(1) (mz)VyV(-z),
(2) (—2) V (2),
(3) y.

Zauwazmy, ze kazda z tych formul moze by¢ zapisana
réwnowaznie za pomoca nastepujacych implikacji:

e formuta (1) jako (x A 2) = vy,

o formula (2) jako (z A z) = 0,

o formula (3) jako 1 = y.

Innymi stowy, poprzednikiem implikacji jest zawsze
koniunkcja niezanegowanych zmiennych logicznych
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(lub logiczna prawda, oznaczana jako 1), za$
nastepnikiem implikacji jest pojedyncza niezanegowana
zmienna (lub logiczny falsz, oznaczany jako 0). Dzieki
tej interpretacji tatwiej jest zrozumieé¢ wykorzystywanie
tego konkretnego rodzaju formut logicznych do
modelowania protokoléow kryptograficznych i wlasnosci
bezpieczenstwa. Dla przykladu zalézmy, ze atakujacy
chce poznaé¢ pewna wiadomosé m. Niech att(x) oznacza
zmienng logiczng wyrazajaca, ze atakujacy moze poznaé
wiadomosé z. Rozpatrzmy nastepujaca formule logiczna
jako koniunkcje odpowiednich formutl Horna:

o att(e) dla kazdej wiadomosci publicznej e oraz kazdej
wiadomosci przesytanej e,

o att(f) Aatt(z) = att(f(x)) dla kazdej funkcji f
(co oznacza, ze jesli atakujacy zna warto$é x oraz
funkcje f, to moze poznaé takze wartosé f(x)),

o att(x) = att(resp(x)), gdzie resp(z) jest odpowiedzia
dowolnego uczestnika protokotu na otrzymana
wiadomo$é z,

o —att(m).

Jesli atakujacy moze poznaé¢ wartosé m, to z powyzszej
formuly bedzie wynikaé zaleznos$é att(m) A (—att(m)), co
prowadzi do sprzecznoSci.

Oprogramowanie Proverif moze by¢ trudne w obstudze
dla poczatkujacych uzytkownikow, gtéwnie ze wzgledu
na skomplikowany format wymaganych plikéw
wejsciowych. W rezultacie uzytkownik musi opanowac
pelna skladnie jezyka obstugiwanego przez to narzedzie.
Aby zlagodzié te niedogodno$é, podjeliémy badania

w ramach projektu Fksperymentalna platforma do
automatycznej weryfikacji © walidacji algorytmdéw

i protokoléw kryptograficznych (EPW), realizowanego
przez Instytut Lacznosci (lider projektu), NASK oraz
Politechnike Warszawska [I]. Celem projektu byto
ulatwienie korzystania z narzedzi do formalnej analizy
protokoléw kryptograficznych, w tym Proverif.

Gléwnym wynikiem projektu EPW po stronie Wydziatu
Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej jest automatyczny program tlumaczacy
protokot zapisany w prostej, wspomnianej wczesniej,
strukturze AnB do jezyka uzywanego przez Proverif.
Dzigki temu program Proverif moze staé si¢ duzo
bardziej dostepny i uzyteczny nawet dla mniej
zaawansowanych uzytkownikéw.

Wszyscy autorzy tego artykutu prowadza zajecia na
specjalnoéci Matematyka w Cyberbezpieczenstwie
na Wydziale Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskie;j.
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Dajmy wytchnaé¢ dzikosci

W czerwcu 2013 roku siedz¢ w podskakujacym na wybojach minibusie, realizujac
marzenie z dziecinstwa: safari w Parku Narodowym Serengeti w Kenii. Nie wiem
jeszcze, ze kilka godzin pézniej euforig zastapi palace uczucie wstydu i cheé ucieczki.

Wspéltowarzysze podrdzy ustawiaja i testuja aparaty fotograficzne z wielkimi

teleobiektywami. Dyskutuja z kierowca, ktéry raz po raz porozumiewa sie z kims
przez krotkofaléwke. Pedzimy, by osiagnaé¢ daleki cel.

Co roku o tej porze do Serengeti $ciagaja ttumy: antylopy
gnu z powodu suszy ruszaja na poludnie w poszukiwaniu
pozywienia. Po drodze musza przeplynaé¢ pelng krokodyli
rzeke Mara. Gnu stosuja strategie minimalizujaca ryzyko
utraty zycia — wszystkie razem rzucaja sie w wode na
sygnal przewodnika stada, ,zalewajac” brod wielka liczba
osobnikow.

Widze wzdtuz piaszczystych, stromych brzegéw Mary
dziesiatki minibuséw, z ktérych wystaja obiektywy aparatéow.
Trwa wyscig, ktory z kierowcoéw zajmie lepsze miejsce.
Stado gnu stoi niedaleko krawedzi skarpy i szykuje sie do
skoku. Zwierzeta sg zdenerwowane, podchodzg blizej, cofaja
sie i tlocza, wzbudzajac tumany kurzu. Prébuja znalezé
najlepsze zejscie do wody, jednak wiekszo$é miejsc jest
zablokowanych przez samochody. Obserwuje trzy préby
ruszenia do przodu. W ostatniej chwili zatrzymuja sie
sploszone przez podjezdzajace jeszcze blizej samochody.
Wreszcie stado cofa sie. Kolejna prébe zwierzeta podejma
nastepnego dnia. Zostaja w miejscu, gdzie brak jest swiezego
pokarmu.

Po opuszczeniu granic parku do wstydu, ze biore udzial w takim
spektaklu, dochodzi glebokie przygnebienie. Mijamy wyschniete tereny,

po ktérych wiatr toczy plastikowe worki, torebki, butelki — niezbite
dowody obecnosci cztowieka. . .

Dzikie rejony Ziemi sa stale zagrozone. Systematycznie
znikaja kolejne naturalne siedliska. Niestety doktada sie do
tego masowa turystyka. Parki Narodowe nie sa wlasciwie
chronione przed dewastacja. Budowane bez kontroli bazy
turystyczne wokél Serengeti zmniejszyty zasoby wody

w Parku. Zwierzeta hodowlane konkuruja o zywnos$é i wode
z dzikimi, stawiane ploty uniemozliwiaja swobodne migracje
w trudnym klimacie. Katalogi turystyczne moéwia o milionie
gnu, tymczasem poglowie tych antylop spadlo z miliona

w latach 70. XX wieku do mniej niz 250 000, a migracje
przez Mare spadly z 26 800 osobnikéw w 1978 roku do mniej
niz 3000 w 2014. Populacja zyraf Serengeti zmniejszyla sig¢
0 95%, guzcéw o 80%. Coraz mniejsze sa mioty wielkich
kotow, gepardy beda niedtugo zagrozone wyginieciem.

Wedhug danych opublikowanych w PNAS w 2018 roku,
jesli wzia¢ pod uwage biomase wszystkich ssakéw

na Ziemi, 62% stanowia ssaki hodowlane, 34% ludzie,

a jedynie pozostalte 4% to zyjace dziko zwierzeta. Czlowiek
opanowal i przeksztalcil nadajace si¢ do zycia rejony
naszej planety, zastepujac réznorodnosé gatunkéw

i ekosystemow hodowanymi na wlasny uzytek organizmami.

,Obecnie ponad polowa nadajacych sie do zamieszkania
terenéw zajeta jest przez uprawe i hodowle, (...) prawie
80% terenéw uprawnych stuzy hodowli i wykarmieniu
zwierzat. Od lat 70. XX wieku straciliSmy 60% dzikich
zwierzat, XX wiek pochlonat 90% duzych ryb oceanicznych,
a 70% ptakéw to dréb (gtéwnie kurczaki)” — pisze w swojej
znakomitej ksiazce ,Natura natury. Dlaczego potrzebujemy
dziczy” Enric Sala, hiszpanski profesor oceanologii i ekologii,
badacz réznorodnosci biologicznej i ekosysteméw. Opisuje
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analize wielu badan naukowych, ktéra wykazuje, ze aby
Ziemia przetrwala w tej formie, jaka znamy, trzeba cze$é jej
obszaréw chronié¢ przed ingerencja czlowieka. Bylyby one
rezerwuarem zasobow, ktore sa niezbedne dla przetrwania
takze nas, dwunoznych ssakéw. Szacunki méwia, ze

w przypadku oceanéw wystarczyloby 35%, a na ladach
chroni¢ musielibySmy okolo potowe powierzchni. Niestety
jestesmy daleko od tego: dane sprzed kilku lat mowig,

0 15% obszaréw chronionych ladéw i 7% powierzchni oceandéw.
Polska wypada tu niezle: obszary chronione to blisko

40% ladu (z czego jedynie 0,5% to rezerwaty) i 22% wod
morskich. Problemem jest takze fakt, ze najwigkszy odsetek
naszych terenéw chronionych (45%) ma powierzchnie
mniejsza niz 1 km?, a fragmentacja siedlisk ma zgubny
wplyw na naturalne procesy.

Ogrom niekorzystnych zmian widze, wracajac po wielu latach
w Tatry.

Chroniony obszar wysokich gér z ich unikatowa faung i flora
stanowi 2,2% powierzchni Polski. Zyje w nim 27 gatunkéw
endemicznych i kilkanascie zagrozonych wyginieciem.

W 1993 roku granice Tatrzanskiego Parku Narodowego
przekroczyto blisko 1,6 mln turystéow, w 2024 roku byto to
rekordowe 4,9 mln. Gdyby zjawili si¢ w tym samym momencie,
na 1 metr kwadratowy parku przypadlyby 23 osoby.

W surowym klimacie gor wszystkie formy zycia rozwijaja sie
znacznie dtuzej niz na nizinach. Zniszczenie odbudowywane
jest przez wiele lat. Kazdy patyk pokryty porostami, kamien
i martwy pien poro$niete mchami, krokus wystajacy
spomiedzy brazowych po zimie traw, $piewajacy drozd,
przelatujacy kruk, wyczekujacy ofiary krogulec w porannej
mgle, stado tani na hali, $wierki, modrzewie, buki. Kamienie,
strumyki, skaly. To wszystko jest skarbem. Stawiajac stope
na szlaku, dostepujemy zaszczytu bycia gosciem w enklawie
dziczy.

Wraca poczucie wstydu sprzed lat. W pierwszym odruchu zbieram

na szlaku puszki, butelki, kapsle, opakowania po batonach, kolce

z raczkéw. Z zalem slucham w gérskim schronisku nocnych $piewéw
rozweselonych jednym (czy wigcej?) napojem tych, ktérzy zaopatrzeni
w raki, kaski i czekany wyrusza rankiem na trase. I ptakac¢ mi si¢ chce,
kiedy grupka roze$mianych kobiet na szczycie Kasprowego uruchamia
glosnik z ,,przyjemna muzyka do tak pieknych widokéw”.

Sala pisze: ,Mamy (...) calkowita pewnosé, ze wszystko, co
jest nam niezbedne do przezycia — kazdy kes jedzenia, kazdy
haust powietrza, kazda krople czystej wody — zawdzieczamy
innym gatunkom. Dostajemy od nich tak wiele, a czym sie

odptacamy? Ignorancjg, zniszczeniem i calkowitg eliminacja”.

Wiosna wybuchta. Ruszamy szukaé¢ wytchnienia w naturze.
A moze zostawié ja w spokoju? Przywréémy czesé tego,

co utraciliSmy tu, w miejscu naszego bytowania, zostanmy
w swoich wygodach i dajmy odpoczaé¢ wycienczonej dzikosci.
Bo jesli nie, to co bedzie z nami?

Marta FIKUS-KRYNSKA



Artystyczne piekno osobliwych zbioréow
Iza DANIELEWSKA, Dawid POLAWSKI, Michal ZWIERZYNSKI

Tlustracje zdobigce niniejszy artykul to tzw. kaustyki
Wignera oraz zbiory srodka symetrii zamknietej,
gladkiej krzywej plaskiej. Od lat 70. XX wieku

az po dzis dzien obiekty te znajduja zastosowanie

w rozmaitych dziedzinach, takich jak semiklasyczna
fizyka kwantowa, teoria osobliwosci czy geometria
rézniczkowa. Mozna je interpretowacé jako obwiednie
(za moment wytlumaczymy, czym sa) specjalnych rodzin
prostych, co nadaje im nie tylko glebokie znaczenie
geometryczne, lecz takze wybitna warto$é artystyczna,
odzwierciedlajaca piekno i harmonie matematyki.

Opiszmy najpierw pokrétce, czym jest wspomniana juz
obwiednia. Obwiednig rodziny krzywych nazywamy
zbidr styczny do kazdej z tych krzywych, ktérego

kazdy punkt stanowi punkt stycznosci do jednej

z krzywych. Intuicyjnie mozna ja sobie wyobrazié

tak, ze kazdy punkt obwiedni to punkt przecigcia
dwoch ,nieskonczenie bliskich” krzywych z badanej
rodziny. Na przyklad, jesli wyobrazimy sobie rodzing
okregéw o promieniu 1 i o érodkach lezacych na osi OX,
obwiednia beda dwie proste: y = 1 oraz y = —1 (rys. |1).

Rys. 1. Rodzina okregéw i ich obwiednia

Majac krzywa plaska -, pare réznych punktéw a, b
lezacych na tej krzywej nazywamy parg rownoleglq,

jesli styczne do tej krzywej w tych dwéch punktach

sa prostymi réwnoleglymi (piszemy wtedy alb).
Przykladowo, gdy ~ jest okregiem, to kazda para
punktéw antypodycznych (czyli takich, ktére sa koncami
pewnej $rednicy tego okregu) jest para réwnolegla.

Przystapmy do definicji osobliwych zbiorow
przytoczonych we wstepie artykutu. Ustalmy na
poczatku krzywa plaska + oraz liczbe rzeczywista .
Zbiorem afinicznie A-réwnoodleglym nazywamy zbiér
Ex(y) :={Aa+ (1 = A)b: a,b € v,alb}.
Innymi stowy (w przypadku A € (0,1)), gdy mamy
odcinek o konicach w parze réownoleglej, to punkt
dzielacy ten odcinek w stosunku A nalezy do Ey (7).
Kaustykq Wignera krzywej v nazywamy zbior Eg 5(7).
Poczatek rozwazan nad kaustyka Wignera zawdzigczamy
sir Michaelowi Berremu oraz Nandorowi Baldzsowi [1],
ktorzy badali fazowo-przestrzenng reprezentacje Wignera
stanéw kwantowych. Zbiér Ey(y) mozna réwniez
reprezentowaé jako obwiednie¢ rodziny swoich stycznych
(rys.|2(b)). Juz za chwilke zdefiniujemy ostatni zbidr,
nazywany zbiorem $rodka symetrii, ktéry po raz
pierwszy, w troche innych terminach geometrycznych,
zdefiniowal Stanistaw Janeczko [3]. Afiniczng cieciwg
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krzywej v nazywamy prosta przechodzaca przez pare
réwnolegla krzywej v. Zbior srodka symetrii jest
obwiednia rodziny wszystkich cieciw afinicznych naszej
poczatkowej krzywej (rys. 2(f)); bedziemy go oznaczaé
CSS(v). Okazuje sig, ze zbiér $rodka symetrii krzywej

v jest réwniez zbiorem wszystkich punktéw osobliwych
(najczesciej ostrzy) rodziny wszystkich zbioréw afinicznie
A-réwnoodleglych krzywej v (rys. 2(c,d)).

@ B ©

Rys. 2. Osobliwe zbiory krzywej ~:

(a) Zbidér Eg 5(v); (b) Zbiér Eg,5() jako obwiednia prostych;

(¢) Zbiory afinicznie A-réwnoodlegte krzywej v; (d) Zbiory afinicznie
A-réwnoodlegte krzywej v oraz CSS(7v); (e) Zbiér CSS(v); (f) CSS(v)
jako obwiednia cieciw afinicznych;

Zbiory oméwione w niniejszym artykule charakteryzuja
sie wieloma interesujacymi wlasnodciami
geometrycznymi, ktérych pelny opis wykracza poza
ramy tego tekstu. Dziedziny nauki zajmujace sie

tymi strukturami dynamicznie sie rozwijaja, a na

ich temat regularnie publikowane sg nowe prace
naukowe. Znaczna czes¢ wiedzy dotyczy lokalnych
wlasnosci tych zbioréw w przestrzeniach n-wymiarowych.
Natomiast w przypadku ich wtasnosci globalnych,
takich jak liczba punktow osobliwych, obecny stan
wiedzy pozwala na formutowanie precyzyjnych
twierdzen jedynie w odniesieniu do krzywych. Wiecej
na temat geometrycznych wtasnoéci oraz literatury tego
przedmiotu mozna przeczytaé w [2].

Dzieki mozliwosci opisania rozwazanych zbioréw

za pomoca obwiedni rodziny prostych otwiera sie

przed nami przestrzen do ich graficznej prezentacji.
Autorzy niniejszego artykutu, wspélnie z Dominikg
Sterczewska, wykorzystali oprogramowanie Mathematica,
aby stworzy¢ artystyczne wizualizacje — réznorodne,
niebanalne, otwarte na rozmaite interpretacje. Te
niepowtarzalne i osobliwe obrazy stanowia wyjatkowe
polaczenie matematycznej precyzji i kreatywnego piekna.
Refleksje o ich unikatowym charakterze mozna bylo
ustyszeé¢ wérdd uczestnikow miniwystawy zorganizowanej
z okazji obchodéw XXV-lecia Wydziatu Matematyki

i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej
(28.11.2024 r.), za co autorzy sa bardzo wdzieczni
Organizatorom tego wydarzenia. Szczegdtowy
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réwniez w tekécie Michala Miskiewicza
Dyskretny wzor Ité z Aég.

+U.

Léth Big Purple Charmander’s The Beginning Pentaception
Pentagramobile Tail
Chaos Shuriken Singular Black and White Beast’s Rosette

Four-Leaf Clover

opis tworzenia wizualizacji, wraz z przykladowym kodem w programie
Mathematica, znajduje sie w [2]. Na rysunkach powyzej prezentujemy

wybrane wizualizacje. Mamy szczera i serdeczng nadzieje, ze te obrazy
przypadna do gustu Czytelnikom Delty i zainspiruja ich do zglebiania

piekna osobliwej geometrii rézniczkowej. By¢ moze niektérzy z Panstwa
skorzystaja z przykladowego kodu napisanego w programie Mathematica,
zamieszczonego w [2], i sami podejma prébe stworzenia wlasnych, niezwyklych
wizualizacji tych tajemniczych geometrycznych zbioréw, odkrywajac jednoczeénie
magie, jaka jest matematyka.

Karolina PAWLAK*

Ostatnio bardzo popularne staly sie dyfuzory zapachowe, ktore potrafia

otuli¢ nasza domowsg przestrzen przyjemnymi wonnoéciami i wprawié¢ nas

w dobry nastréj. Ale czy zastanawialiscie sie kiedys$, w jaki sposéb dochodzi

do rozprzestrzeniania sie zapachéw w pomieszczeniu? W przypadku dyfuzoréow
zapachowych nosnikiem zapachu sa patyczki ratanowe, zanurzone w szklanym
pojemniku wypelnionym olejkiem eterycznym (rys. 1). Dzieki porowatej
strukturze patyczkow ciecz jest wchlaniana i przenoszona az do ich wierzchotkéw,
gdzie olejek zaczyna odparowywaé z powierzchni. Nastepnie czasteczki substancji
zapachowej ulegaja niezliczonym zderzeniom z czasteczkami powietrza. To

je napedza i sprawia, ze rozpraszaja si¢ po pomieszczeniu, a my cieszymy sie
pieknym aromatem. Opisane zjawisko przemieszczania sie substancji z obszaru
0 wyzszym jej stezeniu do obszaru o nizszej koncentracji nazywamy dyfuzja.

Zrozumie¢ dyfuzje

Sprawdzmy, jak rachunek prawdopodobieristwa moze nam pomédc dokladniej
opisaé proces dyfuzji. Wyobrazmy sobie, ze mamy czasteczke perfum
w punkcie zq, ktora porusza sie wzdtuz osi OX i w czasie At > 0 przemieszcza
sie 0 Az > 0 w prawo lub w lewo (rys. 2). Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo
pojscia w prawo/lewo w kazdym kroku wynosi % Jesli n jest liczba skokdw,
jakie wykonala czasteczka, to n = ny + n_, gdzie n to liczba skokéw w prawo,
a n_ to liczba skokéw w lewo. Ponadto t = nAt jest catkowitym czasem jej ruchu.
Natomiast jesli przez x oznaczymy przemieszczenie czasteczki wzgledem punktu
7o, to liczba m = £ wyraza wielko$¢ przemieszczenia w punktach kratowych
i oczywiscie m = ny — n_. Zatem liczby skokéw w prawo/lewo mozemy wyrazié
wzorami:
n+m

9 o T T
Chcemy obliczy¢ P(m,n), czyli prawdopodobienistwo, ze po n krokach czasteczka
przemiedci sie o m punktéw kratowych wzgledem potozenia poczatkowego xg.
Przy kazdym skoku mamy dwie réwnoprawdopodobne mozliwosci ruchu.
Zatem wszystkich mozliwych realizacji n krokéw jest 2™ i kazda ma takie samo

prawdopodobienstwo zaistnienia. Aby po n krokach znalezé sie¢ w pozycji m,
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Przedstawiona zaleznos$¢ moze zostac
wyprowadzona ze wzoru Stirlinga:
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Rys. 4. Na rysunku (b) kolorami
wyrézniono fragmenty trajektorii przebyte
w wybranych odcinkach czasu. Zrédto: [1]
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Rys. 5. Zrédto: [1]
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mamy (") mozliwosci. Zatem
n

P = (5) i = (3) =y

Na rysunku 3 mozemy zobaczy¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
przemieécimy sie o m punktéw kratowych po 50 krokach dla parzystych

m spelniajacych |m| < 20. Widzimy, ze najbardziej prawdopodobne jest
przemieszczenie sie o zero punktéw kratowych. Analizujgc analogiczne wykresy
dla wigkszych wartosci n, odniesliby$my wrazenie, ze podlegaja one pewnej
stabilizacji. Istotnie, matematycznie ta obserwacja wyraza si¢ w nastepujacym

stwierdzeniu: 5
7”.2
P(m,n) =~/ —e~ 2 dla duzych n i parzystych m.
™m

Wykorzystujac informacje, ze n = ﬁ im= x>, otrzymujemy dyskretna funkcje
rozktadu prawdopodobienstwas:

P( v ! ) ~ P(z,t) = (Az)* Xp{ i } edzie D = (Az)*

Az’ At 47Dt P\ 4Dt 2At
Wprowadzona wyzej funkcja ]—:’(:lc7 t) jest rozwiazaniem klasycznego réwnania
dyfuzji: 5P A D32P

— =AzD—.
ot Ox?

Cho¢ powyzsze réwnanie jest czesto wykorzystywane w modelowaniu
matematycznym, nie wszystkie zjawiska dyfuzji mozna opisa¢ w ten sposob.

Do tej pory zakladaliSmy, ze przeskok czasteczki odbywa sie w réwnych
odstepach czasu oraz czasteczka pokonuje zawsze te samg odleglo$é. Ponadto
kolejne skoki sg od siebie niezalezne. Co, gdy ktéres z tych zalozen nie zostanie
spelnione? Wéwczas mowimy, ze mamy do czynienia z dyfuzja anomalng.
Dzieje sie tak na przykilad wtedy, gdy czasteczka zatrzymuje sie na pewien
czas, zanim przeskoczy dalej. W takiej sytuacji czasteczki rozprzestrzeniaja sie
wolniej, niz zaktada to klasyczny opis dyfuzji — i méwimy, ze mamy do czynienia
z subdyfuzja. Przyjrzyjmy si¢ nastepujacemu przyktadowi takiej sytuacji.

Blona komérkowa oddziela wnetrze komérki od swiata zewnetrznego

oraz odpowiada za przekazywanie informacji ze $rodowiska do wnetrza
komérki. Transport dyfuzyjny na blonie komoérkowej pelni kluczowe funkcje
w przekazywaniu sygnatu i sposobie, w jaki komoérki oddzialuja ze swoim
otoczeniem. Biorac pod uwage, ze btona komérkowa jest pltynna, mozna by
oczekiwad, ze czasteczki biatek beda szybko dyfundowaé przez blone, tak aby
odpowiednie reakcje mogtly zachodzi¢ jak najsprawniej. Nic bardziej mylnego.

Na poczatku 2005 roku na Uniwersytecie Nagoya w Japonii naukowcy
przeprowadzili nastepujacy eksperyment: sledzili pojedyncza czasteczke biatka
w blonie plazmatycznej zywych komorek. Obrazowanie wideo czasteczek
fluorescencyjnych ujawnito, ze czasteczki te spedzaja stosunkowo dlugi czas
uwiezione miedzy przeszkodami o wielko$ci nanometréw w cytoszkielecie
aktynowym komérki. Symulacje trajektorii ruchu biatka, ktére pokonuje
przeszkode o powierzchni 120 nm?, utworzong przez cytoszkielet komérki,
mozemy zobaczy¢ na rysunku 4a. Eksperymentalne trajektorie bialek w blonie
plazmatycznej zywej komoérki widoczne sg z kolei na obrazku 4b.

Anomalna dyfuzja pojawia sie tez wtedy, gdy czasteczka przez dos¢ dlugi czas
nie zmienia kierunku, w ktérym sie porusza. Wtedy czasteczki rozprzestrzeniaja
sig¢ szybciej, niz przewiduje to klasyczna dyfuzja. Zjawisko takie nazywamy
superdyfuzja. Na rysunku 5 przedstawiona zostala trajektoria ruchu matpki

z rodzaju czepiakéw w lesie na meksykanskim Potwyspie Jukatan. Jak widaé,
poszczegdlne skoki malpki sg réznej dlugosci. Taki proces dyfuzyjny zachodzi
szybciej niz normalna dyfuzja — mamy do czynienia z superdyfuzja.

Subdyfuzja zachodzi rowniez podczas przeptywu elektronéw w pétprzewodnikach
amorficznych w kserokopiarce. Z kolei za pomoca superdyfuzji mozna rozsadnie
opisa¢ trajektorie lotu albatroséw. Przyktadéw jest wiele, co prowadzi do
jednego wniosku: anomalna dyfuzja w naturze jest normalna!
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https://rcfftp.soest.hawaii.edu/kelvin/tracer_course/diffusion/papers/Examples_Anomalous_Diffusion.pdf
https://rcfftp.soest.hawaii.edu/kelvin/tracer_course/diffusion/papers/Examples_Anomalous_Diffusion.pdf
https://bpb-us-w2.wpmucdn.com/voices.uchicago.edu/dist/a/2007/files/2019/07/11.-Brownian-Motion-08-04-2018.pdf
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2025

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
784 (WT = 2,6), 785 (WT = 3)

z numeru 10/2024

Jacek Konieczny (Poznan) 40,87
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 17-40,40
Jan Zambrzycki (Bialystok) 4-29,34

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3-27,49

O—lvo
l
Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3 €

Zadania z fizyki nr 798, 799
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

798. Dwie bardzo mate jednakowe kulki zwigzane niewazka, nierozciagliwa
nicig leza na powierzchni poziomej (rys. 1). Jednej z kulek nadano predkosé vy
skierowana pionowo w gore. Jaka powinna by¢ warto$é¢ tej predkosci, aby druga
kulka nie oderwala sie od poziomej powierzchni, a ni¢ przez caly czas byta
naciagnieta? Po jakim torze porusza sie wtedy pierwsza kulka? Tarcie kulki

o podloze jest zaniedbywalne.

799. Elektron krazy po orbicie kolowej w jednorodnym polu magnetycznym.
Indukcja pola magnetycznego zostaje powoli zwiekszona trzy razy, w czasie
wielokrotnie przewyzszajacym okres obrotu. Ile razy zmieni si¢ w tym czasie
promien orbity elektronu?

Rozwigzania zadain z numeru 1/2025
Przypominamy tresé¢ zadan:

790. Jednorodny pret o dtugosci 21 opiera si¢ na krawedzi nieruchomej, pétkolistej czaszy
o promieniu R (rys. 2). Jaki kat a tworzy pret z plaszczyzng pozioma w polozeniu réwnowagi?
Tarcie zaniedbujemy.

791. O jaka wielkos§¢ zmieni si¢ natezenie pradu w kotowej petli z nadprzewodnika, gdy nalozymy ja
na dluga zwojnice podlaczong do baterii o sile elektromotorycznej € (rys. 3). Caltkowity opér obwodu
ze zwojnica wynosi r, liczba zwojow N, wspélczynnik samoindukcji zwojnicy Lo, a petli L. Indukcje
wzajemna zaniedbujemy.

790. Na pret dziala sita ciezkosci @ oraz sily reakeji N1 i Na (rys. 4). Gdy

nie ma tarcia, sila reakcji jest prostopadla do powierzchni, po ktérej Slizga sie
punkt stycznosci. Ny jest prostopadta do powierzchni czaszy, czyli dziata wzdluz
promienia, Ny jest prostopadta do preta. W potozeniu réwnowagi proste, wzdluz
ktorych dzialaja sity przylozone do preta, przecinaja sie w jednym punkcie, bo
ich moment wypadkowy wzgledem dowolnego punktu wynosi 0. Z rysunku 4:

(1) |BC| =2Rcosa, = =2Rcosa—1, |OC|:R:xcosa+RSin<;—2a>,

stad otrzymujemy réwnanie:
(2) 4Rcos®> a —lcosa — 2R = 0.
Poniewaz kat « lezy w pierwszej ¢wiartce, wybieramy dodatnie rozwiazanie
réwnania (2):
(I+ VP + 32R?)

3 = .
(3) cos o SR

Z warunku cos o < 1 otrzymujemy warunek na
maksymalna dlugosé preta 2{ < 4R. Minimalna
dlugo$é preta, dla ktorej mozliwa jest jeszcze opisana
réwnowaga, odpowiada sytuacji, gdy pret opiera sie na
krawedzi czaszy swoim prawym koncem. Wtedy z =1
i zgodnie z (1)

2R cos (« = 2l min-
Podstawiajac do tego réwnania warunek réwnowagi (3),
otrzymujemy Ui = 2R \/%
Odpowiadajaca tej minimalnej dlugosci wartosé
graniczna kata okreslona jest warunkiem
2/3.
Podsumowujac, opisany w zadaniu stan réwnowagi jest
mozliwy, gdy dlugosé preta spelnia warunek:

2R\/2/3 < 2l < 4R,

a kat w stanie réwnowagi okresla wzér (3).

max)

COS Qlpax = —ZR =

Jezeli L = 21 > 4R, to $rodek ciezkosci preta znajduje sie
poza krawedzig czaszy i pret z niej wypada. Gdy pret
jest zbyt krotki, zeslizguje sie¢ do wnetrza czaszy.
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791. Niech Iy oraz I oznaczaja poczatkowe i koncowe
natezenie pradu w petli. Natezenie pradu w zwojnicy
nie zmienia si¢ i wynosi %, co daje strumien przez jeden
zwdj ffj’\f Strumien ten przenika nadprzewodzaca
petle nalozona na zwojnice. Catkowity strumienn ¢
przez petle, zgodnie z prawem Faradaya, spelnia
réwnanie 0 = —%, gdzie w lewej czesci mamy spadek
napiecia na zerowym oporze nadprzewodnika. Zatem
calkowity strumien pola magnetycznego przez petle
pozostaje staly: ¢ = LIy = const. Przy zmianie
zewnetrznego pola magnetycznego w petli pojawia sie
prad indukecyjny, ktérego pole magnetyczne kompensuje
zmiane¢ strumienia pola magnetycznego. Zatem

L& L€
LI+ 5 = Lly, albo Iy —I=+7".

Dwuznacznos¢ we wzorze zwiazana jest z dwiema
mozliwosciami wzajemnej orientacji pél magnetycznych
zwojnicy i petli. Jednakowej orientacji odpowiada

znak 4+, przeciwnej znak —. W pierwszym przypadku
prad w petli maleje, w drugim rosnie.




Zadania z matematyki nr 901, 902
Redaguje Marcin E. KUCZMA

901. Trapez réwnoramienny ABCD jest wpisany w okrag 2 o $rednicy AB.
Przekatne trapezu, dlugosci d, przecinaja si¢ w punkcie P. Okrag styczny do
odcinkéw PC, PD i do krétkiego tuku C'D (okregu §2) ma promieni r. Okrag
wpisany w tréjkat ABP ma promieri 3r. Obliczy¢ stosunek r/d.

Klub 44 M
1-44

Termin nadsylania rozwiazan: 31 VII 2025
902. Dla liczby naturalnej n niech w(n) oznacza najwickszy catkowity
wykladnik, dla ktérego n! dzieli sie przez 10%(™), i niech f(n) = 10~ ™)p!.
Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej m spelniona jest zalezno$é
f(5™) =2™ (mod 5).

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
887 (WT =1,69) i 888 (WT = 1,64)
z numeru 10/2024

Mikotaj Pat 46,28 .

Wlitglngezr‘f;rek Lods 133 Zadanie 902 zaproponowal pan Cezary Glowacz z Bonn.

ﬁ‘;‘z‘“yzzzto\?;;tggﬁa Ei]g‘:gw ig’gé Rozwigzania zadan z numeru 1/2025

Andrzej Kurach Ryjewo 38,67 P omin: tredé zadan:

Andrzej Daniluk Warszawa 37,89 reypomimaniy tresc z =

Michal Warmuz Zywiec 36,54 893. Punkty A, B,C, D, E lezag w tym porzadku na linii prostej, przy czym CA = CE, CB = CD.

Marcin Kasperski Warszawa 35,64 Poza ta prosta, po jednej jej stronie, lezg punkty K i L takie, ze tréjkaty AKB i DLE maja ostre

Grzegorz Wigczkowski 34,61 katy przy wierzchotkach A, B i D, E, a suma miar tych czterech ostrych katéw wynosi 180°. Proste

KB i LD przecinaja si¢ w punkcie N; proste AK i EL przecinajg si¢ w punkcie M; punkty M, N leza

Krzysztof Kaminski
po réznych stronach prostej KL, a ponadto MN L AE. Dowie$¢, ze CK = CL.

Janusz Olszewski
Jedrzej Biedrzycki
Marian Lupiezowiec

Pabianice 33,54
Warszawa 33,10
32,29
31,29

894. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki liczb catkowitych (z, y, z) spelniajace réwnanie
Tz +vy+ xyz 2025

Gliwice

Klubowym nowicjuszem nie jest zaden yz +1 44
z trzech Panéw; Weteranem — kazdy

2 nich; niektérzy z imponujacym stazem.  893. Rachunek katéw w tréjkatach AK B i DLFE pokazuje, ze
Mikotng ater - po s eowartyt pan (1) $AKB + ¥DLE = 180°.

ol Tecnarel ~ po xas dziesiaty; pan Stad wniosek, ze czworokat K M LN ma okrag opisany, wobec czego
(2) ¥NLK = ¥NMK.

Tomasz Wietecha — po raz pietnasty!

Przyjmijmy (b.s.0.), ze punkt L lezy blizej prostej AFE

niz punkt K. Konfiguracja punktéw i katéw jest

wowczas jak na rysunku.

Uzupelniamy tréjkat AKE do réwnolegloboku

AKEJ; punkt C jest jego érodkiem symetrii.

Tréjkaty AKB i EJD sa symetryczne wzgledem C.

Zatem xAKB = xFEJD. Stad, wobec (1),

<EJD + «xDLFE = 180°, co oznacza, ze takze

czworokat JDLFE ma okrag opisany. Dostajemy

rownosé

(3) xJLD = xJED = xKAB.

Dodajemy (2) i (3)

(uwzgledniajac, ze xNLK + <xJLD = ¥JLK):
XJLK = xNMK + xKAB.

Suma po prawej stronie wynosi 90° (dzieki zalozeniu

MN 1 AFE). Tak wiec trojkat JLK jest prostokatny.

Punkt C jest $rodkiem przeciwprostokatnej JK. Stad,

ostatecznie, CK = CL.

(—44,45), (—44, —45). Z wyjsciowego réwnania mamy
2025y

894. Oznaczmy: w = yz + 1 (jest to liczba wzglednie
pierwsza z y). Zadang réwno$é¢ przepisujemy tak:
rw4y 2025 T T w

w44 Z wypisanych o$miu par (w,y) jedynie pierwsza, czwarta,
To réwnos¢ dwdch nieskracalnych ulamkéw. Musza mie¢  szésta, 6sma daja (przy uzyciu ostatniego wzoru)
réwne liczniki i mianowniki, ewentualnie ze znakiem calkowite wartosci #: odpowiednio 46, 47,46, 45. Wartosé
zmienionym na przeciwny. Wiec na pewno w = +44. z = (w — 1)/y wynosi, odpowiednio, 43, —1, 45, 1.
Stad yz = w — 1 € {43, —45}, wobec czego |y| < 45,
|z| < 45.
Przyréwnanie licznikow: zw + y = £2025. Pamietajac,
ze w = 44, mamy

y = +2025 F 442z = +1 (mod 44).

Badane réwnanie moze wiec by¢ spetnione jedynie przez
cztery trojki (x,y, z) — 1 faktycznie jest spelnione, co
tatwo sprawdzi¢ wprost:

(46,1,43), (47,—43,-1), (46,—1,45), (45, —45,1).

To zaweza poszukiwanie do nastepujacych par (w,y):
(441 1)7 (447 —l)a (445 43)7 (447 _43)7 (_447 l)v (_447 _1)7
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Regulamin Ligi znajduje si¢ na naszej stronie:
www.deltami.edu.pl/klub-44 /regulamin /


https://www.deltami.edu.pl/klub-44/regulamin/

6Prosto z nieba: Patrzgc na nic

* Latwo” tzn. trzeba zaobserwowad
miliony galaktyk, opisaé ich rozklad,
doda¢ teori¢ opisujaca rozklad ciemnej
materii i sprébowad je jakos$ ze soba
potaczyé. Mozna tez zrobié¢ kosmologiczne
symulacje komputerowe.

Ad /arcmin

Aq/arcmin

Rys. 1. Izokontury gestosci kolumnowej
wodoru HI nalozone na zdjecie optyczne
obserwowanego obszaru nieba

1019 4

N /em?

1015 4

\/@/am ‘min
Rys. 2. Profil gestosci kolumnowej
Cloud-9 jako funkcja promienia
efektywnego Reg

WY ———

Ny /em™2

10

R [arcmin]

Rys. 3. Kolumnowy profil gestosci
Cloud-9 (szare punkty) oraz
przewidywania modelu (zielona linia)
niestety si¢ nie zgadzaja

Na podstawie: Alejandro
Benitez-Llambay, Rajeshwari Dutta,
Michele Fumagalli, and Julio F. Navarro
et al. 2024, ,Examining the Nature of the
Starless Dark Matter Halo Candidate
Cloud-9 with Very Large Array
Observations”, ApJ, 973 61.

Astronomia to pod wieloma wzgledami badanie $wiatta — w kazdej dtugosci
fali — docierajacego do nas z pobliskich gwiazd i odlegtych galaktyk. Jednak
wedlug standardowego modelu kosmologicznego (najlepszej teorii opisujacej
Wszech$wiat) wiekszo$é masy w naszym Wszech§wiecie to ciemna materia,
czyli material, ktéry nie emituje ani nie odbija Swiatta. Jak wiec mamy jej
szukac¢? Céz, ta sama teoria przewiduje, ze ciemna materia tworzy tzw. halo
ciemnej materii, czyli regiony grawitacyjnie zwiazanej materii. W ogdélnosci,
jezeli takie zageszczenia sg duze, to znajduja sie w nich galaktyki, a nawet cale
gromady galaktyk — wtedy stosunkowo tatwo* jest sprawdzi¢, gdzie ciemna
materia si¢ znajduje. Jednak moga tez istnie¢ male (oczywidcie w poréwnaniu
do tych wczesniejszych) zageszczenia ciemnej materii, w ktérych nie ma nawet
gwiazd. Wtedy po prostu nie wiemy o ich istnieniu. Sa to tzw. ciemne halo.
Nie wszystko jednak stracone, w takich maltych zageszczeniach ciemnej materii
moze znajdowaé sie zimny gaz (gléwnie wodér). Ten zimny gaz sam z siebie nie
Swieci, ale moze odbija¢ swiatlo w zakresie fal radiowych. Wiec bingo, mamy
plan obserwacji. Poszukajmy ciemnych halo, zwanych Obtokami Neutralnego
Wodoru o Ograniczonej Jonizacji (RELHIC).

Naukowcy z Wtoch i Kanady przyjrzeli si¢ w szczegdlnoéci jednemu obtokowi
zimnego gazu — Cloud-9. Oblok ten zostal odkryty w 2023 roku, kiedy zesp6t
astronoméw zauwazyl nadmiar gazu neutralnego wodoru (HI) w poblizu
galaktyki spiralnej M94. Odkrycia dokonano za pomoca radioteleskopu FAST,
ktéry nie ma najlepszej rozdzielczosci. Dlatego teraz postanowiono ponownie
przyjrzeé sie Cloud-9, tym razem z wykorzystaniem wiekszego radioteleskopu
VLA (Very Large Array).

Okazalo sie, ze Cloud-9 ma do$é dziwny ksztalt. Prawdopodobnie spowodowany
oddzialywaniami grawitacyjnymi z wigksza pobliska galaktyka M94,
zgniatajacymi lub rozciagajacymi chmure gazu (rys. 1).

Ale czy jest tam ciemna materia?

Aby to ustali¢, musimy poréwnaé¢ kolumnowy rozktad gestosci masy, ktory
obserwujemy (rys. 2), z teoretycznym rozkladem, jaki dawalaby ciemna
materia i wodér. Musimy niestety zalozy¢, ze poza tymi dwoma sktadnikami
w obloku nie ma niczego innego (co nie musi by¢ prawda). Oczywiscie nie

w pelni rozumiemy, czym jest ciemna materia, wiemy jednak, ze oddziatuje
grawitacyjnie ze zwykla materia, i potrafimy przewidzie¢, jak te dwa skladniki
wplynelyby na ksztalt i rozklad gestodci w obloku.

Niestety model (zielona linia na rys. 3) nie zgadza si¢ z obserwacjami (szare
punkty na rys. 3) i nie mozemy na chwile obecna definitywnie stwierdzié,

czy Cloud-9 jest lub nie jest ciemnym halo. Jest jednak kilka rzeczy, ktére
astronomowie moga zrobi¢. Po pierwsze, teoretycy moga przeprowadzic
dokladniejsze symulacje rozkladu masy w ciemnych halo. Z kolei obserwatorzy
moga zrobi¢ lepsze obserwacje, poniewaz jest szansa, ze w Cloud-9 sa gwiazdy,
tylko zbyt stabe, aby$my mogli je wczesniej zaobserwowaé. Na przyktad

w poblizu Drogi Mlecznej znajduje sie wiele bardzo stabych galaktyk
kartowatych, ktore sa mate i emituja bardzo mato $wiatta. Dopiero w ciagu
ostatnich kilku lat opracowaliémy teleskopy, ktore moga je obserwowaé. Cloud-9
moze by¢ taka galaktyka kartowata.

Prawdopodobnie wiec bedziemy musieli troche poczekaé na ostateczna
odpowiedz na temat natury Cloud-9, ale tak czy inaczej naukowcy sa
podekscytowani. Albo jest to pierwsze bezgwiezdne halo ciemnej materii, albo
jest to najdalsza ultra staba galaktyka kartowata, jaka kiedykolwiek wykryto!
Dlatego zdecydowanie warto mie¢ ja na oku.

Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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fNiebo w maju

W maju Slonice koticzy szybka wedréowke na pdinoc. 20 dnia miesiaca przekroczy
ono rownoleznik +20° deklinacji w drodze na péinoc, i od tego momentu do
przesilenia letniego w czerwcu zwickszy wysoko$é géorowania jedynie o 3,5°.

W drugiej czesci miesiaca Stonice chowa sie na tyle ptytko pod horyzont,

ze pojawia sie zjawisko tzw. bialych nocy astronomicznych, czyli niebo nie
ciemnieje do konca i stabsze obiekty trudniej dostrzec.

Rowniez pod koniec maja zaczyna sie trwajacy niecale 2,5 miesiaca sezon na
dwa zjawiska atmosferyczne: obloki srebrzyste i tuk okolohoryzontalny. Pierwsze
z nich to zawieszone wysoko w atmosferze chmury, ktére sa oSwietlone przez
Swiatlo stoneczne nawet w nocy. Drugie natomiast to mata, lecz intensywna
tecza kilkanascie stopni nad poludniowa czeécia niebosklonu. Niestety,

zeby mogla sie ona pojawié, Storice musi przebywaé co najmniej 58° ponad
horyzontem, co oznacza, ze szansa na to zjawisko jest u nas tylko w godzinach

okotopoludniowych.

Na poczatku miesigca warto spogladaé¢ w niebo zaréwno
wieczorem, jak i rano. Na niebie wieczornym ekliptyka
tworzy wciaz calkiem duzy kat z widnokregiem, jednak
w drugiej czesci miesiaca zaczyna sie on zmniejszac.

W tej czesci sfery niebieskiej znajduja sie dwie jasne
planety Ukladu Stonecznego: Jowisz i Mars. Obie
planety jednak najlepsze okresy widocznosci maja

juz niestety za soba. Jowisz dazy do czerwcowej
koniunkcji ze Storicem, stad mozna go obserwowaé
jedynie w pierwszej potowie miesiaca, i to na niezbyt
ciemnym niebie. Poczatkowo planeta okolo godziny 22
zajmuje pozycje na wysokosci niewiele ponad 10°,

ale szybko zblizy si¢ do widnokregu i zginie w zorzy
wieczornej. W tym czasie jej jasno$¢ wynosi —2™,

a $rednica tarczy 34”. Do korica okresu widocznos$ci
Jowisz przetnie lini¢ taczaca gwiazdy El Nath i ¢ Tau,
stanowiace rogi tego zodiakalnego zwierzecia. 1 maja
do odszukania Jowisza mozna wykorzysta¢ Ksiezyc

w fazie 22%, ktéry znajdzie sie w odleglosdci 16° na
godzinie 11 wzgledem planety. Ksiezyc odwiedzi Jowisza
réwniez 28 maja, gdy w fazie 4% zawisnie 5° nad
planeta.

Czerwona Planeta w maju pokona 15° na tle
gwiazdozbioru Raka, ale pod koniec miesiaca przejdzie
do Lwa. Mars zacznie miesiac 0,5° na péinocny zachod
od gwiazdy n Cnc, stanowiacej péinocno-zachodni rég
trapezu otaczajacego jasna gromade otwarta gwiazd
M44. Do samej gromady Mars zblizy sie 4 maja, gdy
przejdzie niewiele ponad 0,5° na péinoc od jej érodka.
Dzien wczedniej 2,5° od Marsa pokaze sie Ksiezyc

w fazie 42%. W tym czasie jasno$é Czerwonej Planety
spadnie z +1 do +1,3™, ale jej tarcza nie zmaleje juz
duzo, zmieni $rednice z 6" do 5”.

Na niebie porannym, jak co roku, promieniuja meteory
z roju n-Akwarydow. Sa to bardzo szybkie meteory,

ich predko$¢ zderzenia z atmosfera Ziemi wynosi

66 km/s, a promieniuja od 19 kwietnia do 28 maja,

z maksimum aktywnosci okolo 6 maja. Radiant roju
znajduje si¢ niecale 2° na poludniowy wschéd od
gwiazdy 1 Aqr i wschodzi dopiero po godzinie 2, by
nieco ponad godzine pézniej osiagnaé wysokos¢é 10° nad
wschodnim widnokregiem. Niskie polozenie radiantu

23

skutkuje tym, Zze u nas da sie dostrzec zaledwie kilka
do kilkunastu z prognozowanych ponad 50 zjawisk na
godzine. Warto jednak wybraé sie na ich obserwacje,
gdyz sa one bardzo jasne i czesto pozostawiaja widoczne
przez dhuzszy czas smugi. A znajdujacy sie na niebie
wieczornym Ksigzyc nie przeszkodzi w obserwacjach.

2 maja przez opozycje wzgledem Stonca przejdzie
planetoida (4) Westa. Jest to najjasniejsza planetoida
na naszym niebie, ale ze wzgledu na dosé¢ znaczna
eliptycznosé jej orbity w réznych latach osigga ona
rozne zblizenie do naszej planety, a co za tym idzie

— rézng jasnosé. W tym roku opozycja Westy nalezy

do tych korzystniejszych, dlatego na przetomie
kwietnia i maja planetoida osiagnie jasnosé¢ +5,7™,
czyli poréwnywalnie do Urana. A zatem na ciemnym
niebie mozna ja dostrzec gotym okiem, ale na pewno

w jej odszukaniu wérod gwiazd tta pomoze lornetka
albo inny sprzet optyczny. Westa w maju pokona

na niebie okoto 6,5° na pograniczu gwiazdozbioréw
Wagi i Panny, przechodzac od pozycji jakie$ 1,5° na
zachod od gwiazdy 4. wielkosci 16 Lib do okolo 3,5° na
pénocny wschéd od ¢ Vir. Westa géruje okolo péinocy
na wysokosci przekraczajacej 35° nad widnokregiem.

Wracajac do Ksiezyca: 4 maja przejdzie on przez

I kwadre, a dobe pézniej zblizy sie na 1° do Regulusa,
najjaséniejszej gwiazdy Lwa. W nocy z 9 na 10 maja jego
tarcza zwiekszy faze do 93% i dotrze on w okolice Spiki,
najjaéniejszej gwiazdy Panny, zblizajac si¢ don na 4°.
12 maja Srebrny Glob przejdzie przez pelnie w Wadze,
za$ dwa dni péZniej dotrze do gwiazdozbioru Skorpiona,
zblizajac sie do Antaresa na odleglos¢ 2°.

Po pelni Srebrny Glob jest widoczny stabo ze wzgledu
na niskie nachylenie ekliptyki do widnokregu. 20 maja
przejdzie on przez ostatnig kwadre, a 24 maja spotka
sie¢ z Wenus, zmniejszajac wtedy faze do 13%. Niestety
oba ciala pokazg sie okolo 5° nad horyzontem, mimo
ze planeta 1 czerwca osiagnie maksymalng elongacje
zachodnia, przekraczajaca 46°. W opisywanym
momencie jej tarcza $wieci blaskiem —4,4™, przy
$rednicy okolo 26" i fazie 45%.

Ariel MAJCHER



& Rozwigzanie zadania F 1119.
Powietrze jest mieszanina gazéw dwuatomowych: azotu
(N2) i tlenu (O2). W podanych warunkach oba gazy
doskonale spelniajg réwnania gazu doskonalego. Cisnienie p
w kontenerze jest suma ich ci$nien czastkowych, a wiec
spelnione jest réwnanie:
poV = nRTp,
w ktérym n oznacza sumaryczng liczbe moli azotu i tlenu.
Oba gazy maja takie samo molowe cieplo wlasciwe
w przemianie w statej objetosci: cy = gR. Podniesienie
temperatury gazéw w kontenerze do T' = 293 K wymaga
wiec dostarczenia ciepta @ réwnego:
Q =ncv(T —Tp) = w.
0

Liczbowo: @ = 185 kJ.

i Rozwigzanie zadania F 1120.
Woda jest cieczg niescisliwa, wobec tego predkosé opadania
powierzhni wody v(h) i predkosé jej wyptywu dolnym
otworkiem v(0) zwiazane sa warunkiem wynikajacym
z prawa zachowania masy wody:
wR*v(h) = 7r°v(0).
W opisanych warunkach mozemy z dobrym przyblizeniem
pominaé¢ wplyw lepkosci wody i postuzy¢ sie¢ réwnaniem
Bernoulliego:
W o) o ()
2 p 2 P
Przyjelidmy, ze h oznacza wysokos$¢ nad srodkiem otworka,
a p jest gestoscia wody (stala w calym naczyniu), a p(h)
i p(0) oznaczaja ci$nienie na zewnatrz naczynia na
wysokosci h i na poziomie otworka. Podstawiamy zwiazek
v(h) i v := v(0) wynikajacy z réwnania cigglosci do réwnania
Bernoulliego i otrzymujemy:

p(h) — p(0) 1, rt
—_ 7 h== 1—— .
p t9 2" R4
Ostatecznie otrzymujemy odpowiedz:

_ \/2((p(h) —p(0))/p+ gh)
1—r*/R* ’
Zwykle réznica ci$nienn atmosferycznych na wysokosci h
jest zaniedbywalnie mata, i mozna ja pominaé. Stosunek
czwartych poteg promieni tez zwykle jest bardzo maly,
i mozna go pominaé. Oba te przyblizenia prowadza do
znanego wzoru Torricellego: v = v/2gh.

Uwaga: otrzymany wzér opisuje predkos¢ wypltywu w $rodku
otworka. W rzeczywistosci predkosci wyplywu zbiegaja si¢
nieco w kierunku $rodka otworka, co powoduje zmniejszenie
strumienia wypltywajacej wody w stosunku do wartosci
720 o czynnik o < 1 zalezny od ksztaltu otworka — i dla
otworka kotowego ten czynnik wynosi a = 0,62, co nalezaloby
uwzgedni¢ w rownaniu cigglosci.

ﬂ Rozwigzanie zadania M 1816.
Odpowiedz: Tak.
Wielomian

Px)=(1- -

2026 _ 2026
x) —x

N

spetnia warunki zadania.
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Rozwigzania zadan ze strony |/

i Rozwigzanie zadania M 1817.

Udowodnimy przez indukcje, ze istnieje doktadnie 3™ liczb
n-cyfrowych podzielnych przez 2", ktérych cyfry naleza do
zbioru {2,3,4,5,6,7}.

Dla n = 1 teza jest jasna, w zbiorze {2,3,4,5,6,7} sa tylko
trzy liczby parzyste.

Zal6ézmy, ze teza jest spetniona dla n. Liczbe spelniajaca
zalozenia stwierdzenia nazwijmy dobrg. Rozwazmy

(n + 1)-cyfrowa liczbe dobra i usunimy jej pierwsza cyfre.
Otrzymana liczba n-cyfrowa jest réwniez dobra, gdyz
operacja usuniecia pierwszej cyfry x jest réwnowazna odjeciu
liczby x - 10", ktéra jest podzielna przez 2".

Z drugiej strony, dopisujac z lewej strony cyfre x do dobrej
liczby n-cyfrowej y - 2", dostajemy liczbe

y-2"4+z-10"=2"(y +x-5").

Uzyskana liczba jest (n + 1)-cyfrowa liczba podzielng
przez 2", ktérej cyfry naleza do zbioru {2,3,4,5,6,7}

i ktéra jest podzielna przez 2" wtedy i tylko wtedy, gdy
x + y jest parzyste. Zauwazmy jednak, ze dla parzystej
liczby y jako x mozemy przyjaé jedynie 2, 4 lub 6, a dla
nieparzystego y jedynie 3, 5 lub 7. Oznacza to, ze dobrych
liczb (n + 1)-cyfrowych jest doktadnie 3 razy wigcej niz
dobrych liczb n-cyfrowych.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1818.

Odpowiedz: 10.

Rozwazmy kwadraty Ai, As, ..., A9 o wymiarach,
odpowiednio, 1 x 1,3 x 3, ..., 9 x 9, ktérych lewy dolny
rég pokrywa sie z lewym dolnym rogiem planszy. Dla
kazdego z kwadratéw A; (i = 1,3,5,...,9) istnieje kostka
domina X; przecinajaca jego bok (poniewaz kwadraty

o nieparzystym wymiarze nie moga zosta¢ wypelnione
kostkami domina). Latwo zauwazy¢, ze X; lezy woéwczas
wewnatrz kwadratu 2 x 2 z podziatu. Dostali$my zatem
5 kostek domina wewnatrz kwadratéow 2 x 2.

Podobnie, biorac pod uwage kwadraty Bi, Bs, ..., Bg

o wymiarach 1 x 1,3 x 3, ..., 9 x 9, ktérych prawy gérny rég
pokrywa si¢ z prawym gérnym rogiem planszy, znajdujemy
kolejnych 5 kostek domina Y; (j = 1,3,5,...,9) o zadanej
wtlasnosci. Wobec tego najmniejsza mozliwa liczba kostek
domina spetniajacych warunki zadania jest nie mniejsza

niz 10.

Nastepujacy rysunek pokazuje, ze liczbe 10 kostek domina
jestedmy w stanie zrealizowad.




Zachlannos$¢ czasem poptaca
BCLT’thTI’LZe] BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Algorytm zachlanny to taki, ktéry dokonuje wyboréw, jakie w aktualnej chwili
(lokalnie) wydaja sie¢ najlepsze, natomiast nie jest jasne, czy sa one stuszne

w sensie globalnym, gdy szukamy rozwiazania optymalnego. Cho¢ nie jest to
regula, to niektore algorytmy zachtanne daja optymalne rozwiazania, i o tym
bedzie w tym kaciku.

Przyktad 1. Mamy banknoty o nominatach 10%, 2-10* i 5- 10¥ pengé dla
k=0,1,2,... Chcemy wyplaci¢ nimi n pengd dla pewnej liczby naturalnej n.
Robimy to w ten sposéb, ze za kazdym razem, gdy zostalo jeszcze do wyplacenia
m pengd, wybieramy banknot z najwigkszym nominatem nieprzekraczajacym m.

Przyktad 2. Chcemy dojechaé z miasta A do miasta B. Nawigacja prowadzi
nas wedlug nastepujacej reguty: udaj sie do miasta najblizszego aktualnej
pozycji, sposréd tych, w ktorych jeszcze nie bytes.

Pozostawiam Czytelnikowi uzasadnienie, ze algorytm przedstawiony

w pierwszym przykladzie daje optymalne rozwigzanie ze wzgledu na liczbe
wykorzystanych banknotow, a algorytm z przykladu drugiego nie jest optymalny
ze wzgledu na przebyty dystans.

Zadania

1. Dla danego wielokata W niech s(W) oznacza sume kwadratéw dlugosci jego
bokéw. Udowodnié, ze jesli W jest wielokatem wypuklym, to mozna wskazaé
takie trzy jego wierzcholki A, B, C, ze s(AABC) = s(W). (XI Wielkopolska
Liga Matematyczna)

2. Dana jest liczba calkowita n > 2 oraz ciag n — 1 znakéw mniejszosci
i wiekszoéci. Wykazac, ze liczby 1,2, ..., n mozna tak wstawi¢ miedzy znaki,
aby wszystkie nieréwnosci byly spelnione (na przyktad dla n =5 i ciagu
znakéw (<,>,>,<) mamy 4 < 5> 2> 1 < 3). (III WLM)

3. Liczby naturalne k,n > 2 spelniaja warunek 1 + % + ...+ % < k. Dowies¢,
ze zbidr {%, %, ce %} mozna podzieli¢ na k podzbioréw, z ktérych kazdy ma
sume elementéw nie wieksza niz 1.

4. 7Zbiér nazywamy wolnym od sum, jesli kazde dwa jego rézne podzbiory maja
rozne sumy elementéw. Niech k bedzie liczba catkowita dodatnig. Dowiesé, ze
zbiér o wiecej niz 3% elementach ma (k + 1)-elementowy podzbiér wolny od
sum. (LXIT OM)

5. Wyznaczy¢ najmniejsza stala c¢ o nastepujacej wlasnosci: Dla kazdego
catkowitego dodatniego n w sumie 1 + % + % +...+ % mozna zmienié¢
czes¢ znakéw + na — w taki sposéb, by otrzymaé wyrazenie o wartosci
bezwzglednej nieprzekraczajacej -5 . (XV WLM)

6. Rozstrzygnaé, czy w kole mozna zmieéci¢ nieskonczony zbiér parami
roztacznych kol, ktére maja nieskonczona sume obwodow.

Problem otwarty

7. Czy w zadaniu 3 zawsze mozliwy jest podziat na k — 1 podzbioréw?
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