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Co nazwy pierwiastkbw mowig
o stosunku uczonych do nauki
Préba systematycznego ujecia

Tomasz RATAJCZYK*

Cho¢ mineto zaledwie osiem lat od przyjecia przez IUPAC ostatnich czterech
nazw dla superciezkich pierwiastkow, elegancki wyglad pelnego si6édmego
okresu i brak dalszych doniesien o sztucznym wytworzeniu jeszcze cigzszych
jader powoduja, ze zaczynamy my$le¢ o ukladzie okresowym w obecnej formie
jako o czyms jak najbardziej kompletnym. Nawet jesli tak ostatecznie nie
bedzie, to poczucie kompletnosci sktania do podsumowan, do podjecia préby
pewnej systematyki i wyciagniecia z niej wnioskéw, podobnie jak to czyniono
w przypadku innych kompletnych systemow, np. ukladu czterech zywioléw
Empedoklesa, pieciu bryl platonskich albo modelu standardowego czastek
elementarnych. Tym, co wyrédznia uklad okresowy sposérod nich, jest doéé¢ duzy
zbiér elementéw, a przede wszystkim niezwykle dlugi proces nadawania im nazw,
trwajacy od prehistorii do czaséw najnowszych.

Poczatki historii

Najstarsze nazwy obejmuja pierwiastki, ktére byly znane najdawniej, i znaczg,
dokladnie to, co znacza. Wegiel jaki jest, kazdy widzi, tak tez i siarka.
Korzenie tych stow siegaja jezyka praindoeuropejskiego, wiec sg wielokrotnie
starsze niz samo pojecie pierwiastka chemicznego. Utozsamienie tych substancji
z pierwiastkami nic w nich nie zmienilo w sensie fizykalnym. Podobnie

siedem znanych w starozytnosci metali, kolejny kompletny ukltad, sprzezony

z siedmioma znanymi wéwczas cialami niebieskimi i siedmioma wspdlnymi

dla wielu kultur béstwami: srebro—Ksiezyc, rteé-Merkury, miedz—Wenus,
zloto—Slonce, zelazo—Mars, cyna—Jowisz, otéw—Saturn. Ten system wydawal
sie do tego stopnia kompletny, ze jeszcze w nowozytnosci nowo odkryte metale
przypisywano do ktéregos z tych siedmiu. Na przyktad molibden to po
grecku oléw (molybdos), do ktérego podobny wizualnie jest molibdenit (MoSs).
Platyna — to z hiszpanskiego srebro (plata), i to pogardliwie zdrobnione,
bowiem dawni Hiszpanie, podbijajac Ameryke Srodkowa, uznali tamtejsze
platynowe skarby za gorszy sort tego metalu. Po drodze pojawilo sie jeszcze
kilka nazw o do$¢ mglistej etymologii: dwie perskie, arsen i cyrkon, oraz dwie
staroniemieckie, cynk i bizmut. Jednak dopiero Robert Boyle, dajac pierwsza
Scista definicje pierwiastka, dal zarazem asumpt do dalszych, duzo bardziej
$wiadomych odkry¢. .. ktére trzeba bylo zaczaé bardziej Swiadomie nazywac.

Cos$ musialo by¢ w tych mineratach

Kolejna kategorie¢ stanowia pierwiastki nazwane od substancji, z ktérych je
pozyskano, nieposiadajacych glebszych zrédtostowéw. Sa to gléwnie pierwiastki
lekkie i wcze$nie odkryte; niektére z nich Antoine Lavoisier ponazywal po
francusku jeszcze przed wydzieleniem ich w postaci czystej, stusznie przewidujac,
ze w konkretnych mineratach tkwig konkretne, odrebne pierwiastki. Po polsku
mamy séd od sody, potas od potazu (ang. potash, czyli popidl roslinny), lit
od gr. lithos (kamienl), bo w przeciwieristwie do potasu, otrzymano go z ziemi,
z jakiegos kamienia. Dalej: beryl od mineratu berylu, wapn od wapna, magnez
od magnezji. Od magnezji, albo raczej starozytnego miasta Magnezji w Grecji,
pochodzi nie tylko magnez, ale i mangan, jednak nazywajac te pierwiastki,

o tym miejscu nikt juz raczej nie pamietal. Jeszcze dalej: bor od boraksu,

glin od glinki (tac. alumina), krzem od krzemionki (lac. silica). Wiele z tych
polskich nazw zawdzieczamy Jedrzejowi Sniadeckiemu, ktéry za pokolenie
starszym Lavoisierem porwatl si¢ na wprowadzenie systematycznych polskich
nazw, wzorowanych na francuskich. Jeszcze jedna z nich jest wodér, ktéry
przeciez wzial sie stad, ze tworzy wode.
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Dotychczas omoéwione nazwy pierwiastkow sa

w pewnym sensie podstawowe, poniewaz za ich gtéwna
wladciwosé wzieto to, ze sa tym, czym sa. W nastepnej,
najobszerniejszej grupie znajda sie¢ pierwiastki, ktére
zostaly nazwane od jakiej$ konkretniejszej wladciwosci,
fizycznej, chemicznej lub symbolicznej, ktora uznano
za najbardziej charakterystyczna. Na przykltad
fosforowi zdarza sie Swiecié, czyli ,nie$¢ $wiatto”,
podobnie jak semafor ,niesie sygnaly”. Za najbardziej
charakterystyczne dla azotu przyjeto to, ze nie
podtrzymuje zycia (gr. azotikos), przynajmniej w Polsce,
Rosji czy Francji, bo juz Niemcy za istotniejsze

uznali niepodtrzymywanie spalania (niem. Stickstoff),
a anglofoni — wystepowanie tego pierwiastka w saletrze
(Yac. nitrum, stad nitrogen). Spalanie (bardziej poetycko
tlenie) podtrzymuje za to tlen, w jezyku polskim
nazwany wyjatkowo trafnie przez Jana Oczapowskiego
w polowie XIX wieku, zamiast juz wtedy nieaktualnego
kwasorodu, ktéry byl kalka z fr. orygéne. Nieliczne
pierwiastki maja w czystej postaci nietypowe kolory,

co zgrabnie wykorzystano w nazewnictwie: chlor to

po grecku zielony (chloros), a jod — fioletowy (iodes).
Brom wprawdzie mogtby byé brunatny, ale za bardziej
charakterystyczne uznano, ze cuchnie (gr. bromos),
pod czym zreszta ciezko sie nie podpisa¢. Od okropnej
woni nazwano az dwa pierwiastki, tyle ze w przypadku
drugiego z nich, osmu, tak naprawde przykry zapach
(gr. osme) ma powstajacy na powierzchni lotny tlenek.

Cechy wybranych zwigzkéw réwniez bywaly zrédtami
nazw ich skladnikéw. Niektore jeszcze poprzez znane
od dawna mineraly, cho¢by fluor od fluorytu (lac. fluo,
plyne), dodawanego w hutach jako topnik. Z drugiej
strony, wolframit w wytapianiu rud przeszkadzal,
poniewaz prowadzil do uciazliwego (,,wilczego”, niem.
Wolf) powstawania piany (niem. Rahm), stad dzi$
metal wolfram. Gérnikom dawaty si¢ we znaki

takze inne zlodliwe moce, takie jak potworki Kobold
(stad kobalt) i Nickel (stad nikiel), utrudniajace
prace, odpowiednio, z zelazem i z miedzia. Pdozniej,

ze wzgledu na wladciwodci ich zwiazkow, nazwano tez
chrom kolorowym (gr. chroma, kolor), rod rézowym
(gr. rhodon, r6za), iryd teczowym (lac. iris, tecza),

a bar ciezkim (gr. barys). Podobnie prazeodym, ktéry
niegdy$ traktowano razem z neodymem jako jeden
pierwiastek, didym (gr. didymos, blizniak), nazwany tak,
gdyz byt blizniaczo podobny do lantanu i ceru. Ironia
losu, ze jaki$ czas pézniej okazalo sie, ze didym sam

w sobie stanowi mieszanine dwéch réznych pierwiastkéw.

Gdy juz sie udalo rozdzieli¢ tych blizniakéw, jeden

z nich okazal si¢ tworzy¢ zwiazki o barwie zielonej

(gr. prasios, zielony), a drugi po prostu nazwano nowym
(gr. neos).

Niejednokrotnie seria podobnych odkry¢ nastepowata
po powstaniu przelomowego wynalazku. Wspomniane

sod, wapn itp. wydzielono jeden po drugim dzigki
elektrolizie. Inne z kolei dzigki spektroskopii.
Poréwnujac widma emisyjne, odkryto czerwony prazek
rubidu (dzielacego lac. Zrédlostéw rubeus z czerwonymi
rubinami), niebieskie prazki indu (indygo) czy cezu
(tac. caesius, blekitny), zielony prazek talu (gr. thalos,
zielona gatazka). Tak odkryto takze hel, nazwany

od Stonica (gr. Helios), w ktérego widmie znaleziono
prazki pochodzace od tego pierwiastka. Pozostale

gazy szlachetne znaleziono réwnie szybko dzigki
rozwojowi kriogeniki. Poniewaz kazdy z nich wydawat
sie do$¢ podobny, a jednoczes$nie inertny i trudny do
wyizolowania, dano im z greki nieco symboliczne imiona:
nowy neon, leniwy argon, ukryty krypton i obcy
ksenon. Jeszcze kilka innych pierwiastkow nazwano od
trudnosci w otrzymaniu: lantan i dysproz na pewno
(gr. lanthano, ukrywam sie, dysprositos, uciazliwy),

a w pewnym sensie takze technet (gr. technetos,
sztuczny) i antymon (gr. antimonos, niesamodzielny).
Wreszcie po odkryciu promieniotwoérczosci pojawito

sie kilka pierwiastkéw nazwanych od niej: rad (a po
nim radon) i aktyn (a przed nim protaktyn), no

i niestabilny astat (gr. astatos).

A co, jezeli nie udalo sie wyloni¢ jednej istotnej
wlasciwosci? Z poczatku czasami siegano po symbolike
ugruntowana w mitologii, gtéwnie grecko-rzymskiej.

Z tej zaczerpnieto choéby tytan (intuicyjnie brzmi
jednak jak co$ wytrzymalego, prawda?), wystepujace
czesto razem niob i tantal (Niobe byla cérka Tantala),
kadm poérednio od kréla Kadmosa, pallad od Pallas
Ateny. Promet nazwano od Prometeusza, ktory
wykradl z Olimpu ogienn — pod ogien nalezy tu wstawié
energie jadrowa. Kojarzacy sie z nig uran akurat
zostal nazwany jeszcze w XVIII wieku po odkrytej
przez Williama Herschela niewiele wczes$niej planecie,
ale juz odkryte podczas II wojny $wiatowej neptun

i zwlaszcza pluton — oprécz mitologii pobrzmiewaja
tez echami poteznego zniszczenia. Cztery inne nazwy
pochodza z mitologii germanskiej: tor od réwnie silnego
Thora, wanad od bogini Vanadis, a takze wymienione
juz kobalt i nikiel od duchéw bardziej wrednych niz
poteznych. Mniej destrukcyjnie kojarza sie za to cer,
zaraz po planetoidzie nazwany tak od rzymskiej bogini
Ceres, a takze selen od gr. Selene (Ksigzyc) i tellur
od lac. Tellus (Ziemia). Podobnie jak w przypadku
klasycznych siedmiu metali, i tutaj czasem trudno
okresli¢, czy wiecej inspiracji dalo cialo niebieskie, czy
odpowiadajaca mu postaé¢ z mitologii.

Przedostatnia duza grupa nazw obejmuje te pochodzace
od nazw miejsc (toponiméw). Wiele pierwiastkéw z tej
grupy odkryto wzglednie niedawno i w wiekszosci
motywacja do nadania nazwy byta che¢ uhonorowania
miejsca odkrycia pierwiastka albo pochodzenia
odkrywcy. W dziewigetnastym wieku dominowata w tym
Europa, do ktérej naturalnie dolaczyty pdzniej USA.
Skandynawski jest oczywiscie skand, ale tez cztery
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pierwiastki z kopalni Ytterby w Szwecji, czyli itr, iterb, terb i erb, dalej

tul (gr. Thule, péllegendarna nazwa nordyckiej wyspy), holm od Sztokholmu

i hafn od Kopenhagi. Stront nazwano od szkockiej wsi Strontian. German
od Germanii, czyli Niemiec, w ktérych znajduja sie tez kraj zwigzkowy Hesja
(has), miasto Darmstadt (darmsztadt) oraz rzeka Ren (ren). Sa i trzy
francuskie pierwiastki: frans, gal od Galii i lutet od Lutecji, osady, wokot
ktérej zbudowano Paryz. Polon, cho¢ tez odkryty we Francji, nazwala Maria
Sktodowska, wiec Polakom réwniez udalo sie zapisa¢ w ukladzie okresowym.
Sniadecki sto lat wezeéniej takze byl na tropie pewnego pierwiastka, ale jego
odkrycia nie udalo sie potwierdzi¢, a poézniej pierwiastek ten nazwano rutenem
— od Rusi. Oproécz rutenu jeszcze dwa pierwiastki maja eponimy rosyjskie: dubn
od instytutu w Dubnej i moskow od Moskwy, blisko ktorej znajduje si¢ ten
instytut. Po odnotowaniu przy tym oczywistego europu nalezy zwrdci¢ uwage
na Ameryke (ameryk), gdzie w stanie Kalifornia (kaliforn) pracuja instytuty
Berkeley (berkel) i Livermore (liwermor); jest takze stan Tennessee, znany
nie tylko z burbonu, ale i z pierwiastka o nazwie tenes. Japornczykom udalo si¢
nazwa¢ tylko jeden — nihon.

Wraz z rozwojem metod otrzymywania superciezkich jader nowo wytworzone
pierwiastki zaczely znajdowac sie na granicy odkrycia i wynalazku. Czasy zycia
pojedynczych atoméw, mierzone w milisekundach, nie pozwalaja i by¢ moze
nigdy nie pozwolag na zbadanie makroskopowych wtasciwosci transkiurowcéw.
Zatem w nazwach najciezszych pierwiastkéw obok toponiméw przewazaja
antroponimy, ktérych prawie nie ma wéréd pierwiastkéw stabilnych (wyjatkami
sg samar od Wasilija Samarskiego przez mineral samarskit oraz gadolin od
Johana Gadolina przez mineral gadolinit). Poza nimi pozostalych 14 nazwisk
znalazto si¢ w ostatnim okresie ukltadu. Mozna je wymienié¢ ciagiem: kiur
(Maria Sktodowska-Curie), einstein (Albert Einstein), ferm (Enrico Fermi),
mendelew (Dmitrij Mendelejew), nobel (Alfred Nobel), lorens (Ernest
Lawrence), rutherford (Ernest Rutherford), seaborg (Glenn Seaborg),

bohr (Niels Bohr), meitner (Lise Meitner), roentgen (Wilhelm Roentgen),
kopernik (Nicolaus Copernicus), flerow (Gieorgij Florow), oganeson (Jurij
Oganiesian). Na wyrdznienie zasluguje kopernik, nazwany po uczonym wzglednie
bardzo dawnym, a przeciwnie seaborg i oganeson, nazwane po tych naukowcach
jeszcze za ich zycia.

Poréwnujac wszystkie zebrane wyzej nazwy pierwiastkow, mozna wskazaé kilka
gtéwnych tendencji. Najstarsze nazwy wyksztatcaly sie w sposéb naturalny
razem z calym jezykiem. Jedli pierwiastek byl znany jako taki, oznaczaly ten
pierwiastek, jesli znany byl jego zwiazek, oznaczaly ten zwiazek. Stulecia XVIII,
XIX i poczatek XX przyniosty wiele neologizmoéw swiadomie utworzonych

przez badaczy, zazwycza] zaczerpnietych z greki lub taciny, odnoszacych sie do
wladciwosci opisywanej substancji, a czasami do mitologii. Kiedy pierwiastkéw
znano coraz wiecej i okazalo sie, ze coraz wiecej z nich jest do siebie podobnych,
coraz czesciej nazywano je od réznych miejsc. Pod koniec XIX wieku zaczelto
tez zanikaé¢ wyksztalcenie klasyczne, wiec naukowcom zrédlostowy greckie

czy lacinskie po prostu stopniowo przestaly przychodzi¢ do glowy. Wreszcie

do nazw odmiejscowych dolaczyly nazwiska zastuzonych badaczy, mniej lub
bardziej zwiazanych z rozszerzaniem ukladu okresowego. Superciezkie pierwiastki
nie maja wladciwosci dajacych sie tatwo zaobserwowaé ,szkietkiem i okiem”,
wykorzystanie nazwisk wydaje sie naturalna tego konsekwencja.

W pewnym sensie wréciliSmy wiec do punktu wyjscia. ,,Ciezki” bar czy
»hiebieski” ind to nazwy o bardzo wdziecznym pochodzeniu, ktére jednak
podpowiada nam jakas jedna wlasciwos¢ pierwiastka. Niekoniecznie
najwazniejsza i niekoniecznie najtrafniejsza, jak w przypadku tlenu/kwasorodu.
Liwermor czy tenes tez niby od czegos pochodza, ale wlasciwie w kontekscie
tego, czym sa te pierwiastki, to nic nie znaczy. Tenes jest tym, czym jest tenes.
Wegiel jest tym, czym jest wegiel.



Przykladowe sytuacje po otworzeniu
zaworka

W ogdlnosci mozemy rozwazy¢ balony
o promieniach a i b i zadanie
minimalizacji sumy ich powierzchni.
Problem ten sprowadza si¢ do
minimalizacji funkcji a? + b2, przy
ustalonej wartosci objetosci, czyli
warunku a® + b3 = V = const. Aby to
zadanie rozwigza¢, wystarczy przekonad
sig, ze zachodzi nieréwnosé

(a? 4+ b2)2 > (a® 4 b)? oraz ze réwnosé
zachodzi tylko wtedy, gdy jedna z liczb a,
b jest zerowa. Wlasnie wtedy osiggane
jest minimum powierzchni.

O réwnaniu Laplace’a wigcej pisat Michat
Miskiewicz w artykule ,,Barika jaka jest,
kazdy widzi”, A’179'

Zmiana struktury polimeru w trakcie
rozciggania

Zagadkowe balony
Agnieszka CHUDEK

Zacznijmy od obiecanej zagadki. Dwa identyczne balony nadmuchujemy do
réznych rozmiaréw i laczymy ze soba za pomoca zaworka, ktéry mozna otwieraé
i zamykaé (zrobionego np. z dwéch korkéw od butelki z woda dla dzieci).

Co sie stanie, gdy otworzymy zaworek i pozwolimy, aby powietrze swobodnie
przeplywalo miedzy balonami? Czy powietrze przeplynie z mniejszego balonu
do wiekszego? Czy moze na odwr6ot? A moze nic sie nie stanie? A moze,

jak to zwykle bywa, jedyna stuszna odpowiedzig jest: ,, To zalezy”? Podczas
prezentowania tej zagadki w dniu obchodéw 50-lecia Delty znaczna cze$é
publicznosci optowala za wariantem, ze duzy balon napelni maly, az ich
rozmiary sie wyréwnaja. Faktycznie, w pierwszej chwili wydaje sie to dosé
intuicyjne rozumowanie. Jednak po otwarciu zaworu stato sie zupelnie odwrotnie.
Mniejszy balon napompowal wiekszy, a sam skurczyl sie do niewielkich
rozmiaréw. Hm. .. czyzby fizyka po raz kolejny udowodnilta prawdziwo$é¢ efektu
Sw. Mateusza, polegajacego na ubozeniu biednych i bogaceniu sie bogatych? By¢
moze, jednak my przyjrzyjmy sie temu zjawisku z réznych stron i sprébujmy
wyjasni¢ je, odwolujac sie do praw fizyki.

Powierzchnie. Nadmuchujac balon, rozciagamy go, a wiec zwigkszamy jego
catkowitg powierzchnie, a do tego potrzebna jest energia. Zeby rozciggnaé¢ gume
bardziej, potrzeba wiecej energii — oczywiste. Policzmy zatem catkowitg powierzchnie
balonéw w kilku przypadkach. Zalézmy, ze balony sa idealnie sferyczne i maly
ma objetos¢ 11, a duzy 3 1. Poslugujac si¢ wzorami na objetos¢ kuli (V = %mﬂg)
i pole sfery (S = 47r?), mozemy obliczy¢, ze ich powierzchnie beda wynosity,
odpowiednio, 484 cm? i 1006 cm? (w przyblizeniu), co w sumie daje 1490 cm?.
Gdyby po odblokowaniu przepltywu balony wyrdéwnaty rozmiary, wéwczas ich
objetoéci lacznie wynosityby 2 1, a calkowita powierzchnia okoto 1535 cm?, czyli
wiecej niz na poczatku. Taka sytuacja nie moze zaj$¢é bez dostarczenia dodatkowej
energii. A co w przypadku przeplywu calosci powietrza do duzego balonu? Wtedy
na konicu mamy objetoéci 4 1i 0 1, a catkowita powierzchnia wynosi 1219 cm?, czyli
mniej niz na poczatku, zatem przeplyw powietrza w te strone jest mozliwy. Taka
argumentacja moze postuzyé jako wstepne wyjasnienie, ale p6jdZzmy jednak krok
dalej. Wszak podstawienie konkretnych wartosci i zalozenie o idealnej sferycznosci
balonéw nie moéwia nic o uniwersalnoéci zjawiska.

Cisnienie. Wiadomo, ze przeplyw powietrza miedzy balonami odbywa sie

z powodu réznicy ci$nien wewnatrz nich. Zatem jakie cisnienie panuje wewnatrz
balonu i od czego ono zalezy? Wiemy, ze ci$nienie powietrza w napompowanym
balonie jest wieksze niz ci$nienie atmosferyczne, a konkretny ksztatt zawdziecza
on elastycznej gumie, z ktérej jest zrobiony i ktéra takze wywiera cinienie

na powietrze wewnatrz. W kontekscie opisania zaleznosci miedzy ci$nieniem
wewnatrz balonu a jego rozmiarem (promieniem) przydatne jest odwolanie sie
do prawa Laplace’a (Ap = g), ktore wiaze réznice cisnien miedzy wnetrzem

a otoczeniem Ap, z napieciem powierzchniowym gumy 7' i promieniem balonu r.
Z interpretacji tego wzoru wynika, ze im wiekszy jest promien balonu r, tym
mniejsza réznica cisnien jest potrzebna do jego utrzymania w stanie réwnowagi.
Jest to dos¢ intuicyjne dla kazdego, kto choé¢ raz dmuchat balon. W koncu
najtrudniej jest zrobié¢ ten pierwszy dmuch, a potem kazdy nastepny jest coraz
latwiejszy. Problem w tym, ze powyzsze rozumowanie jest prawdziwe dla statego

napiecia powierzchniowego balonu, ktére w rzeczywistosci state nie jest.

Guma. No wlasnie. Czy prawda jest, ze kazdy nastepny dmuch jest coraz
tatwiejszy? Przeciez nie mozemy dmuchaé balonu w nieskoniczono$¢ i w koncu po
kilku dmuchach dochodzimy do momentu, gdy znowu jest trudniej i zaczynamy
balansowaé na granicy pekniecia. Zeby zrozumieé, dlaczego tak jest, przyjrzyjmy
sie gumie, z ktorej zrobiony jest balon. Gumowy lateks to polimer, czyli
struktura skladajaca sie z dtugich tancuchéw potaczonych ze soba w wielu
miejscach na swojej dlugosci. To wlasdnie ta struktura odpowiada za sprezyste
zachowanie materialu. Gdy material nie jest naprezony, lanicuchy polimeru

sa zwiniete i splatane woké! siebie w losowy sposob. Gdy rozciagamy gume,
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napigcie

—

Yoz ciggniecie.
Wykres zaleznosci napigcia od
rozciggnigcia dla polimeru

[

ro2mion

cisnienie

Wykresu zaleznosci ci$nienia wewnatrz
balonu od jego rozmiaru. W artykule []
pokazane jest, jak ksztalt ten zostatl
wyznaczony do$wiadczalnie

[*] Z. Jeskova, D. Featonby, V. Fekovéih:
Balloons revisited, Physics Education
(2012) 47 392.

tancuchy prostuja sie i ustawiaja w linii. Do tego procesu potrzeba dostarczy¢
relatywnie duzo energii, poniewaz trzeba zerwaé¢ duzo polaczent (wiazan) miedzy
fragmentami lancucha. Dalsze rozciaganie jest o wiele latwiejsze, gdyz powoduje
jedynie rozciaganie tanicuchow — az do momentu, kiedy zostang one catkowicie
wydtuzone, i dostarczenie dodatkowej energii spowoduje zerwanie polaczen
miedzy tancuchami i w koncu pekniecie gumy. Oznacza to, ze elastycznosé gumy
zmienia si¢ podczas rozciagania, a zaleznos¢ napiecia w stosunku do stopnia
rozciagniecia nie jest liniowa (patrz wykres napiecie-rozciagniecie po lewej
stronie). Na poczatku ma stromy obszar, w ktérym guma jest sztywniejsza,
potem Srodkowy obszar, w ktérym material jest latwiejszy do rozciagniecia,

a nastepnie kolejny stromy obszar, w ktérym gume coraz trudniej rozciggnaé.

Wr6émy teraz do cisnienia wewnatrz balonu i sprébujmy wyznaczy¢ jego
charakterystyke w pelnym zakresie nadmuchania balonu. Widaé¢ bowiem, ze
fakt, iz ciénienie wewnatrz jest odwrotnie proporcjonalne do promienia, nie
moze by¢ uznany jako uniwersalny dla balonéw. W rzeczywistosci zaleznoscé
ci$nienia od rozmiaru w balonie przypomina krzywa w ksztalcie litery N (patrz
wykres rozmiar—ciesnienie po lewej stronie). Stopien krzywizny z kolei zalezy od
rodzaju gumy. W przypadku naszych balonéw mozliwa jest sytuacja, w ktérej
oba balony, cho¢ réznych rozmiaréw, beda napompowane w taki sposéb, ze
ci$nienia wewnatrz beda takie same, i wtedy nic si¢ nie stanie. Da si¢ rowniez
tak dobraé¢ poziom napompowania, ze duzy balon bedzie tuz przed granica
pekniecia i cisnienie na tyle duze, ze nadmucha on mniejszy balon.

Czyzby zatem poprawna odpowiedz na tytulowa zagadke brzmiata: ,/ To zalezy”?
Tak! I chociaz na temat trudnosci z udzieleniem jednoznacznej odpowiedzi krazy
wiele dowcip6w i anegdot, tutaj tez potwierdza sie fakt, ze jeden poziom wyjasnienia
prowadzi do kolejnych i rzuca $wiatto na kolejne szczegdly, ktore sprawiaja, ze dane
zjawisko staje sie trudne do jednoznacznego opisania. A wraz z odpowiedzia na
jedno pytanie pojawia sie kilka nastepnych. Swoja droga ciekawe, jak wygladaloby
zachowanie ukladu, w ktérym polaczymy wiecej balonéw. Albo czy uklad bedzie
dziatal tak samo, jesli bedziemy pompowac ten sam balon kilkakrotnie? Balony,
chociaz sa popularne i uzywane na co dzien, to ich zachowanie pozostawia nam
kilka interesujacych obszarow do eksploracji na réznych poziomach. Mam nadzieje,
ze ten artykut zacheci Czytelnika do eksperymentowania i zadawania pytan, a to
zaowocuje nowymi, fascynujacymi odkryciami.

(o4

Przygotowal Dominik BUREK

M 1819. Parami wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie a, b i ¢ sg takie,
ze liczba (a? — be)? jest podzielna przez ab + be + ca. Udowodnié, ze liczba
(b? — ac)? réwniez jest podzielna przez ab + be + ca.

M 1820. Niech n > 3 bedzie nieparzysta liczba catkowita. Na tablicy 2n x 2n
kolorujemy 2(n — 1)2 pél. Jaka jest najwieksza liczba naroznikéw H (dowolnie
obréconych), ktére zawsze mozna wyciaé z niepokolorowanej czesci tablicy?

M 1821. Niech SABC bedzie ostrostupem o katach prostych przy
wierzchotku S. Punkty A’, B’, C’ lezg, odpowiednio, na krawedziach SA,
SB, SC w taki sposdb, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ sa podobne (przyjmujemy,
ze podobienistwo uwzglednia kolejnosé wierzchotkéw). Czy stad wynika, ze
plaszczyzny ABC i A’B’C’ s réwnolegle?

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1121. Dwa identyczne kondensatory ptaskie potaczono szeregowo.
Przestrzen miedzy okladkami pierwszego wypelniono przewodnikiem o oporze
wladciwym p, a drugiego dielektrykiem o przenikalnosci elektrycznej €.

Ile wynosi stala czasowa 7 = RC tego uktadu?

F 1122. Kompresor uzywany zwykle do sprezania powietrza wykorzystano do
sprezenia helu. Sprezanie przebiega adiabatycznie od pg = 1 atm do p = 10 atm.
Jaki jest stosunek temperatur konicowych obu gazow, jesli poczatkowa
temperatura w obu przypadkach byta taka sama i wynosita Tj?
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Swiat jest pozytywny i kwadratowy
Jacek PYTLAK, Mariusz SKALBA*

Gdy kto$ zaczepi Was na ulicy i zapyta: Co daje minus razy minus?, to

w zaleznos$ci od nastroju odpowiecie bardzo krétko: To nic nie daje albo tez
krotko: To daje bardzo dodatni plus. Dlatego najpierw przypomnimy fragmenty
teorii ogdlnej, niezaleznej od koniunktury.

Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza i niech F, = {0,...,p — 1} bedzie
zbiorem reszt z dzielenia przez p. Wowczas dla niektorych reszt r # 0 istnieja dwie
reszty x spelniajace rownanie

22 =7 (mod p),

a dla pozostalych niezerowych r nie ma w ogdle takich reszt x. W pierwszym

przypadku méwimy, ze r jest resztq kwadratowg modulo p, a w drugim, ze r jest
nieresztq kwadratowg modulo p. I tak na przyktad z ponizszej tabelki dla p = 11

z |1 1213|456 |7]8|9]10

D)

N L1915 131315194 1

wynika, ze 1,3,4,5,9 to reszty kwadratowe modulo 11, a 2,6,7,8,10 to niereszty
kwadratowe modulo 11. To, ze wiersz x2 powyzszej tabelki jest srodkowo
symetryczny, ma charakter ogélny, gdyz zawsze (p — z)? = 2% (mod p). Zatem
reszty z dzielenia przez p liczb

2
(*) 123 227 327 LR <]921>

to reszty kwadratowe modulo p, a pozostate liczby z ciagu 1,2,3,...,p — 1 to
niereszty.

Jak stwierdzi¢, czy dana reszta a z dzielenia przez p jest reszta, czy tez niereszta
kwadratowa, nie przeszukujac ciagu ? Moéwi o tym znane kryterium Eulera:

a jest reszta kwadratowg modulo p < a®?~1/2 =1 (mod p).

Od tej chwili bedziemy zakladac, ze liczba pierwsza p jest postaci p = 4k + 3.
Mozna tatwo udowodnié, ze takich liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Trudny jest natomiast dow6d asymptotyki dla funkcji m4 3(x), ktéra (z definicji)
podaje liczbe liczb pierwszych p mniejszych réwnych x, spetniajacych
kongruencje p = 3 (mod 4):

7T473(I) o 1

as>oo x/logx 2
Przypomnijmy, ze analogiczna réwnosé zachodzi dla samej funkcji 7 (z),
zliczajacej liczbe wszystkich liczb pierwszych nie wigkszych od z, przy czym
w granicy po prawej stronie dostajemy 1. Statystycznie wiec co druga liczba
pierwsza jest interesujacej nas postaci. Zauwazmy, ze na mocy kryterium Eulera
dla p = 4k + 3 reszta p — 1 jest niereszta kwadratowa, gdyz

(p—1)P V2= (1)1 = _12£1 (mod p).
Ogdlniej: z dwoch reszt a oraz p — a jedna jest resztq, natomiast druga nieresztg
kwadratowgq.

Przedstawione obserwacje pozwalaja nam okresli¢ pierwiastek arytmetyczny
z dowolnej reszty kwadratowej a. Niech mianowicie

b=aPtV/*  (mod p).

Mamy teraz

b =a®t/2 = =124 =4 (mod p),
czyli rzeczywiscie powyzej okreslone b jest jednym z pierwiastkow kwadratowych
z elementu a. A my dodatkowo uwazamy, ze b jest tym lepszym pierwiastkiem
i chcemy go nazywaé pierwiastkiem arytmetycznym! Przypomnijmy, Ze
w zakresie liczb rzeczywistych pierwiastkiem kwadratowym arytmetycznym
z dodatniej liczby a nazywamy taka (jedyna) dodatnia liczbe b, ze b? = a.
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Prawo wzajemnosci reszt kwadratowych
orzeka, ze jesli p i q sg liczbami
pierwszymi i choé jedna z nich daje
reszte 1 z dzielenia przez 4, to p jest
reszta kwadratowa modulo ¢ wtedy

i tylko wtedy, gdy q jest reszta
kwadratowa modulo p. Jesli obie liczby
dajg reszte 3 z dzielenia przez 4, to p jest
reszta kwadratowa modulo ¢ wtedy

i tylko wtedy, gdy g nie jest reszta
kwadratowa modulo p.

W zbiorze liczb rzeczywistych a € R jest dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

a = b? dla pewnego b € R. Od tej chwili niech ,,bycie kwadratem” bedzie
namiastka ,,dodatniosci”. U nas b jako potega reszty kwadratowej a jest tez
resztg kwadratowa! Uzasadnia to traktowanie b jako pierwiastka arytmetycznego
Z a.

Niestety przedstawiona analogia jest utomna, gdyz w doskonalym (czyli
rzeczywistym) $wiecie suma elementéw dodatnich jest dodatnia, a w $wiecie
reszt nie musi tak by¢. Dla przykiadu

3=5% (mod 11) oraz 5 =42 (mod 11), ale 8 % b* (mod 11) dla b € Fy;.

Takie ciala jak R czy tez Q wyrdzniaja sie tym, ze mozna w nich wprowadzi¢
relacje porzadku, ktora jest zgodna z oboma dzialaniami, tzn. zaréwno iloczyn,
jak i suma elementow dodatnich jest dodatnia. Natomiast ciato liczb zespolonych
oraz ciala skonczone nie sa tak porzadnie uporzadkowane. Tak wiec nasz Swiat
rzeczywisty, chociaz tak niedoskonaly, nie jest najgorszym z mozliwych do
pomyslenia Swiatow.

Jest tez w uzyciu matematycznym bardziej naturalne i praktyczne pojecie
,dodatnioéci” w zbiorze reszt niz powyzsze ,bycie reszta kwadratowa”. Jesli
mianowicie p jest dowolna liczba pierwsza nieparzysta, to zbiér liczb calkowitych
w przedziale (—p/2,p/2) jest zbiorem reprezentantéw ciala I, reszt z dzielenia
przez p. Od teraz klase reszt mod p bedziemy nazywaé dodatnig, gdy ma
swojego przedstawiciela w przedziale (0,p/2), a ujemng, gdy ma przedstawiciela

w (7p/23 O)

Waznym zastosowaniem tej dychotomii jest lemat Gaussa: najwygodniejszy
portal do Prawa Wzajemnosci dla Reszt Kwadratowych (PWdRK) — Gauss
uzyl go w swoim pigtym dowodzie PWdRK. Pozwolimy tu sobie na dygresje
historyczna: przed Gaussem nikt nie potrafit udowodni¢ PWdARK. Z czworki
gigantéw arytmetyki wyzszej wymienionych przez Gaussa w przedmowie do
Disquisitiones Arithmeticae: Fermata, Eulera, Lagrange’a i Legendre’a, tylko
ten ostatni byl bliski poprawnego dowodu. Sam Gauss podal sze$¢ dowodéw; po
Gaussie opublikowano ponad 250 dowodéw! Ta ogromna liczba réznych dowoddéw
stynnego twierdzenia $§wiadczy posrednio o jego wielorakich powiazaniach

z reszta matematyki.

To wszystko jest bardzo piekne, ale my teraz nie o tym... Przy powyzszej
definicji ,dodatnio$ci” nie jest prawda, ze nasza metoda pierwiastkowania

w Iy dla p =3 (mod 4) zawsze daje pierwiastek ,dodatni” (tzn. reszte

z przedziatu (0,p/2)), ale okazuje sig, ze jednak troche czeéciej niz ,,ujemny”:

w przedziale (0,p/2) jest mianowicie wiecej reszt niz niereszt! Nie ma prostego
uzasadnienia tej prawidlowosci, warto jednak wspomnieé, z jakiego ogdlniejszego
i waznego twierdzenia to wynika. Dla p = 3 teza jest oczywista. Zalézmy

w dalszym ciggu, ze p > 7. Niech R oznacza liczbe reszt kwadratowych

modulo p w przedziale (0,p/2), a N liczbe niereszt w tym przedziale. Ponadto
przez h oznaczmy

Zapewne nawet wérdd Czytelnikow Delty jest wielu takich, dla ktérych powyzsza
definicja jest niezrozumiala. Nie szkodzi — dla nas istotne jest tylko to, ze
liczba h jako rzad (czyli liczba elementéw) grupy jest dodatnia. Okazuje sie
bowiem, ze liczba R — N wynosi h albo 3h w zaleznosci od tego, czy ¢ = 7
(mod 8), czy tez ¢ = 3 (mod 8), a stad oczywiscie R > N Pierwsze dowody
wspomnianej réwnosci dotyczacej R — N podal Dirichlet w polowie XIX wieku,
tworzac w ten sposéb zreby analitycznej teorii liczb. Natomiast pierwszy
catkowicie elementarny (to nie znaczy, ze prosty!) dowdéd podal matematyk
amator H.L.S. Orde w 1978 roku w artykule |On Dirichlet’s class number
formula (Journal of London Mathematical Society 18). Ten dow6éd mozna
znalez¢ w 5. rozdziale ksiazki profesora Wladystawa Narkiewicza Classical
Problems in Number Theory (PWN, Warszawa 1986).
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Struktura diamentu. Zrédlo: Wikimedia
Commons.

Czym jest przerwa wzbroniona? Elektrony
w atomie mogg zajmowac tylko okreslone
stany energetyczne. Ze wzgledu na zakaz
Pauliego elektrony nie moga znajdowad
si¢ w tym samym stanie. W konsekwencji
w atomach elektrony zapelniaja rézne
powloki energetyczne (orbitale),
zaczynajac od najnizszych energii.

W kazdym stanie znajduja si¢ co
najwyzej dwa elektrony, rézniace sig
spinem. Krysztal sktada sie z ogromnej
liczby atoméw. Z powodu ich ciasnego
upakowania wystepuje czedciowe
przekrywanie si¢ orbitali i przesuwanie
odpowiadajacych im energii. Powstaje
wtedy tzw. pasmo energetyczne.

W krysztale odpowiednikiem jednego
stanu energetycznego w atomie jest cate
pasmo zlozone z ogromnej ilosci stanéw
o zblizonych do siebie energiach.

‘W réznych krysztalach przerwy pomiedzy
pasmami sg wigksze lub mniejsze,

a czasami przerwy moze nie by¢é — pasma
moga sie czesciowo pokrywaé. W czystym
diamencie przerwa (tzw. przerwa
wzbroniona) migdzy ostatnim
zapelnionym pasmem a pierwszym
niezapelnionym jest duza. Wtasnie
dlatego czysty diament jest izolatorem —
nie ma w nim swobodnych no$nikéw,
ktére moglyby przewodzi¢ prad.
Przewodzeniem pradu zajmuja si¢
elektrony z pasma cze$ciowo tylko
zapelnionego — jezeli takiego pasma nie
ma, to mamy izolator. Wiecej o pasmach
i przewodnictwie mozna przeczytad

w Agz, w artykule | Dioda bez dziur.

Mariusz MROZEK*

Diamenty znane sa jako najtwardsze naturalnie wystepujace substancje na Ziemi.
Podziwiamy je za ich blask i nieskazitelne piekno. Jednak to wlasnie drobne
defekty w ich strukturze krystalicznej nadaja im wyjatkowe wlasciwosci, ktére
czynia je niezwykle cennymi dla naukowcow.

Idealny diament to taki, w ktorym, kazdy atom wegla jest utozony

w perfekcyjnej sieci o strukturze kubicznej. Wszelkie zmiany w tej strukturze,
takie jak wtracenia innych pierwiastkéw, pekniecia czy deformacje, nazywamy
defektami. Cho¢ na pierwszy rzut oka moga wydawaé sie wadami, to

w rzeczywisto$ci wtasnie one stanowia o wyjatkowych wtasciwosciach
diamentéw.

Ciekawym przykladem wplywu defektéw na wlasciwosci tych kamieni jest

ich przewodnos¢ elektryczna. Czysty diament jest izolatorem, co oznacza, ze
nie przewodzi pradu elektrycznego. Jednak obecno$é¢ defektéw, takich jak
inkluzje atoméw azotu (zastepujace cze$é¢ atoméw wegla), moga wprowadzi¢ do
struktury diamentu stany energetyczne, ktore umozliwiajg przewodzenie pradu.
To wlasénie dzieki takim efektom diamenty sa wykorzystywane w elektronice,
np. w tranzystorach [1].

Innym przykltadem wplywu defektow na wlasciwosci diamentéw jest ich kolor.
Idealny diament jest bezbarwny, ale obecnosé réznych defektéow moze nadaé
mu rézne zabarwienie. Na przyktad niebieski kolor diamentéw jest wynikiem
obecnosci atomow boru, a czerwony wynikiem deformacji struktury krysztatu.
Te defekty kolorystyczne sprawiaja, ze diamenty sa jeszcze bardziej poszukiwane
i cenne [2].

Najciekawszymi defektami punktowymi w diamencie sg centra barwne. To
defekty struktury krystalicznej, ktore maja zdolno$é do absorpcji oraz emisji
Swiatla w zakresie optycznym. Diamenty maja wysoka przezroczystosé, co
pozwala na latwa obserwacje fluorescencji lub absorpcji pochodzacej od
réznych centréw barwnych, ktére w nich sie znajduja. Diament ma szeroka
przerwe wzbroniona, natomiast poziomy energetyczne elektronéw zwiazanych

z takim centrum barwnym sa dobrze oddalone od pasm diamentu (znajduja
si¢ w przerwie miedzy pasmami), co pozwala traktowaé centra barwne jako
,howe atomy” uwiezione w sieci krystalicznej diamentu i dobrze odizolowane
od wplywu otoczenia. Dotychczas w diamencie zostalo zaobserwowanych
ponad 600 réznych centréw barwnych. Centrum barwne azot-wakancja NV~
to jeden z wielu defektow sieci krystalicznej diamentu. Sklada sie on z azotu N
(zastepuje wegiel), w ktdérego najblizszym sasiedztwie znajduje si¢ wakancja V,
czyli wezel sieci nieobsadzony atomem (w miejscu, gdzie powinien by¢ atom,
jest pusta przestrzeri). Atom azotu '*N posiada pieé¢ elektronéw walencyjnych.
Trzy z nich sa zwiagzane z atomami wegla znajdujacymi sie wokoét niego.
Pozostale dwa skierowane sa do wakancji. Uklad taki nazywany jest neutralnym
centrum barwnym NV, Neutralnie natadowane centrum NV wydaje sie
obiecujacym kandydatem do zastosowan w systemach informacji kwantowej,

ze wzgledu na posiadanie spinu (S = 1/2). Jesli do wakancji przylaczony zostanie
kolejny elektron, to defekt ten zmienia sie w centrum barwne NV~ ktéremu
wiecej uwagi po$wiecimy ponizej. Rzadziej wystepuje sytuacja, gdy sa tylko
cztery elektrony, wéwczas mamy do czynienia z centrum barwnym dodatnio
natadowanym NV [3].

Dla centréw barwnych NV~ stosowana jest podstawowa metoda badawcza
nazwana optycznie wykrywanym rezonansem magnetycznym (ODMR, Optically
Detected Magnetic Resonance). Polega na obserwacji zmiany natezenia
czerwonej fluorescencji probki wzbudzanej zielonym laserem podczas skanowania
czestosei pola mikrofalowego wokoél rezonansu magnetycznego (okolo 2,87 GHz).
ODMR umozliwia wykonywanie pomiaréw wielu wielkosci fizycznych, jak pole
magnetyczne i elektryczne, temperature czy ci$nienie.


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2022/07/delta-2022-07-dioda-bez-dziur.pdf

Odpowiedzi na pytania ze s. 12}

(a)
(b)

Miedzy 62 (sixty two)

i 13 (thirteen).

Pierwsza to 40 (czterdziesci),

a przedostatnia to 13 (trzynascie).
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Wartosci pola magnetycznego mierzone z wykorzystaniem NV~ z czuloscia
siegajaca nawet setek pT'/ VHz (jednostka poréwnawcza dla wielu technik
pomiaru wartosci pola magnetycznego — im mniejsza wartoé¢, tym bardziej
czule urzadzenie). Taka dokladno$é pozwala na rejestracje np. sygnaléw
magnetycznych pochodzacych od serca na powierzchni klatki piersiowej [4].
Warto w tym miejscu wspomnieé, ze dla centrum barwnego azot-wakancja nie
wszystkie pomiary indukcji pola magnetycznego wymagaja wykorzystywania
techniki ODMR. Wraz ze wzrostem przylozonego pola magnetycznego, az do
okoto 30 mT, natezenie fluorescencji centrow NV~ spada o kilkanascie procent.
Po odpowiednim wykalibrowaniu zalezno$¢ ta moze by¢ wykorzystana do
wyznaczania wartosci pola magnetycznego, oferujac szeroki zakres dynamiczny
pola. Doktadne pomiary spektroskopowe pokazaly, ze potozenie rezonansu
ODMR, pochodzacego od centrum barwnego NV ~, w diamencie zalezy takze
od temperatury otoczenia. Zaleznos¢ ta jest wynikiem rozszerzalnosci cieplnej
oraz oddzialywania elektronéw z fononami. Rezonans ODMR przesuwa si¢

ku nizszym czestotliwo$ciom wraz ze wzrostem temperatury. Dzieki temu
zjawisku centrum barwne NV~ moze pelni¢ role miniaturowego termometru.
Dla nieduzego zakresu zmian temperatur zmiana czestotliwosci rezonansu
moze by¢ w przyblizeniu traktowana jako liniowa, a w temperaturach bliskich
pokojowej przesuniecie to wynosi okoto —74 kHz/K.

Przedstawione do tej pory zastosowania czujnikoéw z centrami NV~ obejmuja
takze nanodiamenty. Mozliwosci wyznaczania pdl i temperatur w skali nano sa
ogromnym atutem umozliwiajacym pomiary tych wielkosci fizycznych z wysoka
przestrzenng zdolnoscia rozdzielcza. W potaczeniu z nowoczesnymi technikami
wspolczesnej mikroskopii optycznej i mikroskopii skaningowej otwiera to
bardzo atrakcyjne perspektywy dla wielu dyscyplin nauki. Nanodiament
zawierajacy centrum barwne NV~ sklada sie z nietoksycznych zwiazkéw:

wegla — podstawowego budulca zwiazkéw organicznych i niewielkich ilosci
azotu, idealnie nadaje sie wiec do badan biologicznych. Taki nanodiament
moze by¢ umieszczony w komérce biologicznej i stuzyé jako marker biologiczny
lub czujnik temperatury. Wykorzystuje sie takze fakt, ze centra barwne NV~
nie ulegaja blaknieciu pod wplywem $wiatla (photo bleaching). Dzigki temu
diamenty z centrami NV~ nadaja sie do dlugoterminowego fluorescencyjnego
znacznikowania i obrazowania przylaczonych do nich zwiazkéw chemicznych czy
biologicznych [5].

7 naukowego punktu widzenia diament z centrami barwnymi azot-wakancja wydaje
sie idealnym materialem do zbudowania urzadzenia wykorzystujacego wlasciwosci
mechaniki kwantowej. W $wiecie kwantéw diament naprawde sie wyrdznia,

a jego wladciwosci optyczne doskonale nadaja sie do implementacji w nowych
technologiach kwantowych. Centra barwne azot-wakancja w diamencie oferuja
mozliwo$¢ budowania indywidualnych systeméw kwantowych, ktore dziataja dobrze
w temperaturze pokojowej. Operacje na qubitach, czyli superpozycjach stanéw
spinowych mg, mozna realizowaé¢ za pomoca impulséw mikrofalowych w centrach
barwnych NV ~. Mozliwo$¢ indywidualnego adresowania wybranego miejsca
prébki, a nawet pojedynczych centréw, za pomoca konwencjonalnej mikroskopii
i zastosowania impulséw mikrofalowych pozwalaja na pelng kwantowa kontrole
stanu centrum barwnego. Dla dobrego wykorzystania qubitu, pozwalajacego

na wykonanie odpowiednio duzej liczby operacji, konieczne jest z jednej strony
osiaganie dostatecznej szybkosci zmiany stanu (wysokiej czestosci Rabiego),

a z drugiej strony dostatecznie dlugiego jego czasu zycia (wolnej relaksacji). Centra
barwne NV~ w diamencie zapewniaja spelnienie obu tych warunkéw. Co wazne,
nie jest konieczne stosowanie skomplikowanych technik kriogenicznych i moga one
byé wykorzystywane nawet w temperaturze pokojowej, co jest wielkim atutem.
Trudno takie efekty osiagna¢ z innymi kandydatami na qubity z zakresu fizyki
ciala stalego [6].

Podsumowujac, defekty w diamencie, cho¢ na pierwszy rzut oka moga wydawaé
si¢ wadami, w rzeczywistosci nadaja im wyjatkowe witasciwosci, ktore czynia je
niezwykle cennymi. Bez tych drobnych niedoskonatosci diamenty nie bylyby dzis
tak fascynujacymi i warto$ciowymi kamieniami szlachetnymi.
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Cho¢ waznosé glosu to zagadnienie
bardzo istotne, nie bedziemy si¢ na nim
skupiaé. Zatbézmy, ze wszystkie glosy,

o ktérych méwimy, sa wazne.

»Rozsadny” nie jest tu kontrastem dla
»lekkomyslny”. Traktujemy stowo
»rozsadny” technicznie, jako
maksymalizujacy szanse zwycigstwa
ulubionego kandydata.

Przyktad udal nam si¢ nawet lepiej niz
sie spodziewaliSmy! Poprzedni
zwycigzca B nawet nie dostal sig¢

do II tury!

Klony moga pochodzié¢ na przyktad
z opcji politycznych powstatych na skutek
rozpadu jednej partii.

Andrzej KACZMARCZYK* i Stanistaw SZUFA**

Wybory prezydenckie w Polsce zwykle rozstrzygaja sie dopiero w II turze.
Dochodzi do niej, gdy w I turze zaden z kandydatéw nie zdobyt ponad

50% waznych gloséw. Dla przypomnienia, II tura to kolejne glosowanie,

w ktérym o zwyciestwo walczg dwaj kandydaci z najwiekszym poparciem

w I turze. Glosowanie dwuturowe jest wzglednie komfortowe dla wyborcéw.
Moga oni przenie$¢ swoje poparcie na innego kandydata w II turze, na przyklad
gdy ich faworyt odpad?l juz w I turze. Intuicyjnie wiec rozsadny wyborca
powinien poprze¢ w I turze swojego ulubionego kandydata. Ale czy aby na
pewno? Zademonstrujemy, ze intuicja tutaj zawodzi. Sa bowiem sytuacje,

w ktérych lepiej poprze¢ nieco mniej lubianego kandydata i zagwarantowac
mu zwyciestwo, niz zagltosowaé na swojego faworyta i musie¢ pogodzi¢ si¢ ze
zwyciestwem bardzo nielubianego kandydata.

Rozwazmy 63 wyborcéw i pieciu kandydatéw A, B, C, D i E. W przykladzie
ponizej preferencje wyborcéw wzgledem kandydatéw podane sa (czytajac od
lewej) od ulubionego kandydata.

A- C-E>~D »~B

B>~ C-D>-E - A

C-E>~D -~B>A

D-C~E -~B>A

E-C>-D -A>-DB

Zauwazmy, ze gdyby wszyscy wyborcy oddali glos na ulubionego dostepnego

w danej turze kandydata, to w II turze B pokonalby A stosunkiem gltoséw 37
do 26.

21 wyborcow :
19 wyborcow :
11 wyborcow :
7 wyborcow :
5 wyborcow :

Przyjrzyjmy sie jednak blizej grupie 12 wyborcéw przedstawionych jako ostatni
w powyzszym zestawieniu. Po chwili refleksji zauwazamy, ze byliby oni duzo
bardziej zadowoleni z wyboru kandydata C. Rzeczywiscie kazdy taki wyborca
uwaza C' za swojego drugiego w kolejnosci ulubionego kandydata. Czy mogli
odda¢ swoje glosy w inny sposob, tak by zagwarantowa¢ kandydatowi C'
zwyciestwo? Zdecydowanie tak! Zauwazajac, ze ich ulubieni kandydaci F

oraz D sa niezbyt popularni (popatrzmy, jak czesto wyprzedza ich C'), wyborcy
mogli oddaé glos na C. Wtedy kandydat C z 42 glosami w II turze pokonaltby
kandydata A.

Skupmy si¢ teraz na wyréznionych kandydatach C, D oraz E. Tworza

oni spéjny blok w preferencjach kazdego z wyborcéw. Jak mozemy to
zinterpretowa¢? Kandydaci ci sa na tyle podobni, ze zawsze wystepuja blisko
siebie w preferencjach wyborcéw, a zarazem na tyle wyjatkowi, ze kazdy inny
kandydat jest albo bardziej preferowany od calej tréjki, albo mniej preferowany
od calej trojki. Dodatkowo, skoro kandydaci zawsze wystepuja blisko siebie

w preferencjach wyborcéw, intuicyjnie kazdy wyborca bedzie ,,podobnie”
zadowolony z dowolnego z tych kandydatéw. Wladnie dlatego naukowcy, opisujac
takich kandydatéw, uzywaja okredlenia klony. W praktyce (i w przyblizeniu)
mozemy mysle¢ o klonach jako o kandydatach o bardzo zblizonych pogladach
lub z podobnych opcji politycznych.

Nasz przyklad pokazal, ze wybory dwuturowe czasem premiuja glosowanie
strategiczne, czyli takie, w ktérym wyborcom bardziej optaca si¢ zagtosowaé
niezgodnie z wlasnymi preferencjami, aby zwiekszy¢ szanse na bardziej
satysfakcjonujacy wynik. W naszym przyktadzie u podstaw tego problemu

lezy podatno$¢ dwuturowej reguly wyborczej na klonowanie kandydatéw.

W szczegdlnym przypadku mozemy te wlasno$é opisaé tak: Wyobrazmy sobie,
ze klonujemy wygrywajacego kandydata i pozwalamy kazdemu wyborcy
doprecyzowac, czy wola kandydata oryginalnego, czy sklonowanego. Jesli regula
jest podatna na klonowanie, to moze sie zdarzy¢, ze w tak powstalych nowych
wyborach nie wygra ani poprzednio wygrywajacy kandydat, ani jego klon.



W szczegdlnym przypadku jednego
zwycigzcy obok STV uzywane sa tez
nazwy Instant-Runoff Voting, Ranked
Choice Voting czy Alternative Vote.

Gdyby zastosowa¢ STV, zniknelaby tez
potrzeba organizowania II tury wyboréw.

Liczba gloséw potrzebna do zwycigstwa
nosi nazwe progu i mozna go ustali¢ na
kilka sposobéw. My wybraliémy ten
najpopularniejszy (prawdopodobnie)

i zastosowaliSémy go do szczegdlnego
przypadku wyboru jednego zwycigzcy.

Uwaga! W trakcie dzialania reguly moga
zdarzy¢ sie remisy. W takiej sytuacji
zakladamy, ze istnieje jaki§ sposéb ich
rozstrzygania.

Regula STV ma tez inne atuty, takie jak
tatwosé dostosowania jej do wybordéw

z wieloma zwyciezcami w sposéb
zapewniajgcy proporcjonalng
reprezentacje wyborcow.

Wszystkie rozsadne reguly wyborcze maja
swoje ciemne strony. Méwig o tym
twierdzenia Arrowa

i Gibbarda—Satterthwaite’a, z ktérymi
zaznajomienie si¢ polecamy Czytelnikom
Zainteresowanym.

Czy istnieje racjonalna regula, ktéra nie jest podatna na klonowanie
kandydatéw? Tak, mechanika reguly STV (Single Transferrable Vote,

czyli pojedynczy glos przechodni) broni przed zaobserwowana sytuacja!

W przeciwienstwie do tradycyjnego glosowania dwuturowego, ktére na kazdym
etapie wymaga od wyborcow zaznaczenia tylko najbardziej popieranego
kandydata, reguta STV oczekuje uszeregowania wszystkich kandydatéw. Choé
jest to trudniejsze od postawienia pojedynczego krzyzyka, to taki sposéb
glosowania automatycznie umozliwia przechodzenie poparcia na kolejnego
ulubionego kandydata w przypadku, gdy pierwszy nie moze zwyciezy¢ ze
wzgledu na zbyt niskie poparcie.

Jak wiec dziata mechanizm reguty STV przy wyborze jednego zwyciezcy? Jest
on podzielony na etapy, a w kazdym z nich najpierw sprawdzamy, czy jest taki
kandydat, ktory zdobywa ponad polowe wszystkich glosow. W przypadku, gdy
taki kandydat istnieje, to jest on zwyciezca. W przeciwnym razie kandydat

0 najnizszym poparciu jest usuwany z grona kandydatow. Z kolei glos kazdego
wyborcy, ktéry popieral usunietego kandydata, przechodzi na kolejnego
niewyeliminowanego kandydata zgodnie z lista preferencji wyborcy. Nastepnie
STV zaczyna nastepny etap i znéw szuka kandydata, ktéry zdobywa ponad
potowe gloséw, kontynuujac swoje dzialanie do momentu wytonienia zwyciezcy.
Ostatecznie musi do tego dojs¢, gdyz w najgorszym razie pozostanie jedynie
dwoch rozwazanych kandydatéw.

Przyjrzyjmy sie zatem, jak zadziala STV na naszym przykladzie. Na poczatku
zaden z kandydatow nie osiaga co najmniej 32 gloséw, wiec regula eliminuje
najmniej popieranego kandydata, E. Glosy jego wyborcow przechodzg na
kandydata C. Dalej zaden z kandydatéw nie osiaga wymaganego poparcia,

co powoduje usuniecie kandydata D i przejécie jego glosow rowniez na
kandydata C. Teraz C' ma 23 glosy. Do rozstrzygnigcia prowadzi wyeliminowanie
nastepnego najstabszego kandydata, B, ktérego wyborcy przenosza swoje
poparcie na kandydata C, a ten z 42 glosami zostaje zwyciezca.

Jak pokazaliémy, reguta STV doprowadzita kandydata C' do zwyciestwa,
pozwalajac wyborcom glosowaé catkowicie szczerze. Intuicyjnie jest to zastuga
faktu, ze sam mechanizm reguly naturalnie przenosi poparcie wyborcéw, ktérych
ulubiony kandydat jest eliminowany. Wyborca efektywnie wyraza swdj glos

w formie ,,jesli nie kandydat X, to Y, a jesli nie Y, to Z”7, zamiast wskazania
tylko X. Wiaze sie to jednak z kosztem wynikajacym z potrzeby uszeregowania
kandydatéw. Cho¢ w malych wyborach uszeregowanie kilku kandydatow nie
wydaje sie trudnym zadaniem, to kiedy mowa o kilkudziesieciu kandydatach,
tatwo o pomytke, ktéra moze uniewaznié¢ glos. Dodatkowo samo uswiadomienie
sobie wlasnych preferencji moze by¢ bardzo trudne.

Nalezy zaznaczy¢, ze regula STV z powodzeniem stosowana jest w praktyce.
Przyktadowo zgodnie z nia wybierany jest prezydent Irlandii, reprezentanci izby
nizszej australijskiego parlamentu czy przedstawiciele samorzadow lokalnych

w Szkocji. W przywolanym przykladzie Australii STV wybiera po jednym
kandydacie w kazdym okregu. W Szkocji, w zaleznosci od okregu, wybieranych
jest od jednego do pieciu kandydatéw.

Uczulamy jednak na wyciaganie zbyt pochopnych wnioskow. Reguta STV ma
roéwniez swoje ciemne strony. Jedna z nich jest szczegdlnie kontrowersyjna.
Polega ona na tym, ze moze si¢ zdarzy¢, ze wygrywajacy kandydat X przegra
wybory w sytuacji, gdy wyborcy postanowig przesunaé go wyzej na swojej
licie preferencji. To znaczy, ze wyborca chcacy bardziej wesprze¢ X dziala na
jego niekorzysé. Spdjrzmy na przyktad ponizej, w ktérym reguta STV wybiera
kandydata X, po drodze eliminujac Y.

10 wyborcow : X =Y = 7
9 wyborcéw : Y - X - 7
8 wyborcow: Z =Y = X
2 wyborcow : Z > X =Y



at Otwarty 4°: Ciag Marka—Ulama

Barttomiej PAWLIK

Politechnika Slaska

W czasie II wojny $wiatowej w Los
Alamos znajdowala si¢ siedziba Projektu
Manhattan, ktéry mial na celu stworzenie
pierwszej na $wiecie bomby atomowej. Cel
ten zostal osiggniety w roku 1945,

a opracowana bron zostala uzyta w ataku
na Hiroszime¢ dokladnie 21 dni po
pierwszej udanej prébie przeprowadzonej
na pustyni w Nowym Meksyku. Po wojnie
placéwka zostala odtajniona i w dalszym
ciagu prowadzono tam prace, m.in. nad
konstrukcjg bomby wodorowej.

Przedstawione informacje pochodza
z notatki ,,A Memorable Memo”
zamieszczonej w Los Alamos Science
Nr 15, 1987.

Czytelnika Zaciekawionego zachecamy do rozwigzania
dwdch prostych zadan (odpowiedzi na s. [9):

(a) Miedzy ktére dwie liczby w powyzszym ciagu

nalezy wstawi¢ brakujaca 107

(b) W polskojezycznej wersji ciagu Marka—Ulama
ostatnim elementem jest — tak jak w oryginale —

Gdyby jednak dwoch ostatnich wyborcéw postanowilo, ze przesung X

wyzej na swoich listach preferencji, to kandydat X przegratby na rzecz Y'!

To wazna obserwacja, poniewaz prowadzi ona czasem do sporéw sadowych

o konstytucyjnosé regut wyborczych podatnych na opisang anomalie.

W Niemczech odpowiedni sad uznatl ja za przestanke wystarczajaca do uznania
rozpatrywanej przez niego reguly za niekonstytucyjna i zakazal jej stosowania.
Przeciwnicy tego punktu widzenia argumentuja, ze w praktyce ten problem jest
pomijalny: wydaje sie wystepowac rzadko oraz nie wplywa ani na zachowania
wyborcéw, ani na zachowania kandydatéw — czego nie mozna powiedzieé

o problemie klonéw.

Czytelnikom Zainteresowanym dalszym poglebieniem tematyki glosowania
strategicznego polecamy ponizsze publikacje:

1. Doron, G. i Kronick, R.: “Single Transferrable Vote: An Example of
a Perverse Social Choice Function”, American Journal of Political Science.
1977, T. 31, nr 2, s. 303-311.

2. Taylor, A. D. “Social Choice and the Mathematics of Manipulation”,
Cambridge University Press, Cambridge 2005.

Potrzeba szybkiego przekazywania wspotpracownikom $wiezych i istotnych
informacji jest oczywiscie starsza niz internet i e-maile. W latach 40. XX wieku
w laboratorium w Los Alamos radzono sobie z nia poprzez rozpowszechnianie
kopii krotkich notatek. Dzieki temu pracownicy naukowi placéwki mogli byé
na biezaco z wynikami swoich kolegéow. Niemala konsternacje i rozbawienie
wywolala (zamieszczona nizej) notatka rozestana pewnego grudniowego dnia
1947 roku.

r 18, 1947

FOR THE AS

SOCIATE DIRECTOR

Notatka zawiera drobng tamigtéwke. Przedstawiona w niej sekwencja to tak
naprawde ciag liczb od 0 do 100 ustawionych w porzadku alfabetycznym
wzgledem ich nazw w jezyku angielskim. Rozszyfrowanie tego wzorca utrudniat
fakt, ze ciag w sporzadzonej w poépiechu notatce zawieral btedy: Brakuje w nim
liczby 10, natomiast liczba 12 wystepuje dwa razy (jako dozen i jako twelve).

Jeden z czlonkéw dyrekeji stwierdzil, ze autora notatki nalezy zwolnié¢ za
niepowazne zachowanie. Wiecej zrozumienia wykazal rozbawiony przedstawiciel
waszyngtonskiej Komisji Energii Atomowej, ktory stwierdzit, ze tekscik to
najlepsza rzecz, jaka dotychczas zostala stworzona w Los Alamos. Figlarzami
odpowiedzialnymi za sformutowanie notatki okazali sie¢ J. Carson Mark

i Stanistaw Ulam.

liczba 0. Jakie liczby sa, odpowiednio, pierwszym
i przedostatnim elementem tego ciagu?

Na koniec dodajmy, ze jest to jeden z nielicznych
przyktadéw ciagu figurujacego w OEIS, ktéry celowo
zawiera bledy. Ciag Marka—Ulama ma numer |A261402,
a jego poprawiona wersja to [A036747.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Warto zaznaczy¢, ze nie mamy jeszcze
pelnego potwierdzenia, ze nowo odkryta
czastka to na pewno Toponium.
Alternatywy sa jednak jeszcze bardziej
ekscytujace — oznaczalyby bowiem, ze jest
to zupelnie nowa czastka elementarna,
sygnalizujaca odkrycie zupelnie nowej
fizyki.
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Nowa czgstka w LHC!

Hadrony to czastki zlozone z kwarkéw, ktére ze wzgledu na swoja budowe dziela
sie na dwie gléwne grupy: bariony oraz mezony. Bariony, takie jak proton (uud)
i neutron (udd), skladaja sie zawsze z trzech kwarkéw. Natomiast mezony, jak
na przyklad J/¥ (uklad kwarka c i jego antyczastki ¢) albo piony 7+ (ud),

7~ (du), powstaja z polaczenia kwarka i antykwarka.

Oddzialywania silne, odpowiedzialne za wiazanie kwarkow, sa na tyle potezne,
ze kwarki nigdy nie wystepuja samodzielnie. Samotny kwark, posiadajacy
kolorowy tadunek oddziatywan silnych, ulega procesowi hadronizacji. W jego
trakcie oddzialywanie silne, posredniczone przez gluony, prowadzi do tworzenia
dodatkowych czastek, ktére taczag sie z kwarkiem, tworzac hadrony.

Wyjatek stanowi ciezki kwark wysoki, nazywany z angielskiego kwarkiem ¢
(top), co czyni go niewatpliwie najbardziej osobliwym z kwarkéw. Te odkryta
w 1995 roku (w amerykanskim Tevatronie) czastke — najciezsza ze wszystkich
opisywanych przez Model Standardowy — cechuje czas zycia rzedu 1072°
sekundy. Poniewaz jest on o rzad wielko$ci krotszy niz proces hadronizacji
(10724 sekundy), wiec kwark ¢ nie tworzy zadnych zlozonych czastek. Po prostu
rozpada si¢ szybciej, niz moze zostaé zwigzany w postaci hadronéw!

Jest to unikalna cecha kwarka wysokiego, ktéry jako jedyna oddziatujaca
silnie czastka elementarna moze by¢ obserwowany w postaci swobodnej.
Dzieki temu, ze kwark ¢ nie zdazy wytworzy¢ hadronu, mozna bezposrednio
badaé jego wlasciwosci, np. spin. Obserwujac kinematyke produktéow rozpadu
par kwark-antykwark (t), fizycy z eksperymentéw CMS i ATLAS potrafili
odtworzy¢ momenty pedu wyjéciowych kwarkéw. Po analizie wielu takich
zdarzen znalezli korelacje miedzy ich spinami — co interpretujemy jako
splatanie kwantowe [1, 2].

Najnowsze odkrycia ida jednak jeszcze dalej. Choé¢ kwark ¢ nie tworzy hadronéw,
to w krotkiej chwili przed jego rozpadem mozemy zaobserwowaé zaczatki
hadronizacji. Oddziatywanie z gluonami sprawia, ze produkcja par tt jest
zwiekszona, co prowadzi do wigkszej liczby obserwowanych zdarzen, niz gdyby
nie dochodzito do hadronizacji.

Takie zjawisko zaobserwowali niedawno fizycy pracujacy w eksperymencie
CMS [3]. Nowa ,czastke” nazywamy Toponium i przedstawiamy jako
nieuformowany stan zwigzany kwarku wysokiego i jego antyczastki t. Jego
masa jest rowna okoto 340 GeV, czyli jest niemal réwna podwojnej masie
kwarka t. Latwo to zrozumieé¢ — wklad energetyczny od oddzialtywan silnych
(w przeciwienistwie do lekkich hadrondéw, jak piony, protony czy neutrony) jest
tu marginalny, poniewaz kwarki ¢t (171 GeV) sa duzo ciezsze niz suma energii
zawartych w Toponium gluonéw (ok. 1 GeV).

Ciekawym kierunkiem dalszych badan bytaby mozliwo$¢ istnienia stanéw
wzbudzonych Toponium. W przypadku IZzejszych mezonéw, takich

jak J/U, znane sa cale serie wyzszych stanéw energetycznych (np. ¥(25)),
odpowiadajacych réznym modom oscylacyjnym czy orbitalnym kwarkow.
Podobne wzbudzenia, nawet w postaci krétkich korelacji, mogliby$my
hipotetycznie zaobserowaé w przypadku kwarka t.

Najwazniejszy wydaje sie jednak fakt, ze w LHC zarejestrowano zupelnie nowa,
czastke. Jest to pierwsze tego typu odkrycie od zarejestrowania bozonu Higgsa,
ktére miato miejsce ponad dziesieé¢ lat temu. Istnienie Toponium stanowito do

tej pory hipoteze, i wreszcie udalo sie ja potwierdzi¢ eksperymentalnie. Jest to
pierwszy hadron zawierajacy najciezszy z kwarkow, co czyni go wyjatkowym.

Nie ulega watpliwosci, ze badania nad kwarkiem wysokim wciaz przynosza
nowe odkrycia. Mozemy wiec z nadzieja i ekscytacja czekaé¢ na przysztosé fizyki
kwarka t.

Wiktor MATYSZKIEWICZ
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Polujac na neutrina, czyli z pamietnika fizyka

Dzien drugi

* Narodowe Centrum Badan Jadrowych,
Departament Badan Podstawowych,
Zakltad Fizyki Wielkich Energii

Artykul ten jest kontynuacja serii
opisujgcej obserwacje wykonywane za
pomocyg detektora Kamiokande w Japonii.
Pierwsza czesé ukazala sig

W numerze Ags.

Joanna ZALIPSKA*

Zaczynam kolejny dzien w kopalni, w ktérej znajduje si¢ detektor Kamiokande.
Jak na razie obchéd zrobiony i nic sie nie dzieje. Dane napltywaja, jest czas na
pisanie.

Zaczniemy od neutrin pochodzacych ze Stonca. Oczywiscie chcieliby$my ich
zlapaé jak najwiecej, zeby sprawdzié, czy liczba neutrin, ktére do nas docieraja,
jest zgodna z liczba neutrin przewidziang w standardowym modelu opisujacym
procesy zachodzace wewtarz Stonca. Neutrina pochodzace ze Storica maja rézne
energie. Nasz detektor niestety nie jest w stanie zaobserwowaé ich wszystkich.
Jedli neutrino elektronowe ma zbyt niska energie, to wybity w oddzialywaniu
elektron ma za niski ped, i nie emituje promieniowania Czerenkowa albo
emituje go za mato, zeby$Smy byli w stanie taki przypadek w detektorze
zrekonstruowacé. Prég na rejestracje neutrin stonecznych wynosi obecnie okoto
4 MeV, czyli badamy tylko neutrina elektronowe, ktére maja energie powyzej
tej wartosci. Problem w tym, ze aby mierzy¢ tak niskoenergetyczne neutrina,
detektor musi by¢ bardzo doktadnie dostrojony. Typowo tylko trzydziesci kilka
fotopowielaczy sposrod 11 tysiecy zarejestruje swiatto elektronu pochodzacego
z neutrina o energii tak niskiej jak 4 MeV. Dlatego wazna jest precyzja pomiaru
i rekonstrukeji. Tutaj z pomoca przychodza pomiary kalibracyjne wykonywane
przy uzyciu akceleratora elektronéw, ktore pozwalaja nam dostroi¢ detektor.

Jak dostrajany jest detektor Super-Kamiokande?

Rok temu bratam udzial w takiej kalibracji. Z grupa okoto 10 oséb,
Japonczykéw, Amerykandéw i Europejczykow, montowaliSmy system pomiarowy
i zbieraliSmy dane. Jest to jedna z trudniejszych kalibracji, ktére wykonuje sie
przy detektorze Super-Kamiokande.

Do kalibracji wykorzystujemy akcelerator elektronéw
o energiach z przedzialu od 4 MeV do 18 MeV.

Takie elektrony wpuszczamy do rury, w ktérej jest
préznia. Koniec rury umieszczony jest we wnetrzu
zbiornika wodnego. W ten sposéb elektrony dostownie
wstrzeliwane sg do wnetrza detektora, co imituje
oddzialywanie neutrina. Ponadto dokladnie znamy
energie wstrzeliwanych elektronéw (poniewaz sami je
generujemy), co pozwala nam precyzyjnie przewidzieé,
jakie elektrony powinny zostaé zaobserwowane, a tym
samym odpowiednio skalibrowaé¢ detektor.

Wygenerowane przez nas elektrony emituja
promieniowanie Czerenkowa, ktére rejestrowane jest
przez fotopowielacze na $ciankach zbiornika wody.
Nastepnie programy rekonstrukcyjne znajduja pierécienie

Zdjecie z przygotowan do zbierania danych kalibracyjnych. promieniowania pochodzace od elektronu oraz obliczaja
A%{cel}erator zna_]du]e} sie w bur.lkrze po prawej stronie. Na Zd.JQCIU jego energi@ na podstawie ilosci swiatta Zarejestrowanego
widaé szarg rure, ktéra przemieszczaja sie elektrony. Zbiornik . R

z wodg jest ponizej — naukowcy stoja na gérnej pokrywie detektora w detektorze. DZIle temu, z€ znamy pOCZ@tkOW@

Super-Kamiokande. Widoczna na zdjeciu zielona konstrukcja stuzy do energi@ elektronéw, moZemy dostroié¢ nasze programy

przechowywania i wprowadzania pionowych rur do zbiornika

Wigcej o oscylacjach neutrin mozna
przeczytaé¢ w Aég.

rekonstrukcyjne tak, aby uzyskaé¢ poprawny wynik.

Zaginione neutrina stoneczne...?

W wyniku wieloletnich badan wykazano, ze neutrina maja pewna rzadka
wlasno$é, a mianowicie oscyluja, czyli zmieniaja w czasie swoja tozsamosé
(na przyklad z neutrin elektronowych na taonowe). Odkrycia tego dokonano
przy uzyciu detektora Super-Kamiokande. W czasie badan rejestrowal on
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tylko okolo 46% stonecznych neutrin elektronowych

z liczby przewidzianej przez standardowy model
Stonca. Co oczywiscie zaniepokoito naukowcow.

W poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie, gdzie podziaty
sie pozostate neutrina elektronowe, przeprowadzono
pomiary w innym detektorze: Sudbury Neutrino
Observatory (SNO) znajdujacym sie w Kanadzie.

Ten detektor jest w stanie rejestrowa¢ oddzialywania
neutrin mionowych i taonowych ze Storica. Okazato
sie, ze brakujace neutrina elektronowe nie znikaja,
tylko zmieniaja si¢ w neutrina taonowe albo neutrina
mionowe, zanim jeszcze opuszcza Stonce. Za to odkrycie
w 2015 roku czes¢é Nagrody Nobla z fizyki przyznano
Arthurowi McDonaldowi.

Drugg cze$¢ Nagrody Nobla w 2015 roku otrzymat
Takaaki Kajita za odkrycie oscylacji neutrin
atmosferycznych w eksperymencie Super-Kamiokande.
W atmosferze ziemskiej w wyniku oddzialtywania
promieniowania kosmicznego z atomami tlenu

i azotu powstajg neutrina mionowe i elektronowe. Te
neutrina sa réwniez rejestrowane przez eksperyment
Super-Kamiokande. Latwo jest je odrézni¢ od neutrin
stonecznych, poniewaz maja znacznie wyzsza energie —
od kilkunastu GeV do TeV. W detektorze rejestrujemy
neutrina atmosferyczne przychodzace zaréwno znad
detektora — po przejsciu przez 1 kilometr géry, jak

i te, ktore powstaly po drugiej stronie kuli ziemskiej

i przeniknely przez cala $rednice Ziemi (oraz oczywiscie
neutrina pochodzace ze wszystkich innych stron wokét
kuli ziemskiej). Zaobserwowano, ze cze$¢ neutrin
mionowych, ktére przeszly przez kule ziemska, znika
po drodze.

Po tym odkryciu przeprowadzono pierwszy eksperyment
wykorzystujacy wiazke neutrin mionowych (K2K)

wyprodukowanych przy uzyciu akceleratora

(w laboratorium KEK w Japonii). Wiazke te
wysylano w kierunku odlegtego o 250 km detektora
Super-Kamiokande. Okazalo sie, Ze neutrina mionowe
po drodze przemienialy si¢ w neutrina taonowe
(oscylacje v, — vr).

Do odkrycia pozostala jeszcze jedna transformacja —
neutrin mionowych w neutrina elektronowe. Zadanie
to udalo sie zrealizowa¢ w ramach eksperymentu
akceleratorowego T2K, prowadzonego obecnie dzigki
wspolpracy dwoch laboratoriow. Intensywna wiazka
neutrin mionowych jest produkowana w akceleratorze
JPARC w Japonii i wysylana do oddalonego o 295 km
detektora Super-Kamiokande. W eksperymencie T2K
potwierdzono pojawianie si¢ neutrin elektronowych

w wigzce neutrin mionowych, czyli oscylacje v, — ve.

Na tym jeszcze nie koniec, ale. .. zbliza si¢ koniec
dniéwki w kopalni. Dzisiaj nie bylo tak spokojnie,
jak sie mozna bylo spodziewaé¢ na poczatku szychty.
W pewnym momencie uruchomit si¢ alarm wybuchu
supernowej. Kiedy gwiazda umiera, zapada sie
grawitacyjnie i wybucha. Wtedy emitowane jest
zarowno $wiatlo, jak i strumien niskoenergetycznych
neutrin. Jak do tej pory, w detektorze neutrin
zaobserwowano takie zdarzenie tylko raz, w 1987 roku.
Jak tatwo sie domysli¢, po uruchomieniu sie alarmu
nasza ekscytacja siegneta zenitu. CzyzbySmy mieli
szczescie 1 w trakcie dzisiejszej szychty wybuchla
kolejna supernowa w naszej Galaktyce?

Niestety. . . tym razem to tylko test. Poddano prébie
nasza czujnosé, wywolujac sztucznie alarm supernowej
i sprawdzajac, czy zareagujemy zgodnie z procedurami.
Udalo sie, zaliczyliSémy test. I pozostaje nam nadal
oczekiwaé¢ — na wybuch prawdziwej supernowej.

Nie od dzi$ wiadomo, ze ¢wiczenia fizyczne buduja forme i poprawiaja nastroj,

Zyci

zalecane sa osobom narazonym na stres. Wiadomo takze, ze w ciaglym ruchu
sa (lub chea byé) dzieci. W zeszlym roku naukowcy z Szanghaju, Jing, Jia

i Yang, w publikacji w ,,Neuroscience” sformutowali hipoteze, ze aktywnosé
fizyczna wspomaga prawidtowy rozwéj moézgu we wezesnym dziecinstwie,

a dzieje sie tak dzigki serotoninie. Obserwujac grupke kilkulatkow w parku,
zastanawiam sie, ilu z opiekunéw zdaje sobie sprawe, ze oto radosne brykanie jest
tak naprawde ksztaltowaniem funkcji poznawczych, rozwojem pamieci i tworzeniem
spoleczno-emocjonalnej podstawy rozwijajacego sie czlowieka. W jaki sposob
malenka czasteczka zwana ,hormonem szczedcia” bierze w tym udzial?

Autorzy publikacji zebrali wyniki z wielu artykuléw naukowych i przedstawili
kilka najwazniejszych informacji wyjsciowych. Po pierwsze aktywnos¢ fizyczna
u dzieci korzystnie wplywa na ich rozwdj: wzmacnia site miesni, gestosé

koéci, poprawia wydolno$é krazeniowo-oddechowa. Ale nie tylko. Ruch stuzy
prawidtowemu rozwojowi kontroli emocji i proceséw poznawczych: myélenia,
uczenia sie, pamieci i tzw. ,funkcji wykonawczych”, czyli tego, jak na podstawie
dostepnych informacji i wiedzy podejmowacé decyzje i okreélone dzialania. Nic
zatem dziwnego, ze WHO w 2019 roku wydato rekomendacje, w ktérej zaleca
sig, zeby dzieci miedzy 3 a 4 rokiem zycia minimum 3 godziny dziennie spedzaty
aktywnie fizycznie, w tym godzine intensywnie.



Po drugie, od dawna badania wykazuja, ze aktywnos¢
fizyczna stymuluje przepltyw sygnatéw w uktadzie
nerwowym, pobudza namnazanie sie komoérek
nerwowych i zwieksza produkcje neuroprzekaznikow.

Po trzecie, autorzy cytuja prace wykazujace, ze
aktywnos¢ fizyczna podnosi poziom serotoniny.
Przynajmniej u zwierzat — co badano w eksperymentach
na szczurach. Wprowadzano im do mézgu cienkie rurki
umozliwiajace pobieranie prébek do analizy, a nastepnie
wktadano do kota treningowego krecacego sie z duza
predkoscia przez dwie godziny. Bez wzgledu na to,

co myslimy o losie szczuréw laboratoryjnych, trzeba
przyznaé, ze wyniki tych badan wskazuja, iz poziom
serotoniny w moézgach ¢wiczacych zwierzat rosnie.
Problem polega na tym, ze trudno bada sie¢ poziom
czegokolwiek w ludzkim mozgu, a szczegdlnie jesli jest
to mézg matego dziecka.

Dlaczego nie pobraé¢ po prostu krwi? Tu sie sprawy
komplikuja.

Serotonina to niewielka czasteczka, ktéra powstaje

z jednego z aminokwaséw (cegietek budulcowych
biatek), tryptofanu. Ludzkie komoérki nie potrafia
syntetyzowaé tryptofanu, pochodzi on zatem

z trawionego jedzenia (gléwnie miesa, nabialu, nasion
soi i dyni).

Serotonina powstaje z tryptofanu w dwéch reakcjach,
z ktorych pierwsza prowadzona jest przez enzym TPH.
Ponad 90% serotoniny w ludzkim ciele powstaje

w tzw. komérkach chromochlonnych wysci6tki
zotadka, jelita cienkiego i grubego, dzieki aktywnosci
enzymu TPHI. Serotonina trafia do krwi obwodowej

i jest magazynowana w plytkach krwi. Reguluje tu
krzepniecie krwi, ci$nienie tetnicze (dzieki wplywowi
na kurczenie sie naczyn krwiono$nych), pobudza
prawidlowa prace zoladka i jelit. Ale w mdzgu

czasteczki serotoniny pelnia inne funkcje. Jest
neuroprzekaznikiem — wplywa zatem na przekazywanie
sygnaléw miedzy neuronami, reguluje dzialanie wielu
obszaréw mozgu, gtéwnie tych odpowiadajacych

za regulacje emocji, snu, apetytu, wplywa na pamie¢,
koncentracj¢ uwagi, zachowania seksualne. Co jednak
najwazniejsze, jest ona niezbedna do prawidlowego
rozwoju mézgu, szczegbdlnie w okresie prenatalnym

i kilku pierwszych latach zycia. Juz po kilku tygodniach
od zaplodnienia rozwéj ukladu nerwowego, a zwlaszcza
mozgu, wskakuje na najwyzszy mozliwy poziom.
Wedtug niektorych szacunkéw w tym czasie powstaje
kilkadziesiat tysiecy komoérek nerwowych na minute.
Mobzg 5-latka wazy prawie tyle samo co osoby dorostej.
Nie éwiadczy to jednak o poziomie jego rozwoju: nie
chodzi tylko o liczbe komorek, ale przede wszystkim

o komunikacje¢ miedzy nimi. Po czasie szaleniczego
wzrostu liczby komérek nerwowych nastepuje ich
dojrzewanie i gwaltowne zwigckszanie sie liczby synaps,
czyli polaczen miedzy nimi. Szacuje sie, ze w pierwszych
latach zycia moze ich przybywaé nawet milion na
sekunde. Po tym czasie nastepuje proces nazwany po
angielsku ,,pruning” — przycinanie: liczba potaczen
miedzy neuronami zmniejsza sie, pozostaja tylko

te, ktore byly najbardziej uzywane. W procesach

tych serotonina jest niezbedna do powstawania

nowych komérek nerwowych, do przemieszczania

si¢ niedojrzatych neuronéw w odpowiednie miejsca,

do réznicowania si¢ komorek na rézne typy i ich
dojrzewania, w koncu stymuluje powstawanie synaps

i decyduje o tzw. plastycznosci synaptycznej — moduluje
ich dziatanie.

Serotonina moézgowa nie pochodzi z puli czasteczek
krwi obwodowej, poniewaz nie przechodzi przez bariere
krew-mozg. Na szczescie bariere te przechodzi tryptofan,
i z niego powstaje serotonina w tzw. jadrach szwu,

w rejonie pnia moézgu.

W finale dochodzenia chinscy naukowcy ustalili, ze aktywnosé fizyczna wplywa
nie tyle na sama serotonine, ale na obecno$é¢ we krwi jej wolnego prekursora,
tryptofanu. Autorzy postulujag dwa mozliwe mechanizmy. Po pierwsze, tryptofan
we krwi wiaze si¢ z biatkiem, albumina, z ktérej jest uwalniany w razie potrzeby.
Albumina transportuje takze wolne kwasy tluszczowe (tzw. NEFA), kt6rych
pojawia sie duzo przy dhugotrwalym lub intensywnym wysitku fizycznym. NEFA
i tryptofan konkuruja ze soba. Kiedy czasteczek NEFA jest wiecej, wypieraja one
z albuminy tryptofan, a ten, uwolniony, przenika do mézgu.

Po drugie, aktywnos¢ fizyczna wplywa na flore bakteryjna w jelitach. Niektére

gatunki mikroorganizméw syntetyzuja i wydzielaja poza swoja komérke tryptofan
(i takze serotonine). Gatunki te szczegélnie dobrze rozwijaja sie w jelitach ludzi
aktywnych fizycznie, takze dzieci, zwlaszcza tych, ktore maja kontakt z natura,
gdzie moga sie ubrudzi¢ i jednoczesnie zmeczyé. W ten sposéb, bez wzgledu na
diete, zrédlem tryptofanu wedrujacego do mézgu sa bakterie jelitowe.

Weciaz pokutuje podzial sprzed wielu lat na dzieci, ktére sie ucza, i na te, ktore
biegaja. Wyglada jednak na to, ze to ci, ktérzy biegaja, skacza, wspinaja sie,

Literatura

Jia-Qi Jing, Si-Jia Jia, Chang-Jiang Yang,
“Physical activity promotes brain
development through serotonin during
early childhood”, Neuroscience 554
(2024) 34-42.

z drzewa?

dyndaja, jezdza, kreca sie i fikaja koziotki, beda sie uczy¢ najlepiej. Czyzbysmy
zapomnieli, ze jesteSmy skapo owlosiona malpa, ktora niedawno zeszta

Marta FIKUS-KRYNSKA



Tekst napisany na podstawie prezentacji
wygloszonej w ramach Maratonu

Wyktadowego| Delty w grudniu 2023 roku.

W pewnym sensie interesujace jest
dopiero to ,,i tak dalej”.

Cwiczenie. Za pomocg diagramu po
prawej uzasadnij, ze
T(2n) =4T(n) —n =3T(n) + T'(n — 1).

Mota delld

Tréjkaty, kwadraty, szeSciany

Przedstawimy w tym artykule prosty dowdd znanej od starozytnosci tozsamosci
arytmetycznej, ktéra — niezupelnie poprawnie, o czym dalej — nazywaé¢ bedziemy
twierdzeniem Nikomacha. Dla naturalnych n > 1 mamy

(N) P42 4383+ +n3=1+2+34+...+n)%

W rzeczywistoéci Nikomachos z Gerazy (I-1I w. n.e.) sformulowal w swoim
Wprowadzeniu do arytmetyki nieco inna obserwacje, mianowicie ze:

e najmniejsza naturalna liczba nieparzysta jest rowna szescianowi liczby 1;

 suma kolejnych dwdch liczb nieparzystych (3 + 5) jest réwna sze$cianowi
kolejnej liczby naturalnej (23);

o suma kolejnych trzech (7 +9 + 11) — szeécianowi kolejnej (3%);

o i tak dalej.

Nie jest to moze calkowicie oczywiste, ale wzdr (N)) jest istotnie wnioskiem z tej
obserwacji. Wspaniatym ¢wiczeniem dla Czytelnika bedzie znalezienie odniesien
miedzy taka wladnie Sciezka rozumowania a dowodem przedstawionym ponize;j.

Jest oczywiste, ze tego typu réwnos¢ mozna wykazaé za pomoca metody
indukcji, z wykorzystaniem odrobiny niezbyt trudnych przeksztatcen. To takze
pozostawimy jako ¢wiczenie dla Czytelnika. Sami zas przedstawimy dowdd
oparty na najdoskonalszej metodzie: prezentacji serii dostatecznie sugestywnych
diagraméw. A wiec do dziela!

Tréjkaty i kwadraty

Nie darmo zwyklo sie nazywaé sume T'(n) =1+ 2+ 3+ ...+ n n-tq liczbg
trojkgtng. Sens tego okreslenia przedstawia pierwszy z naszych diagraméw.

@)
o0
o000
0000
00000
000000
0000000

Patrzac od gory, kazde pietro liczy o jedno kétko wiecej od poprzedniego, zatem
taczna liczba kélek na diagramie o n pietrach jest rzeczywiscie réwna T'(n).
Odkrycie zwiazku z tréjkatem pozostawimy jako kolejne juz éwiczenie dla
Czytelnika.

A co by bylo, gdyby$my ukladali kétka w szersza piramidke, taka jak na drugim
diagramie? o

000
00000
0000000
000000000
00000000000
0000000000000

Powiedzmy, ze tego typu diagram o n pietrach sktada sie z K(n) kélek.
Poniewaz kazde kolejne pietro zawiera o dwa kétka wiecej, liczba K (n) jest suma
n poczatkowych liczb nieparzystych, czyli wynosi K(n)=1+3+5+...+(2n—1).
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https://deltami.edu.pl/50-lecie/
https://deltami.edu.pl/50-lecie/

Ponownie dokonalismy kwadratury kota,
niestety znowu nie dokonujac przy tym
przelomu w matematyce.

Wyjatkowo uzywamy tutaj okreslenia
»ilo§¢” zamiast ,liczba”, zeby unikngé
stéw ,liczba liczb” — one nie tylko brzmiag
niezre¢cznie, ale tez mogg prowadzi¢ do
nieporozumien.

7 drugiej strony, grupujac kétka kolumnami, zamiast wierszami, widzimy, ze
Kn)=1+2+3+...4+n—1D4+n+n—-1)+0n—-2)+...+2+1.

©)

000
00000
0000000
000000000
00000000000
0000000000000

Pitagorejczycy zwali takie liczby kolistymi, bo sktadniki tej sumy niejako
zawracaja po osiagnieciu maksymalnej wartoéci n. Ta nowa postac sugeruje
jednak cos jeszcze: jesliby n poczatkowych sktadnikéw zebra¢ w jedna grupe,
a pozostate n — 1 — w druga, otrzymamy sume dwdoch kolejnych liczb tréjkatnych,
T(n) oraz T'(n —1). o
000
00000
0000000
000000000

00000000000
0000000000000

Wyobrazmy sobie teraz, ze jeden z tych dwdéch tréjkatéow chwytamy
i przestawiamy na druga strone diagramu.

Okazalo sie, ze wszystkie kotka ustawily sie w kwadrat n x n. Liczba kétek
w naszym diagramie okazata sie wiec — paradoksalnie — liczba kwadratowa!
Skoro zas jest to zarazem liczba kolista, otrzymali$my rozwiazanie stynnego
starozytnego problemu kwadratury kota! (Tak naprawde — to oczywiscie nie).

Owocem tej pilnej obserwacji kilku diagraméw i kolorowania ich na rézne
sposoby sa dwa stwierdzenia, ktore juz niedtugo okaza sie niestychanie
przydatne.

1. Suma n poczatkowych liczb nieparzystych jest réwna n2.

2. Suma dwéch kolejnych liczb tréjkatnych, n-tej i (n — 1)-szej, jest réwna liczbie
kwadratowej n2.

Tak uzbrojeni mozemy przystapi¢ do wlasciwego dowodu wzoru .
Piramida liczb

Korzystajac z poprzednich obserwacji, bedziemy analizowaé wlasnosci pewnego
specjalnie skonstruowanego diagramu.

G [
[
B E_E_E_E

7 4
BB B B B ®

Przypomina on pierwsza z przedstawionych w tym artykule ilustracji —

te, ktéra wyjasniala pojecie liczby tréjkatnej. Jednak tutaj w tworzace te
piramide ksztalty wpisane sa kolejne liczby nieparzyste. Ich ilos¢ jest przy tym
liczba tréjkatna, o numerze réwnym liczbie pigter diagramu. Poniewaz sg to
poczatkowe liczby nieparzyste, ich suma jest — zgodnie z pierwsza obserwacja
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wieniczaca pierwsza czesé artykutu — kwadratem ich iloéci, czyli wynosi T'(n)2.
Jest to prawa strona réwnosci w twierdzeniu Nikomacha, wigc niewykluczone, ze
jesteSmy na tropie.

Pokazemy teraz, ze suma liczb w n-tym wierszu tego diagramu jest réwna n3.

W tym celu skorzystamy z faktu, ze suma = srednia - ilos¢. Jasne jest, ze

n-ty wiersz sklada sie z n liczb. Co wiecej, tworza, one postep arytmetyczny

(o réznicy 2), wiec ich érednia jest po prostu $rodkowa sposréd nich. No, prawie.
Jesli danych liczb jest parzydcie wiele, to srodkowej wsrdd nich nie znajdziemy.
Szukana srednia jest wtedy srednia srodkowych dwéch. Wyglada wiec na to, ze
warto zaprosi¢ do diagramu liczby parzyste — co za szczeScie, ze zostawiliSmy

w nim tak szerokie luki!
[1][=]
[ 115 1[e]
(7 ][e][o ][x0] 11][z2]
Guicuen.  pomocy disgram po praves [13] (18] 1] [x6] [17] 18] [19] [20]
uzasadnij, ze T'(2T(n)) = 2T (n)* + T(n). @
[s1][52] 23] [34] 351 3] ] ] ] [ao] 1] 2]

Zwrbéémy uwage, ze szukana $rednia w obu opisanych powyzej przypadkach

znajduje sie na lewo od $rodka (uzupelnionego) wiersza, tj. w kolumnie

z jedynka na szczycie. Na rysunku sa to kolejne kwadraty; nie wiemy jeszcze
jednak, czy maja jaki§ powdd, by nimi by¢, czy jest to jedynie zwyktly zbieg
okolicznoéci. Dylemat ten mozemy rozstrzygnaé, kolorujac pola diagramu na

nowo.
[1][z]
[3][«][5][s]
[ ][ ][ ] o] 53] 2]
[13][14][xs] 1] [u7] 18] 9] [20]
[21] [22][23][2¢][25] [26] [27] 28] [29] [30]
[51][32] s3] [3#] [35] [36] 7] [s8] [39] o] ] [42]

Kolorem szarym zamalowano wszystkie liczby wieksze od szukanej. Wystarczy
pokazaé, ze tych nie-szarych pdl jest n?. Ale jedli zbierzemy je w dwie grupy
— jedna na lewo, druga na prawo od srodka — widzimy, ze ich ilos¢ jest réwna
sumie dwoch kolejnych liczb trojkatnych. Ale, zgodnie z druga obserwacja
z konica pierwszej czeéci, suma T'(n) + T'(n — 1) jest réwna n?.

érednia wynosi k2. Zatem, sumujac numery pol

Podsumujmy nasze dotychczasowe dokonania. pigtrami, otrzymujemy Zadang tozsamosc:

B2 4nP=01+2+3+...+n)

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze obecny rok jest
szczegblng okazja, by mowic¢ o tym twierdzeniu. Istotnie,
na przelomie grudnia i stycznia trudno bylo nie natknaé
sie na informacje, ze

13
2 I[=]
> [GIbI
4 B3 434, +98=2025=(1+2+3+...+9)>2%
53 El Niestety malo kto wspominal przy tym, ze te dwa
przedstawienia liczby 2025 sa, w prezentowanym tutaj
6 sensie, réwnowazne; mozna witasciwie traktowac je
jako duplikat. .. a takze jako doskonaly pretekst do

opowiedzenia o picknym starozytnym twierdzeniu.
Kolejna taka okazja nie trafi sie nam przez tysiac lat!

S a0 A W =

w

Pokazalidmy, ze powyzszy diagram — piramida
o n pietrach, z polami numerowanymi liczbami
nieparzystymi — zawiera liczby o sumie T'(n)?; )
tymczasem kazde k-te pietro zawiera k liczb, ktérych Pawel Rafat BIELINSKI Nauczycicl, Warszawa



Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

||
[
N
11
=

Rys. 1 B

800. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 dioda jest idealna i wszystkie
opory omowe zaniedbywalne. Klucz K zamknieto na czas 7, a nastepnie otwarto.
W chwili otwierania klucza natezenie pradu w cewce miato wartos¢ Iy. Po
jakim czasie po otwarciu klucza osiggneto ono warto$¢ maksymalng réwna 217
Narysuj wykres zaleznosci natezenia pradu w cewce od czasu t (0 < t < 00).

801. Statek kosmiczny przemieszcza sie od Ziemi do Marsa po orbicie
eliptycznej, ktorej peryhelium znajduje sie na orbicie Ziemi, a aphelium na
orbicie Marsa. Znalezé czas przelotu oraz minimalny czas, w jakim kosmonauci
t beda musieli oczekiwaé na Marsie na start w droge powrotna po takiej samej
orbicie. Okres obiegu Ziemi woké! Stonca wynosi Ty, = 365,25 déb, okres obiegu

Marsa Ty = 687 dob. Przyjaé, ze planety poruszaja sie po orbitach kotowych
lezacych w jednej plaszczyznie.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
786 (WT = 2,5), 787 (WT = 3,25)

z numeru 11/2024
Tomasz Wietecha (Tarnéw)
Jan Zambrzycki (Bialystok)
Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3—27,49

17-42,90
4-29,64

Rys. 2 T

792. Srednia droga swobodna kulki w naczyniu,

czyli droga przebyta przez nia do chwili zderzenia

z inng kulka, wynosi A = 1/(wd?n), gdzie n = N/(Sh)
jest liczba kulek w jednostce objetosci. Czas miedzy
dwoma kolejnymi zderzeniami 7 = \/vy = 3 - 10%s >
h/vg = 10~ 2s, zatem kulki praktycznie nie zderzaja sie
miedzy soba. Podczas ruchu ttoka zmiana energii kulki
zwiazana jest tylko z uderzeniami o tlok i okreslona
przez zmiane jej pionowej sktadowej predkodci.

Niech odlegtosé ttoka od dna naczynia w pewnej chwili
wynosi [, tlok porusza sie z predkoscia u, a kulka
dogania go z predkoscig v > u. W uktadzie zwiazanym
z tlokiem predko$é kulki wynosi v — u, natomiast po
odbiciu —v + u. W ukladzie cylindra predkosé¢ kulki po
odbiciu to —v + 2u, czyli jej warto$¢ zmniejsza sie o 2u.
Kolejne uderzenie o tlok nastapi po czasie At = 21 /v.
Tlok przesunie sie w tym czasie o Al = uAt = —[Av/v,

stad AL+ 1Av = 0,

co oznacza, ze iloczyn lv pozostaje staty.

Dla sktadowej pionowej predkosci kulki mamy
Uy = Vy0/2,

czyli na wysokosci 2h pionowa skladowa predkosci kulki
jest dwa razy mniejsza niz na wysokosci h.

hvyg = 2hvy,

Poczatkowa energia kinetyczna kulki wynosita
WO = M(’Umo2 + ’Uy()2 + ’Uz()2)/2,

gdzie (Ux02)gr = (Uy02)ér = (UZOQ)ér-

Rys. 3

Po przemieszczeniu tloka zmienita sie tylko sktadowa
pionowa predkosci kulki, i jej predko$é koncowa wynosi:

W = ]\4(’0;302 + ’l)y02/4 + UZQQ)/Z

Po dlugim czasie, gdy ruch kulek ponownie staje sie
w pelni chaotyczny, $rednia wartos¢ ich predkosci

Wynosi:
v = v/ 3/4 =87 m/s.

793. a) Prad plynacy przez pierwszy amperomierz

jest rowny Iy = U/ X, gdzie X to opér zastepczy
ukladu. Po dotaczeniu z lewej strony jeszcze jednego
oczka (rys. 3) opdr zastepczy nie zmienia sie. Stad
X=r+RX/(R+X), X=(r+Vr?24+4Rr)/2=100,5 Q,
I; = 14,9 mA.

b) Czegsé obwodu bez pierwszego amperomierza ma
opér X —r = 99,5 Q. Natezenie pradu pltynacego przez
drugi amperomierz Iy = Us /X, gdzie Uy =U —rl; =
U(l-r/X)=099U, I, =0,99I; = 14,8 mA.

¢) Suma napieé na wszystkich amperomierzach réwna
jest napieciu ogniwa U = 1,5 V. Prad plynacy przez
amperomierz to stosunek jego napiecia i oporu, suma
natezen pradéw na wszystkich amperomierzach wynosi
wiec I =U/r =1,5 A.

d) Suma natezen pradéw plynacych przez wszystkie
woltomierze réwna jest natezeniu pradu plynacego przez
pierwszy amperomierz, stad suma napie¢ na wszystkich
woltomierzach wynosi RI; = 149 V.



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 903, 904

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsyltania rozwiazan: 31 VIII 2025 .
iczby rzeczywiste a, b

z liczb a, b jest wieksza.

903. Funkcje f i g sa dane wzorami
fz) =
g(x) =

(A +z 4+ + 2% +. .+ 2*?) + 45213,
(1+z+2?+2°+ + %) + 452,
spelniaja warunki f(a) = g(b) = 44. Wyjasnié, ktéra

904. Niech A; =31, A, =331, ..., A, =33...31 (n tréjek, a na koncu
jedynka — zapis dziesietny). Dla kazdej liczby pierwszej p < 44 rozstrzygnad,

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
889 (WT = 2,47) i 890 (WT = 1,77)

z numeru 11/2024 numeréw n.

czy istnieje liczba n (zalezna od p), dla ktérej A,, dzieli sie przez p. Jedli istnieje,
ustali¢, czy jest wéwczas nieskoniczenie wiele, czy tylko skonczenie wiele takich

Krzysztof Zygan Lubin 42,03 . . .
Andyrzej Kuffch Ryjewo  40.27 Zadanie 904 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.
s b
JA;HCE:;JO?;I;{EE gz;:z::vvz g??g Rozwigzania zadan z numeru 2/2025
)
I\GAr.Zig(;r\ZNWla‘CZkOWSkI Fwi gg’gi Przypominamy tre$¢ zadan:
icha armuz ywiec
Marcin Kasperski Warszawa 35:64 895. Na okregu zaznaczono n punktéw; n > 3 jest ustalong liczbg nieparzysta. Kazdemu punktowi
Krzysztof Kaminski Pabianice 33,54 zostata przyporzadkowana wartosé¢ 0 lub 1. Dozwolone sa ruchy polegajace na wybraniu trzech
Marian Lupiezowiec Gliwice 32,89 kolejnych punktéw o wartosciach (kolejno) a, b, ¢ takich, ze a = ¢, i zamianie b na 1—b. Udowodnié¢, ze
Jedrzej Biedrzycki 32,29 startujac z dowolnej konfiguracji i wykonujac dozwolone ruchy mozna uzyskaé jednakows wartos¢ dla
Marek Spychata Warszawa 32,17 wszystkich n punktéw.
Krzysztof Maziarz Londyn 31,96 896. Udowodnié, 7e ciag (A1, As, As, . ..) o wyrazach
1241
, ==Y —

jest malejacy.

895. Wygodnie bedzie przejéé na jezyk koloréw:
punkty z wartoscia 0 — biate; z wartoécia 1 — czarne.
Uktad n punktéw rozbijamy na bloki jednokolorowe.
Co najmniej jeden z blokéw ma dlugosé nieparzysta;
przyjmijmy (b.s.o0.), ze jest on czarny: 01111111110.
Dozwolone ruchy polegaja na zmianie koloru

punktu (dowolnie wybranego), ktérego obaj sasiedzi
maja jednakowy kolor. Wykonujac takie ruchy,
przeprowadzamy podany przykladowo fragment do
postaci 01010101010.

Kolejna seria ruchéw pozbywamy sie wszystkich
punktow czarnych w tym fragmencie: 00000000000.
Skrajne zera, ktére na starcie obramowywaly rozwazany
czarny blok, nalezaly do jakich$ blokéw biatych. Teraz
one, wraz z ,wybielonym” fragmentem, zlewaja sie

w jeden dluzszy blok biaty. Co istotne: liczba blokéw
zmniejszyla sie. Powtarzamy procedure (wybieramy blok
jednobarwny dlugosci nieparzystej, itd.); liczba blokéw
znow sie zmniejszyta. Po dalszych powtoérzeniach liczba
blokéw spadnie do 1. To bedzie znaczyto, ze wszystkie
n punktow uzyskato jednakowy kolor.

896. Niech B,, = H,,/Inn, gdzie (jak zwykle)

H, =Y}_, +. Zauwazmy, ze By» = A, /In2. Wystarczy
wiec udowodnié, ze ciag (B,,) jest malejacy: B,—1 > By;
czyli ze

(1) H,ln(n—1)< H,_1Inn dla n> 1.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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n “~— k

Przydatne beda nieréwnosci (dla n > 1):

(2)
(3)

Sa one dobrze znane; kréotkie uzasadnienie — dla
kompletnosci. Twierdzenie Lagrange’a dla funkcji

Inz méwi, ze lnn —In(n—1) =1/z, dla pewnej
liczby z,, € (n—1,n); stad dwustronne oszacowanie (2).
Ustalmy m > 1 i wykonajmy sumowanie prawej

czesci (2) pon =2,...,m, otrzymujac zaleznos$é

Inm < H,,—1. Zastepujemy literke m przez n i mamy
zalezno$¢ (3) (a nawet nieco silniejsza, co tu bez
znaczenia).

1
S cln-In(n-1) < ——
- <lnn n(n )<n—1’

Inn < Hy,.

Teraz krétki rachunek; w pierwszym kroku
wykorzystujemy lewg cze$é (2), a w ostatnim —
zaleznosé (3):

1
H,ln(n—-1)< H, (lnn - >
n

1
(Hnl + ) Inn+ H, <—1> =
n n

1
H, 1lnn+ — <lnn — Hn> <H,_1lnn
n

— 1 mamy teze (1).

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



Jasny obiekt w srodku pierécienia to galaktyka
eliptyczna, ktorej masa (wraz z otaczajaca ja

ciemna materia) dziala jak soczewka. Dzieki niej
$wiatlo zmierzajace w nasza strone od kwazara,
znajdujacego sie za nasza masywna eliptyczna
galaktyka, zostalo zakrzywione i rozszczepione.
Zjawisko to, nazywane soczewkowaniem grawitacyjnym,
po raz pierwszy zostalo przewidziane przez Einsteina.
Oferuje ono rzadka mozliwosé badania obiektéw
astronomicznych, dzialajac jak naturalny teleskop,
powielajac i powiekszajac obraz obiektu, ktorego czesto
nie bylibySmy w stanie zaobserwowaé. W tym wypadku
zwielokrotniony obraz pozwolil naukowcom zbadaé
obszar znajdujacy sie wokél czarnej dziury we wnetrzu
kwazara.

Rys. 1. Masywna galaktyka (pomarariczowa kropka w centrum
pierscienia) znieksztalca $wiatlo emitowane przez kwazara (blyszczace
diamenty) w zjawisku zwanym soczewkowaniem grawitacyjnym.
Zrédto zdjecia: NASA/ESA/CSA

Powyzsze zdjecie, do zludzenia przypominajace
piekny pierscien, zostalo wykonane przez Kosmiczny
Teleskop Jamesa Webba prawie rok temu, jednak
wciaz zachwycal Ponadto dostarcza wazne informacje
o czarnych dziurach.

Cztery blyszczace punkty, przypominajace drogocenne
kamienie pierécienia, to zwielokrotniony obraz
znanego juz wczesniej astronomom kwazara o mato
romantycznej nazwie RX J1131-1231. Znajduje si¢
on okolo 6 miliardéw lat $§wietlnych od Ziemi i byt
wczesniej obserwowany przez rentgenowski teleskop
Chandra i Kosmiczny Teleskop Hubble’a (rys. 2).
Jednak nigdy wcze$niej nie widzieliSmy go z taka
dokladnoéci@ i nie b}yszczal tak plenle Rys. 2. Zwielokrotniony obraz kwazara widoczny w danych
pochodzacych z rentgenowskiego teleskopu Chandra (rézowy kolor).
Dane optyczne Hubble’a w kolorach czerwonym, zielonym i niebieskim

pokazuja galaktyke eliptyczng w $rodku obrazu. Zrédio: X-ray:
NASA/CXC/Univ of Michigan/R.C.Reis et al; Optical: NASA/STScl

Przedstawiciele Europejskiej Agencji Kosmicznej (European Space Agency,
ESA) w o$wiadczeniu dolaczonym do opublikowanego zdjecia wyjasniaja,

ze pomiary emisji promieniowania rentgenowskiego z kwazaréow pozwalaja
okresli¢, jak szybko obraca si¢ centralna czarna dziura w jego wnetrzu. To

z kolei daje naukowcom wazne wskazowki na temat tego, jak takie czarne
dziury powstaja, rosng i przybieraja na masie wraz z uplywem czasu. Dane
obserwacyjne uzyskane z Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba, a takze
wczedniejsze obserwacje wykonane za pomoca teleskopéw Chandra i Hubble’a
umozliwily bardzo doktadng analize kwazara i jednoczesnie analize tempa
wzrostu znajdujacej sie w nim czarnej dziury. Okazalo sie, ze czarna dziura

w tym konkretnym kwazarze obraca sie z predkoécia ponad polowy predkosci
Swiattal Z tego mozna wnioskowaé, ze urosta w wyniku fuzji, czyli zderzenia sie
z inng czarng dziura, a nie tylko w wyniku przyciagania i pochlaniania materii
z réznych kierunkéw.

RX J1131-1231 jest uwazany za jeden z najlepiej przesoczewkowanych kwazaréw
odkrytych do tej pory. Jest tez najbardziej btyszczacym z kosmicznych
pierscieni!

Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaklad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych



Stonice w czerwcu dociera do szczytu ekliptyki, osiagajac 21 dnia miesiaca

jej najbardziej na polnoc wysuniety punkt. W kolejnych dniach zacznie

ono trwajaca poél roku wedréwke na poludnie. Na poczatku lata ma miejsce
najwczesniejszy wschod i najpdzniejszy zachod Slonca. Ze wzgledu jednak

na to, ze Ziemia jest blisko aphelium swojej orbity i porusza sie wolniej

niz na poczatku zimy, to odlegtosé czasowa miedzy tymi zdarzeniami jest

duzo mniejsza. Na naszych szerokosciach geograficznych Stonice wschodzi
najwczesniej 17 czerwca, a zachodzi najpozniej 24 czerwca, czyli juz tydzien

po najwczedniejszym wschodzie. Na czerwiec przypada srodek sezonu na obtoki
srebrzyste i tuk okolohoryzontalny, gdyz Stonce z jednej strony wedruje najwyzej
nad widnokregiem i dluzej przebywa na odpowiedniej wysokosci, a z drugiej
strony chowa sie pod horyzont najptycej, i obtoki srebrzyste mozna dostrzec na

terenie catego kraju.

Na przelomie wiosny i lata wieczorem ekliptyka
wyraznie zmniejsza swoje nachylenie do widnokregu,

a na niebie porannym dopiero zaczyna zwigkszac.
Dlatego czerwiec nie jest korzystnym miesiacem na
obserwacje obiektow przebywajacych jednocze$nie
blisko niej i Stonca. Odbija sie to przede wszystkim

na widocznosci planety Wenus, ktéra 5 dnia miesiaca
osiggnie maksymalna elongacje zachodnia, oddalajac
sie¢ prawie na 46° od Stonca. Mimo tego o swicie zdazy
sie wtedy wznies¢ na wysokoé¢ zaledwie okoto 5° ponad
wschodni widnokrag. Potem, wraz ze zwiekszajacym sie
nachyleniem ekliptyki, widocznos¢ planety zacznie sie
poprawia¢. Obserwatorzy nieba na pewno pamietaja,
ze na poczatku roku wieczorem, przy bardzo dobrym
nachyleniu ekliptyki, planeta wznosita sie zdecydowanie
wyzej. Wenus zacznie miesiac w Rybach i przejdzie
przez Barana, by do konca czerwca dotrzeé na
odleglos$¢ 9° na poludniowy zachéd od Plejad. W tym
czasie jej jasno$¢ spadnie do —4,1™, Srednica tarczy —
do 18", faza natomiast uro$nie do 63%. 22 czerwca

6° nad planeta pokaze si¢ Ksiezyc w fazie 16%.

Srebrny Glob rozswietli swoim blaskiem przede
wszystkim pierwsza czeS¢ miesigca, zaczynajac

go w fazie 37% w Lwie, w polowie drogi miedzy
Regulusem, najjasniejsza gwiazda tej konstelacji,

a Marsem, ktory jest jedyna planeta widoczna

w pierwszej czesci nocy. Jednak jego warunki
obserwacyjne w czerwcu wyraznie si¢ pogarszaja. Mars
przez caly miesiac pokona ponad 16°, przechodzac

w dniach 16 i 17 czerwca mniej niz 1° od Regulusa.

Na poczatku planeta okolo godziny 23 zajmuje
pozycje na wysokosci prawie 20° nad zachodnig
czescia niebosklonu, by do konca czerwca o tej samej
porze obnizy¢ ja do mniej niz 5°. Jasnos$¢ planety
wyniesie okolo +1,5™, przy $rednicy tarczy 5”.

29 czerwca Ksiezyc ponownie przejdzie miedzy Marsem
a Regulusem, tym razem jednak planeta znajdzie sie
po wschodniej stronie gwiazdy, a faza Srebrnego Globu
spadnie do 22%.

3 czerwca Ksiezyc przejdzie przez I kwadre, 11 czerwca
za$ — przez pelnie. W ciagu tych dni odwiedzi
obszar od Lwa poprzez Panne i Wage do pogranicza

gwiazdozbioréw Skorpiona, Wezownika i Strzelca.
Naturalny satelita Ziemi, przechodzac przez potudniowa
czesS¢ swojej orbity, nadal przebywa jednocze$nie
gleboko na poludnie od ekliptyki, co sprawi, ze

w okolicach pelni przetnie potudnik lokalny na
wysokosci jedynie okolo 10°. W nocy z 6 na 7 czerwca
Ksiezyc w fazie 83% pokaze si¢ okolo 4° od Spiki,
najjasniejszej gwiazdy Panny, a trzy dni pdzniej
zakryje gwiazde 7 Scorpii, czyli najbardziej na potudnie
wysunieta gwiazde z charakterystycznego tuku trzech
jasniejszych od +3™ gwiazd na péinocny zachdd od
Antaresa, najjasniejszej gwiazdy Skorpiona. W Polsce
zjawisko potrwa mniej wiecej od godziny 22:20 do 23:40,
w zaleznosci od potozenia. Im bardziej na péinocny
zachdd, tym wczesniej. Niestety wynoszaca 98% faza
Ksiezyca znacznie utrudni jego obserwacje.

Po pelni Srebrny Glob podazy ku ostatniej kwadrze —
18 czerwca i nowiu — 25 czerwca. Jednak ze wzgledu
na wspomniane niekorzystne nachylenie ekliptyki

do porannego widnokregu zacznie on wschodzi¢ po
péinocy (szczegdlnie po ostatniej kwadrze), zajmujac
niskie polozenie nad horyzontem. Miedzy pelnia

a ostatnig kwadra warto wspomnie¢ o przejsciu

w nocy z 12 na 13 czerwca Ksiezyca w fazie 97%

3° na potudnie od Nunki, jednej z jasniejszych gwiazd
Strzelca, oraz spotkaniu z Saturnem 6 dni pdZniej, gdy
w polowie oswietlony Ksiezyc przejdzie 2° od planety
z pierscieniami. Okolo godziny 2 oba ciala niebieskie
zdaza si¢ wznieS¢ na wysoko$c¢ okoto 10°. Saturn $wieci
blaskiem +1™, a jego tarcza ma $rednice 17”.

Jak co roku, pod koniec miesigca promieniujg meteory
z roju Bootydéw, osiagajac maksimum aktywnosci

27 czerwca. Radiant roju znajduje sie w péinocnej
czesci Wolarza, prawie w tym samym miejscu co
styczniowych Kwadrantydéw, i wieczorem zajmuje
pozycje na wysokosci ponad 60° nad zachodnig czescia
niebosklonu. Sa to jedne z wolniejszych meteoréw, ich
predkosé zderzenia z nasza atmosfera wynosi zaledwie
18 km/s. W tym roku nie prognozuje sie zwigkszonej
aktywnosci tego roju, bliski za$ nowiu Ksiezyc nie
przeszkodzi w ich obserwacjach.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 5

& Rozwigzanie zadania F 1121.

Przyjmijmy, ze powierzchnia okladek kazdego

z kondensatoréw wynosi S, a odlegtos¢ oktadek to d.
Pojemnos¢ elektryczna, C, kondensatora wypelnionego
dielektrykiem wynosi:

es
0_7'

Drugi kondensator po wypelnieniu przewodnikiem staje si¢
opornikiem o oporze elektrycznym R miedzy okladkami:

d
rR=2.
S
Stala czasowa 7 charakteryzujaca czas ladowania
pojemnoéci C' przez opornik R wynosi tym samym:

RC = ep.

Stala 7 nie zalezy od rozmiaréw kondensatoréw — wartosci S
id.

m Rozwigzanie zadania F 1122.

Hel jest gazem jednoatomowym, a powietrze mieszaning
niemal wylacznie gazéw dwuatomowych: azotu i tlenu.
Wyktadnik adiabaty « dla gazu jednoatomowego wynosi
k1 = 5/3, a dla dwuatomowego k2 = 7/5. Zwykle pamietamy,
ze w przemianie adiabatycznej gazu doskonalego ci$nienie
gazu p i jego objetosé V spelniaja warunek: pV'* = const
(wyrazenie pozostaje state). Skorzystanie z réwnania
stanu gazu doskonalego, pV = nRT (n oznacza liczbe
moli gazu, a R stala gazowa) pozwala znalezé zwiazek
miedzy temperaturg 7" i ciSnieniem p gazu w przemianie
adiabatycznej:

p TET™ = const,

skad tatwo uzyskujemy zwiazek:

k—1

Z_ QT
To  \po ’

Dla stosunku p/po = 10 otrzymujemy temperatury
koncowe: dla helu T}, = 102/5T0 =~ 2,512T), a dla powietrza
T, = 10%/"Ty ~ 1,931T, czyli Ty/T, = 10*/%° ~ 1,301.

i Rozwigzanie zadania M 1819.
Zauwazmy, ze
a® —bc=ala+b+c¢) (mod ab+ be+ ca).
Zatem
0=(a®>—be)’ =d*(a+b+c)’

wiec ab+ be + ca | a®(a + b+ ¢)?.

(mod ab + bc + ca),

Gdyby istniala liczba pierwsza p, dla ktérej p | a

ip] (ab+ be+ ca), to réwniez p | be — sprzecznosé

z zalozeniem, ze a, b, ¢ sa parami wzglednie pierwsze.

A zatem NWD(a, ab + bc + ca) = 1, wiec ab+bc+ ca | (a +
b+ ¢)?. Wtedy jednak, uzywajac analogicznych kongruenci,
mamy

(b —ac)’ =b*(a+b+c)> =0 (mod ab+ be + ca).

24

i Rozwigzanie zadania M 1820.
Odpowiedz: 2n — 1.

Podzielmy tablice na n? kwadratéw 2 x 2. Aby z jednego
takiego kwadratu nie mozna bylo wyciaé naroznika,

co najmniej dwa jego pola muszg by¢ pokolorowane.

Takich kwadratéw moze by¢ jednak co najwyzej

(2(n —1)?)/2 = (n — 1)?, wiec zawsze mozemy wyciaé

n? — (n —1)? = 2n — 1 naroznikéw.

Indukcyjnie skonstruujemy teraz kolorowanie tablicy dajace

maksymalnie 2n — 1 naroznikéw. Dla n = 3 wystarczy
pokolorowaé tablice 6 x 6 w nastepujacy sposéb.

Dla n > 5, przechodzac z n do n + 2, umieszczamy

kopie konstrukcji tablicy 2n x 2n dla n w $rodku tablicy
(2n +4) x (2n + 4). Nastepnie dodatkowymi kwadratami,
ktérych jest 2(n + 1)% — 2(n — 1)? = 8n, otaczamy $rodkowa,
konstrukcje 2n x 2n.

Wtedy z zalozenia indukcyjnego mozemy wyciaé
maksymalnie 2n — 1 naroznikéw ze érodka i dodatkowo
jeszcze co najwyzej cztery narozniki z rogéw tablicy, co daje
tacznie 2n — 14+ 4 =2(n+2) — 1.

i Rozwigzanie zadania M 1821.
Odpowiedz: Tak.

Niech k bedzie skala podobiefistwa tréjkatéw ABC i A'B'C’,

wtedy A'B’ = kAB, B'C' = kBC oraz C'A' = kCA.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy réwnosci:
SA? + SB? = k*AB?,
SA” 4 SC” = K*AC?,
SB? + S0 = kK*BC?,
SA® 4+ SB? = AB?,
SA% + 8C* = AC?,
SB? 4+ SC? = BC.

Wobec tego

2 2 2 _ 2
sa = F(AB +A20 BE) _iesar,

czyli SA’ = kSA. Podobnie SB’ = kSB oraz SC’ = kSC,
a zatem plaszczyzny ABC i A'B'C’ sa réwnolegte.




Podstawowe pojecia zwigzane z grafami
prostymi Czytelnik znajdzie — jesli jest
taka potrzeba — w kaciku nr 68 (A§4).
Graf zorientowany to taki, w ktorych
kazda krawedz ma nadany zwrot od
jednego wierzchotka do drugiego.
Krawedz uv grafu zorientowanego mozna
rozumieé jako pare uporzadkowang (u,v);
tu nadany jest zwrot od u do v. Stosuje
si¢ réwniez notacje u — v. Krawedzie uv
i vu nie moga wystapi¢ jednoczesnie.
Turniej to graf pelny zorientowany.
Sciezkq zorientowanq nazywamy ciag
wierzchotkéw vy — v — ... — v,

a jesli przechodzi ona przez wszystkie
wierzcholki, to nazywamy ja
(zorientowana) $ciezkq Hamiltona.
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Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Bartlomiej BZDEGA

Rozwazmy liczby rzeczywiste a1, as,...,a, (n > 1) o éredniej arytmetycznej A.
Wéwcezas:

(1) dla pewnego i zachodzi nieréwno$¢ a; > A, jak réwniez dla pewnego j
zachodzi nieréwnos¢ a; < A;

(2) jesli wszystkie liczby aq,aq, ..
pewnego ¢ mamy a; = 0.

., ay sg catkowite nieujemne oraz A < 1, to dla

Dowdd mozna przeprowadzi¢ ,,w pamieci”, wiec go pomine. Ponizsze przyklady
pokazuja te wlasnosci w akcji.

Przyklad 1 (twierdzenie Szelego). Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia.
Istnieje turniej o n wierzchotkach, w ktérym jest co najmniej 2,?—,'1 $ciezek
Hamiltona.

Rozwigzanie. Rozwazmy wszystkie turnieje o wierzchotkach vy, vs, ..., vy,.

Jest ich 2(3), gdyz dla kazdego dwuelementowego zbioru wierzchotkéw

musimy zdecydowadé, czy krawedz miedzy nimi bedzie skierowana do
wierzchotka o wiekszym indeksie, czy przeciwnie. Sciezka Hamiltona o kolejnych
wierzchotkach vy — vy — ... — v,, wystepuje w 9(5)-(n-1) grafach, gdyz

n — 1 krawedzi ma ustalony, zgodny ze $ciezka zwrot, a pozostale krawedzie
moga mie¢ zwrot dowolny. Mozemy to zrobi¢ dla kazdej permutacji zbioru
wierzchotkéw, wiec tacznie we wszystkich mozliwych turniejach jest dokladnie

nt - 2(2)=("=1 geiesek Hamiltona. Srednia ich liczba jest réwna
nt - 2(3)=(=1) n!
2(’21) T 9n-1’
wiec na mocy wlasnosci (1) poszukiwany turniej istnieje.

Przyklad 2 (liczby Ramseya). Dla m > 2 przez R(m) oznaczamy najmniejsza
liczbe naturalng n, dla ktérej w kazdym kolorowaniu krawedzi grafu pelnego

o n wierzchotkach dwoma kolorami otrzymamy jednobarwny graf pelny

o m wierzcholkach. Udowodnié, ze R(m) > ¥/m!-22m~1,

Rozwigzanie. Niech n = R(m). Rozwazmy wszystkie mozliwe kolorowania

krawedzi grafu K,, (pelnego o n wierzchotkach). Jest ich 2(5). Ustalmy pewien
podgraf K,, tego grafu. Wszystkich kolorowan, w ktérych ten podgraf ma
krawedzie w tym samym kolorze, jest 2 - 2(3)7(7;), gdyz (72”) krawedzi musi
by¢ tego samego koloru (jednego lub drugiego), a pozostale maja kolor
dowolny. Wobec tego srednia liczba jednobarwnych podgraféw pelnych
na m wierzchotkach jest réwna

(m)

() -2-2()-(%) B )
2(3) 9(3)-1 ~ o(5)-1
7 drugiej strony ta $rednia jest réwna co najmniej 1, gdyz w przeciwnym razie
warunek (2) nie bylby spelniony. Otrzymujemy stad

w5 V2001 Z il adme bk 5 Yl admet

1. Pewien graf ma t trojkatéw. Wykazaé, ze mozna pomalowaé jego krawedzie
dwoma kolorami w taki sposéb, by liczba jednobarwnych trojkatéow nie
przekraczata it.

2. Wykazac, ze graf o k > 0 krawedziach ma podgraf dwudzielny o co najmniej
%k krawedziach.

3. (Liczby van der Waerdena) Niech W (m) oznacza najmniejsza taka liczbe n,
ze przy kazdym kolorowaniu zbioru 1,2, ..., n dwoma kolorami bedziemy
mogli z niego wybraé¢ m-wyrazowy, jednobarwny ciag arytmetyczny.
Udowodnié¢, ze W (m) > 2™/2,

4. Dane sa wektory ¥, s, . .., Uy, kazdy o dlugosci 1. Udowodnié, ze mozna tak
dobraé €1, ¢€9,...,, € {—1,1}, aby zachodzila nieréwnosé

|€1171 +€2’l72 + ...+ €n17n| < \/ﬁ

Zadania
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