


SPIS TRESCI
NUMERU 9 (616) 2025

To byta wlasciwie jedna bezsenna noc. . .

Opowiada Marcin Kuczma,
opiekun Klubu 44

Nie wszystko istnieje, co pomysli gtowa
Jarostaw Gornicki
Historia jednego zadania

Michat Adamaszek

O$mioramienna inteligencja

Marta Fikus-Krynska

44 czterdziestoczterosciany na 44-lecie
Klubu 44

Janusz Fiett, Jedrzej Fiett

Liczby Kaprekara
Karol Gryszka

& Zadania

K Wyznacznik w Krainie Czaréw
Barttomiej Pawlik

% Aktualnosci
Bardzo dtugi antytaniec

Klub 44
@ Prosto z nieba: Przekorna planeta
"'/Niebo we wrzesniu

“ Harmonia na trzy czwarte. ..

Barttomiej Bzdega

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

str.

=

&

ER B H

B

W nastepnym numerze:
Dlaczego pierscienie
Boromeuszy
nie istniejq?

Miesigcznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia,
informatyka zalozony zostal w 1974 roku przez Marka Kordosa.
Wydawany jest przez Uniwersytet Warszawski przy wspétpracy
towarzystw naukowych: Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Fizycznego, Polskiego
Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego Towarzystwa
Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Waldemar Berej;

dr Piotr Chrzastowski-Wachtel, prof. UW;

dr Krzysztof Ciesielski, prof. UJ — przewodniczacy;

dr hab. Wojciech Czerwinski, prof. UW;

prof. dr hab. Stawomir Dinew; dr Tomasz Greczyto, prof. UWr;
dr Adam Gregosiewicz; prof. dr hab. Agnieszka Janiuk;

dr Joanna Jaszuniska; dr hab. Artur Jez, prof. UWr;

prof. dr hab. Bartosz Klin; dr Piotr Kotaczek-Szymanski;

prof. dr hab. Andrzej Majhofer — wiceprzewodniczacy;

dr Adam Michalec; prof. dr hab. Damian Niwinski;

dr hab. Krzysztof Pawlowski, prof. PAN; dr Milena Ratajczak;

dr hab. Radostaw Smolec, prof. PAN;

prof. dr hab. Pawetl Strzelecki; prof. dr hab. Andrzej Wysmotek.

Redaguje kolegium w skladzie: Michal Bejger,

Pawet Bielinski, Szymon Charzynski — red. nacz.,

Agnieszka Chudek, Anna Durkalec, Jan Horubata,

Michat Miskiewicz, Wiktor Matyszkiewicz,

Wojciech Przybyszewski, Lukasz Rajkowski — z-ca red. nacz.,
Anna Rudnik, Marzanna Wawro — sekr. red.

Adres do korespondencji:

Redakcja Delty, ul. Banacha 2, pokéj 4020, 02-097 Warszawa
e-mail: delta@mimuw.edu.pl tel. 22-55-44-402.

Oktadki i ilustracje:

Anna Ludwicka Graphic Design & Serigrafia.

Sklad systemem IATEX wykonala Redakcja.

Druk: Arkuszowa Drukarnia Offsetowa Sp. z o.o.
www.ado.com.pl

Prenumerata:

Garmond Press: www.garmondpress.pl (tylko instytucje)
Kolporter: www.kolporter.com.pl (tylko instytucje)

Na stronie Empiku Delte mozna zaméwié¢ co miesiagc:
www.empik.com/delta,p1235643855, prasa-p

Numery archiwalne mozna nabyé w Redakcji osobiscie lub
zamOwi¢ przez e-mail.

Cena 1 egzemplarza: z ostatnich 12 miesiecy 9 zl;
wczesniejsze egzemplarze 4 zt

[=]yF5 (=]
Y

E Mozna nas tez znalez¢ na
facebook.com/Delta.czasopismo

Strona internetowa (w tym
artykuly archiwalne, linki itd.):
deltami.edu.pl

Wydawca: Uniwersytet Warszawski


http://www.ado.com.pl
https://www.garmondpress.pl
https://www.kolporter.com.pl
https://www.empik.com/delta,p1235643855,prasa-p

44 urodziny Klubu 44 M

Nie, to nie literéwka! Drodzy Czytelnicy, zajrzyjcie do archiwum zamieszczonego
na internetowej stronie Delty, cofnijcie si¢ w czasie o 44 lata, do wydania

z wrzesnia 1981 roku, a znajdziecie pierwsza serie zadan kultowego

Klubu 44. Z okazji tak okraglej rocznicy pojawia sie w tym numerze

kilka okoliczno$ciowych akcentéw. Po pierwsze, wywiadu udzielil nam
Marcin Kuczma, ktéry niestrudzenie opiekuje sie¢ Liga od samego jej
poczatku (sic!). Przypomnijmy, Ze miedzy innymi za te dzialalnos$é otrzymal
w 1992 roku Medal Hilberta, przyznany przez World Federation of National
Mathematics Competitions, zas w 2022 roku Nagrode Gtéwna PTM im.
Samuela Dicksteina. W wywiadzie opowiada na przyktad o poczatkach
funkcjonowania Ligi czy wyzwaniach zwigzanych z jej prowadzeniem.

W rozmowie nie brakuje oczywiscie roznych ciekawostek, jak na przykltad
numery zadan o najwiekszych wspotczynnikach trudnosci. Po drugie, niniejszy
numer ozdobiony jest efektownymi i intrygujacymi wielo$cianami. Sa to
czterdziestocztero$ciany stworzone dla uczczenia ligowych urodzin, w liczbie
sztuk (oczywiscie!) 44, przez Janusza i Jedrzeja Fiettéw. Polecamy zajrzeé na
strone deltami.edu.pl/44sciany, aby obejrze¢ imponujaca galerie, pozwalajaca
oglada¢ je z kazdej strony, a na strone 12| tego wydania Delty, by poczytaé

o kulisach ich powstania. Wreszcie na stronie 8| Michal Adamaszek opisuje
bogata historie jednego z zadan ligowych, pokazujac w ten sposob, ze choé
Klub 44 ma by¢ zabawsa dla jej uczestnikow, to nieraz ,powazne” wyniki
matematyczne sa bardzo blisko ukazujacych si¢ w niej probleméw.

Z okazji urodzin zyczymy Opiekunowi Ligi nieustajacej satysfakcji z jej
prowadzenia, a Uczestnikom wiele radosci z rozwiazywania zadan. Tym zas,
ktérzy nie mieli jeszcze z nig stycznosci — by niniejszy numer zainspirowal ich
do rozpoczecia przygody z Klubem 44.

To byla wlasciwie jedna bezsenna noc...
Opowiada Marcin Kuczma, opiekun Klubu 44
Redakcja: Jak to sie stalo, Ze zostal Pan opiekunem Ligi zadaniowej w Delcie?

Marcin Kuczma: To byl pamietny rok 1981. Redaktorem naczelnym Delty
byl Marek Kordos, cztowiek wielkiej klasy. Dzialem matematycznym kierowat
Michal Szurek, dla mnie kolega ze studiéw (nieco mlodszy), dobry znajomy

na niwie nie tylko matematycznej; on tez przekazal mi koncepcje Ligi. Trzeba
pamietaé, ze od samego poczatku Delty istnial w niej juz kacik zadaniowy

»,Z myszka” zainicjowany przez nieodzalowanego Andrzeja Makowskiego —

kacik przezyl go i ma si¢ dobrze. Tam jednak zadania si¢ rozwiazuje tylko

dla siebie. W [lidze”, ktéra miataby powstaé, prace miaty by¢ oceniane,
punktowane, i po zgromadzeniu okreslonej liczby punktéw uczestnik mial by¢
w jaki$ sposob uhonorowany, a gdyby chcial, méglby zaczaé¢ nowe okrazenie.
Trzeba bylo tylko, bagatelka, znalezé kogos, kto by to prowadzit. Nie wiem,

ilu osobom prowadzenie Ligi bylo proponowane. Gdy propozycja trafita do
mnie, pierwszym odruchem bylo: ,za nic!”. Mialem do$¢ zaje¢ (matematycznych,
nie méwiac o innych): dydaktyka, badania naukowe, przeklady. Ale tez bylem
w wieku, gdy czlowiek wiele moze, a my$l mi sie spodobalta. Moze sprobowac?
To byta wlasciwie jedna bezsenna noc — na przemyélenie, jak to ma dokladniej
wygladac¢ i czym to mi grozi. Nazajutrz, stabym glosem, powiedziatem: ,Dobrze,
sprébuje. .. 7.

Jakie jest pochodzenie nazwy Klub 447

Zanim odpowiem na to pytanie, chciatbym jasno stwierdzié¢: bytem woéwczas
rozkosznie przekonany, ze to zabawa na dwa lata (géra), no moze niecale trzy;
wywola zainteresowanie, a potem umrze $miercig naturalna. Rozmowa, jaka
dzi$ prowadzimy, nie jawita mi si¢ jako nawet najczarniejsza wizja. — A skoro
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to ma by¢ na dwa lata, to czemu sie nie powyglupia¢. Zadania sa trudniejsze

i latwiejsze; dlaczego kazde ma wazy¢ (w punktach) tyle samo? Dajmy im wagi!
Merytorycznie uzasadniona bylaby skala siegajaca nieskonczonosci, jednak
spowodowalaby koszmarne problemy praktyczne. Wiec niech to bedzie jakis
ograniczony przedzial — od 1 do... ilu? do 47 dlaczego nie? No dobra, a jak
wymierzy¢ trudno$é¢? Tu przyszedl pomyst, by ja okresli¢ jako funkcje liczby
uczestnikéw danej serii zadan oraz sumy ich nieprzeskalowanych ocen (kazde
zadanie od 0 do 1). Gdy juz ta idea sie objawila (nadal opowiadam o owej
bezsennej nocy), wzér WT = 4 — 35/N wyskoczy! jak z automatu.

Uczestnik gromadzi sobie punkty; gdzie teraz postawi¢ mete? Zeby dojécie do
niej trwalo (dla stalych uczestnikéw) nie za dlugo i nie za krétko? Prowadzac
w my$li zupelnie teoretyczne symulacje, doszedlem do wniosku, ze gdzies
wyraznie wiecej niz 10, a mniej niz 100. Wiec 40?7 507 moze 49, bo to kwadrat?
albo 43, bo liczba pierwsza? No to calkiem inaczej, 44; fajna liczba, moze to jest
to. Inspiracje? Mickiewicz? Moja data urodzenia (44 mod 100)? Jezeli tak, to
nieuswiadomione. 44 fajna liczba, i tyle; na co$ trzeba sie bylo zdecydowac. I tez
od razu wtedy przyszedl mi pomysl, zeby ktos, kto owa mete osiagnal, wszedl
do jakiegos ,honorowego kregu”. Jak go nazwaé¢? Klub! Tak, i z liczba 44 dobrze
sie fonetycznie komponuje.

Nie oczekiwalem, zeby ktos wykonal drugie, a tym bardziej trzecie okrazenie.
Mysl o ,weteranstwie” przyszta nieco pézniej, przy opracowywaniu Regulaminu.
Teraz $mia¢ mi sie chce, gdy widze, ze niektérzy maja po kilkanascie rund;

a i dwadziescia pare sie¢ trafilo. Wiec chyba nie bardzo mi si¢ to udato; no bo
co to za ,weteran” — po trzech rundach? Powtérze: ja to wszystko widzialem
jako nieszkodliwy wygtup, w przekonaniu, ze za pare lat nikt nie bedzie o tej
,lidze” pamietal. ..

Czy z perspektywy czasu wprowadzitby Pan jakies zmiany do sposobu
funkcjonowania Ligi?

Tak, wigzanie uczestnika z konkretna miejscowoscia! To mogloby mieé
sens, gdyby — jak przewidywalem — liga miala zy¢ przez chwile tylko.
Gdy to sie jednak rozciagnelo na lata, wszelki sens sie zatracit. Ludzie
identyfikuja si¢ z miejscem zamieszkania lub miejscem studiéw, potem
pracy; a jedno i drugie zmienia si¢ w czasie. Popatrzmy na trajektorie
(nie zmyslona): Zebrzydowice—Cieszyn—Gliwice-Knuréw—Gliwice; albo:
Jasto—Krosno-Krakow—Londyn. Ale przyzwyczailiSmy sie juz: zadanie X
zaproponowal pan Y z miasta Z.

Inna kwestia to wspélczynnik trudnosci (WT). Na poczatku w lidze
matematycznej byly co miesige trzy zadania (nie dwa, jak obecnie); jedni
przysytali rozwiazania zadan 1 i 3, inni tylko 3, inni 1, 2, 3 itd.; wzér na WT
mial wigksze pozory obiektywizmu (ze to tylko pozory, byto dla mnie jasne od
poczatku). Ale spodobal sie wielu ludziom kibicujacym Lidze, i to nie tylko

w naszym kraju. Liga fizyczna rozpoczela zywot po paru latach. Z matematyki
i z fizyki teraz byly po dwa zadania; wzor na WT zrobit sie jeszcze bardziej
sztuczny. Pyta Pan: ,z perspektywy czasu” co bym zmienil? Moze w ogdle bym
z niego zrezygnowal. .. Pare lat mineto, liga nie umarta, lecz rozrosta sie. Po co
wyghupy? Ale czy to faktycznie wyghup? Nie wiem. Mam jednak poczucie, w jak
niekomfortowej sytuacji znalazt si¢ fizyk, zobligowany w swojej Lidze przejac¢

z naszej Ligi ten dziwaczny format.

Jak zmieniala sie Liga na przestrzeni lat, w szczegdlnosci liczba aktywnych
uczestnikow, poziom trudnosci zadari czy poziom redakcji rozwigzan?

Zadania pierwszej serii zostaly zaatakowane przez (nomen omen) 44 osoby.
Drugiej i trzeciej — nieco mniej. Ale je$li myslalem, ze wkrotce zejdzie do zera,
to przeliczylem sie. Szczytowy boom, gdy liczba listéw zblizala sie do setki,
mial bowiem miejsce w poczatkowych miesiacach roku 1984; pézniej juz nie
zostal przekroczony. Warto jednak wspomnieé¢ ,dotek”, gdy liczba uczestnikow
miesigcznej serii zadan (czyli parametr N ze wzoru na WT) byla bardzo mala:
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W10

W11

Dla kazdego z wymienionych zadan
odsylamy do trzech numeréw (tresé
zadania, rozwigzanie firmowe, roczne
omoéwienie): )

194 (ASyL Aggl AG,);

505 (AQs, Aggh |AG);

551 (Aég,AgS,Agg) — przyp. red.

W13

W14

dla serii z numeréw 8 i 9 z 1989 roku byto to odpowiednio N =3 i N = 5.
Wkrétce potem Delta przez pare miesiecy przestala sie ukazywaé (prywatyzacja
wydawcy, RSW | Prasa-Ksiazka-Ruch”). Aby nadrobié te przerwe, p6Zniej

przez jakis czas ukazywaly sie po dwa numery miesiecznie, co spowodowalto
zabawne problemy z dotrzymywaniem wymaganych terminéw. Jeden uczestnik
napisal ,Ludzie, miejcie na uwadze, ze strzala czasu biegnie od pazdziernika do
listopada, a nie odwrotnie”.

W ostatnich latach wartosé¢ N oscyluje wokot 30. A trudnosé zadan? Rosnie, i to
jak! Wtedy, dawno, gdy mi proponowano prowadzenie ligi, to wraz z sugestia, by
zadania byly raczej latwe, by przyciagnaé liczna publike, uczniéw podstawowek
itp. To sie dos¢ szybko okazalo niepraktyczne, styl prac pokazywal, ze trzeba
trudniej, a potem coraz trudniej, i jeszcze, i jeszcze... Ale to sie wpisuje

w szersze zjawisko. Na przyklad sama Delta robi sie¢ coraz trudniejsza, to rodnie
lawinowo! Skojarzenie z zasada wzrostu entropii w ukladach fizycznych samo sie
narzuca.

W tamtych wczesnych latach miesiecznik zapoznawal czytelnikéw

z najprostszymi wlasnosciami liczb zespolonych albo z formuta wiazaca liczbe
$cian, krawedzi i wierzcholkéw wieloScianu wypuklego. Zaiste, dla dzieci! Teraz —
wiekszos¢ tekstow wymaga niezlego przygotowania specjalistycznego. To dla
adresatow akademickich, dla dobrych studentéw, a spoza tego srodowiska — dla
super-pasjonatéw. Czesto niemltodych, kiedy$ studentow kierunkéw Scistych,
ktérych Sciezka zyciowa powiodla w inne rejony. Pozostal jedynie sentyment dla
matematyki czy fizyki, a nasza Liga dala zaproszenie do realizacji mlodzienczej
fascynacji. Prace przysylane przez nich, ale tez i przez aktualnych studentéw,
to poziom profesjonalny! Ile ja sie nowych rzeczy nauczyltem z lektury tych
rozwiazan!

Jedna uwaga: niekiedy trafiaja sie i teraz zadania wyraznie latwe. To celowe.
Po prostu uwazam, ze i takie sa od czasu do czasu potrzebne.

A czy pojawito sie zadanie wyraznie zbyt trudne, to znaczy takie, ktdrego nikt nie
rozwigzat?

Trzykrotnie odnotowalem wspétczynnik trudnosci réwny 4, co oznacza brak
choéby minimalnej oceny dodatniej u kogokolwiek. Ktére to byly? spojrze do
dokumentacji — no tak: zadanie 194 (to wlasnie wtedy, gdy mieliémy N = 3);
zadanie 505 (skad$ zapozyczone, wraz z rozwigzaniem, ktére naiwnie uznatem
za nieprzesadnie trudne); i zadanie 551 (nie do zrobienia — bzdurna literéwka
w tredci, moja wina).

Jednak przypadek najbardziej chyba efektowny to zadanie 157 — tez
zapozyczone, wraz z rozwiazaniem, ktore jednak okazalo sie niepelne;
poprawnego dowodu nie znalazl nikt (kilku uczestnikom przyznalem male
punkty, stad wspdlczynnik trudnosci nieco mniejszy niz 4). Dokladna
prezentacje calej sytuacji (z dowodem niepelnym i z pelnym) zawiera artykut
,Trudne zadanie w Klubie 44”| w numerze 8/1988.

Zdarzaly sie w Klubie zadania, ktore wystgpily dwa razy. Przypadek, czy moze
celowe testowanie czujnodci uczestnikow? Czy zdarzylo sie, by jakies zadanie
wystgpilo trzy razy?

Oczywiscie przypadek. Gdybym w swoich dokumentach utrzymywal perfekcyjny
porzadek. .. to sie jednak okazato ponad moje sily. Prosze sobie wyobrazié:
przygotowuje kolejna serie dwoch zadan, czas nagli, redakcja Delty pogania,
bardzo by mi pasowalo zadanie jakiego$ okredlonego typu, przegladam szpargaly,
i hurra, mam! Tylko drobiazg — juz je kiedy$ uzylem, a przez balaganiarstwo nie
odnotowalem tego. I poszlo po raz drugi. Czasem tez znajduje $wietne zadanie
nieidentyczne z zadnym wczeéniejszym — ktore jednak okazuje sie, mowiac
jezykiem matematycznym, izomorficzne z czyms, co juz bylo. Dopiero w pracy
uczestnika czytam: przeciez to jest faktycznie to samo, co zadanie numer taki
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a taki, sprzed osiemnastu lat. Respekt dla ligowego erudyty, pocieszenie w tym,
ze dla wiekszosci zadanie wyglada na zupelnie nieznane. A czy trafilo sie co$ po
raz trzeci? Nie mam pojecia.

Co, jako dla opiekuna Ligi, stanowito dla Pana najwicksze wyzwanie przez te
lata? Wyszukiwanie ciekawych zadan, sprawdzanie rozwigzan, przygotowywanie
corocznych omowier, — a moze jeszcze cos innego?

Wszystko to, co wymienione. I to w tej kolejnoéci! Skad mam braé¢ wciaz

nowe zadania? Utarlo sig, ze polowa to propozycje uczestnikéow. Za kazdym
razem, gdy mnie proponowana tres¢ zaciekawi, staram sie zrobi¢ zadanie
samodzielnie; czasem si¢ udaje, czasem nie. Zawsze jednak patrze, jak autor

to robi; i czesto na bazie przemy$len autora i moich opracowuje rozwiazanie
Hfirmowe” (nierzadko mniej zgrabne niz autorskie; a i tak najlepsze podejscia
znajduje pdzniej, czytajac prace uczestnikéw). No, a pozostala polowa? Czyzby
byla w pelni mojego autorstwa? Czes$¢ tak, ale niezbyt wielka. Wiekszo$é to
znajdowanie inspiracji w materiatach olimpiad, konkurséw réznych krajow badz
w lematach réznych prac w réznych czasopismach. Uzylem stowa inspiracja”;
przeciez nie przepisuje zadania beztrosko, uznaje prawa autorskie; raczej
staram sie¢ wykona¢ jakis ,research” wokdl zagadnienia, czasem odwracajac
logike, znajdujac wersje ogdlniejsza lub mniej ogdlna, wymyslajac rézne
warianty, tak by rodzona matka tego nie rozpoznala (choé¢ bywa, ze ktos

z uczestnikéw rozpozna). Czasem wychodzi z tego (bez mojej $wiadomosci) co$
niewiarygodnie trudnego, czasem przeciwnie, okazuje sie, ze strywializowalem
co$, co w oryginale mialo wiecej sensu. Takie zycie. Robota to ciekawa, choé
pozera mas¢ czasu.

Czytanie rozwiazan uczestnikéw — to kolejny kawal pracy. Wystawiam oceny

w skali od 0 do 1, z doktadnoéciag do 0,1. Rozwiazanie bez zadnych zastrzezen
dostaje pelng jedynke, jasne. Rozwiazanie z istotnymi bledami — tu juz nie

ma tej jasnosci. W Olimpiadzie Matematycznej to by bylo zero, ale u nas —
niekoniecznie. Gdy widze sensowny krok rozpoczynajacy albo jaki$ sensowny
pomysl, albo ($wiadome) rozwazenie konkretnego przypadku, nawet banalnego,
czesto daje mala ocene dodatnig. Klopotliwe sg sytuacje, gdy w rozumowaniu,
zasadniczo poprawnym, sa znaczace (moim zdaniem) braki w objasnieniach,
usterki logiczne, rézne niejasnosci lub mocno niepelny opis postepowania; wtedy
arbitralnie wybieram wartos¢ miedzy 0,1 a 0,9; pomocne bywa poréwnywanie
usterek u réznych autoréw (jesli temu uczestnikowi dam 0,6 to temu drugiemu
musze daé¢ 0,7 lub 0,8). Spotkalem sie z zarzutem: ,, Toz to Pariskie widzimisig”.
Alez oczywiscie! Znakomicie dobrane stowo.

Najbardziej klopotliwe bywa odwotanie do ,znanych” twierdzen. Komu
znanych? Autorowi pracy zapewne tak. Mnie niekoniecznie; co wtedy? Przyjaciel
Google bywa pomocny, cho¢ czasem i on za gtupi. Ale niech bedzie, ze samo
sformulowanie twierdzenia uda sie odnalezé. A dowdd? Jesli tak, to dobrze;
wszelako czesciej jedynie odsytacz do innych zrédel, nierzadko nieosiagalnych.
Zdarzalo mi sie pisa¢ do znajomych matematykow, specjalistéow w odpowiedniej
dziedzinie: daj prosze znaé, czy cos takiego to folklor; bardzo ciekawe odpowiedzi
niekiedy dostawalem. I teraz, wracajac do pracy uczestnika: jak oceni¢? Bez
widzimisia — nie da rady!

Czy ,widzimis§” nie wyprowadzit Pana nigdy w pole? Nie zdarzyla sie Panu jakas
pomytka bardziej zasadnicza?

Drogi Panie! Zna Pan arbitra, ktéry nigdy blednie nie odgwizdal spalonego?
Przyznal karny lub nie przyznal, a w replayu okazalo sie, ze bylo nie tak?

Ja sie¢ nie uwazam za nieomylnego. Kilka razy odkrylem znaczaca pomytke po
jakim$ czasie. Co wtedy? Zmieniam przeszlosé, ale tylko w jednym kierunku.
Brakujace punkty dopisuje do stanu konta. Niestusznie przyznanych punktéow
juz nie odejmuje. Jedyne, co na wlasne pocieszenie moge powiedzieé, to to, ze
te sytuacje byly naprawde nieliczne. Oczywiscie nie wiem, o ilu pomytkach nie
wiem.
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Mialo byc jeszcze o przygotowywaniu corocznych omdowien.

Ano wlasnie. Te sugestie otrzymaltem ,w pakiecie” 44 lata temu. Zeby na biezaco
ocenia¢ przysylane rozwiazania (jakie$ punkty), a raz na rok zamieszczaé
obszerniejsze omdéwienie (cokolwiek by to mialo znaczy¢). No to zaczalem tak
robi¢. Poczatkowo miato to charakter bajdurzenia, z nielicznymi odwotaniami
do konkretnych zadan, bez cytowania ich tresci. Ale juz po niewielu latach
stalo sie jasne, ze to bedzie po prostu przeglad ciekawszych zadan z minionego
sezonu (roku szkolnego). Teraz mysle: o ile wiecej sensu ma zamieszczanie takich
komentarzy natychmiast po zakonczeniu oceniania kolejnej serii, tak jak to
standardowo robia chyba wszystkie kolumny zadaniowe w réznych czasopismach
na $wiecie. Autorzy zgrabnych rozwiazan i interesujacych komentarzy nie byliby
zmuszani do odczekiwania trzech czy siedmiu dodatkowych miesigcy, by sig¢
dowiedzie¢, co redaktor ligi chce o ich pracach opowiedzie¢. Oczywiscie obecny
format ,kosztuje” Delte ze trzy dodatkowe strony druku w jednym numerze

w roku; format standardowy wymagalby dodatkowej strony (lub wiecej) przez
dziesig¢ miesigcy.

Pisanie jednego rocznego oméwienia, jak obecnie, to kawal ciezkiej roboty. No
bo wszystko, co chcialbym o danym zadaniu zamiesdcié¢, musze skompresowaé
do tak malej liczby stéw i symboli, jak tylko potrafie (stad tez przypominanie
tresci zadani w formie ekstremalnie skrétowej). A potem, przy autokorekcie,
staraé sie zapisaé to wszystko jeszcze krécej. Liczba zuzytych godzin to funkcja
monotoniczna liczby napisanych stéw; prosze nie mysle¢, ze rosnaca.

Czy rozwazal Pan kiedys stworzenie zbiorku zadan z Klubu 44 M?

Nie, i nie mialbym na to ochoty, zwazywszy, ze (jak juz méwilem) wiele z nich
powstalo przez prace (twércza) na podstawie zadan, ktére gdzies wyszukalem;
modyfikacje daleko idace, ale jednak. Zreszta w wiekszosci przypadkow nawet
nie pamigtam zrédla inspiracji, szczegodlnie, gdy chodzi o wczesne lata Ligi.

Czy zdarzylo sie, Ze zostal Pan rozpoznany przez uczestnika Ligi w jakiejs
nieoczekiwanej sytuacji, np. w sklepie albo na wyjezdzie wakacyjnym?

Jeden zabawny przypadek chciatbym wspomnieé: gdy kiedy$ bylem u lekarza,
ow lekarz, zobaczywszy moje imie i nazwisko, zagadnatl mnie, czy jestem
prowadzacym Lige w Delcie — bo on w niej przez krotki czas uczestniczyl; wtedy
z kolei ja uswiadomitem sobie, ze i mnie znajome jest jego imie i nazwisko i ze
jest on czlonkiem Klubu 44. Wywiazala sie korespondencja, ktérej wynikiem
stalo si¢ tadne zadanie, zaproponowane przez sympatycznego pana doktora.

Jakie ma Pan wyobrazenia dotyczgce przysztosci Ligi?

Jeszcze przez chwile checialbym te nasza Lige poprowadzi¢. Ale dhugo to

nie potrwa; biologia jest bezlitosna. Ktos to przejmie. Niech nie czuje si¢
zobligowany do zachowania jej obecnego ksztaltu we wszystkich detalach.
Zmiana prowadzacego to dobry moment na przewietrzenie stylu. Na
przyklad odejécie od rocznych oméwien i przejscie na format, jaki nazwalem
standardowym, moze mialoby sens? A moze nie, kto wie? Wspoélczynniki
trudnosci — utrzymacé czy nie? Obiektywizmu w nich tyle, co nic; ale sa
elementem niezlej zabawy; a nasza liga chce by¢ zabawa, niczym wigcej.

A moze mdj nastepca zechce zmieni¢ wzér na WT?7 Wszystko do pomyslenia.

Czy jest cos, co na okoliczno$¢ jubileuszu Ligi chcialby Pan przekazac jej
uczestnikom?

Najlepsze zyczenia. Zdrowia przede wszystkim. Radosci z tej ligowej zabawy.
Wyrozumialosci dla prowadzacego, gdy zadanie lub ocenianie okaze sie nie
idealnie trafione. Dobrego bawienia sie jeszcze przez diugie lata. A jesli sie
znudzi — to wycofania sie bez ztych mysli. A jesli po jakims czasie przyjdzie
ochota, by powréci¢ — to wraca¢ do gry, w poczuciu pewnosci, ze si¢ zostanie
przywitanym z otwartymi ramionami. Tego zycze Uczestnikom. A samej Lidze —
dtugiego zywotal!

Rozmawial Lukasz RAJKOWSKI



Nie wszystko istnieje, co pomysli glowa
Jarostaw GORNICKI

W 1875 roku Carl Johannes Thomae (1840-1921) [1] podal elementarny
przyklad funkcji nieciaglej w nieskorniczenie wielu punktach, ktéra jest
catkowalna w sensie Riemanna. Funkcja ta stala sie koronnym argumentem

Bernhard Riemann (1826-1866) w 1854  $wiadczacym o wyzszosci calki Riemanna (1854) nad caltka Cauchy’ego (1823).
roku przedstawil Wydziatowi
E;;OCZ;;‘;‘ZD’;‘I‘;g‘cly?:;w‘éz%te‘?giz’ Getyndze  Pypdamentalne pytania Riemanna: Jak nieciggla moze byé funkcja calkowalna?
Darstellbarkeit einer Function durch eine  — nadal czekato na odpowiedz. Dopiero po blisko pieédziesieciu latach powstata
trigonometrische Reihe” (praca zostata teoria miary i calki Lebesgue’a (1902), ogdlniejsza od calki Riemannal!
opublikowana w 1867 r., po $mierci

Riemanna). W tej pracy nakreslona . . . o L. . L. L.
zostala koncepcja catki Riemanna, ale W miedzyczasie panowato przekonanie o mozliwosci tworzenia najdziwniejszych

przyklad funkeji ilustrujacej jej istote funkcji. Na brak przyktadu funkcji cigglej w punktach wymiernych, a nieciggtej
okazal si¢ troche skomplikowany. I R p y J . 481€) R p Y K Y ., / 'Qg )
w punktach niewymiernych odpowiadano, ze to tylko kwestia czasu i wlasciwego

Oj, mysle sobie czasem od samego rana, omvshu. ktéreso teraz brakuie
W czym jest calka Lebesgue’a lepsza p Y ’ g )€

d Ri , . I —_
Glupio bedzie Riemannowi, o THEmAnIS Kiam tego typu spekulacjom zadal dziewigtnastoletni Vito Volterra (1860-1940)
Jak sig w grobie o tym dowi. w pracy [2], gdy byl studentem Scuola Normale Superiore di Pisa.
Z ,Hymnu matematykéw”

(lata 60. XX wieku) Zanim przedstawimy obserwacje Volterry, wykazang elementarnymi érodkami,

popatrzmy na funkcje Thomae.

O mierze i calce Lebesgue’a pisal Michat
Miskiewicz w Aég.

Przyklad (C.J. Thomae, 1875). Niech f: R — [0, 1] bedzie funkcja opisana

wzorem
1 dlaz =0,
flx) = % dlaz =%, gdzie p#0, ¢ >0 iulamek 2 jest nieskracalny,
0 dla liczb niewymiernych x.

Funkcja f jest ciagla dla kazdej niewymiernej wartosci x i jest nieciagta
w kazdym punkcie wymiernym x, co ponizej sprawdzimy.

Zauwazmy, ze f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym réwnym 1.
Poniewaz dla liczby niewymiernej x liczba x + 1 tez jest niewymierna, wiec

f(@)=f(z+1)=0.Dlaz =0, f(0) = f(1) =1. Gdy « = £ i ulamek £ jest

nieskracalny, to z + 1 = p—‘;q i utamek pTJ”’ pozostaje nieskracalny. Zatem

£ = f5 = L.

1] .
2
1
3T : :
1
=T . . . .
. .
0 . . . . .
.o. . . ° . . ° . . .o.
r'd % o %o e % S *e* e ® o %o b
ry | | | | | ry
+—t t t t t t +—t
11 12 1 3 2 3 4
5 4 3 5 2 5 3 4 5

Rys. 1. Przyblizenie funkcji f w przedziale (0,1)
W punkcie = 0 funkcja f nie jest ciagla, bo f(3) = % —0#1= f(0) przy

1
Literatura . . . q’ , . .
o q — 0. Niech ¢ € (0,1). Dla kazdego € > 0 istnieje skoniczona liczba takich
[1] C.J. Thomae, ,Ein Beispiel einer A . 1 X i R
Function, welche in keinem Intervalle  liczb naturalnych ¢, ze ¢ < <. To oznacza, ze w przedziale (0, 1) jest tylko

beschrankt ist, aber doch A 3 3 3 3 y4 A py 1 > iel i
Riomamn'sche Intogral besitzt”, skoniczenie wiele liczb wymiernych 0 dla ktérych f (q) g =€ Istnieje wiec

Sitzungsber, Berliner Math. taka ¢ > 0, ze w otoczeniu (xg — d, zg + J) nie ma punktéw z, dla ktérych

Gesellschaft, 1875. . . . . . ,

2] V. Volterra, ,Alctne osservazioni sulle (z) = e (by¢ moze z wyjatkiem punktu zg). Zatem dla wszystkich punktéw
funzioni punteggiate discontinue”, x takich, ze 0 < |z — z¢| < 0 mamy |f(z)| < e. Dowolnoéé wyboru € > 0 oznacza,
%fg?ale di matematiche 19 (1881), ze lim f(z) =0 dla kazdego punktu zg € (0, 1).

: T—To
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Zbiér A C R jest gesty, gdy kazdy
niepusty przedzial otwarty zawiera
co najmniej jeden element zbioru A.

Vito Volterra (1860-1940), Piza 1881

Vito Volterra byt jednym z prekursoréw
analizy funkcjonalnej, stworzyl teorig
funkcji, ktérych argumentami sg funkcje

(1887). Mial znaczace osiggnigcia w teorii

réwnan catkowych. W 1931 roku

z powodu odmowy zlozenia przysiegi
lojalnoéci wobec faszystowskiego rzadu
Benito Mussoliniego zostal usunigty

z zajmowanych stanowisk.

Twierdzenie (G. Cantor). Niech {Fj}
bedzie ciggiem zstepujgcym Fi O Fiyq
niepustych przedzialéw domknietych

i ograniczonych na prostej

oo
euklidesowej R. Wtedy ﬂ Fr #0.
k=1

‘Whiosek ten mozna réwniez uzyskad,
rozwazajac zbiory Fy i G5 (pisal o tym
Jerzy Ryll w ASS) lub korzystajac

z twierdzenia Baire’a (1899).

W konsekwencji, jesli g jest liczba niewymierna, to f(zo) = 0, wiec funkcja f jest
w tym punkcie ciggla. Jedli z¢ jest liczba wymierna, to f(xzg) # 0, wiec funkcja f
w tym punkcie nie jest ciagla.

Okresowo$¢ funkcji f rozciaga te wlasnosci na cala dziedzine R. O

Mamy wiec przyklad funkcji f: R — R, w ktorej punkty ciaglosci oraz punkty
nieciaglosci tworza zbiory geste, i to dos¢ doktadnie wymieszane.

Przyjmijmy nastepujace okreslenie. Funkcje f: (a,b) — R nazywamy punktowo
niecigglq, gdy jest nieciggla w nieskoniczenie wielu punktach, pozostajac funkcja
ciagla na gestym podzbiorze dziedziny.

Oto zapowiedziany rezultat odkryty przez dziewietnastoletniego Volterre.

Twierdzenie (V. Volterra, 1881). Nie istniejg dwie funkcje punktowo nieciggle
fyg: (a,b) = R, dla ktérych zbidr punktow cigglodci jednej jest zbiorem punktéw
niecigglosci drugiej, i vice versa.

Dla ustalonej funkcji f niech Cy = {z € (a,b) : f jest funkcja ciagla w z},
Dy = {z € (a,b) : f nie jest funkcja ciagla w x}. Sa to takie zbiory niepuste,
ze C;UDy = (a,b)iCrNDy=0.

Zalézmy, ze f i g sa takimi funkcjami punktowo nieciagtymi, ze Cy = D,
i Dy =Cy. Skoro f jest funkcja punktowo nieciggly, to istnieje punkt zo,
w ktorym f jest ciagla. Wtedy z definicji ciaglosci funkcji w punkcie dla
€= % istnieje taka § > 0, ze przedzial otwarty (zo — d,29 + 0) C (a,b) i jesli
0 < |z —=zo| <4, to|f(x) — f(z0)|] < 5. W przedziale (zg — 6,z + §) wybieramy
przedzial domkniety [a1,b1], a1 < by. Wéwezas, korzystajac z nieréwnodci tréjkata,
dla dowolnych x,y € [aj, b;] mamy

@)~ F)] < |f(@) — F@o) +|fo) ~ F) < 545 =1 (1)
Poniewaz g tez jest funkcja punktowo nieciagla, wiec w przedziale otwartym
(a1, b1) istnieje punkt x1, w ktérym g jest ciagla. Stosujac podana wyzej
argumentacje do funkcji g, znajdujemy taki przedzial domkniety [a}, ] C (a1,b1),
ze dla dowolnych z,y € [a}, b]] mamy |g(z) — g(y)| < 1. Lacznie z warunkiem (1),
dla dowolnych z,y € [a}, b}] otrzymujemy

[f(@) = fly)l <1 i [g(z) —g(y)] < L.

Powtarzajac to rozumowanie dla kolejnych wartosci € réwnych, odpowiednio,

L4 , 2%, ... otrzymujemy ciag takich przedzialéw domknietych

[0, 61] D [as, by] O [az, b5] O ...,

227939

ze jesli z,y € [a},, by], to

1 . 1
If(z) = f(y)] < oh1 ! lg(z) —g(y)| < Sh1 (2)
Twierdzenie Cantora (zob. margines obok) gwarantuje istnienie

o0
punktu ¢ € () [a},, b}.].
k=1

W punkcie ¢ funkcja f jest ciagta. Istotnie, dla danego £ > 0 tak wybieramy liczbe

naturalng k, aby 2,9%1 < e. Poniewaz ¢ € [}, b} ], a przedziat [}, 0} ]

zawarty jest w przedziale otwartym (aj, b)), wiec istnieje taka 6 > 0, ze

(¢ —d,¢+0) C (a},b},) C [a},b,]. Wtedy z warunku (2) dla dowolnego z takiego,

ze 0 < |z —c| <8, mamy | f(z) — f(c)| < 5= < e. Oznacza to, ze lim f(z) = f(c),
r—c

czyli f jest funkcja ciagla w punkcie c. Identyczna argumentacja pokazuje,

ze funkcja g tez jest ciagla w punkcie ¢. Zatem ¢ € Cy N Cy = Cy N Dy = 0.

Sprzecznosé.

Przyklad Thomae w polaczeniu z wynikiem Volterry zapewnia nastepujacy
wniosek:

Whniosek. Nie istnieje funkcja f: R — R, ktora jest ciggla w kazdym punkcie
wymiernym ¢ nieciggla w kaZdym punkcie niewymiernym dziedziny.

Przynajmniej w matematyce istnieja granice osobliwosci!
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Historia jednego zadania Michat ADAMASZEK

Tutaj i dalej tréjkaty i inne konfiguracje
mogg by¢ zdegenerowane, na przyklad
dopuszczamy A = B, chociaz w niektérych
argumentach dla zwiezlosci bedziemy
udawaé, ze nie sa. Czytelnik z latwoscig
wypelni te luki, jest to tylko kwestia
wypowiedzenia kilku dodatkowych stéw,
aby obsluzy¢ te proste przypadki.

A=A\
\
c
Cl
\ \
B’ =B\
\
R4
Rys. 1 !

Odpowiedzi na pytania ze strony |15}
Genus wielo$cianu W35 wynosi 6. Nie jest
latwo wyobrazi¢ sobie te bryte jako
figurke z plasteliny i tak ja porozciaggac,
by dostrzec precel z szeScioma otworami.
Pewniejsza metoda jest uwazne zliczenie
wierzchotkéw i krawedzi ($cian jest
oczywiScie 44) i obliczenie liczby tuneli,
korzystajac z uogdlnionego wzoru Eulera.
Wielo$cian W36 ma genus 8.

Jaki$ czas temu (A3,) w Klubie 44 M pojawilo si¢ zaproponowane przeze mnie
zadanie numer |44%/(4444 + 4)| o nastepujace] tresci:

Na plaszczyinie znajdujg sie trzy kola o niepustym przecieciu. Przesuwamy kazde
kolo (niezaleinie) w taki sposdb, ze po przesunieciu $rodki kazdych dwdch kot sq
blizej siebie niz na poczgtku. Udowodnié, Ze przesuniete kola nadal majg niepuste
przeciecie.

Mysle, ze kazdemu Czytelnikowi teza tego zadania wydaje sie Oczywista, przez
duze O. Jeszcze bardziej przekonujacy jest rzut oka na kontrapozycje: jezeli
trzy kola maja puste przeciecie i przesuniemy je tak, ze ich érodki parami sie od
siebie oddala, to przesuniete kota musza mie¢ , jeszcze bardziej puste” przeciecie.
Trywialne, brakuje tylko dowodu.

Zadanie, w narzucajacej sie ogdlniejszej wersji dla zblizania dowolnej liczby
kul w R™ odkrylem w zbiorku ¢wiczen [I] do klasycznego podrecznika

z optymalizacji wypuktlej. Podane tam wskazéwki prowadzg do analitycznego
rozwiazania z uzyciem mnoznikéw Lagrange’a — w koncu ¢wiczenia sa po

to, zeby ¢wiczy¢ techniki przedstawione w ksiazce. Zaintrygowalo mnie to

i pomys$lalem, ze warto byloby poszukaé, choéby w dwdch wymiarach, bardziej
geometrycznego dowodu. Juz na pierwszy rzut oka zreszta widaé, ze trzy dyski
na plaszczyznie to pierwszy przypadek, w ktérym teza nie jest za darmo i cos
trzeba zrobi¢. Wiec zrébmy. Bedziemy sie zajmowacé nastepujacym wariantem,
réwnowaznym oryginalnemu, co Czytelnik bez trudu sprawdzi. (Jako ze

w tym numerze obchodzimy urodziny ligi zadaniowej, zadan pozostawionych
w prezencie dla Czytelnika bedzie sporo).

Zadanie 842(bis). Na plaszczyZnie znajduja sie dwa trojkaty ABC i A’B'C’,
przy czym ten drugi jest ,,mniejszy” w nastepujacym sensie:
B < |AB|, |B'C'|<|BC|, |C'A'| <|CA|
Woéwezas dla dowolnego punktu P tej plaszczyzny istnieje taki punkt P’ | ze
|P'A'| < |PA|, |P'B'|<|PB|, |P'C'|<|PC].
A oto szkic rozwiazania, zaadaptowanego z rozwigzania firmowego (A5,).

Najpierw zauwazamy, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy liczba
_ |A'B'| |B'C| |C'A'|y - . . .
k max( TAB] > [BCT @ |CA| ) jest réwna 1. W przeciwnym razie, tzn. gdy

k < 1, wystarczy ,rozdmuchaé” jednokladnie tréjkat A’B'C’ w skali k~1, wzigé
rozwiazanie dla tego tréjkata, przeksztalci¢ je przez odwrotna jednokltadnosé
o skali k, i wszystkie pozadane nieréwnosci beda spelnione, nawet z naddatkiem:
|P’A’| < k-|PA|, |P'B'| <k-|PBj|, |P'C’'| < k- |PC|. Niech wigc k = 1, czyli bez
straty ogoélnosci
|A'B'| = |AB|, |B'C'|<|BC|, |C'A'|<|CA.
Aplikujac izometrie, ktéra na koniec mozemy odwrécié, mozemy wiec po prostu
przyja¢ A’ = A, B = B. Gléwna role odgrywa teraz symetralna £ odcinka C'C’.
Z nieréwnoéci
|BC'| = |B'C'| < |BC|, |AC!| = |A'C'| < |AC

wynika, ze punkty A, B, C’ leza po tej samej stronie £. Jezeli punkt P tez lezy po
tej stronie, to |PC’| < |PC|, i kladziemy po prostu P’ = P:

|P'A'| = |P'A| = |PA|, |P'B'|=|P'B|=|PB|, |P'C'|=|PC'|<|PC]|.
W przeciwnym razie niech P’ bedzie obrazem punktu P w symetrii wzgledem ¢
(rys. 1). Wtedy tez jest dobrze, bo prosta £ jest réwniez symetralna odcinka PP’
i punkty A, B, P’ leza po tej samej jej stronie, wiec:

|A'P'| = |AP'| < |AP|, |B'P'|=|BP'|<|BP|, |P'C'|=|PC]|.

W tym miejscu chcialbym sprostowaé stwierdzenie Redaktora Ligi z dorocznego
oméwienia (AZ,), jakoby nadestane rozwiazania ,ustepowaly jednak prostota
rozwiazaniu, jakie znalazl autor zadania, i ktore zostalo wydrukowane jako
firmowe”. Powinno by¢: ,rozwiazaniu, ktére wypracowali autor zadania
i Redaktor Ligi” w trzech iteracjach: moje rozwiazanie (elementarne, ale nieco
bolesne) zostalo znacznie ulepszone przez Redaktora, a na koniec jeszcze raz
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To jedyna praca opublikowana przez
Mojzesza Kirszbrauna (1903-1942), za to
ma ona wg Google Scholar prawie 500
cytowan. Po studiach pracowal jako
aktuariusz; zmart w getcie warszawskim
w 1942 r.

Zrédlo: Biblioteka Instytutu Matematyki
PAN] licencja CC-BY

Zagadnienie rosngcej objetosci przecigcia
i malejacej objetosci sumy
teoriomnogosciowej zblizajacych si¢ kul to
osobna puszka Pandory, ktérej tutaj nie
otwieramy. Haslo dla zainteresowanych:
hipoteza Knesera—Poulsena.

A
b c
&
‘a B
C
A/
’
b o
()
Cl a' B/
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przeze mnie uproszczone. Proponujac zadanie, wyrazitem wprawdzie nadzieje, ze
w przysztosci przeczytam o tadniejszym podejsciu, ale nie spodziewatem sie, ze
w takich okolicznosciach. Za te zakulisowa wspdlprace bardzo dziekuje!

To tyle historii, teraz pora na Historie przez duze H, ktora odkrytem dopiero
jaki$ czas péiniej (i dobrze, bo obarczony ta wiedza nie odwazylbym sie
zaproponowadé zadania). Zgodnie z regulaminem ligi ocene maksymalna mozna
otrzymac za podanie odsylacza do literatury, ,pod warunkiem, ze w cytowanym
zrodle znajduje sie pelne rozwiazanie”. W takim razie kilka os6b mogloby dostaé
punkt za odestanie do swoich wtasnych prac, gdyby tylko Klub 44 mial nie 44,
ale chociaz 99 lat. Jako pierwszy — polski matematyk Mojzesz Kirszbraun,
ktorego praca magisterska na Uniwersytecie Warszawskim z 1930 roku,
opublikowana w Fundamenta Mathematicae w roku 1934 [4], zawiera taki lemat:
Satz 17, Be sei in N ein Systeml ;{[E’i}'—ivon n-1 Kugeln mit
den Mittelpunkien a; und Radien ¢ gegehen; p sei ein gemeinsamer
Punkt dieser Kugeln mdmﬁi}ﬂ ein System vom Punkten, die fiir
jedes i=1,2,..., n41 und j=1,2...,, n-41, die Bedingung
o by, b)) << o (ay @) erfiillen ),
Ist . jgﬂ] das System der Kugeln mit den Mittelpunkien b, und
Radien ¢, -~ o gibt es wmindestens einan Punkt g, der allen Kugeln
K} gemeinsam ist,

Jest to nic innego, jak zadanie 842 dla n + 1 kul n-wymiarowych w przestrzeni R".
Ten sam lemat odkrywali p6Zniej inni autorzy (odnosniki w [5]), ktorzy tak jak
Kirszbraun potrzebowali go, aby... ale o tym za chwile. Punkty ligowe zebraltby
nawet sam Michail Gromow [3], ktéry pokazal, ze przeciecie két po przesunieciu
nie tylko jest niepuste, ale ma wigksza powierzchnie niz przed przesunieciem.
Pierwszym, ktéry poswiecil cala notke wylacznie naszemu zadaniu (dla dowolnej
liczby kul w dowolnym wymiarze), byl Isaac J. Schoenberg [5]. Jego kroétki,
analityczny dowdd jest ekstraktem z prac poprzednikéw i w réznych wariantach
wystepuje w pozniejszych zrodtach. Mozemy przesledzié jego gtéwna idee dla
naszego zadania. Zeby nie komplikowaé, ograniczymy sie do sytuacji, gdy
punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Zamiast pracowicie szukaé punktu P’,
wezmiemy od razu najlepszego mozliwego kandydata i wykazemy, ze jest on
wystarczajaco dobry. Zdefiniujmy wigec P’ jako punkt, ktéry minimalizuje

wartos¢ wyrazenia Pra| PR |PIC|

" < [PA]" [PB]" [PC] ) ’
i niech to minimum wynosi A. Chcemy pokazaé, ze A < 1. Zauwazmy, Ze
P’ lezy w trojkacie A’B’C’, bo w przeciwnym razie mogliby$Smy przesunaé go
w strone tego tréjkata, zmniejszajac jednoczesnie wszystkie trzy odleglosci
|P'A'|,|P'B’|,|P'C"|, co przeczy minimalnoéci. Zeby znowu ulatwi¢ sobie zycie,
rozpatrzymy tylko przypadek, gdy P’ lezy SciSle we wnetrzu trojkata A’ B'C’.
Zauwazmy, ze wOwczas

|P/A/| B |P/B/| B |P/C/| B

|PA| — |PB|  |PC|
z przyczyn podobnych jak poprzednio: gdyby nie wszystkie trzy stosunki
|[P’A’| o |P'B'| o |P'C] |PA'| o IP'C] g
[PA] Z TPB] © [PC| [PA]| [PCT »
przesuwajac P’ odrobine w strone boku A’B’, mogliby$Smy uzyskaé lepsze
minimum. Jestedmy wiec w sytuacji z rysunku 2. Przypu$émy wbrew tezie, ze
A > 1. Korzystajac z twierdzenia cosinuséw i pamigtajac, ze a’ < a, dostajemy
oszacowanie:

A,

byly rowne, powiedzmy A = oraz

2
A2y2 £ A222 — g2 _y2+zz—(“7) v+ 22 — a2
= >
2X\2yz 2yz 2yz

wiec o/ < a. Ale analogicznie 5’ < 817" < v — sprzeczno$é, wiec jednak A < 1.
Schoenberg opowiada ten dowoéd w jezyku wektoréw i iloczynu skalarnego w R”™,
co pozwala mu za jednym zamachem rozprawié sie ze wszystkimi konfiguracjami,
ktére pominelismy, ale esencja pozostaje ta sama.

cosa’ = = cosa,

Podsumujmy i rozszerzmy to, co juz wiemy. Teza zachodzi przy przesuwaniu
n + 1 kul n-wymiarowych w R". Jeden z podstawowych rezultatow w geometrii
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https://www.impan.pl/pl/wydawnictwa/czasopisma-i-serie-wydawnicze/fundamenta-mathematicae/all/22/0/93089/uber-die-zusammenziehende-und-lipschitzsche-transformationen
https://www.impan.pl/pl/wydawnictwa/czasopisma-i-serie-wydawnicze/fundamenta-mathematicae/all/22/0/93089/uber-die-zusammenziehende-und-lipschitzsche-transformationen

wypuklej, twierdzenie Helly’ego, glosi, ze jezeli mamy taka rodzing zbioréw
wypuktych w R", ze kazde n + 1 zbioréw z tej rodziny ma niepuste przeciecie,
to wszystkie zbiory maja niepuste przeciecie. Stad wniosek, ze nasza teza
zachodzi dla dowolnie wielu (nawet nieskonczenie wielu) kul. Co wiecej, zestawy
punktéw A, B,C,P...i A", B’,C', P' ... z zadania 842(bis) moga leze¢ w rdznych
przestrzeniach, co pozostawiamy jako ¢wiczenie. Reasumujac to wszystko,
dochodzimy do nastepujacego uogélnienia.

Lemat. Niech {A;}ic;r CRY i {A!};c; € RM beda dowolnymi zbiorami punktéw
indeksowanymi tym samym zbiorem indekséw I. Zatézmy, ze dla dowolnych

i,j € I mamy |A]A%[ < [A;A4;|. Wtedy dla dowolnego punktu P € RY istnieje taki
punkt P’ € RM ze |P’Al| < |PA;| dla wszystkich i € 1.

Mozemy wreszcie zdradzié¢, do czego Kirszbraun i jego nastepcy uzywali tego
lematu. Waznym tematem w analizie i topologii jest zagadnienie przedtuzania
Szésta edycja konkursu funkcji. Majac dang funkcje f : U — V i wigksza dziedzing U’ O U, chcemy

na opowiadanie fantastycznonaukowe pryzedtuzy¢ f z U na U’, to znaczy znalezé taka funkcje f: U’ — V, ze

Polskiej Fundacji Fantastyki Py , L . L.
Naukowej f(X) = f(X) dla argumentéw X € U. Przedluzenie f powinno zachowywaé rézne
Kazdego roku Polska Fundacja Fantastyki adne wlasnosci funkcji f, ktorymi akurat jesteSmy zainteresowani. Klasyczny
Naukowej organizuje konkurs literacki dla RPN N : : . : :
debiutantéw piszacych w gatunku science przyklad. “}\?[ZEh A CR ‘]eSt. ZF)IOI‘GIH dOI.I.lk?lety.Inl’to lj{vaZd@ f;\l}[ﬂkc‘].(ﬁ Cl@gl%
fiction. f: A— RY mozna przedtuzyé do funkcji ciagltej f: RY — RY. Kirszbraun
Kazdy autor, ktéry ukoriczyl 18 lat i nie ~ rozwazal problem przedluzania dla funkcji lipschitzowskich. Funkcja f spelnia

wydal jeszcze zadnej ksigzki, lub wydat : :
o majwyic] jedna keinzke droga warunek Lipschitza ze stala L, gdy

self-publishingu, moze nadestaé jeden |f(X)f(Y)| <L- ‘XY|
nigdzie dotad niepublikowany utwér . , . . , L.
prozatorski o objetosci 15000-50 000 dla wszystkich argumentéw X, Y, czyli gdy nie oddala punktéw bardziej niz

znakow ze spacjami w terminie od
01.07.2025 do 30.09.2025 na adres

mailowy podany w regulaminie. Przestane . . . . os 1s . . .
teksty spekulatywne muszg, byé Twierdzenie o przedltuzaniu funkcji lipschitzowskich (Kirszbraun).

pozbawione watkéw nadprzyrodzonych Niech f: A — RM bedzie funkcjg okreslong na dowolnym podzbiorze A C RN
1 rownoczesnie opilerac Si¢ w znaczgcyim . . . . .
stopniu na fundamencie obowigzujacych  SPetniajacg warunek Lipschitza |f(X)f(Y)| < L - |XY| dla wszystkich X,Y € A.

praw, teorii albo prognoz naukowych Wtedy f mozna przediuzyé do funkcji f : RN — RM spetniajqcej warunek
badz na ich logicznym rozwinigciu, ~ ~

zgodnym ze wspolezesna wiedza naukows. Lipschitza |f(X)f(Y)| < L-|XY| dla wszystkich X, Y € RN, 2 tq samq stalg L.

Zwycigskie opowiadania zostang 2 . o P 4 o .
opublikowane drukiem w Antologii Dowdéd przeprowadzimy dla L = 1, pozostawiajac ogdlna wersje jako zadanie.

Polskiej Fantastyki Naukowej za rok 2026, Nastepujace dwa zbiory punktéw:
przygotowanej nakladem

Wydawnictwa IX. A Q RN oraz A, = {f(X) . X e A} g RM
Regulamin konkursu znalez¢ mozna na indeksowane zbiorem A spelniajg zalozenia lematu. Wezmy teraz dowolny punkt
stronie: ibtps //ptfn. ove. pl/konkurs/ P c RV \ A i zastosujmy do niego lemat, dostajac na wyjéciu punkt P’ € RM,
Autorka grafiki: Vivi Ekhart = ~
Zdefiniujmy po prostu f(P) = P’ (oraz, oczywiscie, f(X) = f(X) dla X € A).
Na mocy lematu funkeja f spelnia warunek |f(X)f(Y)| < | XY dla wszystkich
X, Y € AU{P}.
Umiemy wiec skonstruowaé¢ odpowiednie przedhuzenie funkcji f na dowolny
nowy punkt P. A potem na nastepny i kolejny. Dowdéd mozna dokonczy¢ na

L razy. Pora wreszcie na nastepujace:

Literatura rézne sposoby, zaleznie od matematycznego wyrafinowania Czytelnika, na

(1 E/;ilpd};‘;%ioﬁ a;‘g d%;f:ﬁ; xercises | Przvklad z lematu Kuratowskiego-Zorna (bierzemy maksymalne przediuzenie;
for convexgop;timization, jego dziedzing musi byé¢ cate RV, bo inaczej moglibyémy ta sama metoda
Ziﬁi’iiﬁ 1/1 itzizr?l”;lg :T’Xgrp/ cvxbook_ | rozszerzyé go o jeszcze jeden punkt, przeczac maksymalnosci) albo bardziej

[2] Ludwig Danzer, Branko Griinbaum, elementarnie, przedtuzajac przez indukcje na wszystkie punkty o wspoétrzednych
and Victor Klee. Helly’s Theorem and  wymiernych i nastepnie ucigglajac w jedyny mozliwy sposob. O

its relatives. In Convezity:
Proceedings of the Seventh 111 : . . . . . . .
Symposium in Pure Mathematics of Whikliwy Czyteln%k 'zauwa.zy, ze tw1e'rd'ze'me Kl'rsz.brauna.l poprz'edza‘]qcy go.
the American Mathematical Society, —lemat to w zasadzie jedno i to samo: jezeli przyjmiemy twierdzenie za prawdziwe,
volume 7, page 101. American . : : : . . o1 o
Mathomatical Soc.. 1063, to lem.at,la'vvle;c'l rozwiazanie zadania 842, dostajemy za darmo (jak? to juz
[3] Mikhail Gromov. Monotonicity of the —OStatnie CW]CZQH]G!).
volume of intersection of balls.

Geometrical Aspects of Functional Na koniec pozwolmy, aby i Klub 44 dotozyt swéj maty kamyczek do tej
Analysts, pages 1-4, 1987. s . . . s . .
[4] Mojsesz D. Kirssbraun. Uber die Historii. W obszernej przegladowej pracy o zastosowaniach twierdzenia

zusammenzichende und Lipschitzsche  Helly’ego [2] str. 154] autorzy tak pisza, przez pryzmat twierdzenia Kirszbrauna,

Transformationen. Fundamenta . . . . . . . . .
Mathematicae, 22(1):77-108, 1934. o n-wymiarowej wersji zadania 842: ,Wszystkie dowody uzywaja narzedzi

[5] 1. J. Schoenberg. On a Theorem of analitycznych (iloczyn skalarny itp.), nawet w dwdch wymiarach, ale warto
Kirzbraun and Valentine. The s i ) ‘ : _
American Mathematical Monthly, bylol?y poszukaé bardziej geometrycznego dowodu”. W dwoch wymiarach
60(9):620-622, 1953. zrobione!
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lakie jest
Zyci

Osmioramienna inteligencja

Wakacyjne rozmowy przy obiedzie. Dwunastolatek do Odmiolatki: ,,Czy jadtas kiedys
o$miornice? Oémiornice sa podobno smaczne. Ale ja lubie kalmary, takie w panierce”.
Oémiolatka do Dwunastolatka: ,Ja bym sie troche bata sprobowaé”.

Chce przytaknaé starszemu dziecku. Tak, satatka z oSmiornicy, ktérag wecinatam 30 lat
temu na plazy w Czarnogérze, byla pyszna. Ale teraz. ..

nie mogtabym. Zjedzenie

oé$miornicy juz nie wchodzi w gre. Za duzo o nich wiem.

Od jakiego$ czasu coraz wigcej doniesien wskazuje, ze
os$miornice to wyjatkowe, inteligentne zwierzeta. Do kolekeji
zdziwien dotyczacych tych glowonogéw dochodzi opisane
wlasnie w Current Biology. Naukowcy z Japonii twierdza,
ze o$miornice ulegaja iluzji ,,gumowej reki”, co wskazuje na
podobny do ludzkiego sposéb odczuwania wlasnego ciata.

Badanie iluzji jest przydatne, pokazuje, jak dziata percepcja.
Tluzje gumowej reki (rubber hand illusion) opisano pierwszy
raz w 1998 roku w Nature: przy odpowiednim ustawieniu
rekwizytéw wrazenia dotykowe powstaja w konczynie
nienalezacej do ciala osoby badanej. A oto jak wygladala
procedura eksperymentalna: testowana osoba siadala przy
stole, kladla obie rece na blacie. Jedna reke zastaniata
ustawiona na stole przestona, zamiast niej osoba poddawana
testowi widziala sztuczng reke w tej samej pozycji co jej
wlasna, tuz obok. Nastepnie eksperymentator uzywat
dwdéch pedzli, ktérymi w taki sam sposéb i w tym samym
momencie dotykal palcéw sztucznej i prawdziwej reki. I tyle.
A efekt? Uczestnicy eksperymentu po kilku minutach mieli
wrazenie, ze sztuczna reka jest ich wlasna.

Eksperyment blyskawicznie stal si¢ znany, byt wielokrotnie
powtarzany w wielu wariantach, wéréd ktérych wykazano,

ze czucie pojawialto si¢ w sztucznej konczynie takze wtedy,

gdy jedynie ona sama, a nie prawdziwa, bylta dotykana.

Obecnie wiadomo, ze informacje na temat granic wlasnego
ciala i jego polozenia zbieramy z trzech Zrédel: zmystu
dotyku, propriocepcji (czucia z receptoréw potozonych

w mieéniach, skérze i stawach) oraz zmystu wzroku. Jesli
sygnaly z trzech drég nie sg spdjne, jeden ze zmystéw moze
zdominowaé pozostalte, w przypadku iluzji gumowej reki jest
to wzrok. Zaczynamy ,.czué¢” to, co widzimy. W ten sposob
uwidacznia si¢ plastycznosé ludzkiego méozgu.

Podobnemu testowi japonscy naukowcy poddawali oémiornice —
uzywali plytek z naklejonym sztucznym ramieniem

i umieszczali je nad ramieniem zwierzecia, tak ze nie widzialo
prawdziwej konczyny. Najpierw stymulowano jednoczeénie
oba ramiona — to sztuczne i to prawdziwe. Nastepnie sztuczne
ramie bylo szczypane peseta. Oémiornice wyraznie reagowaly —
uciekajac, zmieniajac postawe ciala na obronng lub wykonujac
gwaltowne ruchy ramion. Nie dziato sie tak w grupie kontrolnej,
gdzie stymulacja sztucznego i prawdziwego ramienia glowonoga
nie byla synchroniczna.

Wyglada na to, ze dzielimy z gtowonogami podobny spos6b
odczuwania granic i przynaleznosci czesci ciata. Jest to

o tyle dziwne, Ze s to zwierzeta ewolucyjnie dalekie ssakom,
niewatpliwie jednak obdarzone inteligencja, mimo zupelnie
innej budowy ciala, oczu i uktadu nerwowego. Trudno
uwierzy¢, ze oSmiornice i inne glowonogi sa spokrewnione
ze Slimakami i malzami. Tymczasem ich moézg ma pot
miliarda komérek, tyle mniej wiecej co mézgi kotéow

i pséw. Na dodatek wigkszo$¢ z tych komoérek znajduje

sie w strukturach potozonych w ramionach, tylko czesé
(okoto 180 milionéw) stanowi potozony miedzy oczami
mozg centralny. Kazde ramie ma wysoka niezaleznosé

w dzialaniu i percepcji — na kazdym znajduje si¢ przeciez
okoto 200 przyssawek, ktére oprocz funkcji zwiazanej

11

z poruszaniem si¢ odczuwaja zapach i smak. Wiadomo,
ze informacje z jednego z ramion przechodza na inne,

a usuniete rami¢ osmiornicy wykazuje wrazliwos$¢ na
dotyk i utrzymuje zdolnos¢ poruszania si¢. Czasem
zwierzeta wykorzystuja to, aby zwie$¢ drapieznika, ktéry
goni odplywajace ramie, a same wéwczas chowaja sie

w bezpieczne miejsce.

Z badan wynika, ze gtowonogi ucza sie, maja niezla
pamieé, rozpoznaja poszczegdlne osoby, a nawet planuja.
Sa wytrawnymi eksploratorami i uznaje sie, ze sa sktonne
do zabawy. Niektorzy uznaja, ze zwierzeta obdarzone sa
swiadomoscia. Podobienstwa z cztowiekiem widoczne sa
takze na poziomie molekularnym. W genomie oémiornic
odkryto duza liczbe genéw kodujacych tak zwany mikroRNA
(miRNA). MikroRNA lacza si¢ z mRNA, a polaczenia te
wplywaja na sposéb produkcji i ilos¢ powstajacych biatek.
Zaréwno u czlowieka, jak i u odmiornic jest tych miRNA
szczegblnie duzo w komérkach nerwowych. Naukowcy tacza
to z rozwojem mézgu i funkcjami poznawczymi.

Inne podobienstwo dotyczy tzw. elementéw ruchomych,
czyli transpozonéw w genomie. Sg to sekwencje DNA,
ktére moga przemieszczaé si¢ w rézne miejsca genomu,
czesto powodujac mutacje i zmiany aktywnoéci gendw.

U czlowieka stanowia one 45% DNA. Do niedawna byty
uwazane za pozostatosé ewolucyjna, nie przypisywano im
znaczacej funkcji. Tymczasem okazalo sie, ze aktywnosé
jednego z typ6w transpozonéw, o nazwie LINE (Long
Interspersed Nuclear Element), jest wysoka i precyzyjnie
regulowana w komérkach moézgu, szczegdlnie w hipokampie
odpowiedzialnym za procesy poznawcze, m.in. uczenie
sie i pamieé. Badania z 2022 roku wykazaly, ze takze

w genomie o$miornic jest duzo sekwencji podobnych

do LINE, szczegdlnie aktywnych w komérkach mézgu
glowonogéw odpowiedzialnych za uczenie sie.

W procesie ewolucji w dwéch dawno rozdzielonych gateziach
powstaly istoty obdarzone inteligencja: wéréd kregowcow
najwyzej stoja ssaki i niektére ptaki. Wéréd bezkregowcdw —
glowonogi. Z inng niz nasza organizacja ciata, anatomis,
mozgu, budowa zmystéw. A jednak spotykamy sie w wielu
podobienistwach dziatania percepcji i funkcjonowania uktadu
nerwowego. Biolog systemdéw prof. Nikolaus Rajewsky
ttumaczy, dlaczego zajmuje si¢ naukowo oémiornicami.
,Kiedy bylem w Monterey Bay Aquarium w Kalifornii,
spedzitem duzo czasu przy pojemniku, w ktérym byta
o$miornica. PatrzyliSmy na siebie. Moze to niezbyt
naukowe, ale naprawde mialem wrazenie, ze patrze w oczy
inteligentnej osobie”.

I wez tu, czltowieku, zjedz satatke z oSmiornicy. . .
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44 czterdziestoczteros$ciany na 44-lecie Klubu 44

Janusz FIETT,
Jedrzej FIETT

W25

W29

W30

Doktadnie 44 lata temu, w 1981 roku, we wrze$niowym numerze Delty ukazal
sie regulamin ligi zadaniowej Klub 44 i zostaly opublikowane trzy pierwsze
zadania. Redagowal dr Marcin E. Kuczma. .. i tak pozostaje do dzis! W obliczu
wszechobecnych zmian, ktére nastapily w minionych dekadach, ta stalos¢ to
fenomen na Swiatowa skale! W inauguracyjnym numerze Prowadzacy pisal: ,,Gléwna
nagroda ma by¢ przyjemno$¢ plynaca z gimnastyki umystowej”. Potem zwracal
uwage na to, ze liga to zabawa, ale zwiazana z mierzeniem sie z ,niebanalnymi
problemami”. Ten artykul, wraz z ilustracjami umieszczonymi na marginesach stron
rocznicowego numeru Delty, jest czytelniczym podzickowaniem za lata radosci

z mierzenia si¢ z ligowymi wyzwaniami.

Dlaczego wlasnie wielo$ciany? Bo bywaja piekne, bo moga by¢ pretekstem

do formutowania niebanalnych problemoéw, bo ich wymy$lanie to gimnastyka
umystowa i znakomita zabawa. Jest wiec w nich wszystko to, co wyptywa

z ducha Klubu 44 M. Wybér wieloSciandéw ma tez uzasadnienie osobiste.
Autorzy tekstu i ilustracji to prywatnie ojciec i syn: pierwszy jest czlonkiem
Klubu 44 M, a drugi projektantem wzornictwa. WieloSciany wielokro¢ przewijaty
sie w naszej rodzinnej edukacji, stawaty sie czasem rocznicowa laurka. Praca nad
44 czterdziestoczteroscianami byta piekna przygoda, w ktorej zaden z nas nie
poradzitby sobie bez drugiego — matematyczne podpowiedzi utatwialy proces
modelowania bryl, a ten czesto weryfikowal pierwotne pomysty i wprowadzal
nieoczekiwane modyfikacje i smaczki.

Zalezalo nam, by 44-Sciany byly rozmaite: nawiazywaly do réznych pojeé
matematycznych, ale tez innych dziedzin obecnych na tamach Delty, by byty
efektowne, a czasem nawet zabawne. Opisy 44-Scianéw maja zréznicowany
charakter i nieraz zachecaja Czytelnika do samodzielnych rozwazan. 44-Sciany
prezentujemy na kilka sposobéw, kierujac si¢ zawsze specyfika bryly.
Wybieraliémy katy widzenia, pozwalajace jak najlepiej dostrzec istotne cechy
konkretnego wieloscianu. Polecamy jednak goraco skorzystanie z galerii
dostepnej na stronie deltami.edu.pl/44sciany, umozliwiajacej ogladanie
wirtualnych modeli 44-$cianéw ze wszystkich stron. Zachecamy do nadsytania
do Redakcji uwag i spostrzezen na temat prezentowanych bryt, a takze
przedstawiania wtasnych propozycji — bytoby wspaniale, gdyby powstata
galeria 144, czyli grosa, 44-$cianéw!

Przejdzmy do opisywania bryl. Chcac, choéby krétko, odniesé sie do kazdego

z 44 wieloScianéw, musimy uzywacé uproszczen i skrotéow, stawiajac raczej

na sugestywnos¢ niz formalizm. Np. antygraniastostupem o podstawie

k-kata — skrotowo antg(k), nazwiemy tez kazdy wielodcian, ktéry jest z nim
izomorficzny, ostrostupy oznaczymy jako ostr(k), nasze 44-$ciany — symbolami
W1, W2, ..., W44, a bryly platonskie, stanowiace punkt wyjscia wielu
konstrukcji — jako F4, F6, F8, F12 i F20. Malo znany, lecz zgrabny i uzyteczny,
dwuklinoid przyciety (ang. snub disphenoid), o 12 tréjkatnych $cianach,
standardowo oznaczymy przez J84 (jest to jedna z tzw. bryl Johnsona).

Na poczatek do$é¢ proste konstrukcje, tworzone przez sklejanie innych
wieloscianéw. W1 powstaje, gdy dwa F20 zlaczymy Scianami i przekrecimy
wzgledem siebie o 60°. Wszystkie jego Sciany sa trojkatami réwnobocznymi,
choé réznej wielkosci. W2 jest czworoscianem Scietym, na ktérego $cianach
postawiono graniastostupy. Krawedzie tej bryly sa réwnej dtugosci, wiec jej
$ciany to wielokaty foremne. W3 to ostrostupowa wersja sferostozka (Als).
Turlany, tak samo jak sferostozek, zatacza si¢ i dodatkowo turkocze.

Ma wszystkie Sciany bedace identycznymi tréjkatami rownoramiennymi.

W4 to antg(7) z F4 doklejonym do kazdej bocznej Sciany. W5 to cztery J84
przyklejone ,na sztorc” do $cian F4. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw (ile?),
ale prezentowana wersja wydaje sie najzgrabniejsza. W6 jest antg(11) z dwoma
doklejonymi do podstaw ostr(11). Podobnie jak w przypadku W3, wszystkie jego
$ciany sg identycznymi tréjkatami réwnoramiennymi. Czytelnikowi Wytrwalemu
polecamy znalezienie stosunku bokéw tych trojkatow, dzigki ktéremu W6 ma
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Zainteresowanym twierdzeniem
Steinhausa polecamy nast¢pujace
artykuly:

Stanistaw Swierczkowski (1960), On
chains of reqular tetrahedra, Colloquium
Mathematicum,

Michael Elgersma, Stan Wagon (2016),
The quadraheliz: a nearly perfect loop of
tetrahedra, preprint w serwisie arXiv.

W31

W32

W33

W34

W35

W36

sfere opisang. W7 to cztery sklejone oémiosciany Sciete, znane ze zdolnosci
wypelnienia przestrzeni. Kazdy angazuje w kontakty z sasiadami trzy sposrod
14 Scian, wiec pozostalych 11 zostaje wolnych. W8 jest fragmentem obiektu
zwanego tetraheliz, majacego jako jednostke F4. Ze wzgledu na krawedzie
ukladajace sie w potréjna helise przypomina strukture kolagenu. Warto

przy okazji wspomnie¢ twierdzenie Hugona Steinhausa, udowodnione przez
Stanistawa Swierczkowskiego, méwiace o niemoznosci uformowania tanicucha F4
w zamknieta petle. Wreszcie W9, od ktérego zaczela sig cala nasza przygoda
z 44-Scianami. Ostatecznie wyszlo na jaw, ze jest matematycznym oszustem!
Mial powstaé¢ ze sklejenia czterech J84 i dwbéch F4. Bardzo chcieliSmy, by jego
44 ciany byly tréjkatami rownobocznymi, co czynitoby go, nomen omen,
deltoscianem. Okazalo sie, ze warunkiem domkniecia tej bryly jest skrécenie,
o niespelna 3%, dwéch krawedzi prostopadlych do jej dlugiej osi. Na wieéé

o tym, ze nie sa jednak foremne, czworo$ciany az poszarzaly ze wstydu. ..

W10 to kombinacja czterech przenikajacych sie ostr(11), ktérych wysokosci leza na
wysokosciach pewnego F4. Wyglada groznie, bo przypomina kolce do zatrzymywania
pojazdow. W11 to ekspresyjna kompozycja przenikajacych sie, parami podobnych,
ostrostupéw — ilustruje jeden ze sposéb pomnazania liczby Scian.

Wielosciany chodzace parami. W12 to kanoniczny antg(21)... nudny
nieco. Co sie jednak stanie, gdy, w wersji krawedziowej, rozsuniemy podstawy
i mocno obrécimy je wzgledem siebie? Powstaly W13 jest tak nieoczywisty,
ze pokazujemy tez dwa jego przekroje, dowodzace m. in. braku wypuklosci
bryly. Jej boczne krawedzie dziela si¢ na dwie grupy, ze wzgledu na kat, pod
jakim przebijaja plaszczyzny podstaw. Kazda grupa to odcinki tworzacych
innej hiperboloidy jednopowtokowej. Te dwie powierzchnie maja wspolna os,
réznia sie obwodem ,,talii” i przecinaja sie wzdluz okregdéw opisanych na
podstawach W13. Wieloéciany W14 i W15 s wariantami jednego pomystu.
Pierwszy realizuje wyjsciowy zamysl autora-ojca, podczas gdy drugi powstat
w wyniku nieprecyzyjnego opisu tego zamystu, tworczo zinterpretowanego
przez autora-syna. Czytelnik Skrupulatny doliczy sie, ze w obu wersjach
najdalszy (niewidoczny) wierzcholek duzego szescianu musi by¢ Sciety,

by powstala 44. Sciana. W16 i W17 przedstawiamy wyjatkowo w formie
siatek, a nie gotowych wieloScianéw. W pewnym sensie obie bryly sa
dwupiramidami $cietymi, w ktérych dodatkowo $cieto jeszcze po dwa
wierzchotki. Pierwsza bryte Czytelnik z tatwoscia ztozy w wyobraZzni. Powinno
to poméc w uzmyslowieniu sobie, na zasadzie analogii, czym jest druga bryla,
tym razem. .. czterowymiarowa. Ulatwieniem moze by¢ wejscie w perspektywe
plaszczaka (patrz A3, i|/Al,) i zastanowienie sie, jakie on mialby trudnosci ze
zrozumieniem siatki bryly tréojwymiarowej i sposobu jej sklejenia.

Wieloscianowe tamance. W18, ztozony z 11 odcinkéw preta o kwadratowym
przekroju, ma ksztalt trojlistnika, czyli najprostszego nietrywialnego wezla.
Konstrukcja W19: wezmy smukty pochyly ostrostup o podstawie tréjkata
réwnobocznego — taki, zeby rzut jego wysokosci na podstawe byt prostopadty
do jednego z jej bokéw. Tnijmy ostrostup réwnoleglymi ptaszczyznami, by
powstajace segmenty, poza ostatnim, byly parami podobne. Kazdy kolejny
segment obré¢my o 120° wzgledem poprzedniego. Wspomniany warunek
prostopadlosci zapewnia wspolplaszczyznowosé pewnych $cian kolejnych
segmentow, dzigki czemu 44-Scienna heliso-spirala ma wigcej skretéw.

Motywy Scinania i motyw uzupelniania. W20 to F4, ktéry zostat
woszlifowany” przez czterokrotne Scinanie wierzchotkéw. Dzieki doborowi katéw
ciecia tréjkatne $ciany F4 udalo si¢ zmieni¢ w 21-katy foremne. W21 powstaje
z F4, ktéremu na przemian ujmowane sa i dodawane coraz mniejsze jego kopie.
W konsekwencji ma wszystkie $ciany rownolegte do écian wyjsciowego F4. Brytla,
niczym Janus, ma rézne oblicza, dlatego pokazujemy ja z czterech stron.

Wielosciany z dedykacja. W22 to uklon pierwszego z autoréw, biologa
i pszczelarza-amatora, w strone P.T. Felietonistek biologicznych Delty.
Rozgaleziajaca sie struktura, inspirowana morfogeneza roslin, wspiera sie

13


https://bibliotekanauki.pl/articles/967811
https://bibliotekanauki.pl/articles/967811
https://arxiv.org/pdf/1610.00280
https://arxiv.org/pdf/1610.00280
https://deltami.edu.pl/1984/09/stulecie-plaszczakow/
https://deltami.edu.pl/2021/07/kartografia-normalna-plaszczakow/

W37

W38

W39

W40

W41

&

‘;M

s (B

na pniu w ksztalcie komorki pszczelego plastra. Kto nie zna historii o tym,

jak pszczoly, bez uzycia rachunku rézniczkowego, rozwiazaly problem
optymalizacyjny, dotyczacy oszczedzania wosku, niech koniecznie o tym
przeczyta — choéby w klasycznej ksiazce ,,Sladami Pitagorasa” Szczepana
Jelenskiego. W23 to w zamierzeniu realizacja 44-Scianu losowego — zostal
wyciety z przestrzeni 44 plaszczyznami, stycznymi do sfery w losowo wybranych
punktach. Czytelnik zechce przemysle¢, dlaczego jeszcze przed losowaniem
mozna bylo stwierdzié, ze z prawdopodobenstwem réwnym 1 bedzie miat

126 krawedzi i 84 wierzchotki. W24 okresliliSmy jako 44-Scian réwnomierny,

a tworzac go, my$lelidmy o fizykach i ich wzajemnych relacjach z matematykami.
Punktom wylosowanym na potrzeby konstrukeji wielo$cianu losowego W23
przypisaliémy jednakowe tadunki i, w prostej symulacji, pozwolilismy im
poruszac si¢ po sferze do momentu, gdy sily odpychania si¢ zréwnowaza. I znéw
— plaszczyzny styczne w tych punktach sfery okredlity polozenie écian. Efekt byt
dla nas zaskakujacy i zachwycajacy — w strukturze bryly nie pozostal zaden $lad
po wieloécianie losowym! Okazal sie dalekim, nieznanym krewnym szes$cianu,
cechujacym sie takimi samymi jak on symetriami. Jego Sciany to 24 pieciokaty
oraz 8 i 12 szesciokatéw dwoch rodzajow. UznaliSmy, ze jest matematycznie
najdoskonalszym z 44-$ciandéw, jaki udalo sie nam stworzy¢, w zwigzku czym
postanowiliémy go zadedykowaé¢ Twoércy Ligi.

W25 nazwaliSmy 44-$cianem , a zostal stworzony z mysla o informatykach.
ZadaliSmy sobie pytanie, czy w 44-Scianie mozna zakodowaé rozwiniecie

liczby 7. Wybér padl nie na system binarny, lecz czwérkowy (dla piszacego

te stowa najbardziej naturalny, bo przez pot zycia wpatrywal sie w ciagi liter
A, C, G, T). Czworka pasuje tez do obchodzonej rocznicy. Skonstruowalismy
wiec wieloScian, w ktorym istnieje Sciezka przejscia przez kolejne, sasiadujace
$ciany, pozwalajaca odczytaé¢ poczatkowe 44 cyfry czworkowego zapisu liczby 7
(oeis.org/A004603) — wystarczy od liczby bokéw kolejnych écian odejmowaé 3.
Strukture wieloécianu opracowaliSmy heurystycznie, lecz przejscie od wariantu
sferycznego do bryly o plaskich $cianach byto karkolomne i nie obeszlo

si¢ bez pomocy Al. W26 poswigcamy astronomom. Inspiracja byly obrazy
galaktyk, zwlaszcza spiralnych z poprzeczka. Funkcje tej ostatniej spetnia

w 44-$cianie niezastapiony J84, podczas gdy galaktyczne ramiona zbudowane
sa 7z ostrostupow i ostrostupéw Scietych.

Wielosciany toroidalne. W27 jest najprostszy — to 11 Scietych ostrostupow
prawidtowych czworokatnych, sklejonych bocznymi Scianami. Efektowniejszy
jest W28 — powstaje, gdy antg(11l) ,wydrazymy” z obu stron, uzywajac
powierzchni bocznych dwéch ostr(11). Wéréd Scian pojawiaja sie pieciokaty
wkleste. Nieztym ¢éwiczeniem wyobrazni moze byé rozbijanie bryly na jednakowe
segmenty. W29 to kombinacja czterech F12. Sklejone $cianami po dwa stworzyty
,balwanki”  ktére nastepnie zsunieto tak, by sie czesciowo przenikaly. W30 jest
odpowiedzia na pytanie: czy sklejajac 11 jednakowych czworoScianéw, mozna
otrzymac 44-Scienny torus. Nam udato sie to dla czworosciandéw réwnosciennych
(o ktérych mozna przeczytaé np. w A, i A1), nie wiemy, czy jest to mozliwe
dla ostrostupéw prawidtowych tréjkatnych. W31 ma brata blizniaka, z ktérym
po rodzicach, szeScio—oémioscianach przycietych, dziedziczy ich szczegdlng
ceche — chiralnos¢é. Powstal, gdy jedna z lustrzanych form rodzicielskich przebito
tunelem o strukturze antg(4).

Topologiczne precle. W32 ma genus (czyli ,liczbe otworéw/tuneli”) réwny 2.
Powstaje ze sklejenia, za posrednictwem F6, dwbch toruséw, z ktorych kazdy
jest zlepkiem siedmiu klinéw o kwadratowej podstawie. 20 jednakowych
ostrostupéw Scietych o podstawie tréjkata, o odpowiednio dobranych katach
dwuéciennych, mozna sklei¢ écianami bocznymi tak, by utworzyly F20, majacy
wewnatrz pustg przestrzen w ksztalcie F20. Usuniecie czterech ostrostupéw,
lezacych w symetrii wierzchotkow F4, dato 44-§cian W33, ktéry wydaje sie
preclem o genus 4. Gdy jednak Czytelnik Topologicznie Wprawny wynicuje go
w wyobrazni tak, by Scianki jednego z otworow staly sie waska tréjgraniasty
ramka, zauwazy, ze powstajacy izomorficzny z nim W34 ma w rzeczywistosci
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* Wydzial Nauk Scistych i Przyrodniczych,
Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

D. R. Kaprekar formalnie nie miatl
zadnego wyzszego wyksztalcenia
matematycznego, mimo to opublikowal
bardzo duzo artykuléw naukowych

i popularnonaukowych.

Przyjmuje si¢ ponadto, ze N =1 jest
liczbg n-Kaprekara dla dowolnego n.

Przypadek ten, odpowiadajacy @ = 0,
R =1, nazywa si¢ trywialnym.

genus 3. W35 jest dwudziestoScianem $cietym, przebitym trzema, parami
prostopadlymi i przenikajacymi si¢ czeéciowo, pieciokatnymi tunelami,

z ktérych kazdy daje 6 $cian, w tym dwie wspélplaszczyznowe. W36 to F20
przebity dwoma parami rownoleglych tuneli taczacych pieciokaty powstate po
Scieciu o$miu z jego 12 wierzchotkéw. Tunele wzajemnie przecinaja (lub tylko
nacinaja) niektére ze swoich $cian. Wyznaczenie genusu W35 i W36 to zagadka,
ktorej rozwiazanie Czytelnik znajdzie na stronie |8, W37 to precel-monstrum

0 99 tunelach, ztozony z 20 identycznych, przenikajacych si¢ ostrostupéw. Ma 44
$ciany, 720 krawedzi i 480 wierzchotkéw, co jest zgodne z uogélnionym wzorem
Eulera W + S = K + 2 — 2T. Cgzy istnieje 44-$cian o wiekszej liczbie otworéow?

44-5cienne fantazje. W38 to fragment kombinacji F4 i jego obrazéw, bedacych
wynikiem obrotéw o 60° wokél kazdej z wysokosci. Scinajac wierzcholki,
otrzymujemy gwiazdy. W39, pokazany w formie szklanego bloku widzianego

od spodu, jest Scietym F4 z jedna ze Scian wydrazona w sposob inspirowany
platkiem Kocha. W40 jest odpowiedzia na pytanie, czy istnieje 44-Scian

z 44-katna $ciang (oczywiscie nie istnieje taki wieloScian wypukly). W naszej
konstrukeji pojawiaja sie Sciany sasiadujace wzdluz dwdch, a nie jednego
odcinka. Kto$ moze spytac¢: czy to legalne? Na szczescie, jak wiadomo, nie
istnieje jedna obowiazujaca definicja wieloscianu. Uspakajajace jest tez to,

ze W40 spelnia wzor Eulera. W41 powstal z dwunasto$cianu rombowego, do
ktérego 11 Scian doklejono ostrostupy, a w dwunastej, dzieki przedtuzeniu $cian
sasiadujacych ostrostupéw, powstalo zaglebienie. Ksztaltem przypomina nieco
jezowca, ktorego jednak charakteryzuje symetria pieciopromienna. W42 jest
ostrostupem $cigtym o podstawach zlozonych z 14-katéw foremnych z siedmioma
doklejonymi sze$ciokatami. Przywodzi na mysl sredniowieczna baszte lub wieze
szachowa. W43 to J84, na ktérego 4 peryferyczne Sciany natozono wypukle
trojramienne gwiazdy. Ostatni prezentowany wieloscian, W44, jest odpowiedzig
na pytanie, czy 44-Scian moze mie¢ 44 przekatne. Jego podstawa jest wielokat
o wierzchotkach lezacych na lemniskacie (owalu Cassiniego) o nieprzypadkowo
dobranym parametrze e = 1,044. By uzyskaé zadana liczbe przekatnych,
pozbawiliémy go symetrii. Moze ktos$ z Czytelnikéw udowodni, ze 44-$cian

z 44 przekatnymi nie moze by¢ wypukly? A moze komu$ uda sie, nie tracac
wypuklodci bryly, uzyskaé liczbe przekatnych P taka, ze |44 — P| < 57 Z tymi
pytaniami pozostawiamy Czytelnikow, majac nadzieje, ze podroz przez kraine
44-3cianéw dala im réwnie wiele przyjemnoéci, co nam ich konstruowanie.

Liczby Kaprekara Karol GRYSZKA*

W 1980 roku indyjski matematyk-amator Dattathreya Ramachandra Kaprekar
opisal pewien szczegdlny typ liczb naturalnych posiadajacych zaskakujaca
wlasno$é. Przedstawimy ja na przykladzie liczby 297. Rozwazmy kwadrat tej
liczby i przyjrzyjmy sie jego cyfrom:

2972 = 88209, 88 + 209 = 297.

Zapis dziesietny tego kwadratu zostal podzielony na dwa bloki zlozone z dwdéch
lub trzech cyfr o tej wlasnoéci, ze suma blokéw daje wyjsciowa liczbe. Taka
wlasno$é i jej odpowiedniki pozwalaja na zdefiniowanie liczby Kaprekara,
a $cidlej liczby n-Kaprekara. Jest to kazda liczba catkowita dodatnia N, dla
ktorej

N*=Q-10"+R, N=Q+R,
gdzie @ > 110 < R < 10™ sa liczbami naturalnymi. Ponadto méwimy, ze
N jest liczba Kaprekara, gdy jest liczba n-Kaprekara dla pewnego n. Ponizej
prezentujemy inne liczby Kaprekara.

92 =81 8+1=9 n=1
45% = 2025 20 4 25 = 45 n=2
297% = 88209 88 4 209 = 297 n=3
48797 = 23804641 238 44641 =4879 n=>5

5384617 = 289940248521 289940 + 248521 = 538461 n =6
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Czwarty z podanych wyzej przyktadow jednoczesnie
pokazuje, ze moze zdarzy¢ sie, ze R ma mniej niz n cyfr
(pierwsza cyfra bloku to 0, ktéra w naturalny sposéb
pomijamy w zapisie).
Trywialnym przykladem liczby n-Kaprekara jest 10™;
troche bardziej ciekawym za$ 10 — 1. Istotnie,

(10" —=1)2=9...92=9...980...0 1,

S~ S~ Y~
Xn X (n—1)
9...9841=99...9.
S—~— ~——

X (n—1) Xn

X (n—1)

Opisany powyzej przyktad stanowi przyczynek do
sformutowania pierwszego wyniku teoretycznego,
opisujacego jedng z podstawowych wlasnosci — licznosci
zbioru liczb Kaprekara.

Twierdzenie 1. Istnieje nieskonczenie wiele liczb
Kaprekara.

W dalszej czesci przyjrzymy sie problemowi konstrukcji
liczb Kaprekara. Niech K (M) bedzie zbiorem
wszystkich liczb naturalnych N takich, ze

(1) N?=QM + R,

(2) N=Q+R,

przy czym 0 < R < M. Ponadto bedziemy pomija¢
przypadki trywialne N = M, dla ktérych Q@ = M i R =0,
czyli przyjmujemy, ze M ¢ K(M). Aby nie rozwazaé
bardzo prostych przypadkéw, zakladamy tez, ze M > 2.
Przypadek M = 10" opisuje zbiér liczb n-Kaprekara.

Jesli M =1 lub M = 2, to przyjmujemy, ze K(M) = {1}.

Zauwazmy prosta wlasno$é¢ zdefiniowanych przed chwilg
zbioréw K(M).

Twierdzenie 2. Zbidr K(M) jest niepusty.

Dowéd. Oczywiste, gdyz 1 € K(M). Mozna ponadto
zauwazy¢, ze réwniez M — 1 € K(M), wystarczy przyjaé
Q=M-—2oraz R=1. O

Zauwazmy nastepnie, ze warunki (1) i (2) daja
N(N —1)=Q(M — 1), a stad wnioskujemy

1< N <M —1. Istotnie, gdyby N > M, to Q > N,
co przeczy (2)). Tym samym udowodniliémy kolejne
twierdzenie.

Twierdzenie 3. Zbiér K(M) jest skoriczony,
co najmniej dwuelementowy i zawarty w zbiorze
{1,2,...,M —1}.

W kolejnej czesci naszych rozwazan wprowadzimy
pojecie dzielnika unitarnego. Powiemy, ze liczba a jest
dzielnikiem unitarnym N, jeSli N = ab oraz a i b sa
liczbami wzglednie pierwszymi.

Niech a i b beda liczbami wzglednie pierwszymi.
Oznaczmy przez Inv(a, b) najmniejsza dodatnia liczbe
naturalna m taka, ze am = 1 (mod b).

Méwimy, ze dwie liczby calkowite x i y przystaja modulo z, je$li x —y
jest podzielne przez z. Fakt ten zapisujemy jako z = y (mod z).
Innymi stowy, m = Inv(a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy
1<m<biam=1 (mod b). Funkcja Inv(a,b) nie

jest symetryczna, to jest na ogél Inv(a, b) # Inv(b, a).
Niemniej zachodzi ciekawy zwiazek miedzy dwiema
ostatnimi liczbami.
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Fakt 1. Jesli a i b sa wzglednie pierwsze, to
m = Inv(a, b) oraz n = Inv(b, a) wtedy i tylko wtedy,
gdy m i n sa dodatnie oraz am + bn = ab + 1.

Dowdd. Réwnosé am + bn = ab 4+ 1 mozna przeksztalcié
do postaci am — 1 = b(a — n), a wiec am = 1 (mod b).
Gdyby m = b, to am +bn = ab+bn > ab+ 1,
sprzecznosé, a wiec m = Inv(a, b). Podobnie dowodzimy,
ze n = Inv(b, a).

Zal6zmy teraz, ze m = Inv(a,b) oraz n = Inv(b,a), a wiec
am =1 (mod b) oraz bn =1 (mod a). Korzystajac
z chinskiego twierdzenia o resztach, otrzymujemy teraz,
ze am+bn =1 (mod ab), czyliam +bn =1+ k- ab dla
pewnej liczby calkowitej k. Wszystkie liczby a, b, m i n
sa dodatnie, zatem k tez jest liczba dodatnia. Poniewaz
l<m<borazl <n<a,

14+ k-ab=am+bn < ab+ ba = 2ab.
Poniewaz wszystkie rozwazane liczby sa naturalne,
powyzsza nierownos¢ moze byé¢ prawdziwa tylko
dla k = 1. Ostatecznie wiec otrzymalisSmy, Ze
am + bn =1+ ab. Konczy to dowod faktu 1. O

Sformulujemy teraz praktyczne twierdzenie pozwalajace
wyznaczaé liczby Kaprekara.

Twierdzenie 4. Liczba N jest elementem zbioru K (M)
wtedy i tylko wtedy, gdy N =d - Inv(d, (M — 1)/d), gdzie
d jest pewnym dzielnikiem unitarnym liczby M — 1.
Ponadto dla kazdego N € K (M) liczba M — N réwniez
jest elementem K (M).

Dowéd. (=) Wiemy juz, ze N(N — 1) = Q(M — 1).
Poniewaz NWD(N, N — 1) = 1, istnieja wzglednie
pierwsze liczby d i e i takie, ze M — 1 = de oraz:
e d|N,itym samym N = du dla pewnego u oraz (na
mocy twierdzenia 3) du = N < M — 1 = de, to jest
u < e,
e ¢|(N — 1), co daje istnienie v takiego, ze ev + 1 = N,
czyli du =1 (mod e) i w szczegdlnosei u # e.
Stad v < e i mozemy zatem zapisa¢ u = Inv(d, e).
Poniewaz e = (M — 1)/d, liczba N ma zadana postac.
(«<=) Liczba e = (M — 1)/d jest calkowita.
Ponadto z definicji dzielnika unitarnego wynika,
ze NWD(e,d) = 1. Oznaczmy dalej u = Inv(d, e).
Z definicji u < e oraz istnieje taka liczba naturalna k,
ze du = ke + 1. Poniewaz N = du, wiec
N? = dudu = du(ke + 1) = kued + du
= ku(M — 1) 4+ du = kuM + (d — k)u.
Definiujemy Q = ku oraz R = (d — k)u. Wéwczas
Q + R = N oraz:

e du=ke+1>ku+1>ku,stadd>kiR>0,
o (d—klu<(d—kle=de—ke=M—1—ke <M,
stad R < M.

Widzimy zatem, ze N jest elementem zbioru K (M).

Pozostala czes¢ twierdzenia wynika z faktu 1:

jesli bowiem N € K(M), to N =d-Inv(d, (M —1)/d)

i oznaczajac e = (M —1)/d, u = Inv(d, e) oraz

u' =Inv(e,d), mamy réwnos$é du + ev’ =de+1= M,

czyli eu/ = M — N iliczba M — N jest postaci jak

w poprzedniej czesci dowodzonego wlasnie twierdzenia.
O



Dla zilustrowania twierdzenia 4 wybierzmy M = 10"
in =3 (a wiec szukamy liczb 3-Kaprekara). Wtedy
103 — 1 =27-37 i liczby 27 oraz 37 sa wzglednie pierwsze,
zatem sa dzielnikami unitarnymi 10 — 1. Sprawdzamy
nastepnie, ze

Inv(27,37) = 11, Inv(37,27) = 19.
Dlatego na mocy twierdzenia 4 liczby 27 - 11 = 297 oraz
37 -19 = 703 sa (jedynymi précz trywialnych 11 103 — 1)
liczbami 3-Kaprekara. Ponadto 297 4 703 = 1000, zgodnie

z przewidywaniami drugiej czesci twierdzenia 4.

Zauwazmy, ze jesli w twierdzeniu 4 przyjmiemy M = b"
dla pewnej liczby naturalnej b, otrzymujemy liczby
Kaprekara w systemie pozycyjnym o podstawie b.
Przypadek b = 2 jest ponadto interesujacy

z nastepujacego powodu.

Twierdzenie 5. Kazda parzysta liczba doskonala jest
liczbg Kaprekara w dwojkowym systemie pozycyjnym.
Liczba doskonata to liczba naturalna n, ktérej suma dzielnikéw
jest rowna 2n. Na przyklad 28 jest liczba doskonalta, gdyz
1424447+14428=56=2-28.

Dowdd. Wiadomo, ze kazda parzysta liczba doskonata
jest postaci 2"71(2" — 1) dla pewnego n takiego, ze
2™ — 1 jest liczbg pierwsza. Ustalmy n > 1. Liczby 2" — 1
oraz 2" + 1 sg wzglednie pierwsze oraz

2" 12" —1)=1 (mod 2" +1), 0<2" ' <2"41.
Stad 277! = Inv(2" — 1,2" + 1), a wiec z twierdzenia 4
liczba 2"71(2" — 1) jest elementem zbioru K (22").
Dowdd twierdzenia jest wigc zakonczony.

ﬁ Zadania

Zilustrujmy twierdzenie 5 prostym przykladem.
Liczba 28 jest doskonala (zobacz uwage po
twierdzeniu 5) oraz 28 = (11100)2. Ponadto (dziatania
rozwazamy w systemie dwdjkowym)

11100% = 1100010000, 1100 4+ 010000 = 11100,
czyli (111000)2 jest liczba 6-Kaprekara.

Ostatnie twierdzenie pozwoli nam na obliczenie, ile
dokladnie jest elementéw zbioru K (M), ale bedziemy
potrzebowali jeszcze jednego lematu. Niech w(m)
oznacza liczbe dzielnikéw pierwszych liczby m.

Lemat 1. Liczba m posiada dokladnie 2™ dzielnikéw
unitarnych.

Dowéd. Niech m = pi* - p5? ... - p* (a wiec w(m) = k)
oraz niech a bedzie dzielnikiem unitarnym i niech
m = ab. Jedli p;|a, to musi by¢ p}‘|a, gdyz w przeciwnym
wypadku p;|b. Tym samym wybér a polega na wybraniu
pewnych dzielnikéw pierwszych m z najwyzszymi
potegami. Takich wyboréw jest z kolei 2*. O

Lemat 1 oraz twierdzenie 4 pozwalaja juz stwierdzié, ile
jest liczb w zbiorze K (M).

Twierdzenie 6. Zbior K(M) posiada dokladnie
29 (M=1) elementéw.

Polecamy Czytelnikowi zweryfikowanie stusznosci tego
twierdzenia dla analizowanego wczesniej przyktadu liczb
3-Kaprekara.

Przygotowat Dominik BUREK

M 1828. Dany jest taki wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych, ze
P(z) + P(—z) ma dokladnie 2025 r6znych pierwiastkéw rzeczywistych. Znajdz
wyraz wolny wielomianu P.

M 1829. Liczbe naturalna nazwijmy dobrg, jedli jest postaci n? + 1 dla pewnej
liczby catkowitej n. Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb dobrych k,
ktore nie posiadaja dzielnika dobrego, réznego od 11 k.

< M 1830. W tablicy n X n (n > 1) zaznaczono n + 2 kwadratéw jednostkowych.
Czy zawsze mozemy tak przestawi¢ wiersze i kolumny, aby wszystkie zaznaczone
pola znajdowaly sie nad gléwna przekatna lub na niej? (Przyjmujemy, ze
kwadratowa tabela ma jedna gléwna przekatna, jak na rysunku).

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1127. Poczatkiem astronomicznej wiosny jest dzien réwnonocy wiosennej,
a astronomicznej jesieni — réwnonocy jesiennej. Sa to dni, w ktérych Stonce
$wieci prostopadle do osi ziemskiej. W tym roku (2025) wiosna rozpoczela sie
20 marca i takze 20 marca rozpocznie si¢ w roku przysztym. Jesienn rozpocznie
sie 22 wrzesnia. Jak tatwo obliczy¢, wiosna i lato potrwaja tacznie 186 dni,

a jesien i zima beda w sumie o tydzien krétsze i potrwaja 179 dni. Skad bierze

sie ta roznica?

F 1128. W dniach réwnonocy wiosennej (20 marca) i jesiennej (22 wrzesnia),
co latwo sprawdzi¢ w kalendarzu podajacym godziny wschodu i zachodu
Stonca, dzien trwa kilka minut dluzej niz nastepujaca po nim noc, a rzeczywiste
zrownanie czasu trwania dnia i nocy nastepuje okolo 3 dni przed dniem
rownonocy wiosennej i okolo 3 dni po réwnonocy jesiennej. Co jest przyczyna

Rozwigzania na str. [24 tego zjawiska?
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at Otwarty 7°: Wyznacznik w Krainie Czaréw

Barttomiej PAWLIK

Stynna anegdota z XIX wieku moéwi, ze krélowa Wiktoria byla tak zachwycona
powiescig Alicja w Krainie Czaréw, ze po lekturze natychmiast poprosita

o przeslanie jej pozostalych dziet Lewisa Carrolla. Wkrotce w rece monarchini
trafita matematyczna pozycja An Elementary Theory of Determinants niejakiego
Charlesa Dodgsona — gdyz tak brzmi prawdziwe nazwisko autora przygdd Alicji.

Politechnika Slaska

W jednym z dodatkéw do podrecznika znajduje sie opis metody obliczania
wyznacznikow, znanej obecnie jako kondensacja Dodgsona. OczywiScie nas,
matematykow, od reakcji krélowej duzo bardziej interesuje, na czym polega

wspomniana metoda?

‘Why,’ said the Dodo, ‘the best way to
explain it is to do it.” — cytat z Alicji
w Krainie Czaréw w przekladzie
Antoniego Marianowicza.

— Hm — rzekl Golgb z powagq — najlepiej wytlumacze ci to praktycznie.

Aby wykonaé¢ kondensacje Dodgsona, wystarczy umieé liczyé wyznaczniki
macierzy 2 x 2. Oczywidcie wyznacznikiem macierzy [2 5] jest |2 5| = ad — be.

Rozwazmy nastepujaca macierz:

1 3 1 -4
5 1 2 4
Mi=19 11 1
1 5 3 -3

Przyjmijmy, ze wnetrzem My jest macierz [1 7], ktéra powstala przez usuniecie
pierwszego i ostatniego wiersza oraz pierwszej i ostatniej kolumny.

Nastepnie dla macierzy My obliczamy wyznaczniki kazdej podmacierzy 2 x 2
zlozonej z elementéw sgsiednich wierszy i kolumn i tworzymy z nich macierz Mz
(3 x 3), uktadajac je w kolejnosci indukowanej przez macierz My. Mamy zatem

M3

1331‘14’
5 1|1 2||2 4
—14 5 12
5112‘24’:4_1_2
111 1] |1 1 i 926
o1t 1)t 1
1 5|5 3|3 —3|]

Podobnie jak wyzej, okreslamy wnetrze macierzy Ms, czyli macierz Wy = [ 1].

Na podstawie macierzy M3 tworzymy analogicznie
macierz Ms, ale tym razem oprécz obliczania
wyznacznikow wykonujemy réwniez dzielenie ich przez
odpowiadajace im elementy macierzy W:

~14 5 5012
/1 ’ ’ /2
B 4 -1 -1 -2 _|:—6 1:|
27 - .
41, -1 =2) ) —4 2
4 -2 -2 —6

W ostatnim kroku obliczamy macierz M7, ktéra sktada
si¢ wylacznie z wyznacznika macierzy M, podzielonego
przez jedyny element macierzy Wi:

=[] 75 3] =

Liczba 8 (jedyny element macierzy M) jest szukanym
wyznacznikiem macierzy My.

Jak mozna wywnioskowac z przedstawionego przyktadu,
pojedynczy krok kondensacji Dodgsona polega na
otrzymywaniu macierzy o jeden wymiar mniejszej
poprzez obliczenie odpowiednich wyznacznikow 2 x 2

i dzieleniu ich przez odpowiednie elementy wnetrza
majacego ten sam wymiar (o ile takie wnetrze zostato
wyznaczone, czyli dzielenia zaczynamy wykonywac
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dopiero w drugim kroku). Kiedy juz otrzymamy macierz
1 x 1, jej jedyny wyraz to wyznacznik wyjsSciowej
macierzy.

Metoda jest zatem relatywnie prosta — sprowadza

sie do redukcji wymiaru macierzy poprzez obliczanie
wyznacznikéw 2 x 2. Dlaczego zatem nie jest ona
powszechnie omawiana na podstawowym kursie algebry
liniowej? Czytelnik Wnikliwy na pewno dostrzegt

juz jej fatalng wade, ktorg jest wielokrotne dzielenie.
Za kazdym razem dzielnik (element odpowiedniej
macierzy) musi by¢ rézny od 0. Wynika stad, Ze nie dla
kazdej macierzy da sie wykona¢ kondensacje Dodgsona
(przykladowo macierz 3 x 3 podlega kondensacji tylko
wtedy, gdy jej Ssrodkowy element jest niezerowy).

Czytelnikowi Ambitnemu polecamy sprawdzenie, ze koszt obliczeniowy
metody Dodgsona to O(n,’g) (n jest wymiarem macierzy), jak rowniez
to, ze jesli wystartujemy od macierzy o wyrazach catkowitych,

to wszystkie uzyskiwane po drodze macierze réwniez beda mialy
(pomimo wystepujacego dzielenia) wyrazy catkowite.

Wedle relacji samego Dodgsona urocza anegdotka

o krolowej Wiktorii nie jest prawdziwa.
Pisarz-matematyk, zyjacy w epoce Marka Twaina,
najwyrazniej zignorowal przestroge kolegi po literackim
fachu: Never let the truth get in the way of a good story.



ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Bardzo dtugi antytaniec

Zyjemy w éwiecie materialnym. Z punktu widzenia fizyki czastek elementarnych
otaczajaca nas materia jest stosunkowo uboga. Jadra atomowe zbudowane

sa z protonéw i neutronéw, te za$ maja po trzy kwarki walencyjne nalezace

do typow gornego i dolnego. Wokoét jadra znajduja sie elektrony. I tylko od czasu
do czasu w reakcjach jadrowych lub w oddzialywaniach zapoczatkowanych przez
promieniowanie kosmiczne mozemy spotkaé sie z czastkami spoza pierwszej
generacji czastek Modelu Standardowego lub nawet z antymateria. Spotkanie to
ma zazwycza]j charakter ulotny: czastki ciezsze rozpadaja sie na lzejsze czastki

pierwszej generacji, za§ antyczastki, spotykajac czastki, anihiluja i zostaje
po nich tylko promieniowanie.

O innym eksperymencie
przeprowadzonym w CERNie badajacym
wlasnodci antymaterii pisaliSmy

w aktualnos$ciach w Ag4. W tamtym
do$wiadczeniu badano, czy antymateria
oddzialuje z polem grawitacyjnym tak
samo jak zwykta materia.

Fizykéw zajmujacych sie teoria czastek elementarnych antymateria specjalnie
nie wzrusza, chyba ze akurat prébuja wyjasni¢, skad we Wszech$wiecie wziela sie
niewielka nadwyzka materii nad antymateria. Choé¢ dzisiaj, gdzie nie spojrze¢,
wszedzie wokot jest materia, a nie antymateria — bardzo dawno temu, gdy
Wszechswiat byl gesty i goracy, ta réznica odpowiadala nadwyzce jednego

kwarka na jaki§ miliard kwarkéw i antykwarkow.

Co innego my$li wigkszoé¢ fizykéw do$wiadczalnych,
ktorzy nieufnie podchodza do prawd objawionych przez
teorie i uparcie chca sprawdzac rzeczy dla teoretykéw
oczywiste. Na przyklad to, ze w znakomitej wiekszosci
sytuacji antymateria zachowuje sie doktadnie tak samo
jak materia, nawet wowczas, gdy zachowanie to jest
opisywane mechanika kwantowa. Ta réznica perspektyw
bywa nawet zabawna przez swa wyrazistos¢, o czym
mialem mozliwoé¢ przekonaé sie podczas niedawnej
wizyty w CERN-ie.

To wlasnie tam prowadzony jest eksperyment BASE
(ang. Baryon Antibaryon Symmetry Experiment),
ktorego gtéwnym celem jest poréwnanie wladciwosci

antyprotonéw i protonéw z najwyzsza mozliwa precyzja.

Pozwala to sprawdzi¢ podstawy naszego rozumienia
fizyki czastek, tzn. czy jej wlasciwym opisem jest
lokalna i przyczynowa kwantowa teoria pola. Ujawnienie
réznic miedzy antyprotonami i protonami oznaczatoby,
ze sam jezyk, w ktérym wyrazamy nasze mysli

i oczekiwania wzgledem czastek, jest wadliwy.

Protonéw wokol nas jest duzo, ale skad wziac¢
antyprotony? Wytwarzane sa one w zderzeniach

w akceleratorze, a nastepnie spowalniane i dostarczane
do laboratorium BASE. Antyprotony przechowuje

sie w specjalnych pulapkach elektromagnetycznych
Penninga, ktore sa w stanie utrzymywac natadowane
czastki przez dlugi okres w niemal doskonalym
odosobnieniu.

Zaréwno proton, jak i antyproton maja moment
magnetyczny, co oznacza, ze oddziatluja z zewnetrznym
polem magnetycznym. Moment ten jest zwiazany

ze spinem czastki i, tak jak spin, jest skwantowany —
jesliby sobie wyobrazac¢ czastke jako malutki magnesik,
to moze on by¢ ustawiony wzdluz ustalonego

kierunku tylko na dwa sposoby, rézniace si¢ obrotem

0 180°. Jesli taka czastka znajdzie sie w polu
magnetycznym zmieniajacym si¢ z odpowiednio
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dostrojona czestotliwoscia, jej moment magnetyczny
bedzie ,,przeskakiwal” miedzy takimi dwoma stanami
w rytmie wymuszonym przez zewnetrzne pole.

W przeprowadzonym eksperymencie ten swoisty taniec
trwat rekordowo dtugo, bo az 50 sekund, i potwierdzit,
ze moment magnetyczny antyprotonu nie rézni sie

od momentu magnetycznego protonu.

Glowna autorks tych badan, opublikowanych

w czasopi$mie Nature, jest Barbara Latacz, fizyczka
pracujaca w CERN-ie i absolwentka Wydzialu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego — oraz dawna studentka
piszacego te slowa.

Sa to badania podstawowe: maja one na celu poméoc
nam zrozumieé, jak dziala swiat. Jednak zgodnie

z panujaca dzi$ moda, zadajaca, by nauke robié

»po cos”, komunikat prasowy CERN-u opisujacy

te wyniki bardzo stara sie znalezé¢ dla nich jakies
daleko idace zastosowania. Wprawdzie przyznaje
szczerze, ze taki antykubit nie postuzy do budowy
antykomputera kwantowego, posuwa sie jednak

do stwierdzenia, ze symetria zamiany czastek

na antyczastki (i odwrotnie) polaczona z odwrdceniem
czasu stoi w sprzecznosci z obserwacja nadwyzki materii
nad antymateria. Nie jest to prawda: aby wytworzy¢
obserwowana réznice, czastki i antyczastki musza sie
nieco rézni¢ swoimi oddzialywaniami, gdy czas plynie
tak samo dla jednych i dla drugich, co zauwazyl juz
Andrei Sakharov niemal 60 lat temu.

Ciekawie bytoby rozwiklaé¢ taka zagadke Wszechswiata.
Czy jednak sama mozliwo$¢ uzyskania wyniku
doswiadczalnego, ktory moze wymusi¢ kompletna
zmiane sposobu, w jaki uprawiamy teorie, nie jest
wystarczajaco atrakcyjnym celem badawczym?

Kraysztof TURZYNSKI

B. M. Latacz et al., “Coherent spectroscopy with a single antiproton
spin”, Nature 644, 64-68 (2025). doi.org/10.1038/s41586-025-09323-1


https://www.deltami.edu.pl/2024/06/antyspadanie/
https://doi.org/10.1038/s41586-025-09323-1
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Zadania z fizyki nr 802, 803
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

802. Podrézny stal obok poczatku wagonu z numerem porzadkowym k. Pociag
ruszyl z miejsca, po czym okazalo sie, ze wagon o numerze m mijal pasazera
przez t sekund. Ile czasu przejezdzal obok tego pasazera wagon o numerze n?
Pociag poruszal sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, dlugosci wagonéw sa
jednakowe, odleglosci miedzy wagonami zaniedbywalne. Podrézny nie poruszalt
sie wzgledem peronu.

803. Dwie metalowe kule o promieniach R znajduja sie w bardzo duzej
odleglosci od siebie i polaczone sa cienkim przewodnikiem, w ktérego rozciecie
wlaczona jest cewka o wspoétczynniku samoindukcji L. W chwili poczatkowej
jedna z tych kul naladowana jest ladunkiem @, druga nienatadowana. Po jakim
czasie tadunek kuli natadowanej zmaleje dwukrotnie?

Rozwigzania zadan z numeru 5/2025
Przypominamy tres¢ zadan:

798. Dwie bardzo male jednakowe kulki zwigzane niewazka, nierozciagliwg nicia leza na powierzchni
poziomej (rys. 1). Jednej z kulek nadano predkosé vy skierowang pionowo w goére. Jaka powinna byé
wartos¢ tej predkosci, aby druga kulka nie oderwata si¢ od poziomej powierzchni, a ni¢ przez catly
czas byta naciagnieta? Po jakim torze porusza si¢ wtedy pierwsza kulka? Tarcie kulki o podloze jest
zaniedbywalne.

799. Elektron krazy po orbicie kotowej w jednorodnym polu magnetycznym. Indukcja pola
magnetycznego zostaje powoli zwigkszona trzy razy, w czasie wielokrotnie przewyzszajacym okres
obrotu. Ile razy zmieni si¢ w tym czasie promien orbity elektronu?

798. Poniewaz nie ma tarcia, a predko$¢ nadana jednej z kulek jest pionowa, sSrodek masy
uktadu porusza sie w kierunku pionowym. Obie kulki uczestnicza w ruchu ztozonym — ruch
po okregu o promieniu [/2 wokél §rodka nici naklada sie na ruch tego $rodka wzdtuz linii
pionowej. Wybierzmy uklad wspélrzednych jak na rysunku 2. Dolna kulka porusza si¢ wzdluz
osi z, jej predkosé¢ w kazdej chwili jest réwna co do wartoéci sktadowej poziomej predkosci
gérnej kulki i przeciwnie skierowana. Wspélrzedne x i y gérnej kulki mozemy wyrazi¢ przez
kat a:

(1) z =lcosa/2, y=lsina.

Eliminujac a z réwnan (1), otrzymujemy réwnanie elipsy o pétosiach /2 i l:

22/ (1/2)% + 42 /1? = 1.

Gdy gérna kulka wznosi sie, jej predkosé¢ maleje. Sita ciezkosci
odgrywa coraz wieksza role w zakrzywianiu jej toru, co powoduje
zmniejszanie sily napiecia nici. Aby znalezé najmniejsze napiecie,
musimy rozwazy¢ sytuacje w najwyzszym punkcie toru.

Zasada zachowania energii pozwala obliczy¢ warto$é predkosci vy
w punkcie A, jednakowsa dla obu kulek:

(2) mv3 /2 = 2mv? /2 + mgl, stad v = v3/2 — gl.
Oznaczmy przyspieszenie §rodka masy uktadu w chwili, gdy
gérna kulka znajduje si¢ w punkcie A przez ag, przyspieszenia
dosrodkowe kulek przez af i af, (rys. 3), a ich przyspieszenia
catkowite przez a; i ag. Spelnione sg réwnania:

ar’ = aj =i/ (1/2),

az = ab —ap = 0, stad ag = 202 /1,

a1 = a} 4+ ap = W2/l
Minimalne napiecie nici N znajdziemy z réwnania ruchu gornej
kulki oraz réwnania (2):

N 4 mg = 4mv?/l = N = 2muvg/l — 5mg.

Nié¢ bedzie caly czas napigta podczas ruchu, gdy N > 0, stad
vg > 5gl/2.
Dolna kulka nie oderwie si¢ od podtoza, gdy N < mg, stad
vg < 3gl.

Goérna kulka zakresli potowe elipsy i uderzy o podloze. Jesli
zderzenie bedzie sprezyste, to zakresli ten sam tor w przeciwnym
kierunku.
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799. Sila Lorentza nadaje elektronowi przyspieszenie dosrodkowe.
Zgodnie z druga zasada dynamiki

(1) mv?/R = evB,

gdzie m jest masa, a e wartoscig bezwzgledna tadunku elektronu.
Zmiana pola magnetycznego powoduje pojawienie si¢ wirowego
pola elektrycznego E. Zgodnie z prawem Maxwella natezenie F
tego pola dla krétkiego czasu At spelnia réwnanie

27RE = A®p /At = TR2AB/AL,
stad
(2) E = RAB/(2At¢).
Sila elektryczna przyspiesza elektron, zmienia sie jego predkosé
i promien orbity, ale zalezno$¢ (1) nadal jest spelniona.
Praca sily elektrycznej w krotkim czasie At zmienia energie
kinetyczng elektronu:

eEvAt = A (mv2/2) ~ mvAuv,

(3) Av =~ eRAB/(2m).
7 drugiej strony, z réwnania (1), mamy:
(4) Av =~ e(RAB+ BAR)/m.

Z poréwnania (3) i (4):
A(BR?) = R?AB + 2BRAR = R(RAB + 2BAR) = 0.
Oznacza to, ze przy zmianie pola magnetycznego wielkosé BR?

zachowuje sie. Trzykrotny wzrost pola magnetycznego powoduje,
ze promien orbity maleje v/3 razy.



Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
895 (WT =1,73) i 896 (WT = 1,65)

z numeru 2/2025

Zadania z matematyki nr 905, 906
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2025

905. Niech f(z) = 23(2? + 1)~1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe catkowite wartosci
sumy f(a) 4+ f(b) + f(c) dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a,b,c.

906. W przestrzeni (tréjwymiarowej) dana jest parabola P. Niech R bedzie
zbiorem wszystkich punktéw bedacych wierzchotkami stozkéw obrotowych, na
ktérych lezy P [przez stoZek obrotowy rozumiemy tu powierzchnie powstala
przez obrét prostej wokdl przecinajacej ja (nie prostopadle) innej prostej

(0si obrotu)].

Udowodnié, ze zbiér R takze jest parabolg oraz wyjasni¢, jak sa usytuowane jej
wierzcholek i ognisko wzgledem wierzchotka i ogniska paraboli P. [Wierzcholek
paraboli to punkt jej przecigcia z plaszczyzna symetrii; ognisko to punkt (w jej

Michal Warmuz Zywiec 44,77
Marek Spychata Warszawa 43,22
Marcin Kasperski Warszawa 42,22
Piotr Wisniewski Warszawa 41,62
Grzegorz Wigczkowski 41,31
Andrzej Daniluk Warszawa 39,54
Krzysztof Maziarz Londyn 38,05
Krzysztof Kaminski Pabianice 36,87
Jerzy Cisto Wroctaw 36,37
Marian Lupiezowiec Gliwice 35,53
Roksana Stowik 31,78

Pan Michal Warmuz: nowa twarz
w Klubie 44 M — pierwsza od przeszlto
roku. Witamy!

Przypominamy tres¢ zadan:

plaszczyznie) okreslony przez wlasnosé: kazdy punkt paraboli jest jednakowo
odlegly od ogniska i od pewnej prostej (zwanej kierownicg)].

Zadanie 906 zaproponowal pan Janusz Fiett z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2025

901. Trapez réwnoramienny ABCD jest wpisany w okrag € o érednicy AB. Przekatne trapezu,
dlugosci d, przecinaja sie w punkcie P. Okrag styczny do odcinkéw PC, PD i do krétkiego tuku CD
(okregu Q) ma promien r. Okrag wpisany w tréjkat ABP ma promien 3r. Obliczyé stosunek r/d.

902. Dla liczby naturalnej n niech w(n) oznacza najwigkszy catkowity wykladnik, dla ktérego n!

dzieli sie przez 10%(™) i niech f(n) =10

spelniona jest zaleznosé

w(m) !, Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej m

) =2 (mod 5).

901. Niech V i U beda (odpowiednio) §rodkami okregéw o promieniach r i 3r, okreslonych

w zadaniu. Nazwijmy punkty stycznosci: okrag (U, 3r) styczny do odcinka AB w punkcie O
($rodku okregu ) i do odcinka AP w punkcie X; okrag (V,r) styczny do tuku CD w jego
$rodku @ i do odcinka C'P w punkcie Y. Niech R = OA = OB = 0Q.

Skoro UX = 3r, VY = r, zatem z podobienstwa APXU ~ APYV odczytujemy, ze

PU/PV = 3, i w konsekwencji PO/PQ = 3. Stad PO = %R oraz UP = PO - UO =

)
A o B

Oznaczajac ¢ = ¥PAO = xPUX, mamy Rtgp = OAtgpy = OP = %R, wiec tgp =
wobec czego cos ¢ = %, sinp = g Dalej, 3r = UX = UPcosp = (%R—?)T‘)'%, skad R = 9r.
I ostatecznie: d = AC = ABcos¢ = 2R - % =18r- %,

R —3r.

N

)

5

Mamy odpowiedz na pytanie z zadania: r/d = 5/72.

902. Liczba w(n) to takze najwiekszy wykladnik, dla ktérego n!
dzieli si¢ przez 5@ (™) (bo w rozkladzie n! jest wigcej dwdjek niz
piatek); w standardowych symbolach: w(n) = vs(n!).

Ustalmy m € N. Okreslamy roztaczne zbiory Ag, A1, ..., Am,
zawarte w {1,2,...,5™}:

(1) Aj={k-5: 1<k<5™J; kL5}
Dla j < m liczno$¢ zbioru A; wynosi tyle, ile jest liczb k < 5
niepodzielnych przez 5; czyli

(2) |[A;|=4-5m7971  dlaj<m.

Laczna licznosé zbioréw Ao, ..., Am—1 z dolaczonym
zbiorem jednoelementowym Ay, = {1-5™} wynosi

4 Z;;Bl 5m=3=1 1 1 = 5™, Ich elementy nie przekraczaja 5™,
wigc tworza permutacje zbioru {1,...,5™}; skad wniosek, ze
iloczyn wszystkich tych elementéw wynosi (5™)!.

dlaj=0,1,...,m.

m—1

Zapiszmy iloczyn elementéw zbioru A; jako 5% P;, gdzie P; L 5.

Wymnazajac (po j =0,...,m), dostajemy
3) (™! =s5%tFemQ  odzie Q=Py...Py_1Pm L5.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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Oczywiscie am, = m, Py, = 1; za$ dla j < m mamy, zgodnie

o LN AN D, e e A
z okresleniem (1), HaeAja = ((5J)| Jl)P], wiec aj = j - |Aj].
To liczba podzielna przez 4 (wzér (2)). Ponadto

P = H k= (1234) (6789) ... (")

k<5™—J, kL5

dla j < m.

W tym ostatnim przedstawieniu mamy *|A;| czynnikéw ()()... (),
a to liczba nieparzysta (wzér (2)). Dlatego Pj =4 (mod 5);
a stad, zgodnie z (3), Q =4™ (mod 5).

Réwnosé (3) pokazuje, ze w(5™) =ag+ ...+ om =4l +m dla
pewnego [ (bo 4|a; dla j < m). Zatem

f(5m) — 107w(5m)(5m)! — 107w(5m)‘5w(5m)Q — 27w(5m)Q
— 27417')’:7,Q7

skad ostatecznie f(5™) =24 .27™ .4™ = 2™ (mod 5); to teza
zadania.

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Przekorna planeta

Rys. 1. Wizja artystyczna orbity
egzoplanety 2M1510 (AB)b krazacej
wokél pary gwiazd — brazowych kartéw.
Orbita planety jest prostopadla do
plaszczyzny, w ktorej poruszaja si¢ obie
gwiazdy. Zrédto: ESO/L. Calcada

Catkowita liczba zaobserwowanych do tej
pory planet pozastonecznych to 5921

(w dniu pisania tego artykulu — czerwiec
2025).

2M1510 A

2M1510 B

2M151( (AB)b

Rys. 2. Konfiguracja ukladu: bragzowe karly sa zaznaczone

Planety pozastoneczne wystepuja w réznych ksztaltach, rozmiarach i konfiguracjach.
Ich obserwacje nie wywotuja juz sensacji i przyzwyczailiSmy sie, ze prawie codziennie
odkrywamy nowe. Dlatego my$leliémy, ze niewiele nas juz moze zaskoczyc¢.

A jednak... W maju przypadkiem odkryto planete, ktéra jest jedyna w swoim
rodzaju. Wzbudzila niemala ekscytacje wérdd astronoméw, poniewaz potwierdza
niektére teorie opisujace powstawanie planet. Mowa o 2M1510 (AB)b, ktéra nie
do$¢, ze krazy wokét dwéch gwiazd jednoczednie, to jeszcze robi to pod katem 90°,
czyli porusza sie po orbicie okolobiegunowej (rys. 1).

Planety orbitujace wokot podwojnych ukladéw gwiazd sa niezwykle rzadkie.

Do tej pory znanych jest ich tylko 16 i wszystkie kraza niemal w tej samej
plaszczyznie orbitalnej co macierzysty uktad podwéjny gwiazd (tak samo
planety w naszym Ukladzie Stonecznym — wszystkie kraza w tej samej
plaszczyznie). Orbity nachylone pod katem 90° wydaja sie egzotyczne i pozornie
nieprawdopodobne. Sg jednak uzasadnione teoretycznie. Wczesniej obserwowano
biegunowe dyski pylowo-gazowe wokdt uktadéw podwdjnych gwiazd. Jednak jak
do tej pory nie udalo si¢ potwierdzi¢ istnienia planet w tej konfiguracji.

Obserwacja 2M1510 (AB)b to pierwszy mocny dowdd na to, ze takie planety
istnieja (a przynajmniej jedna). Odkrycia dokonal Thomas Baycroft, doktorant
na Uniwersytecie w Birmingham w Wielkiej Brytanii.

OM1510 C Ale nie tylko orbita planety jest niezwykta.
® 2M1510 (AB)b krazy wokél pary mtodych brazowych

kartéw — obiektow wiekszych niz planety gazowe,
ale zbyt malych, by by¢ wlasciwymi gwiazdami.
>250 jednostek astronomicznych  Oba brazowe karly powoduja wzajemne za¢mienia,

co z perspektywy Ziemi czyni je czedcia uktadu
nazywanego przez astronomow za¢mieniowym uktadem
podwojnym. Uklad taki tez jest niezwykle rzadki:

T _ jest to zaledwie druga para za¢miewajacych sie
,A Ziemia

brazowych karléw znana do tej pory, do tego zawiera
pierwsza egzoplanete o orbicie prostopadtej do uktadu.

na czerwono, przekorna planeta zaznaczona jest na niebiesko. Co za niesamowity przypadek! Ale to nie Wszystko,
2M1510 A i B to para brazowych kartéw, wokét ktérych krazy W ni ielkiei odleetodci sdws et ib
planeta, natomiast 2M1510 C to kolejny brazowy karzel, ktéry niewilelkie] odlegtoscl znajduje si¢ trzecl bPrazowy
znajduje si¢ w odleglosci 250 jednostek astronomicznych karzet, ktéry moze Wp}ywaé na stabilnogé Ca}ego
(37399467 675 kilometréw). Zrédlo: Baycroft i inni, 2025. ukladu (I‘yS. 2)

Na podstawie Baycroft i inni, ,Evidence
for a polar circumbinary exoplanet
orbiting a pair of eclipsing brown dwarfs”,
Science Advances, vol. 11, 2025.

W materiatach prasowych dotyczacych odkrycia planety naukowcy podkreslaja,
ze byto to odkrycie przypadkowe. Zespét wpadl na jej trop podczas
udoskonalania obserwacji parametréw orbitalnych i fizycznych pary brazowych
karléw 2M1510 (AB), zbierajac obserwacje za pomoca instrumentu Ultraviolet
and Visual Echelle Spectrograph (UVES) na ESO VLT w Obserwatorium

Paranal w Chile.
Katarzyna MALEK

Departament Badan Podstawowych (BP4), Zaktad Astrofizyki, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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)
/Niebo we wrzesniu

Gwiazda Dzienna kontynuuje szybkie przesuwanie sie na potudnie, zblizajac sie
do widnokregu o kolejne 10°, co spowoduje skrocenie sie dnia o nastepne prawie
dwie godziny. 22 wrze$nia po godzinie 20 naszego czasu Stonce przetnie rownik

niebieski, przenoszac si¢ na potudniowa poétkule nieba. Tym samym rozpocznie

sie w Polsce astronomiczna jesien.

We wrzeéniu nadal jasno $wieci miryda x Cygni, zmieniajaca jasno$¢ od +3,3™
do +14,2™ w ciagu 408 dni. 22 sierpnia gwiazda przeszla przez maksimum
swojej jasnosci i nadal powinna by¢ dostrzegalna gotym okiem. Chociaz na
poczatku miesiaca w jej obserwacjach przeszkodzi blask Ksiezyca w bardzo duzej
fazie. x Cygni géruje okolo godziny 21 na wysokosci ponad 70°.

Ekliptyka na niebie wieczornym jest nachylona stabo,

a jeszcze stabiej widoczny jest Ksiezyc, cho¢ zacznie on
miesigc w fazie 64%. Dopiero pod koniec pierwszego
tygodnia miesiagca powedruje on w goére, a 7 wrzesnia
dojdzie do jego catkowitego za¢mienia. Tego dnia

w Polsce wschéd Ksiezyca nastapi miedzy godzing 19:00
na granicy wschodniej a 19:35 na krancach zachodnich
i wzejdzie on juz za¢miony, gdyz faza czeSciowa zjawiska
zacznie sie o 18:27. Faza calkowita rozpocznie sig

0 19:30, faza maksymalna nastapi o godzinie 20:11,

a Srebrny Glob pozostanie w cieniu Ziemi do godziny
20:53. Faza czesciowa za¢mienia potrwa do 21:56, faza
polcieniowa natomiast — do 22:55.

Towarzystwa Ksiezycowi dotrzyma para planet
Saturn-Neptun, znajdujaca sie wtedy 12° na lewo od
niego. Od wschodu ksiezycowa tarcza dogania¢ bedzie
gwiazde 4. wielkosci ¢ Aqr. Niestety dogoni ja juz po
wyjsciu z cienia Ziemi. Zakrycie ¢ Aqr nastapi okoto
godziny 23:35, odkrycie za$§ mniej wiecej 55 minut
pdzniej, juz przy pelnym blasku Ksiezyca.

Srebrny Glob przejdzie blisko Saturna i Neptuna
nastepnej nocy. Do Neptuna zblizy sie on na niewiele
ponad 1,5°, Saturn znajdzie sie 2-krotnie dalej. Faza
Ksiezyca zdazy spasé tylko o 2%, a zatem Neptuna nie

da sig¢ tej nocy dostrzec, gdyz Swieci on blaskiem +7,8™.

Saturn natomiast Swieci blaskiem +0,6™ i prezentuje
tarcze o $rednicy 19”. Stosunek malej do wielkiej osi
pierscieni planety zmniejszy sie do 0,03. We wrzesniu
obie planety przechodza przez opozycje wzgledem
Stonca. Saturn uczyni to 21 wrzesnia, Neptun za$ 2 dni
pézniej. Do konca miesiaca dystans miedzy planetami
uroénie do 3°.

13 wrzeénia faza Ksiezyca spadnie do 67% i dotrze on
do gwiazdozbioru Byka, zakrywajac znang gromade
otwarta gwiazd Plejady. W Polsce pierwsza z jasnych
gwiazd gromady, Electra, zniknie za jasnym brzegiem
ksiezycowej tarczy okoto godziny 22, by pokazaé sie po
drugiej stronie jakie$ 50 minut pdzniej. Potem Srebrny
Glob zakryje jeszcze Celaeno, Merope, Maig i Alcyone.
Te ostatnia okoto 23 do 23:50. Ominie niestety Taygete,
Sterope, Atlas i Pleione.

5° na potudnie od Plejad swoja petle na niebie
wykonuje Uran, ktory 6 dnia miesigca zmieni kierunek
ruchu z prostego na wsteczny. Stad poczatkowo planeta
jest nieruchoma wzgledem gwiazd tla, a jej blask
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wynosi +5,7". W tym miesigcu Uran nie cieszy sie
towarzystwem gwiazdy o zblizonej don jasnosci. Do
wszystkich okolicznych gwiazd, ktére sa tatwo widoczne
golym okiem, zabraknie planecie po okoto 3°.

14 wrzesnia Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre,
przenoszac si¢ na niebo poranne. 16 i 17 dnia miesiaca
odwiedzi on gwiazdozbior Blizniat, gdzie znajduje

sie planeta Jowisz. Pierwszej z wymienionych nocy
tarcza Ksiezyca pokaze sierp w fazie 32%, wedrujac
po okolo 8° od Jowisza oraz Kastora z Polluksem.
Dobe p6Zniej faza jego tarczy zmniejszy sie do 22%

i przeniesie sie na pogranicze BliZzniat i Raka, Swiecac
6° pod Polluksem. Sam Jowisz szykuje sie powoli do
opozycji i we wrzeéniu jego blask wynosi —2", przy
$rednicy tarczy 36”.

18 dnia miesigca sierp Srebrnego Globu w fazie 13%
dotrze na pozycje 5° na wschod od jasnej gromady
otwartej gwiazd M44 w Raku. W odlegloéci 15° na
godzinie 7 wzgledem niego $wieci planeta Wenus.
Jeszcze blizej planety i w fazie zaledwie 7% Ksiezyc
znajdzie si¢ nastepnej doby. O godzinie 5 oba ciala
przedzieli dystans 4°, a dodatkowo 46" pod Wenus
pokaze sie Regulus, najjasniejsza gwiazda Lwa.

Ksiezyc stopniowo zblizy sie do Wenus, az wreszcie

ja zakryje. W Europie i wigkszosci pasa zakrycia do
zjawiska dojdzie w dzien. W Polsce Wenus zniknie za
ksiezycowa tarcza okolo godziny 14:10, by wyloni¢ sie
zza jej ciemnego brzegu okoto 15:20. Oba ciata znajda
sie 27° na zachod od Stonca. Cale zjawisko jest zatem
obserwowalne przez lornetke.

Sama planeta zacznie miesiac w Raku, niewiele
ponad 1° na potudnie od M44, ale juz 10 wrzesnia
przejdzie do gwiazdozbioru Lwa. W dniach 19 i 20
wrzesnia Wenus minie Regulusa. U nas oba ciata
przedzieli po okoto 40’. Wenus powoli zbliza si¢ do
koniunkcji gornej ze Stoncem, stad przez caly miesiac
$wieci blaskiem —3,9™ a jej tarcza ma $rednice 11"

i faze rosnaca do 91%.

Ksiezyc w fazie niecalych 3% mozna jeszcze prébowaé
dostrzec 20 wrzesnia, gdy okolo godziny 5:30 wzniesie
sie na wysokos¢ 7°. Jego odszukanie utatwi para
Wenus-Regulus, $wiecaca w odleglosci 8°, na godzinie 1
wzgledem niego.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 17

& Rozwigzanie zadania M 1828.

Odpowiedz: Wielomian P(z) + P(—z) jest wielomianem
parzystym, wobec tego ma parzysta liczbe réznych
niezerowych pierwiastkéw rzeczywistych. Poniewaz 2025
jest liczbg nieparzysta, jeden z jego pierwiastkéw musi by¢
réwny 0, a to oznacza, ze 0 = P(0) + P(—0) = 2P(0). Stad
P(0) =0, czyli wyraz wolny P jest réwny 0.

& Rozwigzanie zadania M 1829.

Niech X bedzie zbiorem liczb spelniajacych warunki
zadania, natomiast Y zbiorem liczb dobrych, ktére
posiadaja co najmniej jeden dzielnik dobry (rézny od 1
i samej liczby).

Zalézmy, ze X jest zbiorem skonczonym i niech

X ={z1,m9,..., 21}, gdzie z1 < T2 < ... < x). Zauwazmy,
ze dowolna liczba ze zbioru Y posiada dzielnik ze zbioru X
(jest nim np. najmniejszy dobry dzielnik liczby Y).

Rozpatrzmy liczbe A = (125 ...7%)% + 1. Poniewaz A jest
liczba dobra wieksza niz xx, wiec A € Y. Wobec tego

A posiada dzielnik w zbiorze X, co jest niemozliwe, gdyz
x; | A—1dlakazdego i € {1,2,...,k}.

i Rozwigzanie zadania M 1830.
Odpowiedz: Nie.

Zaznaczmy 4 pola kwadratu 2 x 2 w lewym gérnym rogu
tablicy i zaznaczmy wszystkie pozostate kwadraty na
glownej przekatnej, jak na rysunku nizej.

Pokazemy indukcyjnie, ze nie mozemy dokonaé¢ zadanego
przestawienia wierszy i kolumn.

Dla n = 2 jest to oczywiste (wszystkie pola kwadratu sa
zaznaczone). Zaldézmy, ze istnieje pozadane przegrupowanie
wierszy i kolumn dla n > 2. Wybierzmy rzad zawierajacy

tylko jeden zaznaczony kwadrat s. Wéwczas kolumna
zawierajaca s nie zawiera innych zaznaczonych kwadratow.
Jezeli s nie znajduje sie na gtéwnej przekatnej, czyli
znajduje sie na prawo od niej, to kolumne zawierajaca s
mozna przesunaé w lewo tak, aby s znalazl sie na glownej
przekatnej; wszystkie pozostate kolumny albo pozostaja
na swoich miejscach, albo przesuwaja sie w prawo, wiec
warunek nie jest naruszony. Gdy s znajduje sie juz

na gtéwnej przekatnej, mozna go usunaé i zastosowaé
zatozenie indukcyjne.

Pytanie: Co, jesli zaznaczymy n + 1 kwadratéw?

‘& Rozwigzanie zadania F 1127.

Orbita Ziemi jest elipsa ze Stoficem w jednym z jej ognisk
(I prawo Keplera). Zima Ziemia porusza si¢ blizej Storica
niz latem. W tym roku najwieksze zblizenie Ziemi do
Stonca nastapito 4 stycznia o godzinie 14:28 (w roku 2026
nastapi to 3 stycznia o 18:16), a najdalej od Stoica Ziemia
znalazla si¢ 3 lipca o 21:55 (w roku 2026 nastapi to 6 lipca
0 19:31). Podczas ruchu Ziemi jej moment pedu pozostaje
staly (II prawo Keplera), a wigc mniejsza odleglosé

od Stonica oznacza wigksza predkosé ruchu orbitalnego

i tym samym krétszy czas ruchu od rownonocy jesiennej
do wiosennej niz od rownonocy wiosennej do jesienne;j.
Podana w tresci zadania réznica czasu pozwala oszacowaé
wartos¢ mimosrodu orbity.

Pelng ilosciowa analize zagadnienia zawiera tekst: Jak
wyglada orbita Ziemi?, A3,

ﬁ Rozwigzanie zadania F 1128.

Stonice o$wietla zawsze wiecej niz potowe powierzchni
Ziemi. Wynika to z jego bardzo duzych rozmiaréw.
Dodatkowo refrakcja atmosferyczna (tj. fakt, ze promienie
stoneczne ulegaja zalamaniu podczas przechodzenia przez
coraz gestsze warstwy atmosfery, nim dotra do powierzchni
Ziemi) ,zagina” promienie w kierunku powierzchni Ziemi,
zwiekszajac jej oSwietlany obszar. W wyniku obu tych
zjawisk cien Ziemi ma ksztalt stozka o kacie miedzy
wysokoscia (osia stozka) i jego tworzaca wynoszacym

a 50

Pelniejszg analize mozna znalezé w tekscie: Kiedy zaczyna
sie jesien?, AS.|
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Dodamy teraz na prostej AB sztuczny punkt

w nieskonczono$ci — oznaczmy go po prostu oo — o tej
wlasnosci, ze ||B°°|‘ = 1. Jedli X jest srodkiem odcinka AB,
to odcinki AB i Xoo sa harmonicznie sprzezone. Punkt
oo nazywany jest niekiedy miejscem przeciecia prostych
réwnoleglych (taki punkt dopuszcza sie miedzy innymi
w geometrii rzutowej).

Twierdzenie 3. Na prostej z dodanym punktem

w nieskornczonodci — jezeli odcinki AB i XY sq
harmonicznie sprzezone, to dowolne trzy sposrod
punktow A, B, X, Y jednoznacznie okreslajg polozenie
czwartego.

Dowdd. Bez utraty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze

wyznaczymy poltozenie punktu Y za pomocg pozostatych.

Dobierzmy taka oS liczbowa, zeby punkt A byl w jedynce,
a punkt B w minus jedynce. Przez x oraz y = f(x)
oznaczmy wspéirzedne punktéw X i Y. Na mocy
definicji otrzymujemy Ii;ﬂ = ‘IZE\I’ co po obustronnym
podniesieniu do kwadratu, przy zalozeniach x,y ¢
{-1,0,1} i = # y, upraszcza sie do postaci réwnowaznej
f(z) =y =1 Jest to bijekcja zbioru R\ {-1,0,1} na
ten sam zbidr, a ponadto f(0) = oo i f(c0) = 0.

Kolejne twierdzenie pokazuje typowe konfiguracje
geometryczne, w ktérych pojawiaja sie pary odcinkow
harmonicznie sprzezonych.

Twierdzenie 2. Jesli zachodzi ktorykolwiek
z ponizszych warunkow, to odcinki AB i XY sq
sprzezone harmonicznie:

(1) punkty A i B sq Srodkami podstaw trapezu, punkt X
jest przecieciem jego przekgtnych, a punktY —
prostych zawierajgcych jego ramiona;

Zadania

Harmonia na trzy czwarte...
Barttomiej BZDEGA

W calym odcinku zakladamy, ze A, B, X, Y to cztery rézne punkty.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Rozwazmy rézne punkty, A, B, X, Y, lezace na jednej prostej. Moéwimy, ze

X
odcinki AB i XY sg sprzezone harmonicznie, jesli zachodzi rownosé I‘ I‘ H;
réwnowaznie — co dowodzi symetrii tej relacji — mamy 154l = XBl
Y J ) Y YAl = [vBl-

(2) punkty K, L, X lezq, odpowiednio, na bokach BC,
CA, AB trojkgta ABC, przy czym odcinki AK, BL,
CX przecinajg sie w jednym punkcie, proste KL
1 AB przecinajg sie w punkcie Y;

(3) punkty X iY lezq na prostej AB, przy czym
proste CX i CY sq dwusiecznymi kgtow przy
wierzcholku C' trojkgta ABC', odpowiednio,
wewnelrznego i zewnetrznego.

Dowdd

(1) Niech PQRS bedzie rzeczonym trapezem, w ktérym
punkt A jest érodkiem podstawy PQ. Tréjkaty
PQY i SRY sa jednokladne wzgledem punktu Y,
natomiast tréjkaty PQX i RSX — wzgledem
punktu X. Z tego wynika, ze punkty A, X, B, Y sa
WbpéﬂiniOW@ Ponadto skala obu jednokladnosci jest
1RS| ¢ AX] _ |AY]

[PQ[» W€ [BX| T |BY["
Jedli trapez PQRS jest rownoleglobokiem, to
Y = 00, a X jest érodkiem odcinka AB.

(2) W tréjkacie ABC' z twierdzenia Cevy dla odcinkéw

AK, BL i CX oraz z twierdzenia Menelaosa dla

prostej KL otrzymujemy, odpowiednio:

|AX| |BK| [CL| _ |AY| |BK| |CL| 1
|XB| |KC| |LA| 7 |YB| |KC| |LA]
Poréwnujac oba wyrazenia, dostaniemy % = %.

W przypadku gdy KL | AB (réwnowaznie: X jest
srodkiem odcinka AB), mamy Y = co.
(3) Na mocy twierdzenia o dwusiecznej (wewnetrznej
[AX| _ |AC| _ |AY]|
|BX| — |BC| — |BY]|"
|BC|, to X jest $rodkiem odcinka AB

i zewnetrznej) otrzymujemy
Jedli |AC| =
oraz Y = oo.

1. Zalbézmy, ze punkty A, X, B, Y leza w tej kolejnosci na jednej prostej. Niech

(loxl =
Aureys£z10y ny) I‘g;‘(‘l ®e[p oruzoidoreur 1
ogl | ldal _ lax| | ldx| _ lgax]|
lavl [ov] lax| lvxl v xI
Awa[nwdz130 ‘mogelory yotupatmodpo
emjsualqopod z doleysfzioy] §

|d A| z zotumox
réwnowazne:

*Zm NSdI1[0 Wopd[8zm | 2.

To nyjund 33330d Aqosods emp eu
ot[ezor[qo ‘(0)1 eIURpRZ Z JRISAZIONS ¢
“RSOR[OUSN I AAD)) UazpIaImg) [DAAzZn
oruparmodpo z eqruim ©zo) 97 ‘dIs 9zeyo

O bedzie érodkiem odcinka AB. Udowodnié, ze nastepujace stwierdzenia sa

(a) odcinki AB i XY sg harmonicznie sprzezone;

(b) |AB] jest érednig harmoniczna AX i AY;

(c) |OB] jest $rednia geometryczng OX i OY.

Dany jest tréjkat ABC. Punkty X4, Xp, Xc leza na odcinkach, odpowiednio,
BC, CA, AB. Prosta XpX¢ przecina prosta BC' w punkcie Y4. Analogicznie
okreslamy punkty Yz i Yo. Wykazaé, ze jesli odcinki AX 4, BXg, CX¢ przecinaja,
sie w jednym punkcie, to punkty Ya, YB, Yo leza na jednej prostej.

sezomopp “(Ted yoAuzorSoreur YOOMP ZeIO)
OxD0X 1 gy MONUIDPO B[P 0SoUZITUOULIRY
eruozdzids 1[otuyep z 2eIsAZIONG 7
‘ueoypeyzsyozid

yoAuzoreiqalde yoLisoxd op 3dis ezpemoids

pomop sezomom — z = | Xg| ‘i = |g x|
‘x = | xV| pepidzid eu pelLzid euzoly |

uepez op DIMOZENSA\

3. Okregi wi i wa, o $rodkach odpowiednio O1, O3 i promieniach r1, r2, przecinaja sie
w dwoch punktach, z ktérych jednym jest T', przy czym |%xO1T0O2| = 90°. Pewna
prosta przechodzgca przez punkt O; przecina okrag w1 w punktach A i B, a okrag
w2 — w punktach X i Y. Wykazaé, ze odcinki AB i XY sa harmonicznie sprzezone.

4. Z punktu Y lezacego poza okregiem w poprowadzono styczne do tego okregu
w punktach P i Q. Na cieciwie PQ) wybrano punkt X. Prosta XY przecina okrag w
w punktach A i B. Dowie$é, ze odcinki AB i XY sg harmonicznie sprzezone.
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