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Think outside the box! Mikotaj ZNAMIEROWSKI*

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Rozumowanie to mozna pociggnac
znacznie dalej! Czy umiesz pokazad,
Drogi Czytelniku, ze przez caly czas
trwania marszu wszystkie krasnoludki sa
wsp6lliniowe?
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Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: w Zaczarowanym Lesie zyje sobie

n > 1 krasnoludkéw i kazdy wychodzi rano do pracy. Przemieszczaja sie one
wzdtuz ustalonych prostych, caly czas poruszajac si¢ w tym samym kierunku

i ze stala predkoscia. Wiadomo, ze ich trasy krzyzuja si¢ w sposéb maksymalny
— to znaczy, ze kazdy ma na swojej drodze n — 1 skrzyzowan z pozostalymi

(i w zwiazku z tym, zadne trzy proste nie przecinaja sie w jednym punkcie).
Jak jednak wiadomo z pewnej bajki, krasnoludki sa istotami niezwykle
towarzyskimi — powiemy zatem, ze krasnoludek jest szczesciarzem, gdy spotka
na swojej drodze wszystkie pozostale. Wowczas okazuje sie, ze jesli choé

dwa krasnoludki sa szcze$ciarzami, to wszystkie nimi sa! Jak mozna w ogdle
podejs¢ do dowodu takiego zaskakujacego faktu? Osoby nieprzepadajace

za geometria zapewne zechcialyby od razu wszystko sparametryzowac i zagtebi¢
sie w rachunkach. Okazuje sie jednak, ze istnieje pewne bardzo tadne i szokujaco
elementarne rozumowanie.

O dziwo, aby rozwiaza¢ ten dwuwymiarowy problem, uzyteczne jest odklejenie
sie od plaszczyzny m Zaczarowanego Lasu i ucieczka w tréjwymiarows
przestrzen! Dorysujmy dodatkowy wektor czasowy ustawiony prostopadle do
plaszczyzny w. Przyjmujemy, ze czas jest skierowany w gore, jak na rysunku
obok. Uplyw czasu jest jednakowy dla wszystkich krasnoludkéw (uprzedzam
fizykéw — pomijamy tu efekty relatywistyczne). Trasa k; kazdego krasnoludka
staje si¢ woéwczas prosta k] w tréjwymiarze. Jezeli chcemy zobaczy¢, gdzie
krasnoludki znajduja si¢ w danej chwili, to sprawdzamy, gdzie reprezentujace
ich proste przecinaja pozioma plaszczyzne odpowiadajaca tej chwili w czasie,
czyli na wlasciwej wysokosci. Oczywiscie krasnoludki spotykaja sie wtedy

i tylko wtedy, gdy znajduja si¢ w tym samym miejscu, w tym samym czasie —
z punktu widzenia naszych , podniesionych” prostych, wtedy i tylko wtedy, gdy
proste te si¢ przecinaja. Wiemy, ze istnieja takie dwie proste, powiedzmy k|

i kb, ktére przecinaja wszystkie pozostale ,primowane” proste. Popatrzmy wiec
na plaszczyzne n’ wyznaczona przez kf i k}. Dowolna prosta k. przecina sie

z ki oraz kb w dwdch rdznych punktach, a wigc jest zawarta w /. W zwiazku
z tym dowolne dwie proste k] i k; leza w 7', co oznacza, ze si¢ przecinaja lub
sa rownolegle. Zauwazmy jednak, ze nie moga by¢ réwnoleglte — w przeciwnym
przypadku, proste k;, k; C m nie miatyby punktu wspélnego, co przeczyloby tresci.
Konczy to zatem dowdd.

Opisany powyzej fakt znany jest jako Problem Czterech Podrdinych (zauwazmy,
ze rozwigzanie korzystato jedynie z tylu krasnoludkéw — pierwszego, drugiego,
i-tego oraz j-ego). Gléwne piekno tego rozumowania polega na tym, ze aby
rozwiazaé problem ptaski, uciekliSmy w tréjwymiar. Przypatrzmy si¢ kilku
geometrycznym (i nie tylko!) sytuacjom, w ktérych pojawia sie ten elegancki
motyw.

Nieco geometrii olimpijskiej

Rozpatrzmy nastepujace zadanie. Pojawito si¢ ono na Obozie Naukowym OMG
(poziom OM) w 2015 roku.

Zadanie. Dany jest trojkat réownoboczny ABC o $rodku ciezkosci S. Prosta [
przechodzi przez S. Niech K i L to przeciecia [ z odcinkami AC i BC,
odpowiednio. Punkt P spelnia warunki AL = PL oraz BK = PK. Udowodnij,
ze odleglo$¢ punktu P od prostej [ jest stala, niezalezna od doboru poczatkowej
prostej [ przez S.

Problem ten jest zaskakujaco ciezki, péki trzymamy si¢ kurczowo geometrii
plaskiej (przed dalszym czytaniem, zachecam do podjecia wyzwanial).
Zadanie jednak niemalze trywializuje si¢ po dorysowaniu jednego punktu

w tréjwymiarze. Niech T bedzie takim punktem w przestrzeni, ze ABCT jest
czworo$cianem foremnym. Wowczas z symetrii tego czworoscianu uzyskujemy
PL=AL=TL oraz PK = BK = TK. Na mocy cechy bok-bok-bok mamy
wiece AKLP = AKLT, czyli odleglo$é¢ P od KL (a wiec i od I) jest taka sama
co odleglos¢ T od [. Ta jednak pokrywa sie z wysokoscia czworoscianu, ktéra
oczywiscie nie zalezy od wyboru prostej {. Koniec.
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To samo rozumowanie mozna zastosowaé
dla dowolnego okregu o érodku bedacym
$rodkiem trojkata ABC — przykltadowo
dla okregu opisanego.

Ptaszczyzna z dorzuconym tylko jednym
punktem w nieskoriczonosci réwniez jest
sensownym bytem — po prostu nie na
nasze potrzeby. W ramach ciekawostki
powiem, ze twér ten nazywa si¢

(w geometrii) plaszczyzng inwersyjna lub
(w analizie) sferg Riemanna.

Dla tych, ktorzy powiedzieliby: ,po co takie sztuczki, przeciez to oczywiste, jak
sie wpisze w uklad wspolrzednych”, proponuje spojrzeé¢ na nastepujacy problem.

Zadanie. Okrag w jest wpisany w trojkat rownoboczny ABC. Punkt P jest
zmieniajacym potozenie punktem na okregu w. Udowodnij, ze warto$¢ wyrazenia
AP? + BP? 4+ CP? jest stala.

Co w tym niezwyklego? Bierzemy dwie osie, przypisujemy punktom
wspolrzedne i liczymy, prawda? Zachecam do sprébowania — jak nie robi sie
tego sprytnie, to rachunki wyjda (moze jeszcze nie najgorsze na $wiecie, ale)
przynajmniej brzydkie. Sztuczka z ucieczka w 3D moze by¢ niezwykle przydatna
nawet w rozwigzaniach obliczeniowych: Rozpatrzmy trojwymiarowy uklad
wspdélrzednych. Wierzchotki tréjkata umiesémy w punktach (0,0, 1), (0,1,0),
(1,0,0) — oczywiscie daje to tréjkat réwnoboczny zawarty w plaszczyZnie

4+ y+ z=1. Czym wowczas jest okrag w? Jest to przeciecie pewnej sfery

o érodku w (0,0,0) z ta plaszczyzna (jaki jest jej promieri R?). Innymi stowy,
jesli xp,yp, zp sa wspohrzednymi punktu P € w, to 2% + y% + 25 = R? jest stalg
wartoscia. Mozemy zatem tatwo obliczy¢:

AP? + BP? + CP?
= ((zp =1 +yp +20) + (¢b + (yp — 1> + 23) + (zp + yp + (zp — 1)?)
=3(zp +yp +2p) — 2(zp +yp +2p) +3
=3-R*-2-1+3=3R*+1,

co oczywiscie jest state. Widzimy zatem, jak uzyteczne jest myslenie poza
,pudetkiem” zwanym plaszczyzng. Szach-mat!

Think bigger

Zanim przejdziemy dalej, do bardziej skomplikowanych konfiguracji, chcialbym
wspomnie¢ o pewnym waznym, intuicyjnym bycie, zwanym formalnie
przestrzeniq rzutowg. lle razy zdarzylo sie nam stwierdzi¢, ze ,,dwie proste
przecinaja si¢”, zapominajac o przypadku, ze moga by¢ réwnoleglte? W tego
typu konfiguracjach wygodnie by bylo uznawaé, ze proste réwnolegle réwniez
sie przecinaja, ale w nieskonczonosci. Intuicja ta prowadzi nas do wspomnianej
plaszczyzny rzutowej.

Definicja. Przez plaszczyzne rzutowa rozumiemy plaszczyzne z dorzuconymi
punktami w nieskoriczonosci (niewtasciwymi), zwanymi kierunkami prostych —
kazda prosta przechodzi przez swdéj kierunek, ktéry jest taki sam dla prostych
don réwnoleglych. Ponadto przyjmujemy, ze wszystkie punkty w nieskoriczonosci
leza na jednej prostej w nieskoriczonosci (niewlasciwej).

Twér ten jest niezwykle wygodny, gdyz na plaszczyznie rzutowej dowolne

dwie rézne proste maja dokladnie jeden punkt wspélny i przez dowolne dwa
rézne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta. Ponadto byt ten mozna tatwo
rozszerzy¢ do trzech wymiaréw: kazda prosta dostaje jeden kierunek (wspdlny
dla wszystkich prostych réwnoleglych), kierunki prostych wspélplaszczyznowych
leza na jednej prostej niewlasciwej (wspélnej dla plaszczyzn réwnoleglych),
wszystkie proste niewlasciwe leza na jednej (jedynej!) plaszezyZnie niewlasciwej.
Przez reszte artykulu przyjmuje, ze zajmujemy si¢ wlasnie przestrzenia rzutowa
(dzieki czemu nie trzeba bedzie rozpatrywaé przypadkéw). Zaczniemy od
licznego dowodu tzw. twierdzenia Monge’a:

Twierdzenie. Dane sq trzy okregi, 01,02, 03, rozlgczne zewnetrznie. Niech

Ay to punkt przeciecia wspélnych stycznych zewnetrznych do okregow os i 03.
Analogicznie definiujemy Aa oraz As. Wowczas punkty Ay, Az, Az lezg na jednej
prostej.

Klasyczny dowdéd tego faktu wymaga znajomosci twierdzenia o skladaniu
jednoktadnosci. Nie byloby to jednak w duchu tego artykulu! Robimy
inaczej: rozwazamy podobne stozki s1, so, s3, ktérych podstawami sg

okregi 01, 02, 03, odpowiednio. Niech ponadto P;, P», P3 beda odpowiednimi
wierzchotkami tych stozkow, przy czym leza one wszystkie po tej samej
stronie plaszczyzny 7 zawierajacej nasze okregi. Rozwazmy jednoktadnosé

o $rodku w A; przenoszaca oz na o3.
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Przeniesie ona sy na s3 (przez podobieristwo), a wiec Py na Ps. Stad A; lezy na

prostej P, P3. Analogicznie uzasadniamy, ze punkty A, i Az leza odpowiednio na

prostych P3Py i Py P,. Punkty Py, P», P leza na pewnej plaszczyznie 7’ (jesli

Py

sa wspolliniowe, wybieramy dowolng plaszczyzne, ktéra je zawiera). Wéwcezas

punkty A;, Ay, As leza na 7 (z definicji) oraz na 7’ (bo kazda z prostych Py P,

Ay

P, P3, P3Py zawiera si¢ w 7'). Dlatego punkty te leza w przecigciu plaszczyzn 7

oraz 7'. Plaszczyzny jednak zawsze przecinaja sie wzdluz prostej — koriczy to

Co by sig¢ stato, gdyby$my przyjeli, ze zatem dowdd.
dwa sposréd punktow Pp, Pa, P3 lezg po

jednej stronie 7, a pozostaly po drugiej?

Na zakonczenie udowodnimy jeden z najbardziej znanych faktéw geometrii

rzutowej — twierdzenie Desargues’a; uogélnimy je przy okazji na trzeci wymiar.

Twierdzenie. Dane sq dwa tréjkgty ABC ¢ A’B'C’
w R3. Wéwczas proste AA', BB' i CC' przecinajq
ste w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy punkty
przeciecia prostych BCNB'C' =P, CANC'A' =Q
i ABN A'B’ = R istniejq i lezg na jednej prostej.

Zalézmy, ze proste AA’, BB', CC' przecinaja sie

w jednym punkcie .S. Dowéd rozbijemy na dwa przypadki.

Zal6ézmy najpierw, ze tréjkaty ABC i A'B'C’ leza

w réznych plaszczyznach. Skoro CC’ i BB’ si¢ przecinaja,
to sa zawarte w jednej plaszczyznie. Oznacza to wiec, ze
BC i B'C sie przecinaja, czyli punkt P istnieje. Lezy
on ponadto w plaszczyznie 7 tréjkata ABC (bo BC
zawiera sie w ) oraz w plaszczyznie n’ tréjkata A’ B'C’
(bo B'C’ zawiera sie w 7). Podobne rozumowanie dla
punktéw @Q i R pokazuje, ze punkty te istnieja i leza na
m N7, czyli na prostej.

Rozwazmy teraz trudniejszy przypadek, gdy trojkaty
ABC i A'B'C’ s zawarte w tej samej plaszczyZnie
(zazwyczaj w takiej postaci podawane jest to
twierdzenie). Istnienie punktéw P, ), R mamy
wowczas za darmo, lecz to wspétliniowosé jest
gléwna trudnoécia. Niech k bedzie dowolna prosta
przez S, wychodzacq poza . Niech ponadto U i U’
to dowolne (rézne) punkty na k. Proste AA" i UU’
przecinaja sie (w S), wiec sa one zawarte w jednej
plaszczyznie. Wynika stad, ze proste AU i A'U’
przecinaja sie w pewnym punkcie A” lezacym poza .

Podobnie: niech B” = BU N B'U’ oraz C" =CUNC'U’.

Niech 7" bedzie plaszczyznag zawierajaca punkty

A", B" C" (wiec n" # m). Proste AA”, BB", CC"
przecinaja sie w U, wiec z udowodnionego juz
przypadku punkty P, = BC N B"C", Q1 = CANC"A",
R; = ABN A”B” istnieja i sa wspoiliniowe. Podobnie:
punkty P, = B'C'NB"C", Q,=C'A'nC"A",

Ry = A’B’ N A”B” istniejg i sa wspolliniowe. Zauwazmy
finalnie, ze skoro P; i P, sa punktami na B”C" oraz
na 7, to P, = P, (prosta niezawarta w plaszczyznie
przecina ja dokladnie w jednym punkcie), czyli jest

3

to réwniez punkt P. Analogiczne rozumowanie dla

@ i R konczy wiec dowdd wynikania w jedna strone.
Dowéd w druga strone pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie (wskazdéwka: wystarczy odwrécié powyzsze
rozumowanie).

U

Zademonstrowane przyklady rozwiazan
tréjwymiarowych w planimetrii sa jedynie kilkoma

ze znacznie szersze] klasy. Zachecam wigc Ciebie,

Drogi Czytelniku, do poszukiwania tego typu
sposobéw myslenia w napotykanych problemach.

Dla nienasyconych milosnikéw geometrii zostawiam
jeszcze gar$é zadan (wedlug mnie, o rosnacym poziomie
trudnosci) do samodzielnego przemyslenia:

1. Czy istnieje taki pieciokat wypukly A; A3 A3A4As,
ze dla kazdego i = 1,2,...,5 proste A;A;+1 oraz
A;12A; 14 nie sg réwnolegle, przecinaja sie w
punkcie B;, a punkty By, Bs, ..., Bs sa wspolliniowe?
(Przyjmujemy, ze Ag = A1, A7 = Ay itd.)

2. (Twierdzenie Johnsona) Przystajace okregi o1, 02, 03
przechodza przez punkt S. Niech o, No3 = {4, S},
o3Noy ={B,S} oraz oy Noz = {C, S}. Udowodnij,
ze okrag opisany na tréjkacie ABC przystaje do
bazowych okregow.

3. Czy istnieje w R? konfiguracja skoriczenie wielu
okregdw o roztacznych wnetrzach, w ktorej kazdy
okrag jest styczny do dokladnie pieciu innych?

Wskazowki do zadan znajduja sie na stronie |10}

A co, gdyby p6j$¢ dalej? Zachecam do préoby znalezienia
takiego problemu tréjwymiarowego, zeby jego
rozwiazanie byto duzo prostsze, patrzac z perspektywy
wymiaru czwartego. Warto zainspirowac sie ktoryms
(badz kilkoma) z probleméw przedstawionych

w artykule.
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Artykul inspirowany pytaniem
zamykajacym artykul Mikotaja
Znamierowskiego ze strony

Rys. 1. Pierscienie Boromeuszy w wersji
zblizonej do tej, jaka pojawia si¢ w herbie
tego rodu (Flanker, Wikimedia
Commons)

Rys. 2. Trzy identyczne prawie-elipsy

w trzech wzajemnie prostopadlych
plaszczyznach tworza splot Boromeuszy.
Zrédlo: C. Gunn, J. Sullivan, The
Borromean Rings: A Video about the
New IMU Logo, Bridges Leeuwarden:
Mathematics, Music, Art, Architecture,
Culture, London 2008.
http://archive.bridgesmathart.org/2008/
bridges2008-63.html

(a) —o—0—0—0—
(b) —o—eo—0—0—

(c) —o—o—o—0—>

Rys. 3. Pary niebieska i czerwona sa:

(a) splatane, (b,c) niesplatane.

Polecam w kazdym przypadku dorysowaé
dwa okregi o érednicach zadanych przez
te pary punktéw i przekonad sie, kiedy
okregi te sie¢ przecinaja

Rys. 4. Dwie niesplatane pary na osi x
(czerwona i niebieska) i odpowiadajace im
okregi w plaszczyznie xt. Przerywane
linie daja przepis na jednoczesng
deformacje obu par, az do znikniecia

PiersScienie Boromeuszy nie istniejg
Michat MISKIEWICZ*

Czytelnik moze pamietaé, ze ostatnio juz pisalem o pierscieniach Boromeuszy
w AS.. Zapomnialem wtedy jednak zwrécié uwage na wazny fakt: one nie
istnieja!

Jak wida¢ na rysunku 1, pierécienie Boromeuszy to konfiguracja trzech okregéw
tworzacych nietrywialny splot, przy czym po usunieciu dowolnego z nich
pozostate dwa staja sie niesplecione. OczywiScie pierscienie nie sg okregami,

bo maja swoja grubo$é — i jak wida¢ na rysunku, rézng w réznych miejscach —
jednak kazdy z pierscieni zawiera w sobie pewien okrag (,rdzen”), wigc mozemy
sobie pozwoli¢ na takie uproszczenie. Po chwili refleksji latwo stwierdzié, ze
okregi te musza leze¢ w réznych plaszczyznach, inaczej by sie przeciety. Czy na
pewno wiec mozna znalez¢ taka konfiguracje w rzeczywistosci?

Sprawe utrudnia niestety fakt, ze kazdy z okregéw na rysunku jest ,nad”
jednym i ,,pod” drugim z pozostalych, co uniemozliwia umieszczenie ich

w trzech réwnolegltych plaszczyznach, albo tez w trzech plaszczyznach odrobine
obréconych wzgledem plaszczyzny rysunku. Przy pewnym wysitku da sie¢ znalezé
odpowiednia konfiguracje zlozona z trzech identycznych elips potozonych

w trzech wzajemnie prostopadlych plaszczyznach (rys. 2). Elipsy te moga
nawet mie¢ dowolnie maty mimosréd, czyli by¢ bardzo podobne do okregdw.
Wydaje sie, ze od znalezienia odpowiednich okregéw dzieli nas niewiele, ale. . .
wcale nie! Przekonamy si¢ o tym, dowodzac nastepujacego, jeszcze mocniejszego
stwierdzenia:

Twierdzenie (M. Freedman): Jesli w przestrzeni tréjwymiarowej dana jest
pewna rodzina okregow parami niesplgtanych, to cala konfiguracja rowniez jest
niesplgtana.

Jak wida¢, dopuszczamy, by okregi mialy rézne promienie, a nawet, by

byto ich wiecej niz trzy — jak sie okaze, ten ogdlniejszy przypadek wcale nie
wymaga wiecej pracy. Jesli Czytelnik ma za soba lekture artykutu Mikotaja
Znamierowskiego (str. , to spodziewa si¢ pewnie, ze przedstawie tu dowdd
wychodzacy w czwarty wymiar. I bardzo stusznie! Czwarty wymiar jest niejako
wpisany w to twierdzenie jako czas: o braku splatania przekonamy sie, podajac
przepis na rozplatanie, a to oczywiscie wymaga czasu. Zanim jednak zwigkszymy
wymiar, to najpierw go zmniejszymy.

Co jest odpowiednikiem okregu jeden wymiar nizej? Jesli ustalimy punkt na osi
rzeczywistej (tj. liczbe) p € R i promien r > 0, to zbiorem punktéw odleglych od p
o r jest po prostu para punktéw {p — r,p + r}. Podobnie jak okregi, dwie pary
punktéw moga by¢ splatane lub nie (zamiast definicji niech wystarczy tu rys. 3).
Przyjmijmy, ze mamy dang pewng rodzinge par parami niesplatanych; wskazemy
przepis na ich rozplatanie. Kazda z tych (lezacych w R) par {p —r,p+r}
przedtuzmy do (lezacego w R?) okregu zadanego réwnaniem (z — p)? + 2 = r?,
jak na rysunku 4 — jest to nadal zbiér punktéw odleglych od (p,0) o r, tylko

w przestrzeni o jeden wymiar wiekszej. Jesli tylko pary sa niesplatane, to
odpowiadajace im okregi sa rozlaczne. Na otrzymanym obrazku przekrdj prosta
t = 0 daje wyjSciowe pary, natomiast przekroje dla wiekszych t niczym klatki
filmu opisuja nam, jak kazda z par zdeformowac¢ do punktu. Jesli przyjmiemy
przy tym, ze pary ,znikaja” po sklejeniu do punktu, to unikniemy przecieé¢, czyli
nachodzenia jednej pary na druga. To oczywiscie byloby niemozliwe, gdyby
pary byly splatane. Zwréémy uwage, ze ilustracje obok pokazuja jedynie dwie
pary (i dwa okregi), ale podany przepis pozwala deformowaé dowolna liczbe par
jednoczesnie.

Pomyst na dowdéd Twierdzenia jest podobny, tylko wymaga wiecej wyobrazni;
zeby sie w tym nie zgubié¢, wprowadzmy oznaczenia. Przyjmijmy, ze danych
jest n okregbw o1, ..., 0n, Przy czym i-ty okrag ma $rodek p; = (x;, yi, 2;)

i promien r;, a ponadto jest zawarty w plaszczyznie a;x + by + ¢;z = d;.
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Do wspélrzednych z,y, z dodajemy teraz czwartg,
wspolrzedna t 1 kazdy z okregdéw przedtuzamy do
sfery w tej wiekszej przestrzeni. Bardziej precyzyjnie,
S; C R* definiujemy jako zbiér punktéw odleglych

od (z4,¥:, i, 0) o 7, jednoczesnie spelniajacych to
samo réwnanie co wezesniej. Warto sie zastanowic

i odnotowaé — cho¢ wymaga to odrobiny wyobrazni —
ze w przestrzeni punktéw (z,y, z,t) pojedyncze réwnanie
a;x + by + c;z = d; zadaje podprzestrzen wymiaru

3, 1 w tej podprzestrzeni punkty réwnoodlegte od
zadanego faktycznie tworza tradycyjna sfere. W naszej
konstrukeji kluczowa jest nastepujaca obserwacja,
analogiczna do przypadku jednowymiarowego.

Kluczowa obserwacja: Jesli okregi o1,...,0, CR3 byly
niesplgtane, to skonstruowane sfery Si,...,S, CR* sq
rozlgczne.

,Kluczowa” nie oznacza, ze oczywista. Zanim wiec ja
uzasadnimy, odetnijmy kupony od jej konsekwencji.
Podobnie jak poprzednio, otrzymana konfiguracje
mozemy ciaé¢ plaszczyznami ¢ = const na réznych
wysokosciach, otrzymujac film o okregach: kazdy

z nich kurczy sie do punktu i znika, unikajac kolizji

z pozostalymi. Z braku lepszej ilustracji warto znowu
spojrze¢ na rysunek 4, tym razem w nowym $wietle.
Zreszta ten film mozna opisa¢ bez wychodzenia do
czwartego wymiaru: okrag o; kurczy sie zgodnie ze
wzorem na promiefi r(t) = \/r? — ¢2, a po czasie r;
znika.

Pozostaje techniczny szczegdl: przyjetlo sig, ze przy
rozplatywaniu okregéw nie nalezy ich anihilowac.
Nietrudno to naprawi¢, bo dzigki roztacznosci sfer .S,
nie zdarza sie, by dwa okregi o; ,,znikaly” w tym
samym punkcie i czasie. Mozemy wiec na chwile przed

»zniknieciem” o; zapauzowaé film i przesunaé ten tyci
okrag daleko poza sceng, by nie przeszkadzal w dalszym
rozwoju wydarzen (Czytelnik wybaczy mi tutaj skaposé
opisu formalnego). W rezultacie po czasie max(ry,...,7,)
widzimy n malych okregéw umieszczonych daleko od
siebie, co rzeczywiscie przekonuje nas o tym, ze na
poczatku nie mogly by¢ splatane.

Czytelnikom Najwytrwalszym proponuje na deser
uzasadnienie ,kluczowej obserwacji”. Przypusémy, ze
dwie sfery S;, S; jednak si¢ przecinaja, a wigc dwa
okregi o;,0; nachodza na siebie w trakcie ewolucji.

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy plaszczyzny tych
dwdch okregéw zawieraja wspolna prosta ¢, na ktérej
ma miejsce kolizja. Przesledzmy wigc doktadnie,

co sie dzieje na tej prostej. Poczatkowo przeciecia

0; N4, 0; N L tych okregéw z prosta tworzg dwie

pary punktéw. Co wazne — niesplatanych, a wigc jak
na rysunku 3bc! Polecam zastanowié sig, dlaczego
przeciecia odpowiadajace rysunkowi 3a sa mozliwe tylko
w przypadku okregéw splatanych. Czytelnik zapewne
juz sie spodziewa, co dzieje sie dalej: te dwie pary
podlegaja ewolucji jak w przypadku jednowymiarowym.
Rzeczywiscie, twierdzenie Pitagorasa przekonuje

nas, ze przeciecie S; z plaszczyzna odpowiadajaca ¢
(czyli utworzona przez osie £ oraz t) jest okregiem —
tym samym okregiem, ktory rozwazaliby$my

w ewolucji jednowymiarowej (jedynie punkt (z;,y;, z;)
nalezy zastapi¢ jego rzutem na ¢). Wiemy juz, ze

w jednowymiarowym przypadku kolizja migdzy dwiema
parami punktéw na £ jest niemozliwa, zatem i kolizja
miedzy o; oraz o; tak naprawde nie moze mie¢ miejsca.

Czy warto bylo wchodzi¢ w czwarty wymiar? Osadzcie
sami.

Asysta grawitacyjna — jak to obliczy¢?

*Wydzial Chemiczny, Politechnika Slqska
w Gliwicach

v+ 2U

Przemystaw BORYS*

O tym, ze asysta grawitacyjna jest czesto wykorzystywana podczas rozpedzania

U pojazdéw kosmicznych, styszat zapewne kazdy mitosnik astronautyki. Wiele
» sond kosmicznych, szczegélnie tych skierowanych w odlegle zakatki Ukladu

Stonecznego, korzysta z tej metody powiekszania predkoéci. Technika ta jest
doskonatym przykladem zastosowania orbit hiperbolicznych w astronomii
($cislej — w astrodynamice, nauce zajmujacej sie orbitami sztucznych pojazdéw
kosmicznych). Niestety, jej szczegdly rachunkowe nie sa powszechnie omawiane
w podrecznikach fizyki ogélnej czy nawet w podrecznikach astronomii — dlatego
zajmiemy si¢ nimi w ponizszym artykule.

Podstawowa idea asysty grawitacyjnej wydaje sie bardzo prosta. Na rysunku 1
widaé, jak pojazd kosmiczny poruszajacy sie z predkoscia v wchodzi tymczasowo

Rys. 1. Manewr asysty grawitacyjnej
wokél planety. Planeta porusza sig

z predkoscia U wzgledem Stonca,

a predkos$é pojazdu wzgledem Storica jest
réwna v

na orbite planety poruszajacej sie z predkoscia U. Porusza sie¢ wokél niej po
poélorbicie (180°) z predkoscia v + U wzgledem planety, aby nastepnie opuscié¢ ja
z ta sama predkoscia v + U (wzgledem planety), lecz w przeciwnym kierunku.
Wzgledem nieruchomego obserwatora — np. na Stoncu, predkosé ta bedzie

powiekszona o predkos¢ planety U, dajac v + 2U.
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Wszystko pigknie, tylko... Jak to zrobié, zeby pojazd
kosmiczny ,,czesciowo” orbitowal wokot planety? T jak
kontrolowaé¢ to, w ktérym miejscu pojazd wchodzi na
orbite, a w ktérym z niej wychodzi? Aby rozwiazaé ten
problem, musimy postuzy¢ sie modelem orbit otwartych,
a wiec orbit hiperbolicznych (lub parabolicznych, ale

w artykule skupimy si¢ na tych pierwszych).

Kat ugiecia trajektorii

Zajmiemy sie najpierw wyznaczeniem kata ugiecia
trajektorii pojazdu kosmicznego. Wspomagajac sie
rysunkiem 2, widzimy, ze rzut predkosci na o$ symetrii
zmienia znak przy ugieciu i przechodzi od v cos(180° — )
(zwréconego w kierunku prawego gérnego rogu) do
—vcos(180° — fy), gdzie v to dlugosé wektordw viy 1 vout.
Poniewaz cos(180° — 6y) = — cos 0y, wiec:

Av = 2v cos by.
Te sktadowg predkosci mozna réwniez wyznaczy¢
7 przyspieszenia, dzialajacego w zadanym kierunku.
Woéweczas, korzystajac z prawa grawitacji Newtona,
w krotkim czasie 0t predko$é zmienia sie o Jv dane
wzorem:

ov = —G—]Zw cos 0 ot.
r

Aby uzyskaé¢ Av, sumujemy infinitezymalne
przyrosty dv dla mozliwych wartosci ¢:
+oo

Rys. 2. Kat ugiecia trajektorii pojazdu kosmicznego korzystajacego
z asysty grawitacyjnej

Sumowanie po czasie zamienimy teraz na latwiejsze
sumowanie po kacie §. Wyrazmy najpierw przyrost
czasu 0t poprzez przyrost kata: zakladajac chwilowa
predkosé katowa w, mamy ot = %. 7 mechaniki
klasycznej dla ruchu centralnego moment pedu spelnia

réwnosé J = Iw = mrw, co daje:
J mr?
w=—5 = 0 =—">3a0.
mr? J

Podstawiajac do wzoru na przyrost predkodci,
dostajemy:

GM GM mr? GMm
Av = E ——5— cos 0 dt, ov = ——5cosf - —— 60 = — cos 040,
= r T J J
=—00
przy czym znak ,—” wynika z faktu, ze sita grawitacji a po wysumowaniu po kacie 6:
dziata w kierunku planety i zarazem odwrotnie do o
& GMm
przyjetego kierunku predkosci (prawego gérnego rogu Av = E - cos 0 86.
rysunku). 0=—0,
Dla bardzo malych 66 mozemy skorzystaé z faktu:
Dla Czytelnikéw, ktérzy nie znaja metod Rl e
a Czytelnikéw, ktérzy nie znajg metody . .
catkowania, wyja$niamy: podane lim E cosf 60 = cos 6 df = 2sin 00,
wyrazenie opisuje pole pod wykresem 66—0 0=—0,
funkcji cos 6, ograniczone przedzialem —0o

od —60p do 6y. Kazdy skladnik sumy to
pole prostokata o podstawie 66
i wysokosci cos 6.

co daje nam:
2GMm

J
W powyzszym réwnaniu musimy jeszcze obliczy¢é moment pedu J =7 x mt. Jest
on zachowany w calej trajektorii i najtatwiej go wyznaczy¢ w duzej odleglosci od
ciala niebieskiego, gdzie predkos¢ nie zostala jeszcze zmieniona przez grawitacje.
Po podstawieniu rsinf = h (odleglo$é planety od asymptoty hiperboli) dostajemy
J = muoh, a wzér na zmiane predkosci przechodzi w:

Av =~ sin 6.

Zachecamy takze do samodzielnego
wyprowadzenia tego faktu,

z wykorzystaniem definicji pochodnej:
f/(z) = limp,_0 W oraz faktu,
ze pochodng funkcji sinus jest cosinus.

2GM
Av = — sin 6.
Poréwnujac z wezesniejszym wyrazeniem na zmiane predkosci:
2vcos by = — sin 6y,
otrzymujemy zaleznos¢:
hv? %) hv?
x tghy = ———, = ctg( )=
i (%) g6 = —=17 g<2> Vi
(ARLIR Wartoéé ¢ to kat ugiecia trajektorii pojazdu kosmicznego, a 6y = 90° + £ (rys. 2).
2 L X Przesunigty tangens jest kotangensem z minusem, stad wynik ().
% Maksymalne zblizenie do planety

Parametr zderzenia h, tj. odlegtoé¢, w jakiej ,,asymptotycznie” chcemy przelecie¢
obok planety, zawsze jest wickszy niz minimalna odleglo$¢, w jakiej pojazd
kosmiczny mija planete, na ktérej podlega asyscie grawitacyjnej. Aby uniknaé
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To réwnanie mozemy réwniez zapisaé

w bardziej zwartej formie, poréwnujac je
z réwnaniem hiperboli we wspéltrzednych
biegunowych (patrz: dodatkowy material
w wersji elektronicznej artykutu).
Wéwezas widzimy, ze rmin = a(e — 1),
przy czym a = (;’:é/l to potowa odlegtosci

miedzy ogniskami hiperboli, natomiast

/ 45,2
e= 1+ % to jej mimosréd. Takie

przedstawienie rownania pozwala uniknacé
btedéw zwiazanych z operowaniem bardzo
rozbudowang formutls.
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zderzenia, warto zatem mie¢ mozliwo$é obliczenia minimalnej odlegloéci, na jaka
pojazd zbliza sie do planety. W tym celu zapisujemy:

5 muv? . J? B GMm.

2 2mr? T

Czyli: na energie pojazdu kosmicznego sklada si¢ jego energia kinetyczna
zwiazana z ruchem w kierunku planety (opisywana przez skladowa radialna
predkosci v,.), energia ruchu obrotowego (J?/2mr?) oraz energia potencjalna
grawitacji. Kiedy pojazd jest bardzo daleko od planety, jego energia potencjalna
jest praktycznie réwna zero, a wigc jego energia i moment pedu dane sg wtedy
przez E = mv?/2, J = mvh. Przy maksymalnym zblizeniu sktadowa radialna
predkosci jest réwna zero i korzystajac z zasad zachowania energii i zachowania
momentu pedu (E i J sa stale), dostajemy:

| 1 GM
& = 7mq)2h2 5 — m7 v2T12rlin + 2GM7rmin — U2h2 =0,
2 2 T hin Tmin

i po rozwigzaniu réwnania kwadratowego:
_ —GM vth? \  GM vih?2
rmin == 1=\t emp | = (Witeare 1)

Asysta grawitacyjna Voyagera 1 z 5 marca 1979 roku

Voyager 1 wykonal asyste grawitacyjna wokét Jowisza (GM = 1,27 - 108 km? /s?).
Do planety podchodzil z predkoscia vg = 10,8 km/s (wzgledem planety) i zblizyt
sie na odlegloéé 3,48 - 10° km. Kat wektora predkoéci sondy do wektora predkosci
planety przed ugieciem wynosit ¢ = 180° — 63,8° = 116,2°.

Zadanie: Obliczy¢ kat ugiecia trajektorii oraz parametr zderzenia. Jakie byly

predkosci wzgledem Stonca przed i po zderzeniu?

Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ parametr zderzenia, korzystamy ze wzoru na marginesie
Tmin = a(e — 1):

M min
a:%:1,09o106km — =M 31319
v a
GM
h=—+e?—1=9,38-10° km.
Yo

Dysponujac h (zwrdéémy uwage, ze jest ono blisko 3 razy wieksze niz ro;p), tatwo
obliczy¢ kat ugiecia trajektorii ¢ z (*):

» = 2arcctg (hv%) = 98,6°.
GM ’

Aby okresli¢ predkosci wzgledem Sloiica przed (v;) i po zderzeniu (vy),
rozkltadamy predkoéé¢ w uktadzie planety na styczng i prostopadla do predkosci
planety i czes$é¢ styczng uzupelniamy o predkosé planety (12,83 km/s):
v; = vasin? + (v cos p + 12,83 km/s)? = 12,593 km /s,
———
p

redkos$¢ prostopadia predkosé styczna

vp= [ visin®(p —®) + (vocos(p — @)+ 12,83km/s)* = 23,324 km//s.
predkosé prostopadta predkosé styczna
Parametry innych asyst dla Voyagera 1 i Voyagera 2

Na koniec, by daé¢ mozliwo$¢ dodatkowego prze¢wiczenia przedstawionej wiedzy,
podajemy tabele z danymi dotyczacymi manewréw sond Voyager 1 i Voyager 2.

Misja Pmin [km] | vo [km/s] | GM [km?/s?] | vp [km/s) ®
Voyager 1, Jowisz | 3,48 x 10° 10,8 1,27 x 108 12,8 116°
Voyager 2, Jowisz | 7,21 x 10° 7,62 1,27 x 108 12,7 132°
Voyager 2, Saturn | 1,61 x 10° 10,7 3,79 x 107 9,59 81,8°
Voyager 2, Uran | 1,07 x 10° 14,7 5,79 x 10° 6,71 74°

Zrédlo: R.J. Cesarone (1 989). W oryginalnym artykule kaqty podawane byly wzgledem grotu
predkosci planety, tu sq przeliczone na ket miedzy wektorami zaczepionymi we wspdélnym punkcie.
Uwaga: predkos$ci planet wykazujg réznice w réznych miejscach swojej orbity!
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takie jest
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Kosmiczne latanie

Stawosz Uznanski-Wisniewski uskrzydlil nasze mysli. O planetach, o marzeniach,
o przyszlosci. Ale ani Slawosz, ani Gagarin, ani nawet Lajka nie byli pierwszymi
Ziemianami w Kosmosie. Komu nalezy sie laur pierwszenstwa?

Zanim o tym, cofnijmy sie¢ do kapitulacji Niemiec w maju 1945 roku.

Do niemieckich zaktadéw produkcji rakiet pierwsi z aliantéw dotarli
Amerykanie. Znalezli setki gotowych i rozlozonych rakiet V-2, a takze kluczowe
dokumenty i podzespolty. Wszystko to zostalo zaladowane na 300 wagonow
kolejowych i przetransportowane do portu w Antwerpii, a stamtad do Stanéw
Zjednoczonych, gdzie stalo sie podstawa rozwoju programu kosmicznego.

Ladunek trafil na poligon w White Sands Missile Range
w Nowym Meksyku. Kluczowa operacja towarzyszaca
bylo dowiezienie tam takze gléwnego konstruktora
rakiety, Wernhera von Brauna, wraz z ponad 100
czlonkami jego zespotu. Von Braun zostal dyrektorem
testéw, odpowiadal za montaz rakiet, przeprowadzenie
testow i analize wynikéw. 10 maja 1946 r. w obecnosci
politykéw i mediéw wystrzelona rakieta V-2 osiagneta
putap 71 mil (ok. 114 km), zatem przekroczyla
umowng granice atmosfery ziemskiej (100 km). Pisze
o tym dlatego, ze testy wojskowe prawie od razu

byty potaczone z badaniami naukowymi. Pierwsi
Ziemianie, ktorzy przekroczyli umowna granice
kosmosu i wrécili bezpiecznie z powrotem, wystrzeleni
zostali w rakiecie V-2 20 lutego 1947 roku. Osiagneli
wysokos¢ okoto 109 kilometréw, pozostali tam przez

3 minuty, a nastepnie opadli na Ziemie w kapsule
zawieszonej na spadochronie. Okazalo sie, ze byli

w zdumiewajaco dobrym stanie, dzieki czemu zaraz do
rakiet zapakowano koty, psy, malpy, a na koncu ludzi.

Pionierami podrézy w kosmos byly zapakowane

w niewielki pojemnik wywilznie karlowate, a bardziej
po ludzku moéwiac, muszki owocowe Drosophila
melanogaster.

Dzi$ nie bede pisa¢ o tym, jak waznym organizmem
modelowym dla nauki jest ta pospolita muszka, ile
mutantéw stworzono w laboratoriach na catej Ziemi, ani
tez o tym, ze krzyzowanie muszek w setkach buteleczek
w ,,muszym pokoju” Thomasa Morgana dalo podwaliny
wspolczesnej genetyki. Nie wspomne, ze muszka jest
podobna do czlowieka, stanowi model badan jego wielu
choréb i fizjologii (o tym polecamy przeczytaé w|AT.),
a takze, ze az szes¢ Nagrdd Nobla zostalo przyznanych
za badania nad tym owadem.

Dzi$ bede pisa¢ o tym, co stanowi esencje bycia mucha;:
o skladaniu jaj na gnijacych resztkach, o lataniu oraz
o skutecznym umykaniu przed packa i ludzka dlonia.

Mierzaca mniej wiecej 2,5 mm samica owocowki sktada
w ciagu trwajacego niespelna dwa miesiace zycia miedzy
400 a 1000 jaj, kazde o wielkoéci okoto 0,5 mm. Larwa
wykluwa sie po 12 godzinach, w ciagu 4 kolejnych dni
przechodzi dwie wylinki, zmienia si¢ w poczwarke

i juz po mniej wiecej 7-10 dniach powstaje dorosty,
zdolny do rozmnazania si¢, owad. Jest on mistrzem
manewréow w locie. Jego skrzydla bija z czestoscia

220 razy na sekunde w skomplikowanym, kreslacym
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zlozone tréjwymiarowe figury ruchu. W locie potrafi
w ciggu ulamka sekundy zmienié¢ gwaltownie kierunek,
aby unikna¢ kolizji z obiektami poruszajacymi sie

z podobna dynamika, umie takze lata¢ do tyhu.

Kwestia unoszenia sie¢ w powietrzu owadoéw jest od

lat obiektem intensywnych badarn. Cytowana przez
ztodliwcow anegdota moéwita, ze po latach obliczen
naukowcom udalo sie wykazaé, iz trzmiele nie moga
(tzn. nie maja ,prawa’”) unosi¢ sie¢ w powietrzu.
Badania w tunelach aerodynamicznych, z uzyciem
kamer o szybkosci 7500 klatek na sekunde, analiza
robotycznych modeli poruszajacych sie¢ w odpowiednio
lepkich ptynach odkryly tajemnice owadéw, ktéra
umkneta badaczom. W ruchu trzepoczacych skrzydet
powstaje tak zwany wir krawedzi natarcia tworzacy
sie nad gérna krawedzia skrzydla zaréwno przy

ruchu w przoéd, jak i w tyl. To wlaénie ten wir jest
odpowiedzialny za dodatkowa sile no$na, a im mniejszy
owad, tym szybciej musi porusza¢ skrzydlami, i tym
wiekszy udziat wiru w locie zwierzecia.

Cialo muszki wyposazone jest w wiele sensoréw
pozwalajacych znakomicie orientowaé si¢ w przestrzeni,
nawigowa¢ w locie, wyszukiwaé jedzenie, unikaé
przeszkod i drapieznikéw.

Muszka owocowa, jak twierdzi badacz tych zwierzat —
profesor Michael Dickinson z California Institute of
Technology, ma prawdopodobnie najszybszy system
analizy danych wizualnych wsréd zywych organizmow.
Oproécz zlozonych oczu, do blyskawicznych reakcji
ciala na zmiany w otoczeniu przyczynia sie caly zestaw
czujnikéw. Sa to przyoczka do ustalania horyzontu oraz
receptory znajdujace sie na krawedzi i u podstawy
skrzydel, pozwalajace odczuwacé ich odksztalcenia,

a takze zapachy z otoczenia. Do wykrywania czasteczek
zwiazkow chemicznych stuza takze czutki, a ich
dodatkowsg rolg jest odbiér bodzcéw mechanicznych.
Przezmianki — zredukowana druga para skrzydet —
dzialaja jak metronom i zyroskop. Do tego dochodza
dziatajace w szczegdlny sposOb miesnie poruszajace
skrzydlami, umiejetnos¢ nawigowania i utrzymywania
kierunku lotu na podstawie wzoréw polaryzacji $wiatla
stonecznego oraz wyspecjalizowany sposéb podazania za
niecigglymi $ladami zapachowymi w powietrzu.

Wszystko powyzsze wyjasnia niezwykle mozliwosci
owocowek do rozprzestrzeniania si¢. Juz w latach
30. XX wieku prace Theodosiusa Dobzhansky’ego


https://deltami.edu.pl/2025/07/masowe-mikrowymieranie/

wykazaly, ze odlegle o kilkaset kilometréow od siebie
populacje muszek z rodzaju Drosophila sa podobne
genetycznie. W latach 80. XX wieku zespét J. A. Coyna
przeprowadzil eksperyment, w ramach ktérego

z grupy okoto 60 tysiecy muszek wypuszczonych

o godzinie 18:00 na $rodku pustyni Mojave dwie grupy
po 17 sztuk dotarly o godzinie 9 rano do putapek

z bananowa pulpa w dwoéch oazach oddalonych o 6 km
i 15 km od miejsca uwolnienia owadéw. Stawia to

niz zblizajaca si¢ packa. Jezeli owad widzi ja od frontu,
przesuwa $rodkowa pare noég do przodu i wybija

sie w tyl. Jedli packa zbliza sie z tylu — reakcja jest
odwrotna. Jesli zad obiekt zbliza sie z boku, Drosophila
ustawia réwno nogi, ale wychyla na bok cialo. Catos¢
trwa 200 milisekund i ... pudilo!

Myséle o tym, obserwujac chmurke muszek sptoszonych
z ciut zlezatej brzoskwini na moim stole. I, zamiast

muszke w randze ultramaratoriczykéw, pokonaly
bowiem odlegtoéé¢ bedaca okolo 6 milionéw razy wieksza

niz dlugos¢ ich ciata.

O szybkoéci systemu analizy i reakcji muszki owocowej
$wiadczy tez, bedaca poza ludzka wyobraZznia

i percepcja, umiejetnosé ucieczki przed packa na
muchy. Muszka jest w stanie zobaczy¢ zblizajacy sie
obiekt i, przewidujac jego ruch, zrobié¢ unik: przyjmuje

zlapaé za packe, macham reka, bo w mojej ludzkiej
glowie nie miedci sig, ze te muszki ze 140 tysiacami
neuronéw w moézgu maja nieziemskie mozliwosci.

Odnosniki literaturowe:
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odpowiednie utozenie nég i ciala, lekko ,przykuca”,

wyskakuje w gére i odlatuje w odwrotnym kierunku

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Rys. 1. Proste y = ax dla réznych liczb
niewymiernych o > 0 i punkty kratowe.
Jedynym punktem kratowym lezacym na
tych prostych jest poczatek uktadu
wspélrzednych

Czytelnikowi Dociekliwemu proponujemy
zbadanie, ktére z wlasnosci (W1)—(W4)
sformutowanych w dalszej czesci artykutu
maja swoje uogélnienia na rézne od V2
liczby niewymierne.

YA
z? — 2y2

(1,1)

\_

2 1,0
X (1,0)

o

aQ
z J/

B

K

Yy

Rys. 2. Hiperbole 22 — 2y? = +1, ich
asymptoty i punkty kratowe (1,1), (3,2)
na nich lezace (punktu (1, 0) nie bierzemy
pod uwage)

Réwnanie jest znane jako réwnanie
Pella. Wigcej o nim mozna przeczytac

w artykule M. Skalby w A;f

Marta FIKUS-KRYNSKA

Geometria liczb, algorytmy Herona

i Euklidesa oraz utamki tancuchowe
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Celem tego artykulu jest przedstawienie, w jezyku geometrycznej teorii liczb,
zagadnienia aproksymacji liczb niewymiernych liczbami wymiernymi, przy
uzyciu konstrukeji nalezacych do $wiata starozytnego. Inspiracja dla autora
bylo nastepujace twierdzenie (podane za [Olds, 2000]).

Twierdzenie 1.1. Kazda prosta y = ax + b, gdzie a jest liczbg niewymierng, b zas
jest dowolng liczbg rzeczywistq, ma po obu stronach nieskonczenie wiele punktow
kratowych lezgcych blizej niej niz dowolna przypisana odleglosé € > 0, bez wzgledu
na to, jak malg wartosé¢ wybrano dla €.

Pokazemy konstruktywny dowéd tego twierdzenia dla a = 1/v/2, b =0,
przypadku zwiazanego z aproksymacja wymierng liczby /2. Bedzie nas zatem
interesowala prosta x = /2y i liczba /2, ktéra wybraliémy z powodu jej waznego
miejsca w historii matematyki, w Swietle kryzysu, ktéry wywolala niegdys

w szkole pitagorejskiej. Wyboér konkretnej liczby niewymiernej pozwala tez

na zobaczenie aproksymacji liczbowych i na dalsze eksperymenty numeryczne.
Interesuja nas liczby, a nie tylko symbole.

Jest oczywiste, ze na prostej = /2y lezy tylko jeden punkt kratowy, ktérym jest
(0,0).

Pokazemy algorytm dajacy przyblizenia liczby v/2 dowolnie blisko z obu stron,
jak chce twierdzenie 1.1, i w pewnym sensie najlepszy, a powiazany blisko

z jednej strony z algorytmem Herona aproksymacji wymiernej liczby v/2,

a z drugiej z algorytmem Euklidesa dowodzacym niewymiernosci tej liczby.

Zauwazmy, ze np. kolejne uciecia rozwiniecia dziesigtnego:

1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, ...
liczby /2 zbiegaja do niej z dotu oraz bardzo wolno, a metoda Herona daje
bardzo szybkie, znakomite przyblizenia, ale niestety tylko z gory, co wkrétce
pokazemy.
Wracamy do twierdzenia 1.1 i zapowiadanego konstruktywnego dowodu. Pomyst
jest nastepujacy. Rozwazmy dwie hiperbole:
(1) 22— =-1 i 22 -0%=1,
ktore bedziemy nazywaé odpowiednio gérna i dolna. Ich asymptota jest
prosta x = v/2y (rys. 2). Jedli na kazdej z hiperbol wskazemy nieskonczenie wiele
punktéw kratowych, to punkty te beda spelnia¢ wymagania twierdzenia 1.1.
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‘Wskazéwki do zadan ze strony |3

1. Warto zaczaé rozwigzanie od
znalezienia przykladu na plaszczyznie
rzutowej (pomijajac wymog braku
réwnoleglosci z tresci zadania).

2. Miedzy punktami z zadania narysuj
9 odcinkéw tej samej dlugosci. Czy
rysunek nie przypomina pewnej bryty?
Jakiego punktu na nim brakuje?

3. Zacznij od znalezienia takiej
konfiguracji okregéw rozmieszczonych
na sferze. Jakiego przeksztalcenia
mozna uzy¢, by przenies¢ ten uklad na
plaszczyzne?

Zaczniemy od wykazania nastepujacej wlasnosci.
(W1) Jesli punkt kratowy (p,q) lezy na gérnej lub dolnej hiperboli, to punkt
kratowy (p? + 2¢%,2pq) lezy na dolnej hiperboli.
Dowdéd. Poniewaz (p? — 2¢°)? = 1, wiec ze wzoru skréconego mnozenia
(P* +26°)° =1 = (0* +2¢°)* — (p* — 2¢°)* = 2p* - 4¢” = 2(2pq)®,
a zatem (p? +2¢%)% — 2(2pq)? = 1, co nalezalo wykazaé.

Motywacja dla powyzszej konstrukeji jest nastepujacy pomyst. Jesli
w = % jest przyblizeniem liczby /2, to 2/w réwniez, tylko z drugiej strony.

Spodziewamy sie, ze $rednia arytmetyczna w tych dwoch liczb jest jeszcze
lepszym przyblizeniem. Tymczasem:

_ 1 +2 p? + 24¢*
W=—-|lw+—|)=——.
2 w 2pq

Punkt (p1,q1) = (1,1) na gérnej hiperboli odpowiada liczbie wymiernej f}l =1,
czyli czeéci catkowitej liczby v/2, a dalsze otrzymane w opisany sposéb punkty
kratowe leza na dolnej hiperboli i odpowiadaja aproksymacji liczby v/2 metoda

Herona [Krzyzanowski, 2021]. Pierwszymi wyrazami tego ciagu na dolnej

hiperboli sa liczby

(2)

3 17 577 665857
212’ 408’ 470832"""

Narzucaja sie nastepujace pytania: jak szybko ciag ten zbiega do swojej granicy?,
czy na dolnej hiperboli nie ma innych punktéow kratowych? oraz czy nie ma
analogicznego algorytmu dajacego nieskoniczony ciag punktéw kratowych na

hiperboli gérnej?

Na pierwsze pytanie odpowiada nastepujace oszacowanie.

(W2) Jesli punkt kratowy (p,q) lezy na hiperboli
2 -2 =1, t0§>\/§0mz

p 1
3 - — V2| < —.
® ‘q v2 2¢?
Dowéd. Mamy p® —2¢% = (p — V2¢)(p + v2¢) = 1,
zatem p > v/2q. Poniewaz takze 1 < /2, wiec

P s 1
O<q v2 a(p+ v2q)

V2 1

< Vi) 2P (Q.E.D.)
Na drugie pytanie odpowiedz jest prosta. Latwo
sprawdzié, ze na dolnej hiperboli lezy takze punkt
(99, 70). Dalej pokazemy, ze takich punktéw jest
nieskonczenie wiele.

<

Odpowiedz na trzecie pytanie jest twierdzaca. Mamy:

(W3) Na gdrnej hiperboli lezy nieskoriczenie wiele
punktéw kratowych (p,q).

Dowéd. Rozwazmy ciag (pn, gn) okreslony
rekurencyjnie:

(4) Pntl = Pn + 2qn, Gni1 = Pn + Gn-

Proste rachunki prowadza do réwnosci p? I 2¢2 1=
—(p? — 2¢2). Poniewaz punkt (p1,q1) = (1,1) lezy na
gérnej hiperboli, wiec punkty o numerach nieparzystych
3,5, 7, ... takze leza na tej hiperboli. (Q.E.D.)

Tym samym twierdzenie 1.1 dla prostej z = /2y zostalo
udowodnione.

Podsumowujac: wykazaliSmy, ze startujac z punktu
(p1,q1) = (1,1), otrzymalidmy taki nieskoriczony ciag

10

(Pn, qn) punktéw kratowych, ze punkty o numerach
nieparzystych leza na hiperboli gérnej, punkty
o numerach parzystych leza na hiperboli dolnej.

Jest oczywiste, ze ma miejsce nier6wnosé
(5) P2k+41 <2< b2k

q2k+1 a2k
oraz ze ulamki odpowiadajace kolejnym punktom na
hiperboli gérnej tworza ciag $cisle rosnacy, zbiezny
do v/2, natomiast utamki odpowiadajace kolejnym
punktom na hiperboli dolnej tworza ciag $cisle malejacy,
takze zbiezny do v/2. Kolejne wyrazy ciggu przeskakuja
z jednej hiperboli na druga. Ztozenie dwoch iteracji
prowadzi do odwzorowania:

(Pns @n) — (3pn + 44, 2pn + 3qn) = (Pnt2; dnt2),
ktére zastosowane do punktéw poczatkowych (1,1)
i (3,2) okresla wszystkie kolejne punkty kratowe,
odpowiednio, na gérnej i dolnej hiperboli. Dowdd tego
faktu mozna znalezé np. w ksiazce [Sierpiriski, 1965].

Powracajac do oszacowania (3|) dla aproksymacji
wymiernej liczby v/2 metoda Herona, mozna spytaé,
czy liczbe 2 w mianowniku po prawej stronie
nieréwnosci mozna zastapi¢ wieksza, aby uzyskaé lepsze
oszacowanie. Nie chcac tu, z braku miejsca, wchodzi¢
w subtelnoéci teorii liczb, pokazemy tylko, ze liczby 2
nie mozna zastapic liczba 3.

(Wa) Jesti 1 < 2 <3, t0|VE—2| > .

3q?

Dowéd. Mamy [2¢° — p?| > 11 v2 4 2 < 3, stad

2¢% — p? 1
‘\/g_p'ziqp>
q

P P (Q.E.D.)
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Rys. 3. Geometryczna interpretacja
odwzorowania (z,y) <> (Z,y)

T=x+2y T=2y—7
y=x+y y=zT—7y

I

T

Rys. 4. Geometryczny dowdd
niewspé6tmiernosci przekatnej CB
i boku C' A kwadratu

Z zaleznosci (4) wynika, ze qx11Pk — Pr+1qk = P2 — 2¢7 = (—1)k, a stad
Bk _ M| < —L2—. 7 tej nieréwnoéci i nieréwnoéci (5) otrzymujemy bez trudu

qk drk+1 drkqr+1
OSzacowanie
‘ V2 — Pk 1
)
dk qrqk+1

dla kazdej liczby kratowej (pg, gx) na dolnej i gbrnej hiperboli.

<

Poczatkowymi wyrazami ciagu okreslonego rekurencyjnie w (4)) z (p1,q1) = (1,1) sa
6 1 3 7 17 41 99 239 577 1393 3363 665857

(©) 17275712729 70° 169° 408" 985 2378° 77470832
Poréwnujac ten ciag z ciagiem (2)), widzimy, ze ten drugi jest duzo szybciej
zbiezny i ze gestosé wyrazéw ciagu (2)) w ciagu (6) dazy do zera, gdy pn, ¢n — 0.

Poréwnajmy szybkosé zbieznosci aproksymacji dziesietnych liczby /2 za pomoca
ciagu (1,1,4,1,41,1,414,1,4142,...) z szybkoscia aproksymacji metoda Herona.
k-cyfrowa aproksymacja dziesietna jest oddalona od liczby v/2 o mniej niz
Natomiast dla aproksymacji Herona mamy:

‘\f—p"< !

1
10k—1-

In 2.102k—2’
gdzie k jest liczba cyfr liczby ¢,. Wynika to natychmiast z oszacowania (3) oraz
nieréwnoéci 10¥~! < ¢,, (poréwnaj [Apostol, 2002]).

Rekurencja (4) odegrata fundamentalna role w historii matematyki poprzez
swoje miejsce w geometrycznym dowodzie niewspélmiernosci boku kwadratu
z jego przekatna. Mianowicie, jesli skierujemy rekurencje w przeciwna strone
(rys. 3), tzn.

(7) Tn+1 = 2Yp — T, Yn+1 = Tn — Yn,

rozpoczynajac od x; = v/2, y; = 1, liczb reprezentujacych dtugoéé przekatne;
i boku kwadratu, odpowiednio, to otrzymamy ciagi malejace do zera, przy czym
stosunek z,,/y, jest taki sam dla wszystkich n, réwny /2. W oryginalnym
dowodzie geometrycznym opartym na algorytmie Euklidesa méwi sig

o dlugosciach przekatnej i boku kwadratu, ich stosunku i podobienstwie
konstruowanych kolejno tréjkatéw (rys. 4).

Geometryczny dowdd niewspotmiernosci przekatnej CB i boku C A kwadratu
jest nastepujacy.

Gdyby istniata wspélna miara L, to mielibySmy C'B = pL, CA = bL dla pewnych
liczb naturalnych p i b. Stad:

B'A=BA=CA =(p-bL, CB =CA-B'A=2b—p)L
i podobnie CB” oraz C A" i wszystkie nastepne dlugosci przekatnych i bokdéw
w konstrukcji miatyby wspélng miare L. Ale tak nie moze byé¢, bowiem dlugosci
tych przekatnych i bokéw daza do zera, zatem od pewnego momentu sa mniejsze
od L. Otrzymalismy sprzeczno$é, co dowodzi niewspétmiernosci przekatnej C'B
i boku C'A rozwazanego kwadratu (patrz [Euklides], Ks. X. Tw. 2).

7Z rysunku 4 odczytujemy nastepujace relacje: CB = CA’ + C' A oraz
CA=CB + CA, skad CB = CB’ 4+ 2CA’. Druga i trzecia relacja definiuja

rekurencje (4)) i (7). Mamy tez: % = gﬁ:, skad
CB 14 1
CA 1. CB"
CA 1+ &2

7 powyzszej réwnosci wnioskujemy, z jednej strony, ze % = /2, a z drugiej, ze
liczba /2 ma nastepujace rozwiniecie w nieskoniczony utamek tancuchowy:
V2 =11;2,2,2,2,2,2,2,...], to znaczy

R

V2=1+
24...

ktérego redukty [1;2] =141 =32, [1;2,2] =1+ 2% =1 [1;2,2,2]=1%,...5a
2

1

kolejnymi wyrazami ciagu (6)).

Algorytm produkujacy kolejne redukty liczby /2 (dajacy przyblizenia liczby v/2
dowolnie blisko z obu stron, jak chce twierdzenie 1.1) jest réwniez w pewnym
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sensie najlepszy. Wyjasniaja to nastepujace wlasnoéci
ulamkéw laricuchowych [Chinezyn, 1964]:

(1) Kazdy redukt p/q ulamka laricuchowego danej liczby
nitewymiernej « jest najlepszym mozliwym wymiernym
przyblizeniem tej liczby o mianowniku nie wiekszym

od q.

(2) Jesli ulamek nieprzywiediny spelnia nierdwnosé
|§ — a‘ < %, to jest jednym z reduktéow ulamka
tanicuchowego liczby a.

Jedli postawimy pytanie o najlepsze przyblizenie
inaczej, pytajac o liczbe wymierna o najmniejszym
mozliwym mianowniku bedaca najlepszym
przyblizeniem liczby niewymiernej « z zadana
doktadnoscia, to niekoniecznie bedzie nia redukt
utamka tancuchowego reprezentujacego te liczbe. Na
przyktad liczba % nie wystepuje w ciggu (6), a jest
najlepszym, w powyzszym sensie, przyblizeniem
wymiernym liczby /2, dla ktérego |v/2 — §| < 0,081.

i Zadania

Mamy bowiem |v2 — 1| > |2 — 2| > 0,085, ale
|V2—4]=0,080...<0,081.

Zainteresowanym historig bogatego $wiata liczb
niewymiernych, w szczegdlnosci historia zagadnien
zwigzanych z ich wymierna aproksymacja, polecamy
fascynujaca monografie [Havil, 2012].
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Przygotowal Dominik BUREK
M 1831. Na tablicy zapisana jest cyfra 7. Wanda i Stas na zmiane dodaja

jedna cyfre do aktualnej liczby na tablicy, zaczyna Wanda. Cyfre mozna dodaé
na poczatku liczby (z wyjatkiem zera), na jej konicu lub pomiedzy dowolnymi
dwiema cyframi. Zwyciezca zostaje ta osoba, po ruchu ktorej liczba na planszy
jest kwadratem liczby calkowitej. Udowodnié, ze zaden z graczy nie moze by¢

pewien wygrane;j.

M 1832. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby
catkowitej 1 < k < (72’) istnieje zbior A skladajacy sie z n takich liczb catkowitych

dodatnich, ze zbiér

{NWD(z,y): 2,y € A, x # y}

zawiera dokladnie k réznych elementéw.

M 1833. Niech ABCD bedzie czworokatem wypuklym. Punkty X i Y leza

na przedluzeniach bokéw, odpowiednio, CD i AD (przedluzamy od strony
punktu D) w taki sposéb, ze DX = AB i DY = BC'. Podobnie punkty Z i T leza
na przedtuzeniach bokéw, odpowiednio, CB i AB (od strony B) w taki sposéb,
ze BZ = AD i BT = DC'. Niech M; bedzie srodkiem XY, a M, ésrodkiem ZT.
Udowodni¢, ze proste DM, BMs i AC przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1129. W najnizszej warstwie atmosfery (w troposferze) temperatura
powietrza jednostajnie maleje z wysokoscia, po czym (w stratosferze) zaczyna
rosnaé wraz ze wzrostem wysokosci nad powierzchnia Ziemi. Wysokosé
tropopauzy — granicy miedzy troposfera i stratosfera — zalezy od szerokosci
geograficznej i zmienia sie od okoto 18 km nad réwnikiem do okoto 6 km

nad biegunami ($rednia to ok. 13 km). Natezenie dZzwieku samolotu lecacego
w obszarze tropopauzy, w warstwie powietrza o grubosci rzedu 1 km, maleje
z odlegloscia R od 7Zrédla jak 1/R. Z czego wynika taka zalezno$é?

F 1130. Stacja kosmiczna ma ksztalt walca o promieniu ry. W dazeniu do
stworzenia astronautom warunkéw mozliwie zblizonych do warunkéw na Ziemi
stacje wypelniono powietrzem i nadano jej ruch obrotowy z predkoscia katowa w
dobrang tak, zeby na brzegu walca przyspieszenie bylto réwne przyspieszeniu
ziemskiemu, g. Jaki jest stosunek pg ciSnienia powietrza na brzegu stacji do
ci$nienia p, w jej centrum (tj. na osi walca)? Srednia molowa masa powietrza

Rozwigzania na str. |24
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wynosi u, a wewnatrz stacji temperatura jest stata i w skali Kelvina wynosi T'.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookX/propX2.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookX/propX2.html
https://deltami.edu.pl/2021/09/przez-wieki-z-metoda-newtona/

at Otwarty 8°: Heesch i niepetne parkietaze
Barttomiej PAWLIK

Matematyka lubi parkietaze. Do najprostszych naleza
te ztozone z identycznych wielokatéw foremnych.
Pozwalajg na to jedynie tréjkaty rownoboczne,
kwadraty i sze$ciokaty foremne.

N

Do parkietazy interesujacych matematycznie mozna
zaliczy¢ te zbudowane za pomoca niedawno odkrytego
ykapelusza Einsteina” (po lewej), a do interesujacych
estetycznie — te wystepujace w pracach M.C. Eschera

(po prawej).

Co oczywiste, nie z kazdej figury da sie zrobi¢ parkietaz.

Rozluznijmy zatem nasze wymaganie i zapytajmy

o figury, ktorych kopie moga przynajmniej szczelnie
otoczyé¢ oryginalny egzemplarz. A jak to juz sie uda, to
zastanéwmy sie, jak wiele warstw mozna w ten sposéb
utworzy¢. Najwiekszy mozliwy wynik bedziemy nazywaé
liczbg Heescha danej figury.

Przyjmujemy, ze liczba Heescha kazdej figury tworzacej
parkietaz plaszczyzny to co. Wskazanie figury o liczbie
Heescha 0 nie jest zadaniem trudnym. Przedstawimy
natomiast kilka takich, ktorych liczba Heescha jest
skonczona i dodatnia.

W 1968 roku niemiecki matematyk Heinrich Heesch
zaproponowal prosta figure, na ktéra mozna nalozy¢
doktadnie jedng warstwe: kwadrat z dotaczonymi
dwoma tréjkatami — rownobocznym oraz 30°-60°-90°:

Odnotujmy, ze krajan Heescha, Walther Lietzmann,
40 lat wczedniej przedstawil figure na bazie kota, ktéra
tez da si¢ otoczy¢ tylko jedna warstwa.

Jezeli chcesz, Czytelniku Dociekliwy, odtworzy¢ rozwigzanie
Lietzmanna, to wystarczy, ze narysujesz fragment optymalnego
upakowania identycznych két na plaszczyznie i sprobujesz tworzyé
»tezki” poprzez laczenie kazdego kota z jednym z przylegajacych do
niego obszaréw nienalezacych do zadnego kota. Szybko dojdziesz do
wniosku, ze parkietazu w ten sposéb nie uzyskasz, a najlepsze, co
mozesz zrobi¢ w tym kierunku, to otoczenie pojedynczej tezki jedna
warstwa.
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Politechnika Slaska

Ponad 20 lat po konstrukcji Heescha Anne Fontaine
przedstawita rodzine figur, ktorych liczba Heescha
wynosi 2. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami catkowitymi,
ze 0 < a < b < c. Rozwazmy nastepujaca figure

o ksztalcie ,splaszczonej” litery U (odcinki o wspdlnym
konicu sa prostopadle).

a+c
at+c—b

a—+c

c
2a + 3c

Ponizsza ilustracja powinna przekonaé¢ Czytelnika,
ze liczba Heescha rozwazanej figury faktycznie jest
rowna 2.

Warto zauwazy¢, ze w przedstawionej reprezentacji graficznej druga
warstwa pokrywa pierwsza w sposob nieoptymalny pod wzgledem
liczby uzytych figur.

W ciggu ostatnich trzydziestu lat pojawialy sie kolejne
konstrukcje figur z liczbami Heescha réwnymi 3,

4 i 5. Najnowszym wynikiem jest zaprezentowana

w 2020 roku figura o liczbie Heescha 6, ktérej odkrywca
jest Bojan Basi¢.

Obecnie nie znamy zadnej figury o liczbie Heescha
rownej 7. Nie wiadomo tez, czy dla kazdej liczby
naturalnej k istnieje figura o liczbie Heescha réwnej k —
to zagadnienie znane jest jako problem Heescha.

Na koniec wré6émy do artykutu Anne Fontaine. Autorka
stwierdzita w nim, ze zna tez inne figury o liczbie
Heescha 2, w tym ponizsza figure w ksztalcie litery Z.
Czy potrafisz, Czytelniku, zbudowaé obie warstwy na
tej figurze?




Turniej Mlodych Fizykéw

Turniej Mtodych Fizykéw to konkurs druzynowy dla ucznioéw szkot érednich, ktory
taczy badania naukowe z prezentacja ich wynikéw w formie publicznej debaty.
Uczestnicy maja niemal caly rok na zmierzenie si¢ z 17 otwartymi problemami
fizycznymi — wymagajacymi zaréwno kreatywnosci, jak i solidnej wiedzy teoretyczne;j.
Praca nad zagadnieniami obejmuje projektowanie i przeprowadzanie doswiadczen,
formutowanie modeli teoretycznych, stawianie hipotez oraz ich weryfikacje. Uczniowie
mogag korzystaé z literatury, internetu oraz pomocy nauczycieli i naukowcéw. Efektem

tych przygotowan sa prezentacje, ktore uczestnicy przedstawiaja na scenie podczas
zawodow — a nastepnie bronig swoich tez w dyskusji z przeciwnikiem i recenzentem.
Aby wzigé udzial w turnieju, wystarczy stworzy¢ piecioosobowy zespét licealistow
oraz znalezé nauczyciela-opiekuna. Do 18 stycznia 2026 r. nalezy przestaé rozwiazania

dziesieciu z siedemnastu probleméw. Najlepsze zespoly zostana zaproszone do
udzialu w pétfinatach, ktére odbeda si¢ w marcu i przyjma forme tzw. potyczek
fizycznych. Final ogdélnopolski, zaplanowany na kwiecien, wytoni reprezentacje Polski
na Miedzynarodowy Turniej Mtodych Fizykéw, ktéry w 2026 roku odbedzie sie

w Szwajcarii. Szczeglly oraz liste zagadnien mozna znalezé na stronie: tmf . org.pl.

Zagadnienia Turnieju Mtodych Fizykéow 2026

1. Wymysl sam. Sztywng rurke wygieta w odpowiedni ksztalt
mozna wykorzysta¢ do zbudowania syfonu, ktéry po czesciowym
zanurzeniu w wodzie sam zaczyna zasysaé ciecz, bez potrzeby
wstepnego odsysania powietrza. Zbadaj, w jaki sposéb istotne
parametry, takie jak geometria rurki, wplywaja na dzialanie syfonu.

2. Ttumienie elektryczne. Magnes zawieszony na sprezynie, po
wychyleniu z punktu réwnowagi, wykonuje drgania harmoniczne.

Jezeli magnes oscyluje wewnatrz solenoidu potaczonego

z rezystorem, ruch jest ttumiony. Zbadaj czynniki wplywajace na
ttumienie.

3. PierScieniowa fontanna. Plaski metalowy pierScien, spadajac
z pewnej wysokoéci do zbiornika z woda, powoduje powstanie
fontanny, ktéra moze wyrzucaé¢ wode na znaczna wysokosé. Jak
parametry pierscienia wplywaja na maksymalng wysokosé osiggana
przez wode?

4. Rozlewajacy sie olej. Cienka warstwa oleju spozywczego
na plaskiej metalowej powierzchni rozplywa sie¢ na zewnatrz,
gdy powierzchnia zostanie podgrzana. Zbadaj to zjawisko i jego
zaleznos¢ od odpowiednich parametrow.

5. Dynamika fal sprezystych. Zawie$ metalowg kulke na gumce
recepturce przymocowanej do nieruchomego uchwytu i skreé ja
wielokrotnie wokét osi pionowej. Po zwolnieniu kulki w gumce
powstaja fale stojace. Zbadaj zjawisko i okresl, jak powstajaca

fala zalezy od istotnych parametréw.

6. Flipo Flip. Zabawka Flipo Flip potrafi toczy¢ sie, wykonujac
wiele obrotéw, mimo ze jej ksztalt nie jest kolisty. Zbadaj, jak
parametry takie jak geometria zabawki oraz warunki poczatkowe
wplywaja na jej ruch.

7. Twierdzenie o rakiecie tenisowej. Bryla o réznych
momentach bezwladnosci wzgledem swoich osi gléwnych, rzucona
z nadanym obrotem, moze nagle zmieni¢ o$ obrotu na inna

niz poczatkowa. Zbadaj, jak podczas swobodnego spadku ruch
obrotowy takiego ciala zalezy od istotnych parametréow.

8. Magnetyczny akcelerator.
Przytwierdz pary magneséw do
metalowej plyty, jak w uktadzie
przedstawionym na rysunku.
Jedli na osi osadzisz dwa
magnetyczne dyski, ten ,pojazd”
moze, w pewnych warunkach,
przyspieszaé wzdtuz rzedéw
magneséw. Zbadaj to zjawisko.

metal sheet

DDDDD

magnet pairs

magnetic disc
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9. Sterowanie lewitacjg. Odpowiednio utozone cienkie
plytki grafitu moga lewitowaé¢ nad magnesami neodymowymi.
Oséwietlajac powierzchnie grafitu, mozna sterowaé jego
ruchem. Zbadaj i wyjasnij to zjawisko.

10. Zanurzony krater. Jesli wsypiesz piasek lub podobny
material ziarnisty do pojemnika wypelnionego woda, ziarna
opadna na dno i moga utworzy¢ strukture przypominajaca
krater. Zbadaj i wyjasnij to zjawisko.

11. Stodki monochromator. Przepusé liniowo
spolaryzowane $wiatto biate przez kolumne roztworu cukru.
Przy obserwacji $wiatta za pomoca polaryzatora moga
pojawi¢ sie kolory. Obracajac polaryzator, mozna zmieniaé
obserwowany kolor. Zbuduj taki ,,stodki monochromator”

i zoptymalizuj ukltad, aby uzyskaé¢ mozliwie najwezsze pasmo
dhugosci fali.

12. Jesienna moneta. Ruch monety opadajacej na

dno zbiornika z cieczg moze przypominaé trzepotanie

i koziotkowanie opadajacego jesiennego liscia. Zbadaj, jak
ruch monety zalezy od istotnych parametréw.

13. Spiewajaca linijka. Linijka, z unieruchomionym jednym
konicem, po uderzeniu drga i wydaje charakterystyczny
dzwigk. Zbadaj, jak dzwigk zalezy od istotnych parametréw.

14. Krystaliczne stworki. Zaobserwuj parowanie kropli
roztworu soli kuchennej na podgrzanej hydrofobowej
powierzchni. Po odparowaniu wody pozostaja réznorodne,
charakterystyczne ksztalty krysztaléw. Zbadaj i wyjasnij to
zjawisko.

15. Magnetyczna kolyska Newtona. Nowy rodzaj
kotyski Newtona moze zostaé skonstruowany z uzyciem
odpychajacych, niestykajacych sie magneséw, zamiast
zderzajacych sie kulek. Taka kotyska potrafi zachowywaé
sie podobnie do zwyklej, a jednocze$nie wykazuje tez inne
interesujace efekty. Zbadaj i wyjaénij ruch tej magnetycznej
kotyski.

16. Skrecone spaghetti. Skrecony peczek spaghetti moze
wytrzymaé wigksze sity poprzeczne niz prosty, nieskrecony
peczek. Zbadaj, jak skrecony peczek spaghetti reaguje na
poprzeczne obcigzenie i wyznacz optymalny kat skrecenia
maksymalizujacy wytrzymalosc.

17. Wedrujacy plomien. Plomien moze nieprzerwanie
wedrowaé po pierscieniowym rowku wypelnionym cienka
warstwag, tatwopalnej cieczy. Zbadaj, od jakich parametréow
zaleza wlasciwodci tego wedrujacego ptomienia.


http://tmf.org.pl

Plotkowanie kopertowe

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Dla przyktadu, przy czterech
plotkujacych A, B, C, D wystarcza
cztery polaczenia: najpierw A rozmawia

z B, potem C rozmawia z D, nastepnie

A rozmawia z D (dzigki czemu obaj
wiedza wszystko o wszystkich) i na koniec
B rozmawia z C (przez co oni réwniez
staja si¢ wszechwiedzacy). Mozna
nietrudng analizg uzasadni¢, ze w tym
wypadku trzy potaczenia to za malo.

Intensywnosé¢ strzalki odpowiada
kolejnosci, w jakiej plotkarze powinni
wyslaé listy, zeby wszyscy dowiedzieli si¢
wszystkiego o wszystkich

Tak mégtby wygladaé graf skierowany
mozliwych potlaczen miedzy o$mioma
plotkarzami. Na zielono zaznaczono
polaczenia odpowiadajace 7 listom, dzieki
ktérym A dowiaduje sie wszystkiego od
pozostalych, zas na czerwono — 7 listéw,
za posrednictwem ktérych pozostali
plotkarze dowiadujg si¢ nastepnie
wszystkiego od A. Zielone i czerwone
krawedzie nie musza by¢ rozlaczne,
jednak zostaly tak wybrane dla
czytelnodci

tukasz RAJKOWSKI*

Plotkare humanum est. Kazdy z nas lubi by¢ dystrybutorem plotek, cho¢
niekoniecznie ich obiektem. W artykule Plotki, ploteczki, plotunie. . .

7 |AL3| zastanawialismy sig, jak szybko moga roznosié si¢ plotki w grafach.
Przypomnijmy rozwazany tam model: w pewnym mieécie znajduje sie

n plotkarzy, z ktérych kazdy zna kazdego. Podczas rozmowy telefonicznej dwoch
plotkarzy wymienia si¢ wszystkimi posiadanymi informacjami. Na poczatku
dnia kazdy z plotkarzy jest w posiadaniu pewnej informacji, ktérej nie ma zaden
z pozostaltych. Jaka jest najmniejsza liczba rozmoéw telefonicznych, ktére nalezy
przeprowadzié¢, aby wszyscy wszystko wiedzieli?

W przytoczonym artykule pada odpowiedz: 2n — 4, wraz z bardzo chytrym
uzasadnieniem. W niniejszym tekécie zastanowimy sig, co by bylo, gdyby
fabuta zadania rozgrywala si¢ 300 lat wczedniej, w czasach gdy jedyna forma
plotkowania na odlegto$¢ bylo pisanie listéw.

Na poczatek pewna rozsadnie brzmiaca intuicja: w kontekScie wymieniania

si¢ plotkami jedna rozmowa telefoniczna jest rownowazna wysyltce dwéch
listéw. Skoro wspolczesnie potrzebujemy 2n — 4 polaczen telefonicznych do
zrealizowania plotkarskich zamierzen, to mozna by oczekiwaé, ze w czasach
przedtelefonowych wymagana liczba listow to okoto dwukrotnosé tej liczby, czyli
4n — 4 (,,0kolo” bierze sie z dopuszczenia drobnych subtelnodci, mogacych zmienié
wynik o stala).

Czytelnik Podejrzliwy przeczuwa zapewne, ze przedstawienie na poczatku
artykutu ,rozsadnie brzmiacej intuicji” zwiastuje jej rychte obalenie — i tak

tez jest w tym przypadku. Wystarczy bowiem 2n — 2 listéw, czyli tylko

o dwa wiecej niz polaczen telefonicznych! Uzasadnimy najpierw, dlaczego tyle
wystarczy. Ustawmy naszych plotkarzy w ciag Pi,..., P, i niech i-tym wystanym
listem bedzie P; — P41 dlai <n—1oraz Pay—y — Pop—;—1 dlan << 2n— 2.
Innymi stowy, puszczamy najpierw ,lancuszek” od P, do P,, tak by P, stal si¢
wszechwiedzacy, a potem pozwalamy P, odestaé¢ te wiedze pozostalym, az do P;.

Pokazemy teraz, ze mniejsza liczba listéw nie wchodzi w gre. Zauwazmy
najpierw, ze po n — 2 wystanych listach zaden z plotkarzy nie wie wszystkiego
o wszystkich. Rzeczywiscie, aby taki plotkarz zaistnial, kazdy z pozostalych

n — 1 plotkarzy musial rozstaé si¢ ze swoja tajemnica, a to nastepuje wylacznie
na skutek wystania do kogo$ listu. Poczawszy od (n — 2)-go listu, kazdy
kolejny zwieksza liczbe ,,wszechwiedzacych” plotkarzy o co najwyzej 1, gdyz
tylko odbiorca wiadomosci powigksza w wyniku jej wystania swoja wiedze

(w przypadku telefonicznym jest inaczej, co utrudnia jego analize). Poniewaz
dazymy do uzyskania n wszechwiedzacych plotkarzy, musi byé¢ wystanych jeszcze
co najmniej n listow, co daje szukane ograniczenie 2n — 2.

Zastandéwmy sie jeszcze, czy odpowiedZ na nasze pytanie ulegtaby zmianie,
gdyby kazdy z plotkarzy mial ,czarng liste” innych plotkarzy, do ktérych na
pewno nigdy nie wysle korespondencji (bo na przyklad kiedy$ rozpuszczali

o nim klamliwe plotki). Wyobrazmy sobie graf, ktérego wierzchotkami sa
plotkarze, zas strzalka od plotkarza A do B oznacza, ze ten pierwszy dopuszcza
wyslanie listu do tego drugiego. Zeby w opisanej sytuacji pelna wymiana
informacji byla w ogdle mozliwa, przedstawiony graf musi by¢ silnie spdjny —

z kazdego wierzchotka mozemy dojs¢ do dowolnego innego, poruszajac sie po
strzatkach. Zal6zmy zatem, ze tak jest, i wybierzmy dowolnego plotkarza A.

7 zalozenia o silnej spéjnoéci wynika, ze z wszystkich plotkarzy i wybranych
potaczen miedzy nimi mozemy utworzy¢ ,,drzewo skierowane w gore”, do
znajdujacego sie na szczycie A. W takim grafowym drzewie o n wierzchotkach
mamy zawsze n — 1 krawedzi, zatem tyle listéw wystarczy, aby A dowiedziat

sie wszystkiego o wszystkich (listy wysylane sa w kolejnosci wyznaczonej przez
ydrzewowa” odleglosé od A). Mozemy tez utworzy¢ inne drzewo z A na szczycie,
w ktérym wszystkie krawedzie beda skierowane ,,w dé1t”. To drzewo pozwoli A
rozdystrybuowaé swoja wszechwiedze wéréd pozostatych plotkarzy za pomoca
kolejnych n — 1 listéw. Wniosek: jesli tylko plotkarze moga w pelni wymieni¢ sie
informacjami, wystarczy im do tego celu 2n — 2 wystanych listéw. Niezaleznie od
tego, kto, z kim, dlaczego, na co, po co i w jakim celu.
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https://deltami.edu.pl/2022/12/plotki-ploteczki-plotunie/
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Kalendarz Majow i jego niezwykle
przewidywania matematyczne
Noémie C. COMBE

Starozytna cywilizacja stworzona przez Majéw stynie z doniostych wynalazkdw
i odkryé. Majowie potrafili z niesamowita precyzja przewidywaé rézne zjawiska
astronomiczne — i to na dtugo przed wynalezieniem lunety, nie méwiac juz

o teleskopie. W tym artykule omowimy podstawy aparatu matematycznego,
ktéry wykorzystywali do swoich dokonan. Wyruszmy wiec w podréz do odlegtych
czaséw, kiedy na terenach dzisiejszego Meksyku, Gwatemali, Belize, Hondurasu
oraz Salwadoru kwitta cywilizacja Majéw. Ich ziemie, usiane majestatycznymi
gérami i gestymi dzunglami, byly areng niezwyklych osiagnie¢ w dziedzinie
astronomii, matematyki, architektury oraz pisma hieroglificznego.

Kalendarze Majow

Sposérod wszystkich mieszkancéw Mezoameryki to wlasnie Majowie wykazali

sie najwiekszym wyrafinowaniem w dziedzinie pomiaru czasu. Podstawowa
jednostka czasu byl dla nich K’in (dzien). Dwadziescia K’'inéw to Winal
(miesiac). Tun (rok) to 360 K’inéw, to znaczy 18 Winali. Natomiast 20 Tunéw,
czyli 20 lat, daje 1 K’atun (7200 K’inéw). Baktun to najdtuzszy okres u Majéw,
odpowiada 20 K’atunom (144 000 K’inéw).

W zwiazku z tym date Majowie okredlali, uzywajac pieciu liczb — na liczbe
K’inéw, Winali, Tunéw, K’atunéw i Baktunéw. Kazda z nich nalezata do
przedzialu od 0 do 19, za wyjatkiem liczby Winali — ta przyjmowala wartosci od
0 do 17, poniewaz 18 Winali sktadalo sie na jeden Tun. Majowie zapisywali te
liczby od géry do dotu lub od lewej do prawej, korzystajac z systemu specjalnych
znakow zwanych glifami.

Majowie opracowali rowniez bardzo skomplikowany system chronologiczny,
skladajacy sie z czterech kalendarzy. Byly to Tzolkin, Haab, Kalendarz
Ksiezycowy oraz Diugi Kalendarz (DK).

Pierwszy z nich, Tzolkin, to 260-dniowy kalendarz rytualny, uzywany przy
ceremoniach i planowaniu wojen. Podzielony jest on na 13 miesiecy, kazdy po
20 dni. Drugim jest Haab — 365-dniowy kalendarz stoneczny, podzielony na

18 miesiecy, kazdy po 20 dni, po ktérych nastepuje dodatkowy 5-dniowy okres
nazywany Wayeb. Trzecim kalendarzem jest 9-dniowy kalendarz ksiezycowy,
zwany kalendarzem Dziewigciu Wiadcow Nocy. Ostatni kalendarz nazwany
jest Dlugim (DK), gdyz zawieral 52 okresy po 365 dni. Stuzyl do rejestrowania
wydarzen — pozwalal na precyzyjne okreslanie dat siegajacych tysiecy lat wstecz.
To, ze Dtugi Kalendarz trwal dokladnie ten czas, nie jest przypadkiem — jest
to najmniejsza wspélna wielokrotnosé dtugosci Tzolkina (260 dni) i Haaba
(365 dni). Okres ten nazywany jest ,okregiem kalendarzowym”.

Co to za baza?
Majowie do obliczenn matematycznych uzywali systemu liczbowego opartego na
bazie 20. Przy uzyciu tej bazy kazda liczba n € N jest przedstawiona jako:

m
n:Zapx20p, m € N.
p=0

Innymi stowy, w systemie opartym na bazie 20 dla kazdej liczby:

« jej pierwsza pozycja (w zapisie Majow to pozycja dolna) reprezentuje wartosci
od 0 do 19 (dla 20);

e druga pozycja — wartosci od 0 do 19, kazda reprezentujaca wielokrotno$é¢ 20
(= 20");

e trzecia pozycja — wartosci od 0 do 19, kazda reprezentujaca wielokrotno$é 400
(= 20?) i tak dalej.

W systemie liczbowym o podstawie 20 mamy tacznie 20 cyfr, ktére stuza

do zapisywania wszystkich liczb. Pierwsze dziesie¢ cyfr to te, ktére znamy
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Czy wiesz, czemu odpowiada liczba AA
w bazie 10 i jak zapisaé jej rozklad na
czynniki pierwsze w bazie 10 i 207

OC

Czy wiesz, jak zapisaé dzisiejsza date

w kalendarzu Majow?

Zapis Majow 31
(] 1x 20
+

11

z systemu dziesietnego: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Aby uniknaé¢ pomytek i niejasnosci,
do oznaczania liczb od 10 do 19 (ktére w bazie 20 sa w zasadzie cyframi)
bedziemy uzywac liter — 10 zapisywane jest jako A, 11 jako B i tak dalej az

do 19 jako J. Zobaczmy przykladowe dzialania w tym systemie:

o 2 x5 daje wynik odpowiadajacy cyfrze A (czyli 10 w naszym systemie),
o 6 x 7 przedstawia sie jako 2 x 20 + 2 (co zapisa¢ mozna jako 22 w bazie 20).

System chronologiczny

Majowie uzywali réwniez innego, specjalnego systemu liczbowego (system
chronologiczny), dostosowanego do zapisu dat w ich kalendarzach. W systemie
chronologicznym trzecia pozycja rézni sie od standardowego wzorca, poniewaz
reprezentuje wielokrotnosé 360 (= 18 x 20), a nie 400 (= 20%). Wynika to

z dostosowania do kalendarza Haab’, ktéry skladat si¢ z 18 miesigcy po 20 dni,
co daje 360 dni. Dzieki temu odpowiada ona liczbie dni w roku kalendarzowym
Majéw, co utatwialo obliczenia dat.

W systemie chronologicznym kalendarza Majéw liczba jest wigc zapisana jako:
n=ayx20°+a; x 20" +as x 18 x 20 + az x 18 x 20> + - - .
Rozwazmy przyklad daty [8;14; 3; 1; 12] zapisanej w Dlugim Kalendarzu.

Jednostka Liczba Dni na jednostke Razem dni
Baktun 8 144000 8 x 144000 = 1152000
K’atun 14 7200 14 x 7200 = 100 800
Tun 3 360 3 % 360 = 1080
Winal 1 20 1x20=20
K’in 12 1 12x1=12

Suma catkowita 1253912

Dtugi Kalendarz zaczyna sie od mitycznej daty, ktora jest odpowiednikiem

11 sierpnia 3114 roku p.n.e. w naszym kalendarzu (kalendarz gregorianski).
Aby przeliczy¢ date [8;14;3; 1;12] na date gregorianska, dodajemy 1253912 dni
do 11 sierpnia 3114 roku p.n.e. Po obliczeniu otrzymujemy date w kalendarzu
gregorianskim: 15 wrzesnia 320 roku n.e.

Jak zapisaé liczby glifami 7

Majowie nie znali cyfr arabskich (ktérymi postugujemy sie dzisiaj). W ich
systemie:

e 1 kropka = 1 jednostka,
e 1 kreska = 5 jednostek,
e specjalny symbol w ksztalcie muszli reprezentuje zero.

Nadmienimy tutaj, ze wprowadzenie zera jest niezwyklym osiagnieciem — cyfra ta
dotarta do Europy dopiero w jedenastym wieku.

W systemie Majow liczba 31 zapisywana byta jako ,jeden razy dwadziescia”

(1 x 20) plus 11. W zapisie glifami 11 to dwie kreski ulozone jedna nad druga plus
jedna kropka nad najwyzsza kreska, a zeby dodaé¢ do tego 1 - 20, musimy dopisaé
jeszcze jedna kropke powyzej.

Pokazmy jeszcze inne przyklady: Majowie zapisywali 7 jako kreske (czyli 5) plus
dwie kropki, natomiast 13 to dwie kreski (czyli 10), a nad nimi trzy kropki.

Tajemnice Kodeksu Drezdenskiego

Jak juz wiemy, Majowie byli cywilizacja astronoméw. Obserwujac niebo goltym
okiem, byli w stanie dostrzec nawet subtelne ruchy planet — znane im byty
Merkury, Wenus, Mars, Jowisz i Saturn. Co ciekawe, architektura ich miast
wskazuje na to, ze budowle pelnily takze role obserwatoriéw astronomicznych,
a przynajmniej ich uklad wskazywal na powiazanie z konkretnymi zjawiskami
astronomicznymi. Na przyklad podczas rownonocy wiosennej i jesiennej cienie
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v na piramidzie El Castillo w Chichén Itza tworza

wyjatkowy uklad. Zdaja si¢ wprawia¢ w ruch
umieszczonego na schodach weza, symbolizujacego

boga Kukulkana zwigzanego z cyklami stonecznymi.

Y Podobny efekt $wiatla i cienia obserwowano takze na
piramidzie w El Tajina.

LN J
Wszystkie obserwacje astronomiczne Majowie

zapisywali w ksiegach. Jedna z nich jest Kodeks

(0] o
9o
o
o
’ )
)
» L]

a aa a a a
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Drezdenski, ktéry zawiera informacje o zjawiskach
astronomicznych. Mozna w nim znalezé nastgpujacy
tajemniczy ciag liczbowy: 78,156,234, 312,390, 780. Jaka jest relacja miedzy
tymi liczbami?
Na pierwszy rzut oka widaé, ze liczby te tworza ciag rosnacy:
78 < 156 < 234 < 312 < 390 < 780.
Aby zglebié¢ tajemnice tych liczb, musimy zrozumieé, jaka jest ich wspdlna cecha.
Zauwazmy, ze wszystkie one sa wielokrotnoscia 78:
78 = 18 + 3 x 20,

156 =16+ 7 x 20 = 78 x 2,

234 =14411x20="T78 x 3,

312 =124 15 x 20 = 78 x 4,

390 =104+1x204+1 x 18 x 20 = 78 x 5,

780=0+3x20+4+2x 18 x 20 = 78 x 10.
Ten ciag jest prawie ciagiem arytmetycznym, czyli takim, w ktérym réznica
miedzy kolejnymi wyrazami jest stata. W ciagu powyzej tylko ostatnia liczba
wytamuje sie z tej reguly, poniewaz wynosi 10 - 78, a nie 6 - 78.

Okazuje si¢ jednak, ze w innym miejscu w Kodeksie mozemy znalezé brakujace
liczby:

468 = 78 x 6,
546 = 78 x 7,
624 = 78 x 8,
702 = 78 x 9.

Dlaczego wielokrotnosci liczby 78 byly tak istotne dla Majéw? Liczba 78
pochodzi od 780-dniowego okresu synodycznego Marsa, czyli czasu, jaki
potrzebuje planeta, aby powrdci¢ do tej samej pozycji widzianej z Ziemi.
Majowie obliczyli ten okres jako 780 dni, podczas gdy rzeczywisty okres
synodyczny Marsa wynosi 779,94 dnia. Pomiar Majéw byl wiec niezwykle

precyzyjny.

Na tej samej stronie Kodeksu Drezdenskiego, po jej prawej stronie, widzimy
zwisajaca, dziwna postaé. Jest to majanski bég Marsa: bég burzy, znany réwniez
jako ,bestia Marsa”, charakteryzujacy sie ozdobnym nosem. Umieszczenie go na
tej stronie Ksiegi potwierdza, ze wszystkie zapisy na tej stronie maja zwiazek

z planeta Mars.

Obserwacje Ksiezyca

Obecnie wiemy, ze okres synodyczny Ksiezyca wynosi srednio 29 dni, 12 godzin,
44 minuty i 3 sekundy. Odstep miedzy kolejnymi za¢mieniami Ksigezyca moze
wynosi¢ 1, 5 lub 6 okreséw synodycznych, przy czym 5 okreséw to mniej wiecej
148 dni, a 6 okreséw to nieco ponad 177 dni.

Cykle 148 i 177 dni wynikaja z geometrii ruchu Ksiezyca i jego orbity. Ksiezyc
porusza sie po orbicie nachylonej o okolo 5° wzgledem plaszczyzny orbity Ziemi
(czyli ekliptyki). Dlatego nie wszystkie nowie i pelnie prowadza do zaémien —
zazwyczaj Ksiezyc przechodzi powyzej lub ponizej tarczy Storica (podczas
nowiu) lub cienia Ziemi (podczas pelni). Zaémienia sa mozliwe tylko wtedy,
gdy pozycja Storica na niebie (z punktu widzenia Ziemi) znajduje si¢ blisko
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jednego z wezléw orbity Ksiezyca — miejsc, w ktorych orbita Ksiezyca przecina

plaszczyzne ekliptyki.

Majowie obliczyli, ze okres synodyczny Ksiezyca trwa srednio 29,53 dni.
Odkryli takze, ze wielokrotnosci tego okresu pokrywaja sie z tak zwanymi
sezonami za¢mien. W szczegoélnosci wiedza ta zostala zapisana w Kodeksie
Drezdenskim. Znajdziemy tam ostrzezenia przed za¢mieniami, zorganizowane
w powtarzajacych sie cyklach 177 dni i 148 dni.

Na potwierdzenie powyzszych informacji przyjrzyjmy sie teraz kolejnemu

-....

rysunkowi.
) |
CA B AN
eT2MAg i

Zwrdéémy uwage na liczby znajdujace sie w gornej fioletowej ramce. Liczba

chronologicznej:

po lewej stronie odpowiada 9183 dniom, obliczonym wedlug metody

9183 =3+9x20+5x 18 x 20+ 1 x 18 x 202
Druga liczba od lewej to:
09360 =0+ 0x20+6 x 18 x 20 + 1 x 18 x 202.

Podobnie sprawdzamy, ze kolejne liczby to: 9537, 9714, 9891 i 10039. Warto
zauwazy¢, ze réznica miedzy tymi liczbami (od 9183 do 9891) wynosi 177, co
odpowiada liczbie dni pomigdzy kolejnymi za¢mieniami:

9183 + 177 = 9360,
9360 + 177 = 9537,
9537 + 177 = 9714,
9714 + 177 = 9891.

Potem jednak wzér ulega zmianie, poniewaz 10039 = 9891 4 148, co oznacza, ze
w tym przypadku mamy do czynienia z innym cyklem, ktory trwa 148 dni.

Podsumowanie

Majowie osiggneli niezwykly poziom zaawansowania
matematycznego, ktéry pozwolil im nie tylko
opracowaé wlasny system liczbowy, ale réwniez —
zgodnie ze wspolczesnym nazewnictwem — arytmetyke
modularng. Ich system opieral sie gléwnie na bazie 20,
z wyjatkowym przypadkiem uzycia bazy 18 x 20 = 360
w kalendarzu dlugiej rachuby (DK), co §wiadczy

o niespotykanej precyzji w liczeniu czasu.

Uzywajac wspoélczesnej terminologii matematycznej,
Majowie wykonywali obliczenia w pierscieniu (Zao, +, ),
ktorego elementy to reszty z dzielenia przez 20.

19

To znaczy, ze dodawanie i mnozenie mozna opisa¢ wzorami:
a-b=r mod 20, gdzie re{0,---,19},
a+b=7" mod 20, gdzie 7’ €{0,---,19}.

Pierécienie Z,, gdzie p > 1 jest liczbg naturalna,
odgrywaja wazna role we wspolczesnej matematyce,
prowadzac do powstania istotnych struktur
algebraicznych, takich jak grupy, pierscienie i ciala.

Majowie intuicyjnie postugiwali sie strukturami
modularnymi z duza biegloscia, co wyprzedzato
ich czasy i stawia ich osiagniecia matematyczne na
wyjatkowym miejscu w historii ludzkosci.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
794 (WT = 3,7), 795 (WT = 2,5)

z numeru 3/2025

Jacek Konieczny Poznan 41,11
Jan Zambrzycki  Bialystok 4-35,42
Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw 3-29,98
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6-17,63
Pawel Kubit Krakéw 17,21
Tomasz Wietecha Tarnéw 18-14,63
Krzysztof Zygan Lubin 14,52

7 zasady zachowania energii
LIo?/2+ CE%/2 = Llnax>/2,

otrzymujemy:
LC = 372,

Natezenie pradu w cewce zmienia sie od wartoéci Ip do 21y,
gdy warto$¢ sinusa zmienia sie od 1/2 do 1, a jego argument
od 7/6 do 7/2, czyli szukany czas wynosi:

AT =T/6 =7V37/3 = 1,8T.
W chwili ¢t = 7 + A7 = 2,87 potencjaly punktéw A i B
wyréwnuja si¢, opdr odcinka z diodg w kierunku od B do A
staje sie rowny zeru. Od tego momentu przez cewke ptynie
staty prad 2[p, a tadunek kondensatora wynosi 0.

IA

21,

Iy

gdzie Imax = 21o = 2E7/L,

Rys. 5

Zadania z fizyki nr 804, 805
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

804. Chlopiec znajduje sie w punkcie A na brzegu rzeki, ktérej predko$é nurtu
wynosi w (rys. 1). Chlopiec moze biec po brzegu z predkoscia v i plynaé rzeka
z predkoscia u wzgledem wody, przy czym u < v. W jakiej odlegtosci od punktu A
znajduje sie na brzegu punkt C, z ktérego chlopiec powinien zaczaé¢ plynaé,
aby dotrze¢ do punktu B w najkrétszym czasie? Odleglo$é |BD| punktu B od
brzegu wynosi h, odlegtosé |AD| jest réwna .

805. Para jednakowych malych kulek A i B polaczonych niewazka nicia

o dlugosdci | zaczyna zedlizgiwaé sie z gladkiego stolu o wysokosci [, przy czym
w chwili poczatkowej kulka B znajduje si¢ na wysokosci h = 21/3 nad podloga
(rys. 2). Po dotknieciu podlogi kulka B przykleja sie do niej, a kulka A spada

w tym momencie ze stolu. Od jakiej wysokosci kulki A nad podloga nié¢ bedzie
napieta?

Rozwigzania zadai z numeru 6/2025

Przypominamy tre$é¢ zadan:

800. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 dioda jest idealna i wszystkie opory omowe
zaniedbywalne. Klucz K zamknieto na czas 7, a nastepnie otwarto. W chwili otwierania klucza
natezenie pradu w cewce miato wartosé¢ Ip. Po jakim czasie po otwarciu klucza osiagneto ono wartosé
maksymalng réwng 21?7 Narysuj wykres zaleznosci natezenia pradu w cewce od czasu t (0 < t < 00).

801. Statek kosmiczny przemieszcza si¢ od Ziemi do Marsa po orbicie eliptycznej, ktorej peryhelium
znajduje si¢ na orbicie Ziemi, a aphelium na orbicie Marsa. Znalez¢ czas przelotu oraz minimalny
czas, w jakim kosmonauci bedg musieli oczekiwaé¢ na Marsie na start w droge powrotna po takiej
same]j orbicie. Okres obiegu Ziemi wokél Stonca wynosi Tz = 365,25 déb, okres obiegu Marsa
Tv = 687 dob. Przyjaé, ze planety poruszaja si¢ po orbitach kolowych lezacych w jednej plaszczyznie.
800. Po zamknieciu klucza K napiecie na kondensatorze i cewce w bardzo krétkim
czasie osigga wartos¢ £ rowng sile elektromotorycznej zrédta. W przedziale czasowym 7
tadunek na kondensatorze o pojemnoéci C' ma stala wartosé CE (prad przez diode nie
plynie), a prad plynacy przez cewke o wspélczynniku samoindukcji L narasta liniowo:

Ldl/dt =& = I=Et/L, 0<t<T.
W chwili t = 7, zgodnie z treicia zadania:

I(r)y=1o=¢&7/L.

Po otwarciu klucza natezenie pradu w cewce nadal roénie w wyniku roztadowywania
kondensatora.

Q/C+ Ldl/dt =0, [=dQ/dt, d*I/dt’+1I/(LC)=0, Q(r)=CE.
Fadunek na kondensatorze nie moze zmienié¢ si¢ skokowo, zatem prostoliniowy odcinek

zaleznosci natezenia pradu w cewce od czasu przechodzi ptynnie (bez skoku pochodnej)
na czes$¢ sinusoidy, ktérej okres T' = 27w /w = 2wV LC (rys. 4).

801. Poétos wielka a orbity, po ktorej porusza sie statek
kosmiczny, réwna jest polowie sumy promieni orbit Ziemi
i Marsa (rys. 5): a = (az 4+ am) /2. Zgodnie z trzecim prawem
Keplera az ~ TZQ/ 3iam ~ TMQ/ 3, Analogicznie zwigzana jest
pétos wielka orbity statku i okres jego obiegu T: a ~ T?/3,
Stad T2/% = (%% + T\?/®) /2. Szukany czas przelotu statku
od Ziemi do Marsa jest rowny
T = (T7*3 + T\?/?)3/% )2°/% =~ 259 déb.
W chwili przylotu Ziemia wyprzedza Marsa o kat
o =wzgT — 7w =2n7/T7 — T,
gdzie wy jest predkoscia katowa ruchu Ziemi wzgledem
Stonica. W chwili startu w podréz powrotna Ziemia
powinna by¢ cofnieta wzgledem Marsa o taki sam kat ¢,
innymi stowy — powinna wyprzedzaé¢ go o kat 2w — ¢ (czas
oczekiwania na Marsie ma by¢ minimalny). Czas, po ktérym
kat wyprzedzenia zmienia sie¢ od ¢ do 27 — ¢, wynosi
t=(2m —2¢)/ (wz —wwm),
gdzie (wz — wm) jest wzgledna predkoscia katows ruchu
Ziemi i Marsa. Minimalny czas oczekiwania kosmonautéw na
Marsie jest réwny
t=(2-27/T2)/(1/Tz — 1/Tnm) = 457 déb.

M (przylot)
\
D
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Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 907, 908

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

) ) o wartos¢ wyrazenia
Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2025
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
897 (WT = 2,97) i 898 (WT = 1,22)

z numeru 3/2025

907. Niech n bedzie ustalona liczba naturalna, n > 3. Znalez¢ najwieksza liczbe
naturalng m, dla ktorej istnieja rézne liczby rzeczywiste x1, . .

., T, takie, ze

n

§ : n—i, i
:Z:k: X

=0

jest jednakowa dla kazdej pary réznych numeréw k,l € {1,...,m}.

908. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite a > 1 o tej wlasnosci, ze dla kazdej

Marek Spychata Warszawa 47,41 1
Piotr Wisniewski Warszawa 45,51 liczby catkowitej n > 1 suma 1 +a+ ...+ a" " jest liczba trojkatna.
Grzegorz Wiaczkowski 44,90
Marcin Kasperski Warszawa 43,44 7qdanie 908 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.
Andrzej Daniluk Warszawa 40,76
Krzysztof Kaminski Pabianice 38,09 . . -
Krzysztof Maziarz Londyn  38.05 Rozwigzania zadain z numeru 6/2025
Jerzy Cisto Wroctaw 37,59 ) . i
Marian Lupiezowiec Gliwice 35,90 Przypominamy tres¢ zadan:
Barbara Mroczek 34,09 . .
Mikolaj Znamierowski 33,62 903. Funkcje f i g sa dane wzorami
Roksana Stowik 33,00 fx) =00 +zx+ 222+ 1742) + 459043,
Pan Marek Spychata to juz dwukrotny gz) =14z + 22+ + L+ :1344) + 4525,
. | i iéniewski
Weteran: 6 x 44(!). Pan Piotr Wisniewski Liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunki f(a) = g(b) = 44. Wyjasnié, ktéra z liczb a, b jest wieksza.

goni czoléwke: 2 x 44, w krétkim czasie.
A pan Grzegorz Wiaczkowski, 1 x 44, to
nowa postaé¢ w naszym Klubie —

w ostatnich czasach nie tak czesto mamy
okazje wita¢ nowych przybyszéw. wiele takich numeréw n.
903. Z réwnodci

(z —1)f(2)

221 _1_45(3:44 _ a:43)
= 452 — 442* — 1,

T — z)=x —1+ T —x

(x — Dg(x) = 2™ — 1+ 45(2"® — 2")
= 452"% — 442" — 1

(1)

otrzymujemy zwiazek

(= D(g(@) — f(x)) = &**(2® — 1)(45z — 44),
i dalej (dla x # 1, ale dla = 1 tez, bo to wielomiany):
(2) g(x) — f(z) = z® (x4 1)(45z — 44).

Liczby a,b dane sg réwnaniem f(a) = g(b) =44. Dlax <0
mamy na mocy wzoréw (1):

(x —1)(f(x) — 44) = 452™ — 442™ — 1 — 442 + 44 > 0,
(x —1)(g(x) — 44) = 452"° — 442" — 1 — 442 4 44 > 0,

wiec f(z) —44 <0, g(z) — 44 < 0 (dla z < 0). Zatem
a,b>0.

Ze wzoru (2) widaé, ze f(%) = g(%). Prosty rachunek
(oparty na wzorach (1)) pokazuje, ze ta wspélna warto$é
wynosi 45. W zbiorze liczb nieujemnych funkcje f, g sa
$cidle rosnace, przy czym f(0) = g(0) = 1. Stad wniosek,
ze a,b € (0, %). Poniewaz f(x) > g(z) w tym przedziale
(wzér (2)), wiec gdyby zachodzita nierowno$é¢ a > b,
mieliby$my 44 = f(a) > g(a) > g(b) = 44, sprzecznosé.
Stad odpowiedZ na pytanie zadania: a < b.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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904. Niech A; =31, A, =331, ...,
Dla kazdej liczby pierwszej p < 44 rozstrzygnad, czy istnieje liczba n (zalezna od p), dla ktérej A,
dzieli si¢ przez p. Jesli istnieje, ustalié¢, czy jest wéwczas nieskonczenie wiele, czy tylko skoriczenie

A, =33...31 (n tréjek, a na koncu jedynka — zapis dziesietny).

904. Liczba A,, wyraza sie wzorem

Ap=110" —1) —2=2(10""" = 7).
Widaé od razu, ze (dla zadnego n) nie dzieli si¢ przez 2,3,5,7.
Dalej badamy podzielno$é¢ przez liczby pierwsze p € [11,43].
Jest to wigc pytanie o to, czy w ciagu 10,100, 1000, ... (mod p)
pojawia sie sibdemka. Jezeli tak — niech np. 10™ = 7 (mod p)
— to poniewaz 10P™! = 1 (mod p), wiec minimalny taki
wyktadnik m znajduje sie w przedziale [0, p—2]. Dla kazdego
k > 0 mamy wéwcezas 10F®P-Dtm =7 (mod p), co oznacza, ze
w tym przypadku istnieje nieskoniczenie wiele liczb n, o jakie
pyta zadanie. Jezeli natomiast wéréd liczb 10,102, ...,107~2
branych (mod p) nie ma siédemki, to nie ma jej w calym
nieskoniczonym ciagu 10, 102,10, ... (mod p), wiec nie istnieje
liczba n, o jaka pyta zadanie.

Rozstrzygniecie (dla p < 44) kwestii; siédemka

[pojawia sie/nie pojawia sie] najprosciej uzyskad,

piszac banalny programik numeryczny. Wychodzi
odpowiedz tak dla p=17,19,23,29,31 (minimalny
wykladnik m wynosi, odpowiednio, 9,12,21,20,2); nie dla
p=2,3,5711,13,37,41,43.

[Czytelnikéw, ktérzy z niechecia widza uzycie urzadzenia
obliczeniowego, zachecamy do recznego przeszukania
stosownych wartosci (zamiast badania poteg 10' dla | < p—1
wystarczy rozwazaé | < 8, gdzie § = min: 10° = 1 (mod p)).
Stosujac proste sztuczki w operowaniu kongruencjami, daje sie
to zrobi¢ w przeciagu kilkunastu minut na niewielkiej kartce
papieru.]

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



4Prosto z nieba: Tlen w najodleglejszej galaktyce

JADES-GS-z14-0 jest najodleglejsza galaktyka,

jaka dotad zaobserwowano. Jest tak daleko, ze jej
Swiatlo potrzebowato 13,4 miliarda lat, aby dotrzeé

do nas, co oznacza, ze widzimy ja taka, jaka byta, gdy
Wszechswiat miat zaledwie 300 milionéw lat. Odkryto ja
w 2024 roku za pomoca Kosmicznego Teleskopu Jamesa
Webba. Ale to juz stara historia, dlaczego wiec o niej
pisze? Poniewaz calkiem niedawno w tej galaktyce
odkryto tlen. Czytelnik Oczytany powie, ze przeciez

to nic dziwnego, w wielu galaktykach jest pelno tlenu.
To prawda, ale nie spodziewaliémy sie go znalezé w tak
mtodym Wszech$wiecie. Jak to obrazowo opisal Sander
Schouws, doktorant zaangazowany w odkrycie: ,,To jak
znalez¢ nastolatka w miejscu, w ktérym spodziewano sie
noworodkéw”.

Zdjecie aktualnej rekordzistki z tytulem najodleglejszej znanej
galaktyki — JADES-GS-z14. Zrédlo zdjecia: NASA, ESA, CSA, STScl,
B. Robertson (UC Santa Cruz), B. Johnson (CfA), S. Tacchella
(Cambridge), P. Cargile (CfA)

Wspolczesne teorie powstania i ewolucji Wszechéwiata
méwia, ze w pierwszych momentach jego istnienia
powstaly tylko bardzo lekkie pierwiastki: wodor

(75%), hel (~25%) i minimalne iloéci litu. Galaktyki,

a w szczegdlnoséci masywne gwiazdy mlodego
Wszechéwiata, musialy wiec by¢ zbudowane tylko

z tych pierwiastkéw. Dopiero pézniej we wnetrzach
tych gwiazd powstaly np. wegiel, tlen czy zelazo (zwane
ogdblnie w astronomii metalami), ktore sa rozrzucane
wokot gwiazdy w momencie wybuchu supernowej.

Wszystkie pierwiastki niebedace wodorem i helem astronomowie
nazywaja metalami (tlen réwniez). Dlatego méwi si¢ o metaliczno$ci
galaktyk, aby opisa¢, jak duzo jest tych pierwiastkow w galaktykach.
7 tak wzbogaconego gazu powstaja potem kolejne
pokolenia gwiazd, ktére produkuja coraz wiecej
ciezszych pierwiastkow. I tak dalej. Caly proces trwa
baaaaardzo dtugo. Dlatego badacze sadzili, ze w wieku
300 milionow lat Wszechswiat byl ciagle zbyt mlody na
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galaktyki pelne ciezkich pierwiastkéw. Po prostu nie
uplyneto wystarczajaco duzo czasu, aby gwiazdy mogty
wyprodukowaé ich dostatecznie wiele. Jedak najnowsze
obserwacje z wykorzystaniem teleskopu Atacama Large
Millimeter/submillimeter Array (ALMA) pokazaly, ze
JADES-GS-z14-0 posiada okolo 10 razy wiecej ciezkich
pierwiastkow, niz sie spodziewano.

Co to moze oznaczaé¢? Krétka odpowiedzZ jest taka,

ze. .. na razie nie wiadomo. Jednak jedno jest pewne,
nadchodza zmiany w naszym rozumieniu pierwszych faz
ewolucji galaktyk (a ogdlniej Wszech$wiata). Poniewaz
JADES-GS-z14-0 moze by¢ najodleglejsza galaktyka, ale
nie jest jedyna, ktéra poddaje préobie dotychczasowe
teorie. W galaktykach mltodego Wszechswiata za
pomoca Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba odkryto
istnienie wegla, neonu, magnezu, a nawet zelaza.
Obfitos¢ tych pierwiastkow jest zdecydowanie wigksza
niz iloé¢ czegokolwiek, czego sie spodziewaliSmy na
podstawie poprzednich obserwacji, a nawet symulacji
komputerowych.

Wyttumaczen dla tych wszystkich obserwacji moze

by¢ kilka. Mozliwe jest, ze gwiazdy we wczesnym
Wszechéwiecie byly zdecydowanie masywniejsze, niz
sadziliSmy. Pozwalaloby to na szybsze tworzenie
ciezkich pierwiastkow poprzez tzw. pair-instability
supernova. W odréznieniu od klasycznych supernowych,
po ktérych pozostaje czarna dziura albo gwiazda
neutronowa, gwiazda rozerwana wybuchem typu
pair-instability catkowicie rozrzuca swoja materie, nie
pozostawiajac po sobie nic poza wzbogaconym o ciezkie
pierwiastki gazem. Aby mogto do tego dojsé, gwiazda
musi mie¢ mase 130-250 mas Stonica i byé zbudowana
z wodoru i helu, bez domieszki innych pierwiastkow.
Takie gwiazdy mogty istnie¢ tylko w poczatkowych
fazach ewolucji Wszechswiata. Mozliwe jest tez,

ze gwiazdy w mlodym Wszechéwiecie powstawaly

i umieraty zdecydowanie szybciej, niz przewidywaliémy,
lub Ze byto ich zdecydowanie wiecej. Moglo woéwczas
istnie¢ wiecej uktadéw podwdjnych gwiazd, ktére moga
produkowaé jeszcze inny typ supernowej wzbogacajacej
gaz o ciezkie pierwiastki. Albo mialy miejsce zupelnie
inne zjawiska, o ktorych nie mamy pojecia. Z drugiej
strony mozliwe jest tez, ze nasze oszacowania wieku
Wszech$wiata sa btedne i istnieje on zdecydowanie
dhuzej, niz sadzimy. W zwiazku z tym galaktyki, ktére
teraz uznajemy za najodleglejsze, wcale takie nie sa.

W tym momencie nie jesteSmy w stanie potwierdzi¢ ani
obali¢ zadnej z tych hipotez.

I to jest wlasnie pigkne w nauce. Gdy juz myslisz, ze
znasz odpowiedzi na wszystkie pytania, nowe odkrycia
zmuszaja cie do zadania wielu innych.

Na podstawie artykulu: Stefano Carniani et al., ,The eventful life of
a luminous galaxy at z = 14: metal enrichment, feedback, and low gas

fraction?”, A& A, 696, A87 (2025).
Anna DURKALEC

Zaklad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych



/Niebo w pazdzierniku
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Stonce przez caly pazdziernik wedruje przez gwiazdozbiér Panny, wcigz
podazajac na poludnie. Do konca miesiaca zdazy ono obnizy¢ wysokosé
gérowania prawie o 11°, co pociagnie za soba wydtuzenie si¢ nocy o 2 godziny.
W nocy z 25 na 26 pazdziernika nastapi zmiana czasu z letniego na zimowy.

1 pazdziernika przez opozycje przechodzi planeta kartowata (1) Ceres, osiagajac
na poczatku miesigca jasnos¢ +7,6™, czyli nieco wiecej od znajdujacego sie
okolo 13° na pdéinocny wschdod od niej Neptuna. Ceres w pazdzierniku zakresli tuk
o dtugosci 6° na tle gwiazdozbioru Wieloryba, zaczynajac miesigc 2,5° na zachdd
od $wiecacej z jasnoscia obserwowana +3,4™ gwiazdy n Cet. 11 paZdziernika
planetoida przejdzie 9’ na potudnie od gwiazdy 5. wielkosci 2 Cet, tydzieni p6Zniej
natomiast przejdzie 1,5° na poludnie od jasniejszej o 0,5™ gwiazdy @1 Cet, by
na koniec miesigca zblizy¢ sie na 4,5° na poludniowy wschod do kolejnej gwiazdy
3. wielkosci ¢ Cet. Ceres goéruje okoto pélnocy na wysokosci 27°.

Pierwsza cze$¢ miesigca zostanie niestety rozéwietlona przez Ksiezyc, choé ze
wzgledu na stabe nachylenie ekliptyki do wieczornego horyzontu poczatkowo

w momencie gérowania planety kartowatej Ceres znajdzie si¢ on juz pod
horyzontem, mimo fazy przekraczajacej 68%. Stad nie przeszkodzi on zbytnio
w jej obserwacjach podczas jej maksymalnej jasnosci. Pelnig¢ Srebrny Glob
osiagnie 7 pazdziernika, a noc wczesniej zblizy sie do pary planet Saturn-Neptun,
przechodzac 3° od jasniejszej z nich. W pazdzierniku dystans miedzy nimi
zwiekszy sie do 4°. Jasno$é Saturna spadnie do +0,9™, przy $rednicy tarczy 19",
a jego pierdcienie znowu stana sie prawie niewidoczne, gdyz stosunek ich malej

do wielkiej osi zmniejszy si¢ do 0,01. Neptun $wieci z jasnoécig +7,8™.

Jedli ktos posiada teleskop z duzym powiekszeniem, to
warto przyjrzeé sie tarczy Saturna 6 pazdziernika rano,
poniewaz od godziny okoto 3:20 az do jej zachodu dwie
godziny poézniej bedzie na niej widoczny Tytan, czyli
najwiekszy ksiezyc tej planety. Zjawisko powtorzy sie
w nocy z 21 na 22 pazdziernika. Tym razem Tytan
pojawi si¢ na tarczy Saturna okolo godziny 0:45

i pozostanie na niej do zachodu planety okolo 4:15.
Niestety duzo tatwiej dostrzegalny w takiej sytuacji cien
tego ksiezyca przejdzie po tarczy planety za kazdym
razem juz po jej zachodzie.

10 pazdziernika Srebrny Glob dotrze do Plejad,
zmniejszajac faze do 87%. Pechowo dla nas zakrycia
najjasniejszych gwiazd gromady zaczna sie od okoto
godziny 8 naszego czasu, juz po wschodzie Stonca.
Ale blizej Atlantyku do zjawisk dojdzie na ciemnym
niebie. Jakie$ 4° na poludnie od Plejad swoja petle
na niebie kredli planeta Uran, ktéra w pazdzierniku
przesunie sie o 1° na zachdd, zblizajac sie na mniej
niz 2° do gwiazdy 6. wielkoéci 14 Tau, sama Swiecac
0 0,5™ jasniej. W pazdzierniku planeta goéruje okoto
godziny 3, wspinajac sie prawie na 60°.

Ostatnia kwadra Ksiezyca przypada 13 pazdziernika
wieczorem naszego czasu, a wzejdzie on przed pdinoca
w polowie odlegtosci miedzy Polluksem w BliZnigtach

a Jowiszem. Najwieksza planeta Ukladu Stonecznego
zbliza sie powoli do opozycji i w pazdzierniku pojasnieje
do —2,3™, zwiekszajac jednoczesnie $rednice tarczy

do 41”. Jowisz géruje o $wicie na wysokosci podobnej
do Urana. Ten sezon obserwacyjny Jowisza (a takze
dwa kolejne) jest o tyle ciekawy, Zze planeta jest bliska
swojej réwnonocy, stad nawet Kallisto wraz ze swoim
cieniem przechodzi po jowiszowej tarczy. 7 pazdziernika
planeta przejdzie na tle majacej jasnoéé¢ +9™ gromady
otwartej gwiazd NGC 2420.
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W kolejnych dniach naturalny satelita Ziemi
pozostanie ozdoba porannego nieba, gdzie ekliptyka
tworzy duzy kat z widnokregiem. 15 pazdziernika,
przy fazie zmniejszonej do 35%, zajmie on

pozycje 2,5° na wschéd od jasnej gromady otwartej
gwiazd M44. Nastepne trzy poranki Ksiezyc

spedzi w gwiazdozbiorze Liwa, przy coraz bardziej
zwezajacym sie sierpie od 25% do 10%. 16 pazdziernika
okolo godziny 3 odkryje on gwiazde 6. wielkosci

8 Leonis, ktérej pomaranczowa barwa ladnie sie
skomponuje z ciemnym brzegiem ksiezycowej
tarczy.

19 pazdziernika Ksiezyc wzejdzie niedlugo przed
Storicem, prezentujac tarcze w fazie zaledwie 5%.

W odlegtosci 7° na godzinie 8 wzgledem niego pojawi
sie planeta Wenus. Mozliwe, ze da sie dostrzec tarcze
Ksiezyca jeszcze nastepnego poranka, gdy jego faza
spadnie do 1%, a Wenus znajdzie si¢ 7° nad nim. Sama
planeta zbliza sie¢ do styczniowej koniunkcji ze Storicem
i $wieci coraz blizej widnokregu. Ostatniego dnia
miesiagca przed godzing 6 zdazy sie wzniesé¢ juz tylko
na wysokos¢ 7°. Wyglad tarczy planety prawie sie nie
zmienia: jej blask wynosi —3,9™, $rednica — 10", faza
za$ — 96%.

Now Srebrnego Globu zbiega sie z maksimum
aktywnosci Orionidéw, ktorych radiant znajduje sie

w polnocnej czesci Oriona i géruje okolo godziny 5,

na wysokosci dochodzacej do 60°. Maksimum ich
aktywnosci przypada 21 pazdziernika, gdy mozna sie
spodziewaé¢ nawet 30 zjawisk na godzine. Sa to szybkie
meteory, zderzaja sie z nasza atmosfera z predkoscia
66 km/s i czesto pozostawiaja po sobie widoczne przez
dtuzszy czas smugi.

Ariel MAJCHER



& Rozwigzanie zadania F 1129.
Predkosé ¢ dzwieku w gazie o temperaturze
bezwzglednej T', molowej masie p i wykladniku adiabaty «

Wwynosi:
[kRT
CcC =
I

(R jest stala gazowa). Wraz z oddalaniem sie od
tropopauzy w gore lub w dét temperatura powietrza
rosnie, a wiec rosnie tez predkos¢ dzwieku. Oznacza

to, ze fale dzwieckowe wzbudzone w tropopauzie sg
zalamywane zawsze w strone tropopauzy, a wiec dzwiek
efektywnie rozprzestrzenia sie¢ w dwuwymiarowym obszarze
tropopauzy, co prowadzi do malenia jego natezenia

z odlegloscia od Zrédla jak 1/R.

& Rozwigzanie zadania F 1130.
Obracajaca sie stacja jest uktadem nieinercjalnym. W jej
wnetrzu przyspieszenie odsrodkowe a(r) zmienia sie
z odleglodcia r od osi walca: a(r) = w?r. Na brzegu walca
a(ro) = w?rg = g, czyli:
gr

a(r) = .
Po ustaleniu réwnowagi powietrze obraca sie wraz
z cala stacja, a przyspieszenie a(r) odgrywa role pola
grawitacyjnego. Znajdziemy rozktad ci$nienia p(r) w polu
a(r). Niech p(r) oznacza gestosé powietrza w odleglosci r
od osi obrotu. Mamy:

)

dr
Powietrze spelnia réwnanie gazu doskonatego, a wigc:
_ p(r)p

R oznacza tu stala gazowa. Otrzymujemy réwnanie:

d _ (mr ),
dr roRT )5’

ktérego rozwiazaniem jest (p. = p(0)):

(r) pgr?
T) = pc€x .
b Pe &XP 2roR

Szukany stosunek ci$nien wynosi wiec:
De _ exp( — Hgro
Po 2RT '

& Rozwigzanie zadania M 1831.

W pierwszym ruchu Wanda nie przegra, poniewaz nie ma
dwucyfrowych kwadratéw liczb catkowitych z cyfra 7.
Pokazemy teraz, ze kazdy z graczy moze mie¢ pewnosé,

ze nie przegra, wybierajac jedna z cyfr 7 lub 8 i dodajac ja
na koncu biezacej liczby w grze.

Istotnie, kwadrat liczby calkowitej nie moze konczy¢ sie
cyfra 7 ani 8, wigc przy tej strategii przeciwnik moze
wygrac¢ jedynie poprzez dodanie nowej cyfry na koncu
liczby. Zalézmy, ze po dopisaniu cyfry 7 do aktualnej
liczby A istnieje zwycieska odpowiedz — dopisanie cyfry =z,
a poprzez dopisanie cyfry 8 istnieje zwycieska odpowiedz
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Rozwiazania zadan ze strony 12

— przypisanie cyfry y. W tym przypadku liczby A7z i A8y
bylyby kwadratami liczb catkowitych. Réznica miedzy
nimi wyniostaby mniej niz 20, ale kazda z tych liczb

jest co najmniej trzycyfrowa i réznica miedzy sasiednimi
kwadratami takich liczb catkowitych wynosi co najmniej
112 — 102 > 20.

& Rozwigzanie zadania M 1832.

Rozpatrzmy dowolny graf G o k — 1 krawedziach oraz n
wierzchotkach ponumerowanych kolejno 1,2,...,n, i majacy
k — 1 krawedzi. Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza.
Kazdej krawedzi G przypiszmy pewna liczbe pierwsza,

ze zbioru {p1,pa,...,pr—1}. Natomiast wierzcholkowi

o numerze i przypiszmy iloczyn liczb pierwszych
odpowiadajacych krawedziom wychodzacym z tego
wierzchotka oraz liczby pg4.

Liczby przypisane wierzchotkom sa parami rézne, gdyz
wierzcholek o numerze ¢ ma przypisang liczbe, ktora

jako jedyna jest podzielna przez pjy;. Ponadto zbiér
najwiekszych wspdlnych dzielnikéw par tych n liczb sktada
sie doktadnie z liczb p1, po, ..., pr—1 oraz 1. Wobec tego
zbiér A wszystkich liczb przypisanych wierzchotkom G
spelnia warunki zadania.

i Rozwigzanie zadania M 1833.

W rozwiazaniu uzyjemy dobrze znanej (i bardzo
przydatnej!) konsekwencji twierdzenia sinuséw w tréjkacie
(zob. tez KPO na stronie [25):

W tréjkacie ABC punkt D lezy na odcinku BC. Wowczas
BD sinxBAD BA
DC  sinxDAC AC’

Niech DM; przecina AC w punkcie P. Wéwczas
AP  sinxADP AD sinxYDM, AD

PC ~ sinxPDC DC sinxM,DX DC
_YMy XD AD XD AD

Podobnie, jesli BMy przecina AC' w punkcie P’, uzyskamy
AP ZB AB
P'C~ BT BC’
Jednakze na podstawie danych w zadaniu zaleznosci prawe
strony ostatnich dwéch réwnosci maja te sama wartosc,
wigc P = P'.




Rys. 2

‘00 = 37 0d1m — ouozdzids aruzoruouwrrey ks
YN T d.L BUDdpO zo1umor wojez ‘(e
oSerupoezidod z § oqre (q)1 aruepez)
ouozdzids aruzoruouwrrey s JN 1 gV
BUPPQ (00 =y Awrezozsndop) 1d 1 OV
erodrozid weyyund 21zpdq Y YIBIN F
[oUZD9ISNIMP O ®IUSZPISIM] OP 0SoU0IMPO
RIUSZPISIMY] Z DRISAZIONS d(v)s0zog

Soragl _ vl vl lsrd ) 1]

lagl = lavl = lavl = ldal = ladl
:pesideu 2d1m Awozowr

‘[ouzoaIsSnMp O BIUSZPISIMY) Z OMON)RPOP
ok[eyshzioy eokleyshzid s gV 1 JAV
Kyerlorg oypeuoJ ‘ouozdzids oruzdIuouLIRy
s 73 1 gy odm ‘oroxund wkupal m

d1s Bleupozid 4O 1 g ‘@V PIUPPO
Ar9)) eruezZpIoIM) Aoow ©N ‘HJ ! gV
oAysord werodroezid 21zpdq 37 UYIBIN ¢
'€/ OTUOZPIDIM]) DBMOSO)SRZ | AUZOTUOULIRY]
3ydd Augesogsoxd eziomy X (7 ‘Hd ‘Zd
‘A 93soad oz ‘DAzemnez Azore)sAm zeioJ,
*(1 eTudZpIaIM)) SUO0ZDZIAS SIUZOTUOULIRY
s zotuUMOI X7 T 5 2d1m ' ‘(exqroky
oSarupezadod z (g)g oruezpiaimy) suozdids
oruzotuounrey &s L7 1 04 PUPPO

‘7 1 X omupammodpo yoepund m (qy 1
g o3soad euezad g5 eysoxd YooIN 7
% SIUSZPISIM]) IRMOSOISRZ AZOIR)ISAM

0B <06 = |57 *| =[O d *|
Aurepy (e oSerupoazidod z

(1)g oruezpioimy) ouozdzids
stuzotuourrey &s Sy 1 O HUPPO T

uepez op PIMOZENSM

Peki harmoniczne
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury zachecam Czytelnika do zapoznania sig¢
z poprzednim odcinkiem.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Rozwazmy konfiguracje geometryczng z rysunku 1. Obliczajac na dwa sposoby pola
trojkatéw AXS i BX S, otrzymujemy
[AX| [AXS] jawsina

asin o

|BX|  [BXS] lbzsing  bsing’
s . JAY| _ asin(a+B+7) _ asind : 7 . LA
Analogicznie BY] = — bsmy = heny - Mamy wiec réwnowaznosc:

dcinki AB i sg harmonicznie sprzezone sin asiny = sin B sin d.
Odcinki AB i XY sa harmonicznie sprzezone <= sin asinn in Bsind

Powyzsza réwnosé nie zalezy od polozenia prostej ¢ (nawet gdy przecina proste
Ly, lx, g, ¢y w innej kolejnosci), wiec jest ona wlasnoscia peku. Wnioskujemy
zatem, ze kazda prosta przecinajaca te cztery w punktach kolejno A, X, B, Y,
sprezentuje nam harmonicznie sprzezone odcinki AB i XY. Taki pek czterech
prostych nazywamy pekiem harmonicznym, a punkt S — jego Srodkiem.

Rozwazania te nalezy uzupelnié¢ o prosta £ réwnolegla do, powiedzmy, £y — wowczas
Y = oo. W tej sytuacji harmoniczne sprzezenie odcinkéw AB i XY jest réwnowazne
réwnosci [AX| = |BX|. Z réwnoleglodci fy || £ mamy |¥xSAX| =01 |xSBX|=7.
7 twierdzenia sinuséw dla tréjkata ABS mamy asind = bsin~y, skad

|AX| asina asina bsiny  sinasiny

|BX|  bsinf  bsinf "asind  sinfBsing’
Dlatego |AX| = |BX| wtedy i tylko wtedy, gdy sin asin+y = sin Ssind. W koricu
wykazaliSmy:

Twierdzenie 1. Przeciecie peku pewnq prostq daje pare odcinkéw harmonicznie
sprzezonych wtedy i tylko wtedy, gdy przeciecie go kazdg prostqg daje pare odcinkdéw
harmonicznie sprzezonych.

Na koniec jeszcze o pewnym szczegdlnym peku harmonicznym. Na potrzeby kacika
bede go nazywal prostokgtnym (nie jest to nazwa oficjalna, ale moglaby taka by¢),
poniewaz pewne dwie proste nalezace do niego przecinaja si¢ pod katem prostym
(rys. 2). Ponizsze twierdzenie szczegélowo opisuje te konfiguracje.

Twierdzenie % Dany jest trojkgt ABS. Punkty X 1Y lezg na prostej AB. Jesli

spetnione sq pewne dwa z ponizszych warunkow, to zachodzi takze trzeci:

(a) odcinki AB i XY sq sprzezone harmonicznie;
(b) kgt XSY jest prosty;
(c) prosta SX jest dwusieczng kgta ASB.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze zachodza warunki (b) i (¢). Prosta SY jest dwusieczna
kata zewnetrznego ASB, wiec odcinki AB i XY sa sprzezone harmonicznie na
mocy twierdzenia 2(3) z poprzedniego kacika. Zalézmy teraz, ze zachodzi (a) —
pokazemy, ze wowezas (b) i (c) sa réwnowazne, czym zakonczymy dowdd twierdzenia.
Poprowadzmy prosta ¢ prostopadla do SX, przecinajaca proste AS, BS, XS, Y S
w punktach, odpowiednio, A’, B/, X', Y'. Zachodza nastepujace réwnowaznosci:

[¥XSY|=90° < V' =0 < |X'4A'|=|X'B| < |xASX|=|xBSX]|.

Zadania

1. Dany jest trapez ABCD. Punkty P i Q sa $rodkami
podstaw, odpowiednio, AB i C'D. Przekatne tego trapezu
przecinaja sie w punkcie R, a przedtuzenia ramion — 4
w punkcie S. Okregi o érednicach PQ i RS przecinaja sie
w punktach K i L. Udowodnié, ze |«xQKR| = 45°.

2. Punkt X lezy na wysokoéci AD tréjkata ABC. Proste
BX i CX przecinaja, odpowiednio, odcinki AC' i AB
w punktach E i F. Udowodnié¢, ze prosta AD jest

dwusieczng kata EDF.

3. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do
odcinkéw BC, CA, AB w punktach, odpowiednio,

D, E, F. Dwusieczna kata BAC przecina odcinek DFE
w punkcie P. Wykazaé, ze AP1 BP.

. Dany jest okrag w o $rednicy AB. Punkt P lezy na
prostej AB, przy czym punkt B znajduje sie na
odcinku AP. Na okregu w wybrano taki punkt T,
by prosta PT byta do tego okregu styczna. Punkt M
jest érodkiem odcinka PT, a punkt N jest rzutem
prostopadlym punktu T na odcinek AB. Proste NT
i BM przecinaja si¢ w punkcie Q). Dowiesé, ze AQ || PT.
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