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Twierdzenie Nikomacha a tabliczka mnozenia

Pawel Rafal BIELINSKI

W AS: przedstawiliémy sprytny, wizualny dowéd
tozsamoéci zwanej twierdzeniem Nikomacha. Dla
naturalnych n > 1 mamy

B+ 4383+ 4nd=1+2+34+-+n)
Tym razem przedstawimy zupelnie inny dowdd, ktérym
uczcimy obchodzony 15 listopada Miedzynarodowy
Dzien Tabliczki Mnozenia.
O nieoczywistym zastosowaniu tabliczki mnozenia pisaliSmy réwniez
wALL
Dla wygody przyjmijmy oznaczenie n-tej liczby
trojkatnej T(n) =142+ 3 + - -+ + n. Zauwazmy takze,
ze prawdziwa jest réwnosé

14243+ +n—1+n+n—-1)+n—-2)+--+1=n’

Czytelnik Obdarzony Niezwykla Pamigciag przypomina sobie, ze we
wspomnianym artykule |Trojkaty, kwadraty, szesciany| ta pomocnicza
tozsamosé zostala uzasadniona geometrycznie.

Istotnie, tatwo jest naszkicowaé¢ argument indukcyjny:
dla n =1 jest to oczywiécie prawda (1 = 12), przechodzac
za$ z n do n + 1, dopisujemy skladniki (n + 1) +n po

lewej stronie, gdy prawa wzrasta o (n+1)2 —n? =2n + 1.

Zatem roznica stron nie zmienia sie, a wzor jest stuszny
dla wszystkich n.

Dla dowodu gltéwnej tozsamosci zastosujemy technike
podwdjnego zliczania, dwukrotnie wyznaczajac sume
liczb w kwadratowym narozu n x n tabliczki mnozenia.

Zliczanie kolumnami. Najpierw obliczymy sume liczb
w kazdej z kolumn, a nastepnie dodamy tak otrzymane
sumy.

=y

3 4 5 6 7 8 9 10 N

9 12 15 18 21 24 27 30 33
12 16 20 24 28 32 36 40 44
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
12 18 24 30 36 42 48 54 60 66
14 21 28 35 42 49 56 63 70 77

2
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
6
8

16 24 32 40 48 56 64 72 80 88
18 27 36 45 54 63 72 81 90 99
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121
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Suma liczb w k-tej kolumnie naszego naroza wynosi,
liczac od gory,

142k +3k+---+nk=(14+2+43+---+n) -k=kT(n).

Suma liczb w calym narozu n X n jest wigc rowna
1-Tn)+2-T(n)+3-T(n)+---+n-T(n)

=(1+2+34---+n)-T(n) =T(n)>
Jest to prawa strona gléwnej tozsamosci.

Zliczanie warstwami. Podzielimy badane naroze
na warstwy nastepujaco: pierwsza warstwa zawiera
tylko samo narozne pole; druga — pozostale trzy pola
zawarte w narozu 2 X 2; trzecia — pozostalych 5 pdl

1

Nauczyciel, Warszawa

w narozu 3 X 3 i tak dalej: k-ta warstwa zawiera te
pola naroza k X k, ktére nie zawierajg si¢ w narozu
(k—1) x (k—1). Jasne jest, ze poczatkowe n warstw
doskonale pokrywa cale naroze n x n.

=

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
8 12 16 20 24 28 32 36 40 44
10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
12 18 24 30 36 42 48 54 60 66
14 21 28 35 42 49 56 63 70 77
16 24 32 40 48 56 64 72 80 88
18 27 36 45 54 63 72 81 90 99
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121
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Obliczmy sume liczb zawartych w k-tej warstwie.
Wynosi ona

1k+2k+3k+--+(k—Dk+k*+(k—-1Dk+...

+ 3k + 2k + 1k
=(1+2434+--+(k-1)+k+(k—1)+---+3+2+1)-k
=Kk =k,

zgodnie z réwnoscia wykazana we wstepie. Suma
wszystkich liczb w narozu n x n, pogrupowanych

w kolejne warstwy, wynosi wiec 13 +23 + 33 + ... +n3.
Poniewaz jest to lewa strona gléwnej tozsamosci, jej
dow6d mozemy uznaé za zakonczony.

Dowdd ten ma kilka zalet; jedna z nich, ktéra jak dotad
sie nam nie ukazala, jest mozliwo$é zademonstrowania
go geometrycznie. Ponizsza ilustracja pozwala zastapi¢
uprzednie zliczanie kolumnami prostym obliczeniem
pola kwadratu.

Kolekcjonerzy dowodéw moga zajrze¢ réwniez do Malej Delty
w Agg, gdzie Jarostaw Gornicki przedstawia diagram jeszcze innego
argumentu geometrycznego.

Dla Czytelnika Pragnacego Dziala¢ zostawiamy
jeszcze jedno wyzwanie: Jaka tozsamo$é uzyskamy,
stosujac analogiczng technike dla tabliczki mnozenia
o wymiarach n x 2n?
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O obrotach w czasoprzestrzeni

Czyli od szeSciennej kostki przez strukture grupy do obrotu Wignera
i precesji Thomasa

Barttomiej BAK, Bartosz ZAWORA

?}f

Doktoranci, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Obroty to bardzo proste zjawiska z zycia codziennego, a zarazem niezwykle

- - .. interesujace obiekty matematyczne. Bardzo dobrze mozna je ,zwizualizowac”
' i zbadac szereg ich wlasnosci przy uzyciu zwyklej szedciennej kostki. Po pierwsze,
[ ] o obroty kostki sa na ogél nieprzemienne, co oznacza, ze wykonanie dwoch tych
- 6 ° LA samych ruchéw w réznej kolejnosci prowadzi do réznego stanu koncowego. Dla
90° ’ przykladu wyobrazmy sobie, ze na stole lezy kostka w polozeniu przedstawionym
L L na rysunku 1. Wykonamy zaznaczone ruchy w réznej kolejnosci, prowadzace do
stanéw przedstawionych na rysunkach 2 i 3. Co jeszcze ciekawsze, kazde takie

k‘,‘/ 90°
\

Rys. 1. Stan poczatkowy kostki

z zaznaczonymi obrotami

»podwdjne” obrocenie mozna osiagnaé poprzez pojedynczy obrét, ale wykonany
wokél innej osi, co zostalo pokazane na rysunkach 4 i 5.
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Rys. 2. Kostka po wykonaniu
obrotu wokél osi pionowej,
a nastepnie poziomej

Rys. 3. Kostka po wykonaniu
obrotu wokél osi poziomej,
a nastepnie pionowej

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze do

dopelnienia struktury grupy potrzebna
jest jeszcze lacznosé dzialania, w tym
przypadku sktadania obrotéw.

Rys. 5. Pojedynczy obrét kostki,
ktéry ze stanu podstawowego
(rys. 1) generuje stan z rysunku 3

Rys. 4. Pojedynczy obrét kostki,
ktéry ze stanu podstawowego
(rys. 1) generuje stan z rysunku 2

Inna, niezbyt zaskakujaca wlasnoscia obrotu jest jego odwracalnosé, ktora oznacza,
ze zawsze jesteSmy w stanie wréci¢ do stanu poczatkowego, wykonujac obrét wokot
tej samej osi w przeciwna strone. Do kompletu wypada dotozy¢ stwierdzenie, ze
brak obrotu rowniez jest obrotem, fachowo zwanym identycznoscig. Powyzsze
wlasnoéci obrotow, w jezyku matematyki, odpowiadaja strukturze grupy, a ta
konkretna grupa nosi nazwe grupy obrotdw, w literaturze oznaczana jako SO(3),
gdzie cyfra 3 odnosi si¢ do wymiaru przestrzeni. Mozemy dalej rozwazy¢ zbior
obrotéw, ktore zachowuja pewna wybrang ptaszczyzne. Takie obroty réwniez
tworza grupe (tym razem przemienna!) SO(2), a poniewaz sa wyodrebnione

z wiekszego bytu, okresla si¢ je mianem podgrupy, co oznacza, ze ztozenie dwéch
obrotéw zachowujacych wyrézniona plaszczyzne réwniez jest takim obrotem.
Czytelnik Wtajemniczony powinien wiedzieé¢, ze fakt wyodrebnienia pewnej
podgrupy z wiekszej grupy w ogdlnosci wcale nie oznacza, ze pozostale elementy
(wraz z identycznoscia, ktéra jest elementem wspdlnym wszystkich podgrup danej
grupy) tworza podgrupe. Ta, wydawaloby sie, malo istotna informacja bedzie
miala kluczowe znaczenie w dalszej czesci tego artykutu.

Zeby zaczaé méwié o obrotach w czasoprzestrzeni, trzeba najpierw przyblizyé,
czym w zasadzie jest czasoprzestrzen. Punkty w zwyklej tréjwymiarowej
przestrzeni scharakteryzowalibySmy za pomocg trzech liczb opisujacych odlegltosé
od wybranego przez nas punktu ($rodka) w trzech prostopadlych kierunkach.
Ustalenie tego srodka i tych trzech kierunkow okresla sie mianem wyboru
uktadu wspolrzednych. Idac tym tokiem rozumowania, czasoprzestrzen bytaby
zestawem czterech liczb, gdzie jedna z nich (tradycyjnie jest to pierwsza)
oznaczalaby uplyw czasu od wybranego przez nas momentu, a pozostate trzy
dotyczylyby przestrzeni. Jednakze czas jest w pewien sposéb wyrdézniony
spoérod tych czterech sktadowych czasoprzestrzennych na skutek stalosci
predkoéci swiatta. Okazuje sie¢ bowiem, ze gdy obiekty poruszaja sie dostatecznie
szybko wzgledem naszego ukladu (np. 10% wartosci predkosci $wiatta, ktora
wynosi ¢ = 299792458 m/s), to odczuwany przez nie uplyw czasu oraz
mierzone dlugosci réznia si¢ wzgledem tego, co my mierzymy. Dokladniej

rzecz ujmujac, obiekty (spoczywajace w naszym ukladzie) mierzone w uktadzie
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Oczywiscie sa to paradoksy pozorne,
wynikajace z tego, ze na co dzien nie
doswiadczamy efektéw relatywistycznych
i nasza ,intuicja” zawodzi. W celu
poglebienia wiedzy odsylamy do innych
artykuléw Delty: ,,Paradoks Roberta
Korzeniowskiego” i |,,Geometria na
wirujacej karuzeli” Andrzeja Dragana lub
,Na czym polega paradoks bliZniat”
Piotra Zalewskiego.

Na okreélenie przeksztalcenia Lorentza
zmieniajacego predkosci uzywa sie tez
(zgodnie z zaleceniami Polskiego
Towarzystwa Fizycznego) stéw pchniecie
albo poryw, zamiast obco brzmigcego
slowa boost.

4.

Rys. 6. Precesja spinu elektronu
poruszajacego si¢ przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara

Miara kata rozwarcia o wynika
z relatywistycznego skladania predkosci
i jest zadana warunkiem

2
vp 4/ Y
o 1-— —2,aw przypadku

nierelatywistycznym tga = — :V}; .

tga =

poruszajacym si¢ (wzgledem nas) ulegaja skrdceniu Lorentza, natomiast czas dla
obserwatoréw ruchomych plynie wolniej (wzgledem naszego ukladu), i jest to
tzw. dylatacja czasu. Takie ,niecodzienne” wlasciwosci skutkuja powstawaniem
wielu ciekawych ,,paradokséw”. Ich badaniem zajmuje sie szczegdlna teoria
wzglednosci, ktéra zagoscita w $wiecie fizyki dzieki Albertowi Einsteinowi.

Aby zobaczy¢ $wiat oczami innego obserwatora, potrzebna jest stosowna formuta
opisujaca przejscie z jednego ukladu do drugiego, tzw. transformacja. Jak juz
wiemy, obserwatorzy spoczywajacy wzgledem siebie, ale patrzacy w rézne
strony (czyli tacy, ktérzy wybrali rézne kierunki) réznia sie wzgledem siebie

0 obrot, co sugeruje nam, ze grupa obrotéw nalezy do zbioru transformacji
czasoprzestrzeni, bo przeciez otaczajacy nas $wiat nie ulegt zmianie, a jedynie
sposéb, w jaki na niego patrzymy. Natomiast zeby opisaé¢ przejscie pomiedzy
obserwatorami, ktorzy patrza w te sama strone, ale poruszaja sie wzgledem
siebie, potrzebna jest tzw. transformacja Lorentza, nazywana tez boostem,
dzieki ktérej mozna analizowaé i tlumaczyé wspomniane wczeéniej ,,paradoksy”.
Co bardzo wazne, ta transformacja w przypadku matych predkosci (wzgledem
predkosci $wiatla) jest praktycznie nieodréznialna od uzywanej na co dzien

i zgodnej z nasza intuicja transformacji Galileusza, wedlug ktérej: jesli stoimy
na peronie i mija nas pociag z predkoscia V', to wzgledem pasazera tegoz
pociagu to peron ,odjezdza” w przeciwng strone, rowniez z predkoscig V,
podczas gdy uplyw czasu dla obu obserwatoréow jest jednakowy. Zbiér
wszystkich tych transformacji czasoprzestrzeni okreéla sie mianem grupy
Lorentza — pelni ona niezwykle istotna role we wspélczesnej fizyce i matematyce,
i to wlasnoéci tej grupy odgrywaja kluczows role w dalszej czesci tego

artykutu.

Pokrétce omowilidmy juz szeScienng kostke, grupe obrotéw i kilka interesujacych
nas wlasnosci czasoprzestrzeni, wiec teraz przejdziemy do precesji Thomasa.
Efekt ten mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb: gdy jakis obiekt porusza sie

z predkodcia relatywistyczna (poréwnywalna z predkoscia swiatla ¢) i kierunek
tej predkosci ulegnie zmianie, to cialo (wzgledem nieruchomego obserwatora)
obréci si¢ w plaszczyznie, w ktérej dokonala si¢ zmiana predkosci. Oryginalnie
efekt ten dotyczyl precesji spinu elektronu (czyli zmiany kierunku wewnetrznego
momentu pedu) podczas ruchu orbitalnego wokét jadra atomu. Upraszezajac,
wyobrazmy sobie, ze elektron jest malutka, doskonalg kulka, do ktoérej
przyczepiona jest strzalka (symbolizujaca spin). W trakcie ruchu jednostajnego
po okregu kierunek strzalki bedzie si¢ obracal ze stala predkoscia katowa, co
przedstawia rysunek 6.

Powyzsze zjawisko wynika z drugiego (aczkolwiek bardziej elementarnego)
tytulowego efektu, mianowicie obrotu Wignera, nad ktérym sie teraz pochylimy.
Mozna go przedstawi¢ w nastepujacy sposob: wzgledem spoczywajacego
laboratorium porusza sie dwéch podréznikow: jeden na wschod z predkoécia vy,
a drugi na péinoc z predkoscia vp, i kazdy z nich ma osie swojego uktadu
wspolrzednych ustawione zgodnie ze swoimi kierunkami ruchu. Ot6z wedlug
podréznika udajacego sie na wschéd ten poruszajacy sie na pdinoc jest obrécony
wzgledem pozycji zarejestrowanej przez laboratorium! Jest to dos¢ zaskakujaca
obserwacja, ale dlaczego w ogdle ma ona miejsce? Co jest przyczyna takiego
efektu? Sprébujemy na to odpowiedzie¢ w dwdjnaséb: od strony fizyki oraz
matematyki (oczywiscie oba te obrazy sa spdjne i kompatybilne, natomiast
argumenty dotykaja nieco réznych aspektéw).

Z punktu widzenia fizyki kluczowe jest to, ze skrécenie Lorentza wystepuje
wylacznie w kierunku ruchu obserwatora, podczas gdy pomiary w kierunkach
prostopadlych nie ulegaja zmianie. Krotko mowiac, jadac z predkoscia v przez
most o dtugosci L, stwierdzimy, ze jest on krétszy niz wskazywalaby na to mapa,
bo uzyskalibySmy wynik L/1 — v2/c?, natomiast jest tak samo szeroki. Jesli
dotozymy do tego fakt, ze wzgledem podréznika jadacego na wschéd podrdznik
jadacy na péinoc porusza sie pod katem rozwartym wzgledem wschodniego
kierunku, co samo w sobie nie jest efektem relatywistycznym, dostajemy
egzotyczna kombinacje réznych nieprostopadtych kierunkéw i czesciowych
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‘W ogdlnosci, jezeli mamy co najmniej
dwa wymiary przestrzenne, to boosty nie
tworzg podgrupy, natomiast boosty
wzdluz tego samego kierunku
przestrzennego juz tworzg grupe, i to
przemienng.

i Z.adania

Przygotowal Dominik BUREK

skrécen Lorentza oraz oczywiscie dylatacji czasu. Ztozenie tych wszystkich
efektéw daje obrdt o kat ¢ spelniajacy nastepujace tozsamosci:

’L)W2’L)p 'UWZ'UP
(1) tg o = = < =, sing = c
Vi- ey

2 2
1+4/1- 2% /1- %

Matematycznie sprawa jest duzo prostsza: jak juz wspomnieliSmy, obroty tworza,
podgrupe grupy Lorentza, natomiast boosty juz nie. Wynika stad, ze zlozenie
dwdch dowolnych boostéw wcale nie musi by¢ boostem. Powstaje wiec pytanie:
czym jest takie zlozenie? Odpowiedz jest do$¢ prosta: ztozeniem obrotu i boostu,
dwdéch nietrywialnych cegielek grupy Lorentza.

A jak to sie ma do oryginalnego problemu precesji spinu elektronu? Otéz
kluczowy jest ruch po okregu, ktéry co prawda zachowuje dlugo$é wektora
predkosci, ale nieustannie zmienia jego kierunek! W zwiazku z tym w kazdej
chwili czasu naszemu elektronowi trzeba przyporzadkowaé¢ nowy uklad
wspdélrzednych (tzw. uklad chwilowo wspélporuszajacy sie), co oznacza, ze

w kazdej chwili czasu potrzebny jest obrot, by uczynié zadosé transformacji
Lorentza, spdjnosci grupy Lorentza i tym samym szczegdlnej teorii wzglednosci.
Dla zaspokojenia ciekawoéci podajemy ogdlny wzoér na te czestosc:

(2) G-t ( ! 1) ax 7
=—=|—/]m==-1)ax7,
02\ /1 —v2/c2
gdzie @ oznacza przyspieszenie, jakiego doznaje cialo. W przypadku elektronu na
orbicie d jest przyspieszeniem dosrodkowym, wobec czego zachodzi nastepujaca
rOwWnosc:

(3) Qw<11>,

V1—v2/c?
gdzie & oznacza predkosé katowa elektronu. Z powyzszego wzoru wynika
réwniez, ze precesja spinu odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do ruchu
obiegowego elektronu. Wracajac jeszcze na chwile do rysunku 6, widzimy, ze
czestosé precesji Thomasa €2 jest dwukrotnie mniejsza niz predkosé katowa
elektronu w, bo w trakcie pelnego obiegu strzatka obrocila sie o 180°, co

. s _ V5
pozwala wyznaczy¢ predkos¢ elektronu v = %2c.

Czytelnikéw spragnionych wyzwan i rachunkéw zapraszamy do lektury
zalacznika (umieszczonego na stronie czasopisma), gdzie przedstawione sa
doktadne rachunki uzasadniajace umieszczone w tym artykule rezultaty.

Rozwigzania na str. [24

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1834. Okrag podzielono na 2n tukéw o dlugoséci 1. Punkty F 1131. Samochéd napedzany jest silnikiem

podzialu sa polaczone w pary, tworzac n cieciw. Kazda wysokopreznym (Diesla), w ktérym wtrysk paliwa
cieciwa dzieli okrag na dwa ltuki, a dlugosé¢ kazdego z nich poprzedzony jest 20-krotnym sprezeniem powietrza
jest parzysta. Udowodnié, ze n jest liczba parzysta. w cylindrze — tzn. w wyniku sprezania objetosé

M 1835. Punkt na plaszczyznie nazywamy kratowym, jesli
obie jego wspolrzedne sa liczbami catkowitymi. Rozwazmy
tréjkat o wierzchotkach w punktach kratowych, zawierajacy
we wnetrzu dokladnie dwa punkty kratowe. Udowodnié,

ze prosta taczaca te dwa punkty kratowe przechodzi przez

powietrza zassanego z otoczenia (atmosfery)
zmniejszona jest do 1/20 jej wartoSci poczatkowe;j.
Jaka temperature osiaga powietrze w cylindrze

w chwili wtrysku paliwa? Przyjmij, ze silnik zasysa
powietrze z otoczenia o temperaturze t = 20°C.

wierzcholek tréjkata lub jest réwnolegla do jednego z jego F 1132. Gaz doskonatly jest poddawany

bokdéw.

przemianie, w ktérej jego cidnienie p i objetosé V'
spelniaja zwiazek:

M 1836. Liczby rzeczywiste 0 < a, b, c,d < 1 sa takie, ze

abed = (1 —a)(1 —=b)(1 —¢)(1 —d).

Udowodnié, ze

p*V = const; o > 1.
Czy poczas rozprezania gazu jego temperatura T’
rosnie, czy maleje? Jakie jest molowe

(a+b+c+d)—(a+c)(b+d) > 1. cieplo przemiany?
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Przygody z kotem od roweru

* Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika w Warszawie

Alex SCHWARZENBERG-CZERNY*

Kto bawil sie¢ kolem rowerowym wyjetym z widelca, wie, ze krecace si¢ koto
rowerowe dziala jak zyroskop, a przewrdcenie go na druga strone nie jest prosta
operacja i wymaga przylozenia momentu sit do osi. Powstaje pytanie, jaka prace
trzeba wtedy wykona¢? Na pierwszy rzut oka moze sie wydawaé, ze skoro efekt
jest tan sam jak w przypadku zatrzymania kota i rozpedzenia go w przeciwnym
kierunku, to praca wynosi dwukrotng wartos¢ energii kinetycznej w kazdym
ze stanéw, czyli I;Q?, gdzie I; to moment bezwladnoéci kota, a Q to katowa

predkosé obrotu.

Przed wydawaniem osadéw warto odwolaé sie do popularnego pokazu

z fizyki (np. youtu.be/dUeLMEGXRW8), podczas ktérego czlowiek siedzacy
nieruchomo na obracalnym stotku trzyma przed sobg poziomo obracajace si¢
koto. Gdy przewréci je na druga strone, sam zaczyna si¢ obracac, ale powrét
do poprzedniej pozycji zatrzymuje ten obrét. Zachowanie momentu pedu

mozna zaniedbad.

skad otrzymujemy

Prace W ocenimy w uktadzie zewnetrznym poprzez
zmiang energii kinetycznej stotka od 0 do (1/2)w?,
czyli

2 Ip? Iy
Stad wniosek, ze jedli tylko stolek z eksperymentatorem
bedzie mial dos¢ duzy moment bezwladnoéci, to praca
moze byé dowolnie mala, najlepiej by eksperymentator
po prostu stat na Ziemi. Zaraz, zaraz, przeciez by
przekreci¢ koto, trzeba sie z nim solidnie mocowac,
to gdzie podziala sie ta praca? Nie ma tu paradoksu:
jesli koto wiruje poczatkowo wokoél osi z, to para
sit D konieczna do odwrécenia osi obrotu o 180°
wzgledem osi x jest prawie rownolegla do osi v,
przy czym odstepstwo od réwnoleglosci jest tym
mniejsze, im wiekszy jest stosunek Ir/I;. O, wok4t
ktorej wiruje kolo, obraca sie w plaszczyznie zz,
a gtéwna skltadowa sity D, jest do tej plaszczyzny
prostopadla. Nie wykonuje ona wiec zadnej pracy,
a jedynie pelni role wiezéw utrzymujacych o$ obrotu
kota w plaszczyznie xz.

W przypadku granicznym, jesli przyjmiemy, ze
predkosci sa stale (nie ma przyspieszeni) i znamy
moment bezwladnodci I, = I, = I' wzgledem osi z i y,
to wartoé¢ pary sit D, mozna znalez¢ na podstawie
réwnan ruchu w ukladzie nieruchomym wzgledem kotla.
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stanowi proste wyjasnienie tego zjawiska. By uproscié¢ rozwazania, przyjmiemy,
ze moment bezwladnoéci kola 7 i jego masa M; sa zaniedbywalnie mate
wobec tych stotka i siedzacej osoby Iy > I; i My > M. Pozwoli nam to

w obrocie stotka zaniedba¢ moment bezwladnosci kota wzgledem osi stotka.
Przyjmiemy tez, ze czas doswiadczenia jest na tyle krotki, ze prace sit tarcia

O ile poczatkowo predkosé katowa stotka wynosila wy = 0, a kota € > 0, to
potem w > 0 dla stotka i —{2 + w dla kota w zewnetrznym uktadzie nierotujacym.
To ostatnie uwzglednia zachowanie bezwzglednej predkosci katowej kota

w uktadzie stotka przy braku hamowania. Mamy zatem nastepujacy warunek
zachowania momentu pedu uktadu:

.[1Q+0 = Il(fﬂ+W) +12w,

21,0 21
w= ~ Q.
L+ I

Przyjmujemy zatem, ze predkos¢ obrotu osi z wzgledem
osi y znika, w, = 0, a wzgledem osi  jest w przyblizeniu
stala, w, = const (nie nalezy jej myli¢ z w). Mamy
jeszcze w, = (1 = const. Stosowne réwnania ruchu to
réwnania Eulera. Poniewaz wszystkie predkosci sa state,
lewe strony tych réwnan wyrazone przez przyspieszenia
katowe rowne sa zero. Wypiszemy je tutaj bez zadnego
dowodu, dla A =I; — I’ > 0 i pary sil o skladowych
Dy, Dy, D;:

0=-Awyw,+D, =0+ D, =D, =0
0=4A w,wy + Dy = +A Qu, + D, =D, =—-A Qu,
0=(I"-TI)wywy, +D,=0+D, =D, =0

Jedli momenty bezwladnosci kola rowerowego
przyblizymy przez te dla pierécienia z preta

o masie M i promieniu R, to I; = I, = M R?,
al' =1, =1,= MR?/2.

Oczywiscie by zaczaé przekrecaé o$ obrotu kola,
potrzebne jest pewne niezerowe przyspieszenie,
przynajmniej na poczatku. Wtedy po lewej stronie
rOwnania pojawi sie niezerowy wyraz i w zwiazku z tym
D, tez bedzie rézne od zera. W praktyce oznacza to, ze
praca bedzie rézna od zera, a im szybciej przewracamy
koto, tym wiecej pracy trzeba wykonaé. Jednak jezeli
przekrecamy o$ obrotu kota dostatecznie wolno, to
mozemy to zrobi¢ kosztem dowolnie malej pracy.


https://youtu.be/dUeLMEGxRW8

Matematyczne sekrety systemu bonus-malus

* Wydzial Matematyki Stosowanej,
Politechnika Slaska

O tancuchach Markowa mozna bylo
przeczytaé na przykltad w Ag7 czy A?3.

Karolina PAWLIK*

Wyobrazmy sobie, ze kazdy nasz manewr za kierownica jest obserwowany

przez niewidzialnego sedziego. Ten sedzia nie §pi, nie ocenia emocji, nie ma
litosci. Zapisuje kazdy rok bezszkodowej jazdy jako zastuge i kazdy wypadek
jako przewinienie. Tym sedzia jest system bonus-malus — mechanizm, ktéry
decyduje, jak wysoko ubezpieczyciel wyceni zwiazane z nami ,ryzyko”. Poczatki
wspomnianego systemu siegaja potowy XX wieku. Pierwsze rozwiazania pojawity
sie we Francji i w Niemczech, a wkrétce system zyskal popularnosé¢ w innych
krajach. Jego celem bylo nagradzanie kierowcéw za bezszkodowa jazde (bonus)
i karanie za szkody (malus). W Polsce system pojawil sie w latach 90. Firmy
zaczely wprowadzaé znizki za lata bez szkéd i zwyzki za wypadki, motywujac
kierowcow do bezpiecznej jazdy. Dzi$ dzieki technologii mechanizm ewoluuje, co
nie zmienia faktu, ze jego tajemnice sa bezapelacyjnie oparte na matematycznej
formalizacji tancuchéw Markowa.

Podstawowe zalozenia systemu sa catkowicie zgodne ze zdrowym rozsadkiem —
ten, kto generuje wicksze koszty dla ubezpieczalni, powinien ptacié¢ wiecej.
Nietrudno jednak skonstruowaé¢ zachowujacy pozory matematycznej poprawnosci
argument przeciwko stosowaniu takiego rozwiazania. Kierowca, ktéry
doprowadzil w danym roku do wypadku, mégltby zwrocié uwage, ze fakt ten nie
czyni go bardziej podatnym na wypadek w przysztych latach, czemu wiec miatby
placié za ubezpieczenie wiecej niz w przesztosci? To troche jak z rzucaniem
monetg — jesli rzucitem trzy razy i za kazdym razem wypadl orzel, to — jesli
tylko moneta jest uczciwa — szansa na wypadniecie orla w kolejnym rzucie
wynosi niezmiennie 50%. No wtasnie — jesli tylko moneta jest uczciwa! A co,
jesli nie mozemy tego przyjac za pewnik?

W kontekscie ubezpieczen dobra ilustracja bedzie tu nastepujace zadanie,
ktérego warianty czesto pojawiaja sie w szkole na lekcjach z rachunku
prawdopodobienstwa. W duzej firmie transportowej zatrudniajacej kierowcéw
ciezaréwek postanowiono wprowadzi¢ system motywacyjny oparty na
bezszkodowej jezdzie. Firma uznala, ze jej pracownicy dziela sie na dwie
kategorie — kierowcy o niskim (30%) ryzyku spowodowania szkody w danym
roku oraz kierowcy o ryzyku wysokim, réwnym 40%. Zaklada sie ponadto, ze
w ogdlnej populacji kierowcoéw ciezaréwek ostrozniejsi stanowig 80%. Poznajemy
kierowce Andrzeja, ktéry w tym roku mial drobng sttuczke na parkingu —

w jaki sposéb informacja ta wplywa na oszacowanie prawdopodobienstwa, ze
mimo to jest on ostroznym kierowca? Oczywiscie odpowiednim narzedziem jest
w tej sytuacji wzér Bayesa, zgodnie z ktérym szukane prawdopodobienstwo
warunkowe to:

]P’(Wypadek|ostroZny)]P’(ostroZny)

P(ostroz dek) =
(Ob rozny‘wypa ¢ ) ]P(wypadek|ostroZny)]P(ostr0iny)Jr]P’(wypadek|ryzykant)]P)(ryzykant)

B 30% - 80%

~30% - 80% + 40% - 20%
Analogiczny rachunek dla kierowcy Piotra, ktéry w poprzednim roku nie miat
zadnego wypadku, pozwala stwierdzi¢, ze warunkowe prawdopodobienistwo
jego przynaleznosci do grupy kierowcéw ostroznych to okoto 82%. Zatem nie
ma sprzecznosci w tym, ze cho¢ zakladamy, ze Piotr ma rokrocznie to samo
prawdopodobienistwo spowodowania wypadku, to fakt, iz nie mial go w tym
roku, zwieksza nasze oszacowanie owego prawdopodobienstwa.

=75%.

Powyzszy przyklad dawal jedynie matematyczna motywacje dla wprowadzenia

systemu bonus-malus. Jego dokladniejsza analiza ilo$ciowa opiera sie na larnicuchach

Markowa. Chodzi tu o rodzing zmiennych losowych, uporzadkowana w czasie,

w ktérej tylko bezposrednia przesztos¢ ma wplyw na przyszte zmienne. Méwiac

precyzyjnie, dyskretny tanicuch Markowa (o skoficzonej przestrzeni stanéw

2={0,1,2,...,K}) to ciag zmiennych losowych X,, o warto$ciach w Q, spelniajacy
P(Xn—i-l = in+1|Xn =p,..., X0 = iO) = P(Xn+1 = Z'n—i-lp(n = 'Ln)


https://deltami.edu.pl/2007/03/markow-rzadzi-nawet-buldogami-pod-dywanem/
https://deltami.edu.pl/2013/09/o-polowaniu-na-pchle-i-czekaniu-na-dwa-orly-czyli-troche-o-lancuchach-markowa/

dla wszystkich n =0,1,... oraz ig,...,in4+1 € Q. Jesli
prawa strona powyzszej réwnosci nie zalezy od n (dla
ustalonych wartosci 4, i ip41), méwimy, ze laiicuch
Markowa jest jednorodny. Jego dynamike mozna
wowczas opisaé za pomoca liczb:

pij = P(Xny1 = j|X, = 1),
ktore razem tworza tzw. macierz przejscia. Rozwazmy
teraz system bonus-malus, w ktérym kierowca danego
pojazdu placi skladke Si, jezeli zglosit szkode w ciagu
ostatnich dwoch lat, w przeciwnym razie placi nizsza
sktadke Ss. Istotne sa zatem dla nas trzy stany:
pierwszy — szkoda wystapita w ostatnim roku, drugi
— szkoda wystapila tylko w przedostatnim roku, oraz
trzeci — brak szkéd w przeciagu dwoch lat. Jesli
zalozymy, ze dany kierowca ma w kazdym roku
prawdopodobienstwo spowodowania szkody réwne
p, to odpowiednia macierz przejscia bedzie wygladaé
nastepujaco:

1,7 € Q,

pl—p 0,
P=|p 0 1-p,
p 0 1-—p.
O rozktadach stacjonarnych mozna bylto przeczytaé w Delcie, na

przyktad A%i A%é

Klasycznym pytaniem dotyczacym tancuchéw Markowa
jest okreslenie ich rozkiadu stacjonarnego. Jest to
graniczna czestotliwo$é¢ przebywania w poszczegdlnych
stanach w odleglym horyzoncie czasowym. Majac dana
macierz przejscia A = [a;;]; j<k, rozklad stacjonarny

m = (71,...,7TKk) mozna wyznaczy¢ z ukladu réwnan:

n
Z&ijﬂ'i =Ty dlaj = 1,2,...,K,
i=1
z dodanym warunkiem 7 + ...+ 7 = 1. W przypadku
wyzej okreslonej macierzy P réwnania przybieraja
postaé:
p(m1 +mo + 73) = m
(1—=p)m =m
(1 —p)(me +m3) = 73

Zauwazmy, ze ten konkretny taricuch od samego poczatku znajduje sig
w rozkladzie stacjonarnym: szanse na bycie w poszczegdlnych stanach
po pierwszych dwéch (a takze dowolnych N) latach ubezpieczenia

to wlagnie odpowiednio p, p(1 — p) oraz (1 — p)z. W tym przypadku
nasza analiza moglaby zatem by¢ prostsza, jednak wprowadzony jezyk
taricuchow Markowa staje si¢ nieodzowny w bardziej skomplikowanych
systemach bonus-malus.

Biorac pod uwage m + me + w3 = 1, dostajemy

7 pierwszego rownania 7 = p, zatem z drugiego

7o = p(1 — p) i z ostatniego 3 = (1 — p)2.

Zastosujemy teraz wyzej wprowadzone pojecia do
rozwiazania nastepujacego zadania optymalizacyjnego.
W ramach wprowadzenia zauwazmy, ze niewatpliwa
korzyscia dla firm ubezpieczeniowych ze stosowania
systemu bonus-malus jest zniechecanie ubezpieczonych
do zglaszania szkdd. Spdjrzmy teraz na te kwestie

od strony ubezpieczonego, ktory postanowil zglaszaé
tylko te szkody, ktore przekroczyly pewien prog w.
Dazy przy tym do takiego wyboru parametru w, aby
zminimalizowaé¢ oczekiwang wartosé tacznych kosztéw —
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sumy sktadki i kosztu wlasnego. Musimy jeszcze zalozy¢
cos o (losowej) wysokosci szkody. Dla uproszczenia
obliczen przyjmijmy, ze jej wartos¢ X ma rozklad
jednostajny na przedziale [0, M|, co oznacza, ze szansa
na to, ze pojedyncza szkoda przekroczy wartosé v

z przedziatu [0, M], to 1 — v/M. Poniewaz ubezpieczony
nie planuje zmienia¢ ubezpieczalni przez dluzszy czas,
postanowit dokonaé optymalizacji przy zalozeniu, ze
zwiazany z jego historia szkodowoéci lancuch Markowa
osiagnal rozklad stacjonarny.

Zauwazmy, ze strategia ubezpieczonego sprawia, ze we
wczesniej przedstawionej macierzy przejécia IP zamiast p
pojawia sie prawdopodobienistwo jednoczesnego
wystapienia ¢ zgloszenia szkody, czyli p(1 —w/M). Dla
uproszczenia napiséw przyjmujemy dalej w’' = w/M.

Zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami rozklad
stacjonarny jest zatem rowny:

m =p(l —w'),

m =p(l —w')(1 - p(l —w')),

w3 = (1—p(1— w’))z.
Calkowity oczekiwany koszt sklada sie z wartosci
oczekiwanej sktadki:

m181 4 w2 St + w382 = S — (S1 — S2) (1 —p(1 — w/))Q,

oraz wartoéci oczekiwanej kosztu pokrywania szkéd
z wlasnej kieszeni. Szansa na wystapienie szkody to p,
szansa na to, ze jest ona mniejsza od w, to w/M, a jesli
juz wystapita i jest mniejsza od w, to jej wartosé
oczekiwana (przy zalozeniu rozkladu jednostajnego) to
w/2. Dlatego szukana warto$é oczekiwana to pw?/(2M).
Ostatecznie ubezpieczony chce zminimalizowaé
wzgledem w € [0, M] wielkosé
Sy — (S1 = S5) (1 = p(1 — w/M))* + pw?/(2M).

Jest to tréjmian kwadratowy wzgledem w, ktérego
wartos¢ minimalna jest osiagana dla
_2(51 = So)(1 — p)pM

pM — 2(51 - 52)p2 '
O ile tylko warto$¢ ta lezy w przedziale [0, M], jest
ona szukanym, optymalnym progiem. Wstawiajac
dla przyktadu konkretne wartosci p = 0,1, S; = 1100,
So =900 oraz M = 20000 otrzymamy w* = 360,72.

*

Warto podkredlié¢, ze lancuchy Markowa znajduja
szerokie i praktyczne zastosowanie w wielu

dziedzinach, takich jak teoria kolejek, analiza systeméw
ubezpieczeniowych, ekonomia czy biologia. Przykladem
moze by¢ modelowanie ewolucji populacji, gdzie
przejscia miedzy réznymi stanami (np. liczebnoscia
gatunkéw) w zaleznosci od czynnikéw takich, jak
mutacje, selekcja naturalna czy migracje. Lancuchy
Markowa wykorzystywane sa takze w analizie

proceséw transkrypcji gendéw czy w badaniach

nad rozprzestrzenianiem sie mutacji genetycznych

w populacjach, co jest kluczowe w genetyce i genomice.
Stanowia nieocenione narzedzie w modelowaniu zjawisk
stochastycznych.


https://deltami.edu.pl/2013/12/o-dlugowiecznych-pchlach-i-twierdzeniu-ergodycznym/
https://deltami.edu.pl/2019/11/google-w-lancuchach/

at Otwarty 9°: Odlegtosci par wedtug Langforda
Barttomiej PAWLIK

Ciggiem Langforda nazywamy kazdy taki ciag
dtugosci 2n, ztozony z liczb 1,1,2,2,...,n,n, ze dla
kazdego 1 < r < n pomiedzy wystapieniami liczby r
znajduje si¢ doktadnie r liczb.

Nie ma ciagéw Langforda dla n = 1,2. Majac dane n = 3,
mozna wskazaé tylko jeden (z doktadnoscia do rewersu)
taki ciag:
2,3,1,2,1, 3.

Zachecam do samodzielnego wyznaczenia ciagu
Langforda dla n = 4. Co ciekawe, nie ma ciagéw
Langforda dla n = 5,6, ale dla n = 7 sg — jednym z nich
jest

4,6, 1,7, 1,4,3,5, 6,2, 3,7, 2, 5.

Ustalmy, dla jakich liczb naturalnych n moze istnie¢

Politechnika Slaska

Powyzsze réwnanie mozna tatwo przeksztatci¢ do
postaci:

ktérej lewa strona jest liczba calkowita — wiec prawa
tez musi mie¢ te wlasnos¢. Wynika stad, ze n jest
liczba podzielna przez 4 lub przy dzieleniu przez 4 daje
reszte 3. Oznacza to, ze dla tych liczb naturalnych n,
ktérych reszta z dzielenia przez 4 wynosi 1 lub 2, nie
ma ciagéw Langforda diugosci 2n.

Co ciekawe, prawda jest rowniez naturalne uzupelnienie
powyzszego stwierdzenia: jezeli n przy dzieleniu

przez 4 daje reszte 0 lub 3, to istnieje ciag Langforda
dlugosci 2n (uzasadnienie tego faktu wymaga jednak
troche wiecej finezji).

ciag Langforda dlugosci 2n. Jezeli w takim ciagu

liczba r po raz pierwszy wystepuje na pozycji a,., to

jej drugie wystapienie przypada na pozycje (a, +r + 1).
Zauwazmy, ze wsrdd liczb postaci a, i (a, + 7+ 1) dla
1 <r<nkazda z liczb 1,2,...,2n pojawia si¢ dokladnie
raz. Mamy zatem:

Czego zatem jeszcze o ciagach Langforda nie wiemy?
Zdaje sie, ze wraz ze wzrostem odpowiednich wartosci
n liczba réznych ciggéw Langforda dlugosci 2n

ro$nie bardzo szybko, ale nie ma dokladnego (nawet
asymptotycznego) opisu tego wzrostu. Dla n = 7 istnieje
26 takich ciagéw, dla n = 8 jest ich 150, a najwigksza
dokladna wartodcia, jaka znamy, jest ta dla n = 28,
wynoszaca nieco ponad poéttora tryliarda.

n

2n
Z(aT—l—ar—l—r—&— 1) = Zz
i=1

r=1

Z lotu ptaka

Kazdy kraj ma ptaki, na jakie sobie zastuzyt. Brytyjczycy na przyktad

za swojego ptaka narodowego uznajg rudzika. Spora cze$¢ populacji wyspiarskiej
tego niewielkiego ptaka zostaje przez caly rok na wyspach, szczegdlnie samce,
zwlaszcza ostatnio — wraz z ociepleniem klimatu. Te sympatyczne ptaszki swoim
zywym $piewem umilajg zycie wyspiarzom nawet w ponure zimowe dni. Céz,
moja jesien zaczyna sie raczej wzmozonym krakaniem wymieszanym z wyzszymi
krzykami gigantycznych stad gawronéw i kawek. Ciagna o zachodzie slonica na
,hocowanki” na starych drzewach w parku, obok ktérego mieszkam.

takie jest
Zycli

Warszawa niepostrzezenie zmienia jesienia swoj zestaw podskakujacych
krukowatych — dominujaca w lecie wrone siwa zastepuja gawrony i kawki. To
nasi goscie z poinocy, ktorzy przylecieli wygrzewaé sie w duzym mieécie, gdzie
tatwiej o jedzenie.

I tu dochodzimy do klopotliwej sprawy. Kazde dziecko moze zadaé przeciez
niewinne pytanie: Dlaczego ptaki odlatuja na zime i skad wiedza, dokad lecie¢
i jak wréci¢? Dorosli zwykle wymiguja sie odpowiedzia, ze tak nakazuje im
instynkt (wersja seniorska), albo ze tak nakazuja im geny (wersja rodzicielska).
Niestety, czuje sie w obowigzku zmartwié¢ pokolenie Zet. Obecnie obowigzujaca
wersja prowadzi do fizyki kwantowej.

Przy podrézy na dalekie dystanse ptaki uzywaja wielu metod nawigacji. Kieruja
sie polozeniem Stonca i gwiazd, zapamietuja uksztaltowanie terenu i znaki
wskazujace droge, np. rzeki, tancuchy gorskie, w czym dodatkowo pomaga
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im zmyst wechu. Mlode ptaki, podazajac za

doswiadczonymi starszymi, ucza sie takich map podrézy.

Odkad bada sie migracje ptakéw, postulowany jednak
byl dodatkowy sposéb odnajdowania wlasciwej drogi. Sa
przeciez gatunki przemierzajace ogromne odlegtodci,
ktore rok po roku wracaja do tego samego gniazda

na wiosne. Rekordziéci z naszych terenéw, jaskotki

i bociany, laduja nawet w RPA, czyli ponad 10 tys. km
od Polski.

Przyrodnicy uznali, ze ptaki (i inne migrujace zwierzeta)
kieruja sie polem magnetycznym Ziemi. W latach 60.
wykazano na przyktad, ze rudziki umieszczone

w piwnicy (bez dostepu do $wiatla stonecznego),
ktérym zmieniano pole magnetyczne w ich otoczeniu,
wykazywaly che¢ do lotu w réznych kierunkach. Goltebie
z przyklejonymi magnesami gubily droge w pochmurne
dni. Jednak jak to si¢ dzieje, dtugo pozostawato
zagadka.

Tu trzeba wspomnie¢ o pracy z 1978 roku, w ktérej
fizycy z Instytutu Chemii Fizycznej Maxa Plancka

w Getyndze formuluja hipoteze o kwantowym podlozu
tego zjawiska. Pisza: ,Procesy transferu elektronéw,
dzieki ktérym powstaja pary rodnikéw w koherentnych
stanach spinowych (singletowych lub trypletowych),
ulegaja wplywowi stabych pdél magnetycznych. Na
podstawie tego odkrycia proponujemy mechanizm
dzialania chemicznego kompasu, ktéry wykazuje
wrazliwo$é na orientacje ziemskiego pola magnetycznego
wynikajaca z anizotropii nadsubtelnego oddziatywania
niesparowanych spinéw elektronowych w reakcji
redoks. Taki mechanizm moze wyjasnia¢ zdolnos¢ wielu
gatunkow biologicznych do orientowania si¢ w polu
magnetycznym Ziemi”. W przyblizeniu oznacza to, ze
istnieja reakcje chemiczne, w ktérych powstaja wolne
rodniki — czyli atomy z niesparowanymi elektronami.
One za$ ulegaja wplywowi pola magnetycznego. Jesli
takie sytuacje mialyby miejsce w zywych komoérkach

— moze by¢ to mechanizmem wyczuwania pola
magnetycznego Ziemi przez zwierzeta.

Pozostalo ,tylko” odszukaé kandydatow na taki
kwantowy detektor. Henrik Mouritsen, biolog

z Uniwersytetu w Oldenburgu badajacy przez wiele lat
migracje ptakéw, przyznaje, ze nigdy nie podejrzewal,
ze zaprowadzi go to do fizyki kwantowej. Jego zesp6t
szukal kandydata na czujnik pola magnetycznego

Ziemi od 2004 roku. Wyniki pracy, do ktoérej stopniowo
angazowano coraz wiecej specjalistéw z réznych dziedzin
i r6znych krajow, opublikowane zostaly w magazynie
Nature w 2021 roku.

Igta (biologicznego kompasu) w stogu siana bylo biatko
ErCRY4 z grupy tzw. kryptochroméw. Sa to czasteczki
ewolucyjnie stare, wystepujace i u roslin, i u zwierzat,
fotoreceptory, ktére absorbuja niebieskie Swiatlo.

U roélin reguluja m.in. kietkowanie i wzrost, u zwierzat
zwiazane sa z dzialaniem cyklu dobowego. ErCRY4
odnaleziono w komoérkach na obrzezach siatkéwki oka
rudzika. Okazalo sie takze, ze synteza tego bialtka
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zwieksza sie w okresie, kiedy ptaki wyruszaja na
wedréwke.

Eksperymenty laboratoryjne na zsyntetyzowanym

w laboratorium biatku rudzika i kury domowej
wykazaly, ze ich wrazliwo$¢ na pole magnetyczne

rozni sie, jest wieksza u migrujacego, a mniejsza u ptaka
osiadtego.

Efekty kwantowe pojawiaja sie tu wtedy, kiedy foton
wzbudza elektrony w kryptochromie i powstaja pary
rodnikéw, ktérych niesparowane elektrony maja ten
sam lub rézny spin. Przeskakuja miedzy tymi stanami
miliony razy na sekunde. Tworzy sie uklad niezwykle
czuly na pole magnetyczne, nawet tak niewielkie, jak
pole magnetyczne Ziemi. W zalezno$ci od ustawienia
wzgledem linii pola jedna z wersji zaczyna przewazad,
przez co uruchamiana jest inna reakcja i powstaje
inna czasteczka. To pokazuja badania laboratoryjne.
Jest prawdopodobne, ze ptak, zmieniajac polozenie
ciala w polu magnetycznym Ziemi, wplywa na reakcje
zachodzace w komoérkach oka, a to rejestrowane jest
w moézgu. Rudzik moze zatem dostownie widzie¢
uklad pola magnetycznego, co pomaga mu utrzymac
kierunek lotu. To oczywiscie tylko hipoteza, na razie
nikt nie udowodnil, ze efekty kwantowe faktycznie moga
wplywaé na percepcje zwierzecia.

Teoria o kwantowym charakterze zmystu odczuwania
pola magnetycznego Ziemi konkurowala z inna, ktéra
zaktadata, ze w dziobie ptakéw znajduja sie komorki
zawierajace magnetyt, a ten, dzialajac jak igla kompasu,
pobudza komorki nerwowe i decyduje o utrzymaniu
kursu. Okazalo sie jednak, ze wykrywane zwiazki
zelaza sa raczej produktami rozpadu krwinek, ktére
kumuluja sie w makrofagach, a nie, jak przypuszczano,
w neuronach. Dodatkowo wykazano, ze ptaki reaguja
na uklad linii pola, ale nie ,rozrézniaja” biegunéw

— inaczej méwiac, ptak z naszej pétkuli, migrujacy

z p6lnocy na potudnie, przeniesiony na druga potkule
bedzie zmierzal w kierunku réwnika. To przeczytoby
teorii o miniaturowych igtach kompasu obracajacych
sie w osi pn-pd. Zatem dzi$ uznawana za bardziej
prawdopodobng jest hipoteza kwantowa ,,zmystu
magnetycznego”.

To moze z naszymi ptakami nie jest tak zle? Cérka
sasiadki zaskoczyta mnie ostatnio pytaniem, dlaczego
bociany pojawiaja sie jako symbol w Portugalii.

A przeciez wiadomo, ze to Polska bocianem stoi.
Okazuje sig, ze portugalskie dlugonogi nie migruja,

a gniazda buduja na skalistych klifach nad oceanem.
Wychodzi na to, ze nasze bociany wola polecie¢ na
zime hen daleko, a pdzniej wréci¢ do Polski, niz
wygrzewaé sie na skalach caly rok. Widac, sa lepsze
niz portugalskie. Lepsze, bo kwantowe.

Marta FIKUS-KRYNSKA
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Wiersz w stanie Sladowym
1, 2,3, 4, 5,

6,7 8,9, 10,

1272

11!

Idac wzdluz spirali, zaczynajac od dotu,
odczytujemy kolejne wiersze, z ktérych
mamy zaczerpna¢ konczace stowa: 6, 1, 5,
2,4, 3.

Matematyka i literatura: OuLiPo
Mirostaw LACHOWICZ*

Czy ma sens szukanie zwiazkéw matematyki z literatura? Czy to, co znajdziemy,
nie bedzie zbyt naciagane i powierzchowne? Juz sam fakt, ze zadanie to nie
wydaje si¢ tatwe, powinien jednak zacheci¢ wiele oséb poszukujacych, w tym
zwiazanych z matematyka, do jego zglebienia. Wszak, jak co$ trudne, to
wartosciowe: trudnosé jest najwieksza wartoscia, przynajmniej w matematyce.
Czy nauka nie polega wtasnie na taczeniu odlegtych bytow? Wymieimy na
przyklad takie czasopisma, jak Journal of Mathematics and the Arts oraz
Journal of Humanistic Mathematics, w ktorych regularnie pojawiaja sie artykuty
tropiace takie zwiazki. Matematyka i literatura sg zbyt stare, by nie bylo okresu,
kiedy to ,miaty sie ku sobie”.

Bardzo lubie nastepujaca metafore. Matematyka i literatura sa jak dwie strony
tej samej monety. Nigdy sie nie spotkaja, ale razem tworza calo$é. Matematyka
i literatura przetwarzaja rzeczywistos¢, sa wynikiem naszego doswiadczenia

i obserwacji Swiata. Sa czystymi produktami naszych umystéw.

W tym artykule przedstawie francuska grupe literacka OuLiPo. Czytelnikdéw
Zainteresowanych dodatkowymi informacjami odsylam do pracy Davida Bellosa
oraz bibliografii w niej zamieszczonej. OuLiPo powstato w Paryzu w latach 60.
ubieglego stulecia. Jednym z celow dzialania grupy bylo opracowanie zasad
matematycznych w literaturze. Probowano opiera¢ literature na wzorcach
matematycznych, szczegdblnie inspirujac sie kombinatoryka, logika, ale tez
regutami szachowymi.

Za twoércoéw grupy uchodza pisarz Raymond Queneau (1903-1976) oraz
Francois Le Lionnais (1901-1984), inzynier, matematyk i pisarz. Obok przyklad
prowokacji literackiej Le Lionnais’a — utwér Wiersz w stanie Sladowym —
zdecydowanie lepiej wychodzi, gdy si¢ go deklamuje i jednoczesnie interpretuje,
zwracajac uwage na interpunkcje. Bardziej znanym w $wiecie literatury jest
zapewne Queneau. Ma nawet ,swoja” stacje metra w Paryzu.

Nazwa ,,OuLiPo” pochodzi od Quvroir de Literature Potentielle, czyli Warsztaty
Literatury Potencjalnej. Grupa dzialala dtugo i jest, by¢ moze, jedna z najdluzej
dziatajacych grup literackich. Trudno sie dziwié, skoro zasady organizacyjne
glosza, ze czlonkiem zostaje si¢ na wiecznosé. Zebrania grupy gromadzity
licznych widzéw, zachwyconych prowadzonymi dyskusjami. Do grupy nalezeli
takze George Perec (1936-1982) oraz Italo Calvino (1923-1985), ten ostatni
jako cztonek honorowy. Pelng liste wiecznych czlonkéw OuLiPo mozna znalezé
w Internecie lub w wymienionej wczeéniej pracy. Warto tu zwréci¢ uwage, ze
rodzina George’a Pereca pochodzila z Polski (znajdujaca sie w Warszawie ulica
Pereca wzigla jednak swoja nazwe od Icchoka Pereca, réwniez pisarza).

Queneau zainteresowal sie utworem zwanym sekstyna liryczna, zapewne
wymyslong przez XIII-wiecznego trubadura Arnaut Daniela. Sekstyny

pisali m. in. Dante, Petrarka i Baranczak. Jest to utwor o specyficznej
strukturze, skladajacy sie¢ z 6 strof 6-wersowych i koncowej strofy 3—wersowej.
Ostatnie wyrazy w wersach kazdej strofy sa rézne. Powtarzaja sie jednak
miedzy strofami, za kazdym razem w innym porzadku. Zmiana kolejnosci

w stosunku do poprzedniej strofy odbywa sie wedlug tego samego, ,spiralnego”,
sposobu, na przyklad zamieszczonego obok. Postepujac wedlug tego schematu,
otrzymamy nastepujaca strukture (w kolumnach przedstawiona jest kolejnosé
ostatnich wyrazéw w poszczegdlnych strofach):

1 6 3 4 2
2 1 6 3 4
3 4 2 1 6
4 2 1 6 3

4 2 1 6 3
6 3 4 2 1
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M.P. Saclolo, How a Medieval
Troubadour Became a Mathematical
Figure, 2011, Notices of the American
Mathematical Society, 2011, 58(5);
correction—addition in Letters to the
Editor, Notices of the American
Mathematical Society, 2011, 58(7).

M. Lachowicz, Intuicja matematyczna
w Raju?, Agl.

R. Queneau, Sto tysiecy miliardéw
wierszy, Halart 2008. Zdjecie: Thomas
Guest, CC BY 2.0, via Wikimedia
Commons

Edward Stachura, Sie, 1977, str. 171.

R. Queneau, Cwiczenia stylistyczne,
Czuly Barbarzyinica, 2005.

Dorota Kassjanowicz, 30 znikajacych
trampolin, Albus, 2016; II wydanie, 2022.

George Perec, Znikniecia, Lokator, 2022.

Gdybysmy dokonali kolejnego kroku, wrocilibysmy do uktadu w pierwszej strofie.
Otrzymalidmy zatem strukture okresowa o okresie 6, przy czym kazdy wyraz
konicowy byl za kazdym razem w wersie o innym numerze. Queneau zadal

sobie pytanie, czy taki spiralny schemat wcigz ma przedstawiona wtasnosé,
jezeli 6 zamienié¢ na inng liczbe naturalna n? Jesli tak, liczbe n nazywamy
dopuszczalng lub liczbg Queneau, zas sama wynikajaca strukture: n-ing lub
n-quening. Rozwazmy dla przykladu n = 4. Spiralny sposéb mieszania daje nam
kolejnosé 4, 1, 3, 2. Ostatni wyraz z 3 wersu pozostal na swoim miejscu, a zatem
4 nie jest liczba dopuszczalna.

Sam Queneau (literat, ale tez czlonek Francuskiego Towarzystwa
Matematycznego!) udowodnil, ze liczby postaci n = 2jk + j + k, dla liczb
naturalnych j i k, nie sa dopuszczalne, np. 4, 7, 10, 12 nie sa, oraz znalazt
wszystkich 31 liczb nie wiekszych od 100, ktore sa dopuszczalne, np. 69. Badania
nad tymi liczbami byly przeprowadzone w kilku zaawansowanych matematycznie
pracach. Odnos$niki mozna znalezé w bibliografii do pracy M.P. Saclolo (patrz
margines). Zagadnienie to stalo sie Zrédlem inspiracji do rozwoju interesujacych
idei matematycznych. Zatem literatura odegrata tu podobna role, jaka w historii
niejednokrotnie odgrywata fizyka, dajac impuls do badan matematycznych.
Interesujacym pytaniem jest, czy A. Daniel mégt w XIII wieku zdawaé sobie
sprawe z wewnetrznego bogactwa jego sekstyny? Podobne wrazenie intuicji
wychodzacej ponad mozliwg wiedze odnajdujemy u Dantego.

Bardzo znanym dzietem Queneau jest utwér Sto tysiecy miliardow wierszy. Jest
to zbiér 10 sonetéw. Kazdy sonet sklada sie z 14 wersow, w taki sposéb, ze
kolejne wersy sa ze soba wymienialne. Jezeli ponumerujemy wszystkie wersy

od 1 do 14, to nastepnie mozemy wymienié¢ kazdy wers k z kazdym innym (tzn.
z innego sonetu) wersem k bez utracenia ryméw i sensu (poetyckiego) caloscei.
W rezultacie mozemy sobie zlozy¢ ,wlasny” sonet, majac 10 mozliwosci do
utworzenia kazdego wersu. Poniewaz werséw jest 14, wiec mamy 10'* mozliwosci
i tylez réznych mozliwych sonetéw. Liczba 10'* to wlasnie sto tysiecy miliardéw,
10 = 102 x 103 x 10°. Czas potrzebny na przeczytanie wszystkich mozliwych
sonetéw Queneau to okoto 200 milionéw lat bezustannego czytania, a zatem

z punktu widzenia zycia ludzkiego jest porownywalny z nieskonczonoscia. W ten
sposéb autor stworzyl dzielo, ktérego sam w pelni nie mogt kontrolowaé. Moze
to przyczynek do dyskusji o sztucznej inteligencji?

Na mniejsza skale zasady kombinatoryki stosowal Edward Stachura

w powiesci Sie. Zdanie (jakze mi bliskie) ,,Sie szlo powolutku skrajem drogi
straszliwie i cudownie samotnym” pojawia si¢ 22 razy z przestawionymi
(spermutowanymi) wyrazami, w taki sposéb, ze tworzy calo$é poetycka.
Oczywiscie wszystkich mozliwych permutacji jest duzo wiecej niz 22, ale sens
poetycki mial wartos¢ nadrzedna.

W Cuwiczeniach stylistycznych Queneau opowiada banalna historyjke

o mezczyznie w autobusie paryskim na 99 sposobdéw, od ,.Scistego”,
Hfilozoficznego”, , trzynastozgloskowego” po ,,obrazliwy”. Wielokrotnie spotkatem
opinie, ze jest to jedna z najSmieszniejszych ksiazek. Napisana zgodnie z zasada
OuLiPo, wedle ktérej nic tak nie sprzyja literaturze jak ograniczenia formalne.
Czyzby znowu to bylo wyabstrahowanie naszego odczucia swiata? W podobny
sposéb konstruuje swoja ksiazke dla dzieci Dorota Kassjanowicz. Jest to historia
znikajacej ogrodowej trampoliny opowiedziana na 30 sposobéw, pelna zabawy
stowami i odniesienn do réznych konwencji. Ksiazka, ktora moze by¢ zréodtem
zabawy zaréwno dla dzieci, jak i dorostych, w domu, na lekcjach polskiego czy
na zajeciach teatralnych. Goraco polecam kazdej wrazliwej osobie, lubiacej
jezykowe niespodzianki i wyzwania!

Tworczosé Georga Pereca jest bardzo trudna do skrétowego przedstawienia.
Niedawno ukazalty sie ttumaczenia na jezyk polski dwoch jego ksiazek, ktére
chcialbym przyblizyé Czytelnikom Delty. Pierwsza jest La Disparition, czyli
Zmnikniecia. Po jej ukazaniu si¢ w roku 1969 we Francji niektorzy krytycy byli
pelni uznania za swoisty, nowatorski jezyk. Zapewne nie wszyscy zauwazyli,

11


https://www.deltami.edu.pl/2021/09/intuicja-matematyczna-w-raju/

Oto fragment znanego utworu z polskiego
tlumaczenia Znikniecia:

Litwo! Ojczyzno moja! Tys jak zdrowia
okaz,

Ow tylko cie dozgonng milosciq pokocha,
Kto cie stracil. Dzi$ urok twdj cala
osoba

Widze © opisuje, bo tesknie za tobq.

Nie pojawia si¢ tu litera ,e”, natomiast
pojawia sie litera ,¢”. Wyjadnienie
znajdzie Czytelnik w postowiu ksigzki.

2012 \
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Plac Pereca w Paryzu

G. Perec, Zycie instrukcja obslugi,
Lokator, 2021.

Michal Pawel Markowski, Georges Perec:
zapisywanie pustki, Tygodnik
Powszechny, nr 28, 2766, 14 lipca 2002.

R. C. Bose, E.T. Parker, S.S. Shrikhande,
Further results on the construction of
mutually orthogonal Latin squares and
the falsity of Euler’s conjecture,
Canadian Journal of Mathematics 12,
1960.

H.H. Frisinger, The solution of a famous
two—centuries—old problem: The
Leonhard Euler—Latin Square Conjecture,
Historia Mathematica 8, 1981.

I. Calvino, Opowiesci kosmikomiczne,
Muza, 1996.

I. Calvino, Jezeli t = 0, PIW, Warszawa
2021.

I. Calvino, Niewidzialne miasta, WAB,
Warszawa 2013.

Polski tytul zbiorku odbiega od wloskiego
— T% con zero, czyli Tp.

ze to, co w ksiazce znika, to litera ,e”, ktora, wraz z wersjami akcentowanymi,
jest najczesciej wystepujaca litera w jezyku francuskim (ok. 14%). Dla
poréwnania, w jezyku polskim najczesciej pojawia sie ,,a” — z czestotliwoscia
w przyblizeniu 9%. Bez litery ,,¢” w jezyku francuskim nie da si¢ powiedzie¢
podstawowych stéw, jak ,matka”; ,ojciec”, ,rodzina” (nie da sie tez rzucié
merde!). Nie mozna tez wypowiedzie¢ si¢ bezposrednio o sobie.

Sa rozne interpretacje owego ,.skazania” litery ,e” na zagltade. Odniesienie sie do
nich znacznie przerastaloby rozmiary tego artykulu, jak i kompetencje autora.
Warto, po przeczytaniu ksigzki, zwréci¢ uwage na postowie, w ktérym tlumacze
Rene Koelblen i Stanistaw Waszak (matematyk i filolog, ttumacze piosenek)
wyjasniaja rozne aspekty ksiazki i jej tlumaczenia. Thumacze zrobili to, czego
nie mogt zrobi¢ Perec — korzystali z programu komputerowego. Podobnie jak
Perec, skazali na zagtade litere ,,e”. Stosowali na przyklad zasade, ze zamiast
»zrobitem” wystepuje ,,zdarzyto mi si¢ zrobi¢”. W hiszpanskim tlumaczeniu
unicestwieniu ulegla litera ,a”.

Oméwienie skomplikowanej struktury matematycznej w ksigzce Pereca Zycie
instrukcja obstugi zdecydowanie wykracza poza ramy tego artykutu. Perec
opisuje w niej historie mieszkancéw 10-pietrowej kamienicy, gdzie na kazdym
pietrze jest 10 mieszkan. Perec narzucil sobie pewne Sciste reguty, ktorych

w wiekszosci Czytelnik zapewne nie zauwazy. Niemniej reguly te sa skrupulatnie
przestrzegane. Na przyklad sposéb poruszania si¢ po mieszkaniach kamienicy
oparty jest na ruchu konika szachowego, kazde pole (mieszkanie) przechodzimy
tylko raz.

Aspektem kombinatorycznym struktury ksiazki jest rozmieszczenie

w mieszkaniach elementéw réznych rodzajéw: koloréw, bizuterii, tkanin. .. Perec
stworzyt listy 10 elementéw wybranych rodzajéw i potaczyl te listy w pary.

W ramach kazdej takiej pary staral si¢ tak rozmieséci¢ wszystkie mozliwe dwéjki
elementéw (po jednym z obu rodzajéw) w mieszkaniach, by ,mozliwosci nie
powtarzaly sie w wierszach i kolumnach”. Zagadnienie nawiazuje do hipotezy
Eulera, ktory przypuszczal, ze taki sposéb rozmieszczania jest niemozliwy

(dla uktadu 10 x 10 czy ogdlniej (4k + 2) x (4k + 2)). W roku 1959 Bose,
Parker, Shrikhande udowodnili, ze Euler nie mial racji: jest to mozliwe! Wiecej
informacji o tej ciekawej historii mozna znalezé w artykule Karola Gryszki z A%,
a takze w tekstach przytoczonych na marginesie.

Ksiazka Zycie instrukcja obstugi zostala uznana przez opiniotwoércze czasopismo
francuskie Le Monde za jedng ze 100 najwazniejszych powieéci XX wieku.

Jednym z najwybitniejszych pisarzy wtoskich byt Italo Calvino. W Opowiesciach
kosmikomicznych sa wprost fajerwerki fantazji i humoru. Bohaterem

i narratorem jest majacy wiek Wszechswiata Qfwiq, przezywajacy niesamowite
przygody. Baza sa naukowe, lub paranaukowe, teorie. Na przyklad historia
»Wszystko w jednym punkcie” odnosi sie do Wielkiego Wybuchu. Ksiazka
pokazuje, ze Scistos¢ i abstrakcje naukowa mozna polaczyé z finezja i dowcipem.
Opowiadanie ,,Hrabia Monte Christo” w zbiorku Jezeli t = 0 nawiazuje do
ksigzki Alexandra Dumasa z 1844 roku. Jest to historia wieZnia osadzonego

w hipersferycznym wiezieniu, z ktérego nie moze si¢ wydostac. Jezeli zdolam
zbudowaé w mysli twierdze, z ktorej nie sposob uciec, ta wymyslona twierdza albo
bedzie tozsama z prawdziwg — w takim przypadku jest pewne, Ze nigdy sie stqd
nie wydostaniemy; ale przynajmniej zyskamy spokdj kogos, kto wie, ze tkwi tutayj,
poniewaz nie mogltby znajdowac sie gdzie indziej. . .

Niewidzialne miasta, to ksiagzka opowiadajaca o spotkaniu Marca Polo

z Kubilaj-Chanem (Kublaj-Chanem). Obie postacie sa historyczne i rzeczywiscie
moglo dojéé¢ do ich spotkania. Marco Polo byl podréznikiem z Wenecji
opisujacym (i, jak sie uwaza, ,kolorujacym”) swoje podréze, a Kubilaj-Chan —
wnukiem Czyngis-Chana i wladca jednego z najwiekszych imperiéw w historii
$wiata. Marco Polo opowiada wladcy o miastach jego imperium, ktérych on,
wtadca, nigdy nie widzial. Kazdy rozdzial zawiera pie¢ opiséw miast, z ktérych
kazde ma nazwe bedaca zenskim imieniem i kazde jest z odniesieniem do kultury,
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jezyka, czasu, pamieci, Smierci i doSwiadczenia ludzkiego. Struktura ksigzki jest
wyraznie oparta na wzorcach matematycznych. Oto koniczacy fragment z ksiazki
Niewidzialne miasta, odpowiedni na ponure czasy: Pieklo Zyjacych nie jest
czyms, co nastanie; jesli istnieje, jest juz tutaj, jest piekiem, w ktorym zZyjemy na
co dzien, ktore tworzymy, przebywajgc razem. Sq dwa sposoby, aby nie sprawialo
ono cierpien. Pierwszy jest nietrudny dla wielu ludzi: zaakceptowadé pieklo i stac
sie jego czescig, az przestanie sie je dostrzegac. Drugi jest ryzykowny i wymaga
cigglej vwagi i cwiczenia: odszukaé i umieé rozpoznaé, kto i co posrod piekla
piektem nie jest, © utrwalic¢ to, i rozprzestrzenic.

O sztuécach, szalenstwie i nieskonczonosci

Zycie i tworczos¢ Georga Cantora

*Studium Matematyki, Uniwersytet
Radomski im. Kazimierza Pulaskiego

Artykul powstal na bazie wyktadu pod
tym samym tytulem, wygloszonego
podczas konferencji Ksztalcenie myslenia
analitycznego a realizacja podstawy
programowej, zorganizowanej przez
Radomski Osrodek Doskonalenia
Nauczycieli i Stowarzyszenie Nauczycieli
Matematyki 15 marca 2025 roku.

Mtody Georg Cantor

Privatdozent bylo to najnizsze stanowisko
akademickie na niemieckim uniwersytecie

— otwierato mozliwo$é prowadzenia badan

pod afiliacjg uczelni i zajeé¢ ze studentami,
ale bez prawa do wynagrodzenia.

Szymon JANISZEWSKI*

Pochodzenie, dziecinstwo

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor urodzit sie 3 marca 1845 roku

w Petersburgu jako najstarsze dziecko Marii Anny Béhm i Georga Woldemara
Cantora. Ojciec byl zamoznym kupcem i finansista. O jego pochodzeniu,
dziecinstwie i mlodosci wiadomo niewiele: urodzit sie pomiedzy 1809

a 1814 rokiem, prawdopodobnie w Kopenhadze, do ktorej jego rodzice
sprowadzili sie z Hiszpanii lub Portugalii. Rodzina Marii Anny wywodzita sie
z Austrii. Jej stryj, Joseph Bohm, byl utalentowanym i znanym muzykiem,
dyrektorem wiedenskiego konserwatorium. Maria Anna i Georg Woldemar
pobrali si¢ w 1842 roku w Petersburgu, w obrzadku luteranskim. Maria Anna
byla katoliczka, Georg Woldemar — luteraninem, i to bardzo poboznym,

wiec wybor zboru jako miejsca zawarcia zwiazku malzenskiego raczej nie
dziwi. Oddanie ewangelicyzmowi Georg Woldemar przekazal najstarszemu
synowi. Biografowie Georga juniora nie sa zgodni co do liczby rodzenstwa
przyszlego wielkiego matematyka — w Zzrédlach mozna znalezé informacje

o czworce lub szdstce dzieci Marii Anny i Georga Woldemara. Pewna jest

za to informacja o chorobie ojca rodziny, z ktérym mlody Georg byt bardzo
zwigzany emocjonalnie. W polowie XIX wieku gruzlica byla nieuleczalna,
tagodzono jedynie jej przebieg terapia klimatyczna. Wlaénie w poszukiwaniu
bardziej sprzyjajacych warunkow klimatycznych Cantorowie opuscili Petersburg,
i w 1856 roku przeniesli sie do Niemiec: najpierw do Wiesbaden, a pézniej —
do Frankfurtu. Georg Cantor junior z nostalgia wspominal swoje rosyjskie
dziecinstwo — w Niemczech, gdzie spedzil reszte swojego zycia, nigdy nie czut
si¢ najlepie;j.

Mtlodosé, malzenstwo, rozkwit kariery

Po ukonczeniu szkot, w 1862 roku, Georg rozpoczat studia w Hohere
Gewerbeschule Darmstadt (obecnie Uniwersytet Techniczny w Darmstadt), by
wkrétce przeniesé sie na Politechnike Federalng w Zurychu. Tam réwniez dtugo
nie zagrzal miejsca — w 1863 roku ponownie zmienil uczelnie. Tym razem na
Uniwersytet Berlinski. Stalo sie to juz po $mierci ojca. Odziedziczony spadek
(p6l miliona éwezesnych marek) umozliwial skromnemu profesorowi matematyki
godne zycie jeszcze wiele lat pdzniej.

Podczas studiéw w Berlinie Cantor stuchal wykladéw takich staw, jak
Leopold Kronecker, Karl Weierstass i Ernst Kummer, zaprzyjaznit sie

z Karlem Schwarzem. Doktorat z teorii liczb obronit w 1867 roku, przy
merytorycznym wsparciu Kroneckera i Kummera. Po ukorniczeniu studiéw

i kréotkim, kilkumiesiecznym zatrudnieniu w berlinskiej szkole dla dziewczat,
przyjal posade privatdozenta na Uniwersytecie w Halle, gdzie profesorem
matematyki byl Eduard Heine. Zachecany przez niego Cantor zajal sie teoria
szeregow trygonometrycznych. W 1872 roku opublikowal artykul, w ktérym
udowodnil, ze cigglos¢ funkcji na przedziale implikuje jednoznaczno$é jej
reprezentacji w postaci szeregu trygonometrycznego. W artykule znalazty sie
jednak pewne przemyslenia autora, ktore wskazywatly, ze skieruje swdj umyst
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Journal fir die reins und angewandte
Mathematik zalozone przez Augusta
Leopolda Crellego w 1826 roku (stad
popularna nazwa Crelle’s Journal) byto
w owym czasie najbardziej prestizowym
czasopismem matematycznym

w Niemczech, a moze i na $§wiecie.

W XIX wieku w Niemczech na stanowiska
profesorskie mianowatl wlasciwy minister.
Procedura przewidywata zgloszenie przez
uniwersytet trzech kandydatur, a minister
kolejno zwracal si¢ do wymienionych

z zapytaniem, czy sg zainteresowani
stanowiskiem.

Wielokrotnie dementowana plotka gtosi,
ze Alfred Nobel nie ufundowal swojej
nagrody w dziedzinie matematyki

z powodu romansowej natury
Mittag-Lefflera. Inna, noszaca pewne
znamiona prawdopodobienstwa,
informacja wskazuje, ze Mittag-Leffler
przyczynit si¢ do przyznania Nagrody
Nobla Marii Sktodowskiej-Curie,
przelamujac opory niektérych czlonkéw
Komitetu Noblowskiego przed
przyznaniem wyréznienia kobiecie.

Cantor byt na szczescie leczony
tagodnymi metodami (gtéwnie ciepltymi
kapielami) w nowo wybudowanej, pigknej
uniwersyteckiej klinice psychiatrycznej,
gdzie, jako stynny juz profesor Cantor,
cieszyl si¢ specjalnymi wzgledami — m.in.
mial nawet swéj gabinet.

Leopold Kronecker

w inna strong¢, mocno odlegla od szeregdéw Fouriera. Takze w 1872 roku (w wieku
zaledwie 27 lat) Cantor uzyskal awans na stanowisko profesora nadzwyczajnego.

Wiosna 1874 roku Georg zareczyt sie z przyjacidétka siostry — Vally Guttmann.
8 sierpnia tego samego roku para wstapila w zwigzek maltzenski. Cantorowie
doczekali sie széstki dzieci, (najmlodszy, Rudolf, urodzil si¢ w 1886 r.).
Malzenistwo zawarte z mitosci przetrwalo wszystkie burze. Niebagatelny wplyw
na szczedcie rodzinne mial charakter Georga, ktéry w domowym zaciszu byt
czlowiekiem bardzo zgodnym i tagodnym.

W latach siedemdziesiatych Cantor intensywnie korespondowal z Richardem
Dedekindem, ktéry zajmowal sie zagadnieniem continuum zbioru liczb
rzeczywistych. Zainspirowany ta problematyka Cantor przestal do Crelle’s Journal
artykul zawierajacy dosy¢ szokujacy wniosek o istnieniu bijekcji z kwadratu na
odcinek. Rezultat ten zirytowal Kroneckera, ktéry, jako redaktor czasopisma,
wstrzymat publikacje. Dopiero po interwencji Dedekinda, w 1878 roku artykut
mogt sie ukazac. Sytuacja ta uwolnita potezng niecheé miedzy Kroneckerem

i Cantorem, ktéry nigdy wiecej niczego nie opublikowal w Crelle’s Journal.
Przyjazi z Dedekindem takze zakonczyla sie raczej gwaltownie. Po $émierci Heinego,
w pazdzierniku 1881 roku, pojawil sie vacat na stanowisku profesora matematyki
w Halle. Cantor zaproponowal na to stanowisko Dedekinda, Heinricha Webera

i Franza Mertensa (kolejno$é¢ nazwisk istotna). Wszyscy trzej odméwili. Ostatecznie
nominacje uzyskat Friedriech Wangerin. Cantor nigdy nie nawiazal z nim blizszych
stosunkdéw: ani towarzyskich, ani naukowych. Korespondencja z Dedekindem
zakonczyla sie, i przyjazn tez.

Nowym przyjacielem i powiernikiem Cantora zostal wplywowy (i niezwykle
bogaty) szwedzki matematyk Gosta Mittag-Leffler. Byt on fundatorem

i redaktorem prestizowego czasopisma Acta Mathematica. Mittag-Leffler
zaproponowal Cantorowi publikacje kilku jego wczes$niejszych prac we
francuskim tlumaczeniu, ktérym zajeli si¢ studenci Charles’a Hermitte’a
(miedzy innymi Henri Poincare). Cykl ukazal sie w pierwszej potowie 1883 roku,
wraz z nowym, oryginalnym artykulem. Kolejne publikacje pojawily sie

w 1884 i 1885 roku. Podtytut tej drugiej — drugi komunikat — wywolal spore
zamieszanie. Pierwszym komunikatem miata by¢ inna praca, ktéra powinna
byla ukazaé si¢ w tym samym numerze czasopisma, ale zostala przez Cantora
wycofana po (raczej blednych) sugestiach Mittag-Lefflera. W wyniku tego
zamieszania zazytos¢ obu uczonych zanikta.

Choroba. Konflikt z Kroneckerem

Podczas intensywnej pracy naukowej i wymiany korespondencji

z Mittag-Lefflerem, latem 1884 roku, Cantor przezyl zatamanie nerwowe.
Dzisiaj uwazamy, ze byl to pierwszy epizod choroby dwubiegunowej (zwanej
do niedawna psychoza maniakalno-depresyjna). Ze wspomnien cérki Elsy
wiadomo, ze poczatek choroby byl gwaltowny i niespodziewany. Po okoto
dwoéch miesiacach stan uczonego ulegt pewnej poprawie, tak ze mégl on wrécié
do swoich codziennych obowigzkéw. Ale odtad zycie Cantora naznaczaty
epizody manii i depresji oraz kolejne pobyty w szpitalach psychiatrycznych.
Wielokrotnie podejmowane préby zmiany miejsca pracy — aplikowal na
stanowiska profesorskie w Berlinie i Getyndze, bo Uniwersytet w Halle
postrzegany byl jako prowincjonalny — konczyty si¢ porazkami, prawdopodobnie
pod wplywem zakulisowych dzialan Kroneckera. Potwornym ciosem dla
wrazliwego matematyka—filozofa byta $mier¢ syna Rudolfa w 1899 roku.
Napastliwe wystapienie Juliusa Koniga podczas IIT Kongresu Matematykdow

w 1904 roku w Zurychu, majace w zamysle autora podwazy¢ teorie Cantora,
takze poskutkowato nawrotem choroby, mimo ze juz nastepnego dnia Ernst
Zermelo obalil argumenty Koniga.

»Naukowy szarlatan”,  renegat”, ,deprawator mtodziezy” — Kronecker nie
hamowal jezyka w ocenach, nie tylko pracy, ale rowniez osoby Cantora.
Zajadlosé, z jaka ten, wybitny przeciez, matematyk atakowal mlodszego
kolege, moze zadziwia¢. Cantor przynajmniej dwukrotnie podejmowal proby
pojednania ze swoim dawnym nauczycielem. Po raz pierwszy wspomnial o tym
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Georg Cantor w wieku dojrzalym

Réwnoliczno$é odwzorowuje bardzo
pierwotna i intuicyjng idee¢ liczenia na
palcach. Obrazowy przyktad dotyczy
kelnera rozkladajacego sztuéce na wielkim
stole, na ktérym kto$ inny wystawit
mnéstwo talerzy. Kelner nie musi liczy¢
talerzy, by potozy¢ odpowiednig liczbe
widelcéw. Wystarczy, by przy kazdym
talerzu potozyl jeden widelec.

Galileusz zauwazyl, ze mozna
jednoznacznie powiazaé kazda liczbe
naturalng z liczbg parzysta, chociaz zbiér
liczb parzystych jest wlasciwym
podzbiorem zbioru liczb naturalnych.

Kurt Godel, podobnie jak Cantor,
zajmowal si¢ podstawami matematyki —
logika, problemami aksjomatyzacji, ale
takze teorig wzglednosci. I réwniez zmart
w szpitalu psychiatrycznym.
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w liscie do Mittag-Lefflera z wakacji w gérach Harzu, w 1884 roku. Ponownie
sprébowal w 1891 roku, gdy jako przewodniczacy Niemieckiego Towarzystwa
Matematycznego (wybrany mimo sprzeciwu Kroneckera) zaprosil swojego
adwersarza do wygloszenia wykladu na pierwszym zjezdzie Towarzystwa. Ale
Kronecker z tego zaproszenia skorzysta¢ juz nie mogl, gdyz czuwal przy t6zku
umierajacej zony, a kilka miesiecy po jej $mierci réwniez odszed! z tego swiata.
Trudno przypisa¢ wzajemna nieche¢ tych dwdch nietuzinkowych osobistosci tylko
réznicom w pogladach na filozoficzne podstawy matematyki. Wydaje sieg, ze jej
przyczyny musialy by¢ bardziej zlozone — mozliwe, ze takze osobiste. Jedno jest
chyba pewne — Kronecker wywarl ogromny wplyw na zdrowie i zycie Cantora.

Schytek

Do przejécia na emeryture w 1913 roku Cantor pracowal jako profesor
Uniwersytetu w Halle. Byl matematykiem slawnym i uznanym (w 1904 roku
brytyjskie Royal Society nagrodzito go medalem Sylvestera, a w 1912 roku
Uniwersytet w St. Andrews nadal mu tytul doktora honoris causa), ale jego
prace wydane po 1886 roku nie osiagnely wczesniejszego poziomu. Cieszyt
sie przychylnoscia wtadz uczelni, ktére z wyrozumialoscia traktowaly jego
kolejne hospitalizacje, umozliwiajac mu prowadzenie wykladéw, gdy jego stan
na to pozwalal, i zatrudniajac zastepstwa podczas licznych i dtugotrwaltych
nieobecnosci. W 1917 roku Cantor po raz ostatni trafil do sanatorium, gdzie
6 stycznia 1918 zmarl na atak serca.

Dzielo

Badajac szeregi trygonometryczne, Cantor przyjal Weierstrassowska koncepcje
liczby niewymiernej jako nieskonczonego ciagu jej przyblizen dziesigtnych.
Podejscie to wywolywalo sprzeciwy $rodowisk matematykow, filozoféw, a nawet
teologéw, bo wymagalo zaangazowania tzw. nieskornczonosci dokonanej.
Problemu tego mozna bylo (przynajmniej czeSciowo) uniknaé, stosujac

pojecie granicy, ktore opieralo si¢ na nieskorniczonosci potencjalnej. Dedekind,
szczegblowo analizujac strukture zbioru liczb rzeczywistych R, zauwazyl, ze

0§ liczbowa jest nieskonczenie bardziej ztozona niz zbior liczb wymiernych Q.
Zlozonosci tej jednak nie sformalizowal. Uczynil to dopiero Cantor w swoim
artykule z 1874 opublikowanym w pechowym dlan Crelle’s Journal. W pracy tej
Cantor wprowadzil pojecie réwnolicznosci zbioréw, rozumianej jako istnienie
odwzorowania wzajemnie jednoznacznego (czyli bijekeji) jednego zbioru na
drugi. Mozliwos¢ zdefiniowania odwzorowania wzajemnie jednoznacznego
miedzy zbiorem i jego podzbiorem wladciwym, uwazana przez stawnych
poprzednikéw (np. przez Galileusza) za paradoks, przez Cantora zostala uznana
za immanentna ceche zbioréw nieskonczonych. Zbiory rownoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych N Cantor nazwal przeliczalnymi i udowodnil, ze zbiér liczb
wymiernych jest przeliczalny. W publikacji z 1891 roku natomiast pokazal

idee metody przekginiowej, dzisiaj zwanej metodq przekgtniowqg Cantora, ktéra
zastosowal w dowodzie nieprzeliczalno$ci R. Oznaczalo to ni mniej ni wiecej,

ze istnieja istotnie ,rézne” nieskonczonosci: wieksze i mniejsze. Rozwazajac
zaleznodci miedzy nimi, Cantor najpierw wprowadzil liczby porzadkowe, a potem
kardynalne (moce zbioréw), wraz z cala ich arytmetyka. Nieco p6Zniej oznaczyt
liczbe kardynalna zbioru N hebrajska litera Ny — tego symbolu uzywamy do dzis.

7 poréwnania mocy zbioréw N i R zrodzilo sie naturalne pytanie: czy istnieje
zbior, ktérego moc jest istotnie wieksza od Ng i istotnie mniejsza od od mocy
zbioru R, oznaczanej ¢ (od continuum). Cantor wierzyl, ze nie. Dow6d tego
przypuszczenia, nazwanego hipoteza continuum, byt Zrédlem niekonczacych sie
udrek Cantora. Mozna nawet zauwazy¢ pewna korelacje miedzy intensywno$cia
prac nad hipoteza i pobytami autora w szpitalach psychiatrycznych. Hipoteza
continuum tak bardzo oddzialywala na umysty matematykéw, ze David Hilbert
przedstawiajac w 1900 roku liste najwazniejszych nierozwiazanych problemoéw
owczesnej matematyki, umiedcit ja na pierwszym miejscu. Hipoteza continuum
doczekala sie rozwiazania w 1964 roku. Paul Cohen, bazujac na wcze$niejszych
wynikach Kurta Goédla, wykazal, ze hipoteza continuum jest niezalezna od
pozostalych aksjomatow teorii mnogosci.
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Georg Cantor i liczby przestepne, rok 1874

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

|

Georg Cantor (1845-1918)

Joseph Liouville (1809-1882)

Liczbami algebraicznymi nazywamy
pierwiastki wielomianéw

o wspoélczynnikach catkowitych. Liczby
niealgebraiczne to liczby, ktére nie sa
algebraiczne. W tym artykule rozwazamy
tylko liczby rzeczywiste.

Grzegorz LUKASZEWICZ*

[ .] i to jest gldwng naszq troskq, bysmy niczego nie przyjmowali za prawde, co
najmniejszemu nawet podlega powgtpiewaniu. — René Descartes

Albowiem zastgpienie mozliwosci logicznej pojecia (mianowicie, Ze pojecie nie
zaprzecza samemu sobie) mozliwodcig transcendentalng rzeczy (mianowicie, ze
jakis przedmiot odpowiada pojeciu) moze zwodzié i zadowalaé tylko naiwnych.
— Immanuel Kant

Naszym celem jest przedstawienie artykulu Georga Cantora z 1874 roku,
bedacego pierwsza publikacja z nowej dziedziny matematyki — teorii mnogoéci —
w szerszym kontekscie historycznym, a w szczegélnosci, omoéwienie jego pigknego
i majacego duzy potencjal wyniku:

Majgce dowolny cigg liczb rzeczywistych S i dowolny przedzial [« §] na prostej
rzeczywistej, mozna w [« B] wyznaczyé liczbe n, ktéra nie nalezy do S. Mozna
zatem wyznaczyé nieskoniczenie wiele takich liczb n w [« B].

Oryginalne sformutowanie bylo wyrazone w terminologii zrozumialej przez
wspolczesnych i zawieralo ograniczenia dodatkowe, Swiadomie wprowadzone
przez Cantora dla podkreslenia konstruktywnosci i przejrzystosci rozwazan.

Twierdzenie 1 [Cantor, 1874]. Jesli mamy (przeliczalnie) nieskoriczony cigg
W1, W2, ..., Wy, ... 10Z0Ych od siebie liczb rzeczywistych, ktore przebiegaje wedlug
jakiejs reguly, to w kazdym danym przedziale [, 8] moina wyszczegdlnid liczbe n
(a wiec takze nieskoriczenie wiele z nich), ktéra nie wystepuje w tym ciggu (jako
jego element).

Cantor uzyl powyzszego twierdzenia w tym samym artykule do dowodu
istnienia liczb niealgebraicznych (zob. margines) oraz do sformulowania,
jako wniosku, twierdzenia o niemozliwosci ustawienia zbioru wszystkich
liczb rzeczywistych w ciag ponumerowany liczbami naturalnymi, czyli

o nieprzeliczalnosci zbioru liczb rzeczywistych. Porzadek logiczny
argumentacji Cantora jest nastepujacy.

Zaproponowal on sposéb ustawienia liczb algebraicznych w ciag, dowodzac
tym samym ich przeliczalnosci. Nastepnie argumentuje, ze jesli za S weZmiemy
ciagg wszystkich liczb algebraicznych, to powyzsze twierdzenie dowodzi istnienia
nieskonczenie wielu liczb niealgebraicznych, inaczej przestepnych, w dowolnym
przedziale na prostej liczbowej.

W konicu formuluje wniosek, ze zbior wszystkich liczb rzeczywistych jest
nieprzeliczalny — zakladajac jego przeliczalnos¢ i biorac za S ciag zawierajacy
wszystkie liczby rzeczywiste, otrzymujemy sprzecznosc.

Zauwazmy, ze z przeliczalnosci zbioru liczb algebraicznych i nieprzeliczalnoéci
zbioru liczb rzeczywistych wynika istnienie oraz nieprzeliczalnosé zbioru liczb
przestepnych, ale ta odwrdcona argumentacja daje niekonstruktywny dowdd
istnienia tych ostatnich i Cantor nie zamiescil jej w rozwazanym artykule.

Pierwsza konkretna liczbe przestepna podat Joseph Liouville w 1851 roku,
ale juz w roku 1844 pokazal, jak mozna je konstruowaé. Wezesniej tylko
domniemywano, ze pewne liczby sa liczbami przestepnymi. Liczba z 1851 to

liczba oo dana wzorem:
oo

1 1 1 1 1
) D DT TR TR T AR
r=1
Dowéd Liouville’a przestepnodci liczby a opieratl sie na jego wlasnym wyniku

znanym dzi§ jako Twierdzenie Aproksymacyjne Liouville’a [Havil, 2012]:
Jesli a jest pierwiastkiem niewymiernym nieredukowalnego wielomianu

(2) f(#) = anz™ + an_ 12"+ an_ 02" .. Fag
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Konstrukcja matematyczna (a) i pewnik
wyboru (b):

(a) Niech A bedzie zbiorem niepustych,
parami rozlacznych przedziatéw
{(n,n+1):n=1,2,3,...} na prostej
liczbowej. Okreslamy zbiér S jako zbiér
liczb {n +1/2:n=1,2,3,...} bedacych
srodkami tych przedzialéw.

(b) Dla kazdej rodziny A niepustych
zbioréw parami rozlacznych istnieje
zbiér S, do ktérego nalezy dokladnie
jeden element z kazdego ze zbioréw
nalezacych do rodziny A.

Konstrukcja w punkcie (a) jest oczywista
dla kazdego, natomiast przyjecie
stwierdzenia w punkcie (b) za prawdziwe
jest aktem wiary w przypadku
nieskonczonej, w szczegdlnosci
nieprzeliczalnej, liczby zbioréw.

o wspolczynnikach calkowitych, to dla dowolnego € > 0 istnieje tylko skoriczenie
wiele liczb wymiernych p/q spelniajacych nierédwnosé

o —p/al < 1/q"*=.
Liouville pokazal, ze w przypadku liczby « okre$lonej w powyzsza
nieréwnosé¢ zachodzi dla nieskoniczonego ciagu liczb wymiernych py /qx, gdzie

= 10k! _— 71 1 1 _ 10]€!
Pk = 101!4'102!4-@4-...—‘,-@ ,  Qr = .
Istotnie, poréwnujac | — pr/qr| z szeregiem geometrycznym, mamy
1 1 1 (.1, 1 B 1
10(k+1)!+10(k+2)1+"-<w +T0+1—()2+... 7q’,§+1<q,7§?

dla wszystkich k spelniajacych qZH*"*E > 10/9, zatem « nie moze by¢ liczba

niewymierna algebraiczna. Z racji swej konstrukeji — jej rozwinigcie dziesietne
jest nieskonczone i nieokresowe — nie jest tez liczba wymierna, a wigc jest liczba,
przestepnag.

Dowdd Cantora istnienia liczb przestepnych, jak wspomnieliémy powyzej,
oparty jest na Twierdzeniu 1, ktére jego autor dowodzi nastepujaco. Niech

S bedzie ciggiem w1, ws,ws, ... liczb rzeczywistych postulowanym w twierdzeniu.
7 tego ciagu wybieramy pierwsze dwie liczby nalezace do wnetrza przedziatu

[a, ], oznaczamy mniejsza z nich przez oy, a wieksza przez 3. Powtarzamy

te procedure dla przedzialu [aq, 81], znajdujac w jego wnetrzu liczby as i S,
nalezace do ciagu S. Powtarzamy te procedure dla przedzialu [as, 53] i tak dalej.
Otrzymamy w ten sposéb pewien ciag przedzialéw zstepujacych.

Jedli ciag ten jest skoniczony, tzn. [aq, 8], [ae, B2, .- ., [an, Bn] dla pewnej liczby
naturalnej IV, to we wnetrzu ostatniego przedzialu znajduje sie co najwyzej
jeden element w ciggu S. Wtedy dowolna rézna od w liczba we wnetrzu tego
przedzialu nie nalezy do ciagu S.

Jedli natomiast ciag przedzialow jest nieskonczony, to zachodzi zbiezno$é:

lim o, = s < foo = lim G,

n—oo n—oo
Albo wspélna cze$é tych przedzialéw jest niezdegenerowanym przedzialem
[0, Boo], 1 WOWezas dowolna liczba 7 we wnetrzu przedzialu nie nalezy do
ciagu S, albo ao = Boo =: 1. Zauwazmy, ze n nie moze naleze¢ do ciagu S, gdyz
dla kazdego n, wy, nie nalezy do [an41, Bnt1]. Twierdzenie jest udowodnione.

Spelniajacy pelne wymagania konstruktywistéw dowdd twierdzenia Cantora
mozna znalezé w [Bishop, 1985].

Cantor obawial sie, ze redakcja znakomitego czasopisma, w ktérym publikowali
wczesniej Niels Abel i Carl Friedrich Gauss, mogtaby odrzucié¢ jego artykut

ze wzgledu na uzyte w nim nowatorskie argumenty, w tym zanegowad jego
przetomowy wynik o niemozliwosci ustawienia zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych w ciag ponumerowany liczbami naturalnymi. Uzyl zatem pewnego
podstepu. Juz sam tytul artykutu O wlasnosci zbioru wszystkich rzeczywistych
liczb algebraicznych mial uspokoié, czy moze zmyli¢, redaktoréow, a szczegdlnie
nieprzejednanego konstruktywiste Leopolda Kroneckera (1823-1891), sugerujac,
ze gtowny wynik artykutu dotyczy mozliwosci ustawienia w ciag liczb
algebraicznych. Artykul zostal szybko opublikowany.

Nalezy w tym miejscu oddaé¢ sprawiedliwo$¢ Kroneckerowi, jednemu

z najwigkszych matematykow XIX wieku, przedstawianemu czasem niestusznie
jako wroga samego Cantora. Kroneckerowi zalezalo na tym, aby matematyka
byta oparta na solidnych podstawach i, bedac redaktorem, blokowal artykuly
zawierajace enigmatyczne argumenty, w szczegdlnosci te oparte na nieostrych
definicjach rozwazanych obiektéw i ryzykownej logice.

Uwazal, ze dopuszczenie do argumentacji matematycznej niekonstruktywnych

1 nieintuicyjnych uzasadnien nie powinno mieé¢ miejsca. W koncu jednak do tego
doszto, Kronecker przegral, przewazylty nowe nurty i... pojawity si¢ paradoksy,
a w $lad za nimi powazny kryzys w matematyce, ktéra utracila spojnosé
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Dla Z—g =1, % = £ dalsze redukty

utamka lancuchowego liczby v/2 dane s
wzorem rekurencyjnym:
Pn+1 _ 2Pn+Pp—1 (Pn+pPn_1)+pPn

An+1 2qn+ap—1 ~ (antap—_1)+an’
oznacza, ze medianta medianty i reduktu
jest reduktem.

i pewnosé [Kline, 1982]. Kronecker bylby przerazony, gdyby sie dowiedzial, ze np.
stwierdzenie (b), zamieszczone na marginesie, bedzie w niedalekiej przysztosci
zaliczone do aksjomatow tak zwanych podstaw matematyki. Obecny trend ku
my$leniu algorytmicznemu, bedacy konsekwencja tatwo dostepnych efektywnych
komputerowych technik obliczeniowych, mozna uznaé¢ za swoista rehabilitacje na
dtugo odsunietego w cienn Kroneckera.

Nastepny artykul Cantora, z roku 1878, i dalsze prace zawieraja juz coraz
odwazniejsze rozwazania dotyczace operacji na zbiorach nieskonczonych,
wywolujac glosy krytyczne. Zarzuty dotyczyly miedzy innymi samej
materii dowolnych zbioréw nieskoniczonych i niekonstruktywnosci dowodéw.
Zarzut niekonstruktywnosci dowodu istnienia liczb przestepnych zostal tez
sformulowany pod adresem jego pierwszego artykulu, tego z 1874 roku, co
byto oczywistym nieporozumieniem, wynikajacym z tego, ze, jak to wyrazil
A. Kanamori: ,,w opisach twérczosci Cantora w wiekszosci przypadkow
odwrdécono kolejnos¢ wnioskowania o istnieniu liczb przestepnych, ustalajac
najpierw nieprzeliczalnosé zbioru liczb rzeczywistych, a dopiero potem
wyciagajac wniosek o istnieniu [liczb przestepnych] z przeliczalnodcei zbioru liczb
algebraicznych”. [Wikipedia]

Cho¢ pojawialy sie tez glosy broniace konstruktywnoéci dowodu istnienia liczb
niealgebraicznych w artykule [Cantor, 1874], np. w 1930 roku Abraham Fraenkel
stwierdzil, Zze metoda opisana w tym artykule jest ,metoda, ktéra — nawiasem
moéwigc, whrew powszechnej interpretacji — jest zasadniczo konstruktywna, a nie
tylko egzystencjalna”, to nieporozumienie co do charakteru tego dowodu trwato
nadal. Jeszcze w 1968 roku Mark Kac i Stanistaw M. Ulam [Kac, 1968] pisali:

»Kontrast miedzy metodami Liouville’a i Cantora jest uderzajacy, a metody
te stanowig doskonalg ilustracje dwéch catkowicie odmiennych podejéé¢ do
udowadniania istnienia obiektéw matematycznych. Liouville jest czysto
konstrukcyjny, Cantor jest czysto egzystencjalny”.

Zobaczmy najpierw, jak ten ,czysto egzystencjalny” dowdd Cantora wyglada na
prostym przyktadzie.

Przyktad. Niech [, 5] = [1, 2] oraz niech

3 g=J3 45576789 7 11 8 9 10 11 12 13

() T 12737374742 5°5757596 62707 70 7 7 7o
bedzie ciagiem wszystkich liczb wymiernych we wnetrzu tego przedziatu,
ustawionych wedtug widocznej reguty.

Pierwszymi dwoma wyrazami ciagu S S@ iz Oznaczmy o) = 3, b1 =
Plerwszyml dwoma wyrazami ciggu S nalez@cyml do przedziatu [aq, £1] sa hczby
ay=+10s= 10 Plerwszyml dwoma wyrazami ciagu S nalezacymi do przedziatu

ag,ﬁg sq hczby a3 = = 1 B3 = 5, definiujace przedzial |as, 83]. Okazuje sie, ze
17 12

gdy mamy liczby «; i 1, nastepne wyrazy ciagu par (o, 5n): (%, %) (%, %)

(11%0, @) ., definiuje nastepujacy prosty algorytm. Na poczatku, w przedziale

5, 2] mamy wskazaé dwie pierwsze liczby ciagu S nalezace do tego przedziatu.

Liczby te, zgodnie z ustawieniem elementow ciggu S, beda miaty mozliwie

najmniejsze mianowniki. Liczba o najmniejszym mianowniku w tym przedziale

jest liczba I £ Jako medianta hczb sis czyh hczba 3 < 3%;’ < % Jako druga
liczbe blerzemy Inedlant(g hczb £1 7, = < - = gig 3 , kierujac sie tym
ze b —|— 2 < 3+ 5. Zatem T—qyill Bg W% nabte;pnym kroku medlanta

hczb il b(gdz1e liczba ,83, ita naprzemlennosc sie utrzyma. Postepujac dalej,
otrzymuJemy dwa ciagi, rosnacy i malejacy:
4 7 24 41 140 239 338 99 58 17 10 3

§<g<ﬁ<ﬁ<®<7169<...<@<770<H<ﬁ<7<§.

Uzasadnienie poprawnoéci przedstawionego algorytmu Czytelnik odnajdzie

w artykule o ciagach Fareya z AJ,. Wyttuszczone liczby %, %, }—;, %, %, fzg, e
sa kolejnymi reduktami rozwiniecia liczby /2 w utamek tancuchowy

[Lukaszewicz, 2025], co tez wynika z powyzszej konstrukcji. Widzimy zatem,
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ze w naszym przypadku procedura Cantora zastosowana do ciagu (3) prowadzi
do wykazania istnienia liczby niewymiernej v/2.

Jedli za S wezmiemy odpowiednio ustawiony ciag liczb algebraicznych,

to analogiczna procedura doprowadzi do liczby przestepnej, ktéra mozna
obliczy¢ z zadana dokladno$cia n miejsc po przecinku, postugujac sie
programem komputerowym, opisanym w [Gray, 1994]. Zilustrujmy ja pokrotce.
Przyporzadkujmy wielomianowi (2) stopnia n liczbe h = n + |ag| + |a1| +

las] + ... + |an| 1 nazwijmy ja wysokoscia wielomianu. Uporzadkowanie

w ciag wszystkich liczb algebraicznych zaproponowane przez Cantora

polega na ustawieniu najpierw w ciag wszystkich wielomianéw wedlug
rosnacego h, znalezieniu wszystkich pierwiastkow wielomianéw dla kazdego h

i uporzadkowaniu ich wedtug wielkoSci w obrebie h, a nastepnie ustawieniu ich
w ciag kolejnymi grupami.

Wysokosé h | Stopienn n | Wielomian Pierwiastki
2 1 T 0
3 1 2z, z+ 1 0, +1
2 x?
4 1 3z,20+1, z+£2 0, +1
2 202, 22+ 1,22+ 2 +1, £2
3 x3
5 1 4z, 3z + 1, 0, %, +1,
20 +2,z+3 £1, 43, £ 55
2 322, 202 £ 1,22 £2, | £V2, 42,
222 + z, 22 + 2z, %\/g
2 tr+1l
3 223, 23 £ 1,
3+, xd +a?
4 xt

Tabelka powyzej przedstawia wszystkie wielomiany do wysokosci h = 5 wraz z ich
pierwiastkami. Te ostatnie ustawiamy w ciag (bez powtérzen),

{07 _1a la _27 _%a %72a _37 715\/57 _\/ia > }

Ograniczajac sie do przedziatu [a, §] = [0, 1], otrzymujemy ciag

— _ 11 —1+v5 1
S = {w17w27w37w47w5’w67“'} - {05175’57 2 7%7"'}

bedacy podciggiem tego poprzedniego i zawierajacy wszystkie liczby
algebraiczne w tym przedziale. Zbiér liczb algebraicznych zawiera zbior liczb
wymiernych jako swoj podzbidr, jest zatem gesty w zbiorze liczb rzeczywistych.
Stad procedura Cantora zastosowana do ciagu S wyznaczy dokladnie jedna
liczbe przestepna: n = lim,,—, o @y, = limy o0 By

Mogliby$my spytaé, dla jakiej najmniejszej liczby n zachodzi |8, — a,| < #.

Innymi slowy, pytanie dotyczy przyblizenia liczby 1 z dokladnoscia do ﬁ.
Program komputerowy oparty na metodzie Cantora z 1874 roku, opisany w [Gray,
1994], wymaga asymptotycznie co najmniej 0(2”1/3) krokéw, aby wyznaczyé

n dokladnych cyfr, zatem jest malo efektywny. Przyblizenie liczby 7 z dokladnoscia
do szesciu miejsc po przecinku wymaga przebiegniecia ponad miliona liczb w,,,
mamy a7 = wiqpe3z7o = 0,57341146. .. oraz By = wigsrssy = 0,67341183. ..

W artykule [Gray, 1994] opisana jest tez alternatywna metoda, gdzie wystarczy
tylko O(n?log? nloglogn) krokéw, co jest liczba do prazyjecia w praktyce
obliczeniowej.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Trudne tematy

Studenci fizyki znaja nazwisko Johannesa Starka przede wszystkim w kontekscie
rozszczepienia linii widmowych pierwszego stanu wzbudzonego atomu
wodoropodobnego, do ktérego dochodzi, jedli atom ten znajdzie sie w polu
elektrycznym. Jesli zagladaja do bibliografii czytanych przez siebie zrédet,
moga tez kojarzy¢ Philippa Lenarda, ktérego jednym z wazniejszych

osiagnie¢ naukowych bylo stwierdzenie, ze energia elektronéw wybijanych

z metalu w zjawisku fotoelektrycznym zalezy tylko od czestosci padajacego
promieniowania, nie zas od jego natezenia, co utorowalo droge koncepcji
kwantéw Swiatta.

Co laczy wymienionych naukowcéw? Na pewno to, ze kazdy z nich byt
laureatem Nagrody Nobla z fizyki (Lenard w 1905 roku, Stark 14 lat p6Zniej).
Mniej os6b wie, ze byli oni od lat 20. ubieglego wieku zwolennikami Adolfa
Hitlera i kluczowymi postaciami dla sformutowania idei narodowej fizyki
niemieckiej, okreélanej zwykle mianem Deutsche Physik od tytulu obszernego
podrecznika napisanego przez Lenarda.

Ruch ten opieral sie na wczesniejszych ideach, spisanych podczas I wojny
Swiatowej przez Wilhelma Wiena, ktéry ubolewal nad zalewaniem

niemieckiej fizyki angielska terminologia i zalecal przeciwstawianie si¢

temu niebezpiecznemu trendowi (ze szegélnym uwzglednieniem promieni
Rontgena internacjonalizowanych jako promienie X). Jednak Lenard

ze Starkiem poszli o krok dalej, wyrazajac swoj sprzeciw wobec niedostatecznie
narodowosocjalistycznych tez szczegdlnej teorii wzglednosci i wlaczajac ja

do ,zydowskiej fizyki”. Troche trudniej bylo im okresli¢ swéj stosunek wobec
mechaniki kwantowej — ostatecznie Werner Heisenberg byt uznanym fizykiem
pracujacym w III Rzeszy i unikal wypowiadania sie w kwestiach politycznych.
Lenard ze Starkiem nie popuscili jednak i jemu, publikujac ksenofobiczne obelgi
pod jego adresem na tamach biuletynu SS i blokujac uzyskanie przez niego
profesury w Monachium po émierci Arnolda Sommerfelda.

Zwyciestwo to bylo jednak raczej pyrrusowe. Nieche¢ do Heisenberga nigdy
nie rozrosta sie do rozmiaréw ogdlnonarodowego zjawiska, w grze byly tez
inne sily. Zdesperowana matka Heisenberga udala sie do matki Heinricha
Himmlera z zadaniem, by przestano przeszkadzaé jej synowi w karierze.
Himmler zadekretowal badanie charakteru Heisenberga, ktére zakonczylo sie
wynikiem pozytywnym, wydano zatem zakaz dalszych atakéw. Himmler zas
obiecal Heisenbergowi, ze po wygranej przez Niemcy wojnie SS sfinansuje
utworzenie instytutu naukowego pod jego kierownictwem.

Zaden ze wzmiankowanych tu badaczy nie zostal wymazany z kart podrecznikéw
fizyki, jakkolwiek ulice i szkoly, ktére niegdy$ nosity ich imiona, od dawna maja
nowych patronéw. Sadze, ze Swiadczy to o sile Srodowiska fizykéw, ktorzy byli

i nadal sa w stanie skutecznie oddzieli¢ osobiste i polityczne postawy swoich
kolegéw od dokonan Scisle naukowych. Zastanawiam si¢ jednak, czy taka
separacja nie ma negatywnego wplywu na postawy studentéw fizyki. Wiedza

o tym, jakie postawy zajmowali wybitni naukowcy wobec wyzwan swoich czaséw,
jest w moim przekonaniu jednym ze zrédel sily do dokonywania osobistych
etycznych wyborow.

Patrzac jednak na rosnaca polaryzacje polityczna wspédlczesnego Swiata

i obserwujac widoczne tu i 6wdzie wcigganie nauki w bezwzgledne tryby
machiny politycznej, nie moge powstrzymaé sie od jeszcze jednego pytania. Czy
i ta historia bedzie sie powtarza¢ jako swoja karykatura?

Kraysztof TURZYNSKI
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Klub 44 F

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
796 (WT = 1,75), 797 (WT = 2,09)

z numeru 4/2025
Jacek Konieczny Poznan

Jan Zambrzycki  Bialystok 4-

Ryszard Wozniak Krakéw
Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw 3—
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 6—
Tomasz Wietecha Tarnéw 18
Krzysztof Zygan Lubin
Pawel Kubit Krakéw

41,11
37,38
34,00

32,28
21,47
18,27
18,16
17,81

Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 2026

Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
899 (WT = 1,36) i 900 (WT = 1,56)

z numeru 4/2025

Marcin Kasperski Warszawa
Szymon Kitowski

Krzysztof Maziarz Londyn
Andrzej Daniluk Warszawa
Jerzy Cisto Wroctaw
Krzysztof Kaminski Pabianice

Barbara Mroczek

Mikotaj Znamierowski

Roksana Stowik

Marian Lupiezowiec Gliwice
Michal Adamaszek Kopenhaga
Stanistaw Bednarek bé6dz

46,36
41,11
40,97
40,76
40,19
38,09
37,01
36,54
35,92
35,90
31,26
31,20

Pan Marcin Kasperski — juz podwéjny

Weteran — sze$¢ pelnych rund!

Zadania z fizyki nr 806, 807
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

806. Hantla sklada sie z dwoch jednakowych malych kulek o masach m,
zaczepionych na koncach lekkiego preta i jest zawieszona w polozeniu poziomym
na dwoch nierozciagliwych niciach o dlugosci [, oddalonych od siebie o 2a

(rys. 1). Odlegtosé miedzy kulkami wynosi 2b. Znalezé okres malych drgan
skretnych tej hantli.

807. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 klucz K3 jest na poczatku
zamkniety, a klucze K; i Ky otwarte. W pewnej chwili zamknieto klucz K,

a po czasie t; = 0,1 s zamknieto klucz K5. Po kolejnym czasie t; = 0,2s otwarto
klucz K3. Znalezé: 1) natezenie pradu przez cewke Ly po dlugim czasie od
zamknieciu klucza K7; 2) maksymalne napiecie na kondensatorze. Opory omowe
zaniedbujemy, dioda jest idealna. Przyjmujemy L; = 1H, L, = 0,5H, C' = 10 uF,

Uy = 10V.
1
ijS

909. Trojkat prostokatny ABC ma boki AB = 5a, BC = 4a, CA = 3a

(a = jednostka dlugosci). Na boku BC leza takie punkty D, E, ze okregi

o $rednicach CD i DF sg styczne do boku AB odpowiednio w punktach P i Q.
Przez dowolnie wybrany punkt X na odcinku AP prowadzimy prosta (rézna
od AP) styczna do okregu CPD. Réwnolegla do niej prosta styczna do

okregu DQFE przecina pélprosta @B~ w punkcie Y. Wyznaczy¢ minimalna
dtugosé odcinka XY, gdy punkt X zmienia swoje potozenie na odcinku AP.

C Lo

K
=

2

©

Uo

K1
d
Uo
Rys. 1 Rys. 2 T

Zadania z matematyki nr 909, 910
Redaguje Marcin E. KUCZMA

910. Rozwazamy graf skierowany o nieskonczenie wielu wierzchotkach
ponumerowanych wszystkimi liczbami catkowitymi nieujemnymi. Krawedz
zorientowana od wierzchotka ¢ do wierzchotka m prowadzi wtedy i tylko

wtedy, gdy 0 < m — ¢ < 3 oraz dokladnie jedna z liczb m—{, m/ jest podzielna
przez 3. Dla kazdej liczby naturalnej n obliczyé¢, ile jest Sciezek prowadzacych od
wierzchotka 0 do wierzchotka 3n.

Zadanie 910 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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Prosto z nieba: Supernowa, ktéra wybucha dwa razy

Rys. 1. Wizualizacja ukladu podwéjnego
gwiazd, w ktérym prawdopodobnie
dojdzie do wybuchu supernowej typu Ia.
Zrédto: NASA’s Goddard Space Flight
Center Conceptual Image Lab

Bialy karzet to tak naprawde jadro
gwiazdy, ktéra miala zbyt mata mase, aby
zakoniczy¢ swoje zycie spektakularnym
wybuchem supernowej. Taka mato
masywng gwiazda jest na przyklad nasze
Storice. Po wyczerpaniu si¢ helu i wodoru,
podtrzymujacych reakcje termojadrowe

w jego wnetrzu, odrzuci otoczke

i pozostawi po sobie powoli stygnace
jadro — bialego karta — zbudowane

z cigzkich pierwiastkéw.

Astronomowie znalezli réwniez dowody
potwierdzajace inny scenariusz wybuchu
supernowych Ia, w ktérym dwa biate
karty orbituja wokél siebie az do
momentu zderzenia. Jesli ich laczna masa
jest wystarczajaco duza, aby doprowadzié¢
do niestabilnosci, réwniez moga one
wywolaé¢ supernowg typu la.

Rys. 2. Zdjecie podwdjnego pierscienia,
jaki tworzg pierwiastki wapnia (kolor
niebieski) w pozostalo$ciach po wybuchu
supernowej typu la. Natozone krzywe
przedstawiaja dwa pierscienie wapnia,
ktéry zostal wyrzucony podczas dwéch
oddzielnych wybuchéw. Dodatkowo na
zdjeciu ponizej kolejny pierscien
(pomaranczowy) tworzy wodér. Wewnatrz
pierscieni kiedys znajdowal si¢ biaty
karzet

Zrédto zdjeé: ESO/P. Das et al.

Mamy to. Kolejna teoria w astronomii potwierdzona obserwacyjnie. Niektore
supernowe wybuchaja dwa razy!

Wybuch supernowej to spektakularne zjawisko astronomiczne czesto opisywane
jako moment ,$mierci” gwiazdy. W astronomii rozrézniane sg dwa gléwne
rodzaje supernowych (dzielone pézniej na podtypy). Najpopularniejsze

i najbardziej spektakularne wybuchy supernowych (typu II) nastepuja pod
koniec zycia masywnych gwiazd, pozostawiajac po takiej eksplozji czarna dziure
lub gwiazde neutronowa. Takie supernowe pojawiaja sie w naszej galaktyce
Drogi Mlecznej mniej wigcej raz na 50 lat. Doswiadczony Czytelnik Delty moze
pamietaé¢ wybuch ostatniej z 1987 roku (a Czytelnik Mniej Do$wiadczony moze

przeczytaé relacje Tomasza Kwasta w ALY).

Najnowsze odkrycie dotyczy jednak troche innego rodzaju supernowej,

a mianowicie: supernowej typu la. Takie supernowe wystepuja w ukladach
podwdjnych gwiazd, w ktorych przynajmniej jedna z gwiazd to bialy karzet.
Jesli orbituje on wystarczajaco blisko drugiej gwiazdy w tej parze, karzel

moze wykradaé materie swojego towarzysza (rys. 1). Gdy zlodziejaszek
ukradnie zbyt duzo materii, osiaga mase krytyczna, staje sie niestabilny

i ostatecznie eksploduje. Te eksplozje nazywamy supernowa typu la. Sa one
rzadkie 1 wystepuja w Drodze Mlecznej mniej wiecej raz na 500 lat. Mozemy je
jednak obserwowaé¢ w innych galaktykach. Jest to wazne, poniewaz supernowe
typu la maja bardzo przydatna ceche — maksymalna jasnosé wybuchu takiej
supernowej jest zawsze taka sama. Dzigki temu naukowcy moga dokladnie
obliczy¢ odleglosé, jaka dzieli nas od supernowej. Wykorzystujac je jako tak
zwane $wiece standardowe, astronomowie odkryli przyspieszajaca ekspansje
Wszechswiata. Dlatego najnowsze odkrycie potwierdzajace sposéb, w jaki
wybuchaja supernowe typu la, jest tak wazne. Pomaga nam zrozumieé, dlaczego
majg one tak przewidywalng jasnosc.

Dotychczas wiekszo$é teorii zakladala, ze gdy bialy karzel osiaga mase
krytyczna, nastepuje wowczas pojedyncza eksplozja. Jednak czes¢ badan
teoretycznych i symulacji komputerowych sugerowata, ze przynajmniej
niektére supernowe typu Ia mozna lepiej wyjasni¢ podwdjna eksplozja. W tym
alternatywnym modelu biaty karzet tworzy wokdét siebie warstwe skradzionego
helu, ktora moze sta¢ sie niestabilna przed osiagnieciem przez bialego karta
masy krytycznej i zapali¢ sig, co wywoluje pierwsza, eksplozje. Wybuch tworzy
fale uderzeniowa, ktora rozchodzi si¢ wokot biatego karta i do jego wnetrza,
wywolujac druga detonacje w jadrze gwiazdy — ostatecznie tworzac supernows.
Nie bylo jednak dowodu obserwacyjnego na takie podwéjne eksplozje. Az do
teraz.

Podwdjny wybuch pozostawil po sobie §lad. Swego rodzaju odcisk palca

w postaci podwdjnego pierscienia gazu. Widoczny jest on na zdjeciach
pozostatosci po supernowej o numerze katalogowym SNR 0509-67.5,
zaobserwowanych przy uzyciu spektroskopu Multi Unit Spectroscopic Explorer
(MUSE) zainstalowanego na Bardzo Duzym Teleskopie (VLT) w Chile (rys. 2).
Sam wybuch tej supernowej mial miejsce kilkaset lat temu, jednak wciaz
mozemy obserwowaé jego nastepstwa. Pozostalosci supernowej zawieraja wiele
pierwiastkow, ktore we Wszech$wiecie sa produkowane tylko przez gwiazdy.
Miedzy innymi widoczny na zdjeciu wapn (i inne ciezkie pierwiastki).

Dr Ivo Seitenzahl, jeden z kierownikéw obserwacji, podkreéla: , Ten namacalny
dowdd podwdjnej detonacji nie tylko przyczynia sie do rozwiazania dlugotrwalej
zagadki, ale takze oferuje wizualny spektakl”. Patrzac na zamieszczone obok
zdjecia, ja sie z nim zgadzam.

Na podstawie publikacji naukowej: Priyam Das et al. ,Calcium in a supernova remnant as
a fingerprint of a sub-Chandrasekhar-mass explosion”, Nature Astronomy (2025).

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://deltami.edu.pl/1987/10/wreszcie-supernowa-widoczna-golym-okiem/

/Niebo w listopadzie

Wraz z poczatkiem listopada Stonce wkracza do gwiazdozbioru Wagi,

gdzie spedzi pierwsze trzy tygodnie miesigca, a ostatni jego tydzien ma
przeznaczony na odwiedziny gwiazdozbioru Skorpiona. Do koiica miesiaca
obnizy ono wysokos¢ gorowania o kolejne 7°, a 21 listopada Stonce przetnie
rownoleznik —20° deklinacji i tym samym rozpocznie sie trwajacy dwa miesiace
okres najkrotszych dni i najdhuzszych nocy w ciagu roku.

Nadal dos¢ jasna jest planeta kartowata (1) Ceres, ktéra w listopadzie zakresli
fragment petli o dlugoéci okoto 3°, mniej wiecej 3° na potudniowy wschod od
gwiazdy 3. wielkosci ¢ Ceti. Blask Ceres spadnie wyraZnie ponizej 8, a zatem
do jej obserwacji niezbedny jest teleskop oraz ciemne niebo, na ktére mozna
liczy¢ od drugiej dekady miesiaca, gdy Ksiezyc przeniesie si¢ na niebo poranne.

Sama planetoida w listopadzie przecina potudnik lokalny po godzinie 20, na

wysokosci okoto 27°.

Srebrny Glob zacznie miesiac w fazie

przekraczajacej 80% od spotkania z para planet
Saturn-Neptun. 1 listopada Ksiezyc zajmie pozycje 9°
na zachéd od Saturna, by dobe pdzniej przeniesé sie

3° na péinoc od Neptuna. Obie planety poruszaja sie
nadal ruchem wstecznym, chociaz Saturn 29 listopada
zmieni kierunek ruchu na prosty. Do tego czasu dystans
miedzy planetami urosnie do 4,5°. Neptun $wieci

7z jasnoscia +7,8™, Saturn natomiast zmniejszy swéj
blask do +1™, przy tarczy o érednicy 18”.

Posiadacze teleskopéw o érednicy co najmniej
kilkunastu centymetréw i powiekszeniu ponad 100 razy
mogg obserwowaé przejscie Tytana, najwiekszego
Ksiezyca Saturna, na tarczy planety 6 i 22 dnia
miesiaca. Za pierwszym razem zjawisko rozpocznie sie
okoto 21:30 i potrwa az do zachodu obu cial niebieskich
okolo godziny 2. Natomiast powtorke mozna bedzie
obserwowa¢ z Polski 16 dni pdzniej od okoto 19:50

do godziny 1. Niestety na pojawienie si¢ cienia tego
ksiezyca trzeba czekaé prawie 15 lat, az do nastepnej
roéwnonocy na Saturnie.

5 listopada Ksiezyc przejdzie przez pelnie, $wiecac 15°
na zachéd od Plejad i jednoczednie przechodzac przez
perygeum swojej orbity. Dobe pdzniej zas zakryje on
wspomniang gromade gwiazd, mijajac jednoczesnie
Urana w odlegtosci 5°. Pechowo dla nas zakrycie
najjasniejszych gwiazd gromady zacznie si¢ przed
godzina 16, gdy Ksiezyc dopiero zacznie pojawiac¢ sie
nad widnokregiem. A zatem zjawisko zajdzie bardzo
nisko nad horyzontem, przy ciemniejacym niebie.

W potudniowo-zachodniej Polsce Ksiezyc wzejdzie juz
po jego zakoniczeniu. W trakcie nocy mozna obserwowaé
oddalanie sie Srebrnego Globu od Plejad, co jest

dobrg okazja na ocenienie predkosci jego ruchu na tle
gwiazd. Przy czym ze wzgledu na blisko$¢ perygeum
jego predkosé jest bliska maksymalnej. Planeta Uran
21 listopada przejdzie przez opozycje wzgledem Stonca,
$wiecac z jasnoscig +5,6™. Do kornica miesigca Uran
zblizy sig¢ na 0,5° do pary majacych podobna jasnosé
gwiazd 13 i 14 Tau. W zwiazku z opozycja Uran géruje
okolo péinocy na wysokosci prawie 60°.

W nocy z 9 na 10 listopada naturalny satelita
Ziemi dotrze do Jowisza, zmniejszajac przy tym
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faze do 72%. Do rana dystans miedzy tymi cialami
niebieskimi zmniejszy sie do 5°, jednoczesnie

2° blizej Ksiezyca znajdzie si¢ Polluks, najjasniejsza
gwiazda Blizniat. Jowisz szykuje si¢ do opozycji na
poczatku przyszlego roku i wlasnie zmienia kierunek
swojego ruchu na wsteczny. W trakcie miesiaca jego
jasno$é przekroczy —2,5™, tarcza za$ — $rednice 44"
Najwigksza planeta Ukladu Stonecznego przecina
poludnik lokalny 4 godziny po Uranie na podobnej don
wysokosci, ale po wschodniej stronie punktu przesilenia
letniego na ekliptyce.

12 listopada przypada ostatnia kwadra Ksiezyca, a dobe
pdzniej wzejdzie on przed pdlnoca wraz z odleglym
oden o 0,5° Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa.

W listopadowe poranki droga Slonca po niebie nadal
tworzy duzy kat z widnokregiem, stad Srebrny Glob
wznosi sie¢ wysoko i jest ozdoba nieba o tej porze

doby, szczegdlnie blizej nowiu, gdy bardzo dobrze
widoczne jest Swiatto popielate, czyli jego nocna strona
o$wietlona $wiattem stonecznym odbitym od Ziemi.

Ksiezyc spotka sie ze Stoncem 20 dnia miesiaca, ale
zanim to nastapi, trzy dni wczesniej, jego tarcza przy
fazie zmniejszonej do 8% pojawi si¢ na niebie 2° od
Spiki w Pannie. Sierp Ksiezyca w fazie 4% da sie
dostrzec nawet 18 listopada, gdy okolo godziny 6 zajmie
on pozycje na wysokosci 5°, niedaleko punktu SE
widnokregu. Jego odnalezienie utatwi Spica, Swiecaca
w odleglodci 10° na godzinie 1 wzgledem niego.

Na przetomie listopada i grudnia o $wicie tuz nad
potudniowo-wschodnim widnokregiem zacznie pojawiac
sie Merkury. Planeta 8 grudnia osiagnie maksymalna
elongacje zachodnia, wynoszaca 21°. Poczatkowo
Merkury wedruje na tle gwiazdozbioru Wagi

i 30 listopada okolo 6:30 wzniesie sie na wysokos¢ 6°,
Swiecac z jasnosciag —0,3™.

Nachylenie ekliptyki do wieczornego widnokregu
poprawia sie, a zatem po nowiu Ksiezyc dos¢ szybko
pojawi si¢ na niebie wieczornym. Ciekawie zapowiada
sie jednak tylko jego spotkanie z Saturnem i Neptunem
29 dnia miesiaca, juz po I kwadrze, gdy do jasniejszej

z planet zabraknie mu 2,5°.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 4

Model uzyty w zadaniu jest znacznie uproszczony, na przyktad
juz podczas zasysania powietrze ogrzewa sie od rozgrzanych
czedci silnika, ale odpowiada zasadzie dzialania silnika
wysokopreznego.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1834.

Pokolorujmy 2n punktéw podziatu na przemian dwoma
kolorami. Poniewaz dowolna cigciwa dzieli okrag na dwa
parzyste tuki, jej korice musza mieé¢ ten sam kolor. Poniewaz
mamy n koncéw kazdego koloru, n musi byé parzyste.

i Rozwigzanie zadania F 1132.

Roéwnanie stanu jednego mola gazu doskonalego ma postaé:
ﬂ Rozwiazanie zadania M 1835. pV = RT; R oznacza stala gazowa. Oznacza to, ze p = RT/V.
W dowodzie wykorzystamy wzdr Picka (patrz A%Z): Po podstawieniu tego zwiazku do réwnania przemiany
otrzymujemy, ze podczas tej przemiany:
Trojkat o wierzcholkach w punktach kratowych ma pole réwne a
w+b/2 —1, gdzie w i b oznaczajq liczby punktdw kratowych, Va-1 = const.
odpowiednio, we wnetrzu i na brzegu trojkqta. Oznaczmy te stala jako B, mamy:
Rozwazmy tréjkat ABC o wierzchotkach w punktach T = BV,
kratowych, majacy w swoim wnetrzu doktadnie dwa punkty a wiec dla a > 1 rozprezaniu gazu (zwigkszaniu jego objetosci)
kratowe X i Y. Zalézmy, ze prosta XY nie przechodzi przez towarzyszy wzrost temperatury. Do obliczenia ciepla przemiany
zaden z wierzchotkéw ABC. Istnieje wiec bok tréjkata (niech to skorzystamy ze zwigzku ciepta dostarczanego podczas
bedzie BC), ktérego prosta XY nie przecina. Wéwczas trojkaty przemiany, dQprzem, z€ zmianami energii wewnetrznej gazu,
XBC i YBC maja tyle samo punktéw kratowych wewnatrz dU, oraz praca wykonana przez gaz, dW = —pdV:
(tj. nie maja zadnego) oraz na brzegu. Ze wzoru Picka wynika dQprsem = dU + pdV = cydT + pdV,

zatem, ze pola tych tréjkatow sa rowne. Wobec tego wysokosci
tych trojkatow opuszczone na prosta BC' sa réwne, a zatem
prosta XY jest réwnolegta do boku BC'.

cy oznacza molowe ciepto w stalej objetosci. Otrzymujemy dla
molowego ciepta przemiany cprzem:

Cprzem = dc{?% =cCv +p%
Pochodna objetoséci wzgledem temperatury obliczamy na
ﬂ Rozwigzanie zadania M 1836. podstawie zwigzku V i T podczas przemiany. Ostatecznie
Réwnosé z zalozenia zadania oznacza, ze otrzymujemy: o
(1-a)(l—c) bd Cprzem = v + —— R.
ac T (1-b(1-ad)
Wobec tego
l-a—c (1—-a)1-¢) .
ac ac
_ bd _ b+d-1
S -p(-d  (1-bp-d)
Zatem liczby 1 —a — c oraz b+ d — 1 maja ten sam znak, wiec Wielkimi krokami zbliza sie kolejna edycja Ogélnopolskiej
(I-a—-c)(b+d—-1)=>=0. Matematycznej Konferencji Studentéw ,,OMatKo!!!”. Juz

po raz dwunasty mlodzi pasjonaci matematyki spotkaja
sie, aby wspélnie odkrywaé i zglebiaé fascynujacy

$wiat nauki. W programie wydarzenia znajda sie

liczne wystapienia, prelekcje, konkursy oraz okazje do
integracji — wszystko w atmosferze sprzyjajacej wymianie

Po przeksztatceniach dostajemy
(a+b+c+d)—(a+c)(b+d) > 1.

*ﬂ Rozwiazanie zadania F 1131. wiedzy i dodwiadczen. Tegoroczna edycja odbedzie sie
Sprezanie powietrza w silniku wysokopreznym jest, w dobrym na Politechnice Wroclawskiej w dniach 5-7 grudnia
2025 roku.

przyblizeniu, procesem adiabatycznym. Podczas przemiany
adiabatycznej gazu doskonatego zwiazek temperatury

- o S8 AW ettt Y oy ,OMatKo!!!” to najwieksza w Polsce konferencja
bezwzglednej gazu T i jego objetosci opisuje zaleznosé:

studencka poswiecona matematyce, kierowana do

TV" ! = const, studentéw i doktorantéw z catego kraju. To przestrzen,
w ktorej mozna zaréwno rozwijaé swoje zainteresowania,
jak i zaprezentowa¢ wyniki badan — w formie referatéw
lub plakatéw. Do udziatu zapraszamy takze kota
naukowe, ktére chca podzieli¢ sie swoimi pasjami

i projektami. Konferencja stwarza réwniez Swietng okazje
do nawigzania kontaktéw, spotkania potencjalnych
pracodawcow oraz integracji z innymi entuzjastami
kréolowej nauk. To wlasnie uczestnicy nadaja wydarzeniu

w ktoérej k jest stosunkiem wartosci ¢, — molowego

ciepta wlasciwego pod statym ci$nieniem do ¢y — molowego
ciepla wlasciwego w stalej objetosci: k = ¢p/cy. Powietrze jest
mieszaning gazéw dwuatomowych: azotu (N2) i tlenu (O2)

z bardzo niewielkimi domieszkami innych gazéw. Dla gazu
dwuatomowego k = 7/5. Warunki podane w tresci zadania
odpowiadaja temperaturze poczatkowej Tp = 293 K i stosunkowi
objetosci poczatkowej Vo do objetosci koncowej Vi rownemu

Vo/Vi = 20. Mamy: jego wyjatkowy charakter.
ToVE—t = pyve-t cyli Ty =To (E) Rl ) Aktualne informacje beda publikowane na kanatach
0 o \%1 spotecznosciowych konferencji. Zachecamy do $ledzenia:
Liczbowo: T1 = 293 - (20)%* K ~ 961 K = 688°C. Samozapton — strona internetowa: omatko.im.pwr.edu.pl/
oleju napedowego nastepuje w temperaturze okoto 210°C. — Facebook: web. facebook . com/omatkopwr/

— Instagram: www.instagram.com/omatko.pwr/
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Wielomiany symetryczne
Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika, aby powrdcil na chwile do kacika nr 2 w|A%, — s tam
definicje kilku podstawowych pojeé, wystepujacych réwniez w niniejszym tekscie.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Przez S,, bede oznaczal zbiér wszystkich permutacji ciagu (1,2, ...,n). Rozwazmy
wielomian
(W) Wars oo (1502, 20) = D 25t Tty - Tgy-

Zwr6oémy uwage, ze permutujemy tu zmienne,
pozostawiajac wykladniki na swoich miejscach — mozna
tez na odwrdt. Na uzytek tego kacika, jedli jest jasne,
jakie zmienne wystepuja, bede uzywal nastepujacych
zapisow:

xPtxg? . oirnt = (g ag ... ),
Wal,az,“.@n (371,1‘2, cee ,.Z'n) = [041 Qg ... an]

Z samej definicji wynika, ze wielomian (W) jest
symetryczny. Co wiecej, z dokladnosciag do stalej jest
to ,najmniejszy” wielomian symetryczny, w ktérym
wystepuje skladnik (g ag ... ay).

Wiecej $wiatla powinien rzuci¢ przyktad:

WQ,l,l(xv Y, Z)

:l‘2y121+y221$1+2’21’1y1+Z2y1$1+y2$12’1+$221y1

=22y + 2% 20 + 22% 2y,
Mamy tu sume szeéciu jednomianéw, bo 6 = 3!, ale
niektére sa rowne. Co wiecej, po uporzadkowaniu
wszystkie jednomiany maja ten sam wspdlczynnik. To
nie jest przypadek. Niech w ciagu oy, aq, ... a, bedzie ng
zer, n1 jedynek, no dwdjek itd. Wowczas wspolnym

oc€ES,
wspoélczynnikiem jednomianéw po uporzadkowaniu
wielomianu (W) jest ng! - nq!-na!- ..., czego wykazanie

pozostawiam Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie
z kombinatoryki.

Skoro w wielomianie (W) wszystkie wspdlczynniki sa
rowne, rozpatruje sie czasem unormowana jego wersje,
w ktorej wszystkie wspotezynniki sg jedynkami:

o)

no'nl'ng'

(M) [Oél Qo ...

Mal,az,m,an (.%'17 L2y vy ‘rn) =

Jednymi z najwazniejszych wielomianéw symetrycznych
sa elementarne wielomiany symetryczne

(E) Ep(z1,...,2z5)

2.

1<i1<...<ip<n

:Ml,_“71,07___70(1‘1,...,J}n) = Z‘il ...J}ik
(w indeksie M jest dokladnie k jedynek). Pojawiaja sie
one miedzy innymi we wzorach Viete’a. W szczegdlnosci
prawdziwa jest rownos$é

(1—21)(1—22)...(1 —zp)
:17E1+E27E3+...+(*1)HE,1.

Yg+Eg—tatTg—1

) g —Cactlage—v
=Bt 2t 4 a4 2oL g
0 ‘q ‘v koowod ez €5 ‘Tiy ‘Tig
2AzoeuzZAM €7¢ + T lge — gg = 0 z®elo
T — gﬂ =q ‘I = » PSOUMOT 7 7,
SUgp g gy
MOURIWOOIM Z  DCMOISUIAM
eUZOW YIAUUDIWZ U dUZIAI}OWAS
AueIuIo[oIm 9131SAZSm 039109y
o[pom ‘UYoAuzoAIjomifs YoeURTWOPDIM O
eruozpiaimy) ofezorupesez yopedAzid
Au1080z07s 0} )So[ ‘edjsomerd1))

L 4+ ,x 1oeysod mouermwororm

e[p pomop 21zpemoidezid Azdore)sAm

2d1m ‘(D_qﬁ + D_qx)b(ﬁx) = qzvﬂ + qﬁbm
Awew @ S v e[ T

uepez op DIMOZESA\

A na koniec pomnozymy wielomiany takie jak (WJ). Powiedzmy, ze jeden z nich
jest suma k jednomiandéw, a drugi — [ jednomianéw, wigc, mnozac tradycyjnie,
trzeba wykonaé kI mnozen (a liczby k il moga by¢ réwne n!). Ponizsza réwnosé
pozwala zmniejszy¢ liczbe mnozen do min{k, 1}

a1 az ... o] [B1 B2 ... Bn] = Z (o) FBr(1) Ao@)HBr@) -+ Qo) HBrmn))
o, TESH
=Y [atBo) @24Bo(2) -+ WnHBom)]-
PESH

Jako przyklad obliczymy [2110]-[1100]:
+ | 1100 | 1010 | 1001 | 0110 | 0101 | 0011
2110 \ 3210 \ 3120 \ 3111 \ 2220 \ 2211 \ 2121

To tylko 1/4 pelnej tabeli mnozenia przez (2110), pozostale trzy czedci sa takie
same. Otrzymujemy wiec

[2110]-[1100] =8[3210] +8[2211] +4[3111] +4[2220].

Zadania

1. Wykazaé, ze kazdy wielomian symetryczny zmiennych x i y mozna otrzymac
z wielomianéw x + y oraz xy, za pomoca dodawania i mnozenia wielomianéw
oraz mnozenia przez stala.

2. Wiedzac, ze

r+y+z=a, 2 +y*+22=0b P+yP+0=c
znalez¢ wielomian szedcienny, ktorego pierwiastkami sa x, y, z.
3. Niech a,b,c,d # 0,1 beda liczbami rzeczywistymi. Udowodnié, ze jesli
a+bt+ctd=14+1+141=2
PSR 1 1 1
to rowniez 1= + 15 + 1= + 173 = 2-
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2. Warszawska Konferencja Nauczycieli Fizyki
Jak uczyé¢ biofizyki?

"'

European
B_ Recycling
Platform

A Landbell Group Company

22 listopada 2025
Wydziat Fizyki UW

ul. Pasteura 5, Warszawa

wakonf2025.ptf.net.pl
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