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Obrazowanie jednopikselowe —
jak zobaczy¢ swiat jednym punktem?

* Studentka, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Magdalena/ CWOJDZ[NSKA *

Warszawski

Hadamard Wyobraz sobie, ze znajdujesz sie w calkowicie ciemnym pokoju i masz tylko
jedng latarke, jeden detektor mierzacy natezenie Swiatla i komputer. Czy da sie
tymi narzedziami zrobié¢ zdjecie tego pokoju? Okazuje sie, ze tak. Nic wigcej nie
bedzie ci potrzebne. Brzmi jak magia? Istnieje technologia, ktéra wywraca do
gbry nogami nasze mys$lenie o obrazowaniu, a jest to obrazowanie jednopikselowe
(ang. Single Pixel Imaging, SPI).

Dzigki tej technologii nie tylko potrafimy zrobi¢ zdjecie przy uzyciu latarki

i pojedynczego detektora, ale takze ,,widzie¢” tam, gdzie tradycyjne kamery sa
bezradne — przez dym, mgle, a nawet przyciemnione szyby oraz w calkowitej

i 2 TN ciemnosci. Wyobraz sobie detektywa, ktory probuje dostrzec, co dzieje sie
Fourier we wnetrzu tajemniczego samochodu, lub strazaka szukajacego ofiar pozaru
= w duszacej chmurze dymu. Wykorzystujac te metode, to, co niewidoczne dla
ludzkiego oka, nagle staje sie¢ widoczne. Tradycyjne aparaty fotograficzne
korzystaja z matrycy skladajacej sie z milionéw miniaturowych detektoréw
Swiatla, czyli pikseli, ktére jednoczeénie rejestrujg obraz. Kazdy piksel

w matrycy odpowiada okreslonemu punktowi na fotografii, a razem tworza
pelny obraz. W obrazowaniu jednopikselowym proces jest jednak zupelnie inny,
poniewaz wykorzystuje si¢ tylko jeden detektor swiatla. Jak wiec mozliwe jest
uzyskanie obrazu?

Zamiast rejestrowac Swiatlo z kazdego punktu jednoczesnie, obiekt jest kolejno
o$wietlany réznymi wzorami. Kazdy z nich odbija si¢ od powierzchni obiektu,
a pojedynczy detektor mierzy laczne natezenie docierajacego sygnatu. Mozemy
tez odwietli¢ obraz wiazka i skierowaé¢ odbite $wiatlo na urzadzenie generujace
rozne wzory. Oba podejscia prowadza do tego samego efektu — uzyskania
informacji, ile $wiatta odbija sie od wybranych fragmentéw przedmiotu. Proces
powtarza sie wielokrotnie z kolejnymi wzorami, a komputer zapisuje kazda
zmierzong warto$é. Na podstawie tych danych, wykorzystujac zaawansowane
algorytmy matematyczne, mozna odtworzy¢ obraz calego obiektu. To troche jak
rozwigzywanie zagadki — kazdy wzor dostarcza nowych informacji, a komputer
sklada je w calosé, rekonstruujac obraz.

Wybér odpowiednich wzoréw — tzw. funkcji probkujacych — ma duze znaczenie
w procesie rekonstrukcji obrazow, bo to od nich zalezy ostateczny efekt, czyli jak
dokladnie uda sie odwzorowaé oryginalny obraz. Im lepiej dopasowana funkcja,
tym lepszy efekt koncowy. Do wyboru mamy wiele réznych mozliwoéci — wzory
catkowicie losowe albo bardziej ztozone, ktore po przedstawieniu na wykresie
ukazujg sie jako efektowne, niemal artystyczne obrazy.

_ Toplitz

Po prawej stronie na rysunku pokazanych zostalo kilka przyktadowych, bardziej
artystycznych wzoréw.

Jak to dziala?

W praktyce na fotografowany przedmiot kierujemy $wiatto, ktére po odbiciu
zostaje skupione soczewka na urzadzeniu DMD (ang. Digital Micromirror
Device), sktadajacym sie z siatki tysiecy malych luster, ktérych ustawienie
mozemy regulowac cyfrowo. W obrazowaniu jednopikselowym DMD dziata
troche jak programowalna kratka luster decydujaca, ktore fragmenty sceny
zostana ,zobaczone” przez detektor w danym momencie. Mozna to poréwnacé
do sytuacji, w ktorej o$wietlamy obiekt za pomoca latarki z okreslonymi
wzorami $wietlnymi — na przyktad raz oSwietlamy tylko paski w poziomie, innym
razem w kratke, a jeszcze innym razem pojedyncze punkty. Za kazdym razem
mierzymy, ile §wiatta sie odbilo — ale nie z calego obrazu, tylko z tych czesci,
ktére akurat oswietlono.
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W przypadku obrazowania jednopikselowego role tej
yatarki” petni wzor wyswietlany na DMD. Ten wzor —
czyli funkcja probkujaca — okresla, ktére mikrolustra
odbijaja $wiatlo do detektora (czyli ktére fragmenty
sceny sa ,o$wietlone”), a ktore nie. Oznacza to, ze
DMD tworzy $wietlny filtr, przez ktory przepuszczane
sa tylko wybrane fragmenty obrazu. Pojedynczy
detektor mierzy ilo$¢é wpadajacego do niego $wiatla

i zapisuje pomiar natezenia. Jak mozemy te informacje
wykorzystac?

Zasada dziatania DMD

Na ilustracji ponizej pokazano, jak dziala pomiar

i rekonstrukcja obrazu. Po lewej stronie widaé zestaw
wzordéw, ktore sa kolejno wyéwietlane na powierzchni
DMD. Dla kazdego takiego wzoru wykonywany jest
jeden pomiar — detektor rejestruje catkowity ilos¢
Swiatla, jaka do niego dotarta. Te pomiary natezen sa
zapisywane jako wartoéci liczbowe i przedstawione na
wykresie stupkowym. Kazdy stupek odpowiada innemu
WZOrowi.

Q==
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POMIARY NATEZEN ZREKONSTRUOWANY OBRAZ

Rekonstrukcja obrazu

Na podstawie tych pomiaréw system rekonstruuje
obraz. Dzieje si¢ to przez sumowanie wzoréw uzytych
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na DMD, ale w odpowiednich proporcjach — kazdy
wzOr jest ,wazony” przez wartos¢, ktora zarejestrowalt
detektor. Im wiecej $wiatta wrocito przy danym
wzorze, tym wiekszy jego wkilad w koncowy obraz.

Po zsumowaniu wszystkich tych wazonych wzoréw
otrzymujemy pelny obraz, mimo ze nie uzyto klasycznej
kamery. Wystarczyt tylko jeden detektor i sekwencja
odpowiednio zaprojektowanych wzoréw.

Jak to zapisa¢ matematycznie?

W obrazowaniu jednopikselowym oryginalny obraz
zapisywany jest jako wektor kolumnowy:

x e RY,
gdzie N to liczba pikseli w obrazie. Kazdy wzoér

wyswietlany na mikrolustrach DMD reprezentowany
jest jako wiersz w macierzy pomiarowej:

® e RN,
gdzie M to liczba wzoréw (czyli liczba pomiaréw),
a N to liczba pikseli. Pomiary uzyskiwane z detektora
jednopikselowego zapisujemy jako:
s = &x,
gdzie s € RM jest wektorem wynikéw pomiaréw.

Technik rekonstrukcji jest wiele, ale je$li mamy proste
macierze Hadamarda, to rekonstrukcja odbywa sie
poprzez mnozenie s przez transpozycje ®:

y = ®7Ts.
Caly proces polega zatem na pomiarach natezenia,
ktore sa w tym wypadku iloczynami skalarnymi
obrazu i kolejnych kolumn macierzy Hadamarda, oraz
rekonstrukcji obrazu poprzez wymnozenie tych natezen
przez transpozycje macierzy. Zobaczmy, jak to wyglada
graficznie na przyktadzie prostej macierzy Hadamarda.
Mamy prosty obrazek, ktéry splaszczamy do postaci
kolumnowej

1
10 - 0
10 1

Nastepnie mnozymy go przez macierz Hadamarda

i rekonstruujemy, mnozac wynik przez transpozycje

tej macierzy zgodnie z instrukcja. Ten proces
przedstawiono graficznie na rysunku. Udalo sie! Wynik
tej operacji w postaci macierzy Y jest wiec naszym
pierwotnym obrazkiem z dokladno$cia do pewnej skali.
Wystarczy podzieli¢ na 4 i mamy zrekonstruowany
obraz dokladnie taki, jak oryginalny. Ten proces
matematyczny umozliwia dokladne odtworzenie obrazu
z zebranych danych.

Mozna jednak zauwazy¢ pewien problem. Wniosek

z cze$ci matematycznej jest taki, ze aby zrekonstruowac
obraz N x N, potrzebujemy macierzy Hadamarda

o rozmiarze N2 x N2, co jest dosyé problematyczne
obliczeniowo, kiedy pracujemy na obrazach o duzej
rozdzielczosci. Na przyktad maly obrazek 32 x 32,
ktory bardziej przypomina pikselowe puzzle niz
fotografie, wymaga wykorzystania macierzy o rozmiarze
1024 x 1024, majacej ponad milion elementéw!
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Graficzna reprezentacja macierzowego
pomiaru i rekonstrukcji w obrazowaniu

jednopikselowym

Wigksza kompresja

o
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Na szczescie okazuje sie, ze do rekonstrukeji normalnego zdjecia wcale nie
potrzebujemy superkomputera — wystarczy troche sprytu. Zobaczmy, co sie
stanie, kiedy usuniemy jeden wiersz z macierzy Hadamarda i wtedy sprobujemy
zrekonstruowaé obrazek.

Znowu dostaliSmy poprawna rekonstrukcje!

Zastapienie kwadratowej macierzy Hadamarda macierza prostokatna zawierajaca
tylko wybrane kolumny pozwala wykonaé¢ pomiar kompresyjny, czyli taki,

ktory obliczy sie szybciej. Uciecie nastepnego wiersza znowu da poprawny
wynik. Nalezy jednak uwazaé¢ z kompresjg — gdy obetniemy zbyt duzo wierszy,
rekonstrukcja si¢ nie uda. Generalnie jednak, dzigki kompresji mozemy znacznie
przyspieszy¢ obliczenia. Prawdziwa sztuka w rekonstrukcji obrazéw metoda
obrazowania jednopikselowego to zatem nie tylko wybér odpowiednich wzoréw,
ale takze metod, ktére nam te rekonstrukcje usprawnia.

Jak widzie¢ przez dym i przyciemnione szyby?

Jedna z najwazniejszych zalet obrazowania jednopikselowego w systemach

SPI jest elastycznosé wzgledem dlugosci fali, na jakiej pracuje system.

W przeciwienstwie do klasycznych kamer — zaréwno optycznych, jak

i termowizyjnych — SPI nie ogranicza sie do jednego, waskiego zakresu
spektrum. Technologia ta moze dziala¢ w szerokim padmie, obejmujacym m.in.
podczerwien, promieniowanie terahercowe, a nawet inne obszary niewidoczne dla
ludzkiego oka.

Ta wlasciwosé przektada sig¢ na bardzo praktyczne korzysci. Rézne dlugosci

fali pozwalaja dostosowaé system do konkretnych potrzeb — na przykitad do
obrazowania i identyfikacji materiatéow, ktére w Swietle widzialnym wygladaja
podobnie, ale w podczerwieni lub pasémie THz zdradzaja zupelnie rézne
wladciwosci optyczne. Dzieki temu mozliwe jest rozréznienie metalu od plastiku
albo nawet zdrowej i zmienionej chorobowo tkanki — bez koniecznosci fizycznego
kontaktu czy niszczenia probki.

Obrazowanie w podczerwieni umozliwia widzenie przez materialy, ktore

sa nieprzezroczyste dla $wiatla widzialnego, takie jak przyciemnione szyby
samochodowe czy cienkie tworzywa. Dzigki temu SPI moze by¢ wykorzystywane
np. do monitoringu wnetrza pojazdéw lub obserwacji przez mgle albo dym.

W warunkach, w ktérych zwykta kamera zawodzi — SPI wciaz dziala.

477

SPI mozna wigc ,,przestroi¢” na wybrany zakres spektrum — uzyskujac
obraz dostosowany do konkretnego problemu badawczego, srodowiska
pracy lub rodzaju materiatu. To tak, jakby mie¢ nie jedna, lecz calg game
specjalistycznych kamer — w jednym urzadzeniu.

Co przyniesie przysztosé?

Przyszlo$¢ obrazowania jednopikselowego wyglada bardzo obiecujaco

i z potencjalem do zrewolucjonizowania wielu dziedzin. Dzigki zaawansowanym
technologiom detekcji i przetwarzania obrazéw SPI moze znalezé zastosowanie
w medycynie, umozliwiajac tworzenie przenoénych urzadzen obrazujacych, ktore
sa mniej inwazyjne i tansze niz tradycyjne metody. Moze takze przyczynié

sie do lepszego obrazowania w trudnych warunkach, takich jak ratownictwo

w zadymionych pomieszczeniach oraz w ciemmnos$ci.

W przysztosci technologia ta moze wspolpracowaé ze sztuczng inteligencja, co
pozwoli na bardziej precyzyjne analizowanie obrazow i ich rekonstrukcje w czasie
rzeczywistym. Dzieki miniaturyzacji urzadzenn SPI moze staé si¢ czeécia nowych
systemow monitoringu, detekcji i bezpieczenstwa.

Cho¢ na co dzien korzystamy z aparatéw o wysokiej rozdzielczosci, obrazowanie
jednopikselowe daje nam zupelnie nowe mozliwosci. Mozliwe, ze w przysztosci
ta metoda zostanie jeszcze bardziej rozwinieta i znajdzie zastosowania,

o ktorych dzis nawet nie myslimy. Moze pewnego dnia bedziemy mieli smartfony
z kamerami, ktore widza w catkowitej ciemnosci lub przez Sciany? Kto wie —
$wiat technologii zawsze potrafi nas zaskoczy¢!

3



Cztowiek o Al (0)

* Osoba fizyczna

Al to skrét od angielskiego artificial
intelligence, czyli sztuczna inteligencja.
Mimo, ze w tekscie po polsku chcialoby
sig¢ pisa¢ SI, to nie bedziemy szli pod prad
i — zgodnie z przyjeta w tekstach
polskojezycznych niepisang konwencjg —
bedziemy uzywaé skrétu Al

Poza zarysowanym sporem o potencjal Al
réwnolegle prowadzona jest jeszcze jedna
dyskusja. Otéz wciaz nie potrafimy
ocenié, jak realne ryzyko niesie ze sobg
oddanie kontroli nad ogromna czescia
$wiata maszynom zaprogramowanym za
pomocg Al Czy nieuchronnie musi si¢ to
skonczyé jak w kazdym dobrym filmie

o buncie maszyn?

Model LLM (Large Language Model) to
sztuczna sie¢ neuronowa wytrenowana na
ogromnych zbiorach tekstu, zdolna do
generowania i rozumienia jezyka
naturalnego w sposéb zblizony do
ludzkiego.

Sztuczna inteligencja — o co gramy?
Tomasz KAZANA*

Nie da si¢ nie zauwazyé ogromnego postepu, jaki dokonat sie w Swiecie sztucznej
inteligencji w ostatnim czasie. I chyba nie da si¢ réwniez nie zadaé sobie
najwazniejszych pytan: Dokad to zmierza? Jak daleko to zajdzie?

Co zastanawiajace, bardzo wielu cenionych ludzi zdaje si¢ mie¢ wyrazne
i jednoznaczne zdanie na ten temat. I co réwnie ciekawe, mocno wzajemnie
spolaryzowane.

7 jednej bowiem strony Elon Musk jasno stwierdza, ze Al juz lada dzien po
prostu ,przewyzszy cztowieka praktycznie we wszystkim”. Wtoruja mu takie
osobistosci jak Sam Altman (,,Al rozwiaze problemy, ktére dzi$§ wydaja sie
niemozliwe do rozwiazania”) czy Andrew Ng (,,AT jest jak elektrycznos$é: bedzie
fundamentem dla kazdej dziedziny zycia”). Demis Hassabis nie ma watpliwosci,
ze ,Al przyspieszy odkrycia naukowe i pomoze rozwigzaé¢ fundamentalne pytania
natury” — innymi stowy, AI nie tylko zastapi nas w dzialaniach rutynowych,

ale i tych wymagajacych skrajnie tworczej i kreatywnej aktywnosci. Zreszta

juz znacznie wezesniej Ray Kurzweil przewidywal, ze do roku 2045 osiagniemy
0sobliwosé (zob. Ail na stronie 20), a Al przewyzszy inteligencje zbiorowa calej
ludzkosci.

7 drugiej strony, Bill Gates stwierdzil, ze Al nie zastapi nawet samych
programistow w ciagu 100 lat — a to dlatego, ze ,pisanie programéw wymaga
kreatywnosci, osadu i glebokiego myslenia. A sztuczna inteligencja — choé¢ moze
pomagaé¢ w prostszych zadaniach, jak szukanie btedéw, to »prawdziwa« tworcza
praca (kompletny projekt, podejmowanie zlozonych decyzji) pozostaje domena
ludzkiego umystu”. Podobne zdanie wyrazaja Gary Marcus (,,Al nie rozumie
Swiata, tylko dopasowuje wzorce; obecne sukcesy sa powierzchowne”), Hubert
Dreyfus (,,Inteligencja wymaga cielesnego do$wiadczenia; komputerom zawsze
bedzie tego brakowa¢”) czy Noam Chomsky (,,Al manipuluje statystykami, ale
nie rozumie jezyka ani znaczenia, wiec nie doréwna czlowiekowi”). Najbardziej
skrajnym sceptykiem jest jednak Roger Penrose (laureat Nagrody Nobla

z fizyki z roku 2020), ktéry uwaza, ze ,,Al nigdy nie osiagnie ludzkiego poziomu
rozumienia, a S$wiadomosci nie da sie sprowadzi¢ do algorytmdéw, bo po prostu
ludzki umyst nie dziata jak komputer”, czy bardziej poetycko: ,cztowiek to
wiecej niz mokry komputer”. Jego przemyslenia ida zreszta znacznie dalej.
Penrose twierdzi, ze ,,Swiadomos¢ ma glebsze podstawy fizyczne, by¢ moze
zwiazane z procesami kwantowymi w neuronach” (tzw. hipoteza Orch-OR,
rozwinieta wspdlnie ze Stuartem Hameroffem). Méwi tez wprost, ze maszyny
nigdy ,nie zdobeda prawdziwego rozumienia ani intuicji matematycznej, ktore
cechuja ludzi”.

My, redakcja Delty, nie udajemy, ze wiemy, co z tego wyniknie. Zreszta nie

ma wsrdd nas ekspertéw z dziedziny Al nie chcemy wigc tez obstawiaé, kto
ostatecznie okaze sie mieé¢ racje — Roger Penrose czy wizjonerzy z Doliny
Krzemowej. Obiecujemy za to, ze nie bedziemy kibicowaé zadnej ze stron, lecz
rzetelnie relacjonowac¢ rozwoéj wypadkow. Sprébujemy potraktowaé to, co sie
dzieje, jako jeden wielki eksperyment przeprowadzany przez waznych i moznych
tego Swiata. I jak w kazdym uczciwym eksperymencie — nie bedziemy zakladac
z goéry jego wyniku!

Oczywiscie swiadomi jesteSmy stawki tych zawodow. Jest tam przeciez i wymiar
transcendentalno-religijny, i dotykajacy gigantycznych ego jednych, ale

i egzystencjalnych lekéw innych. Nie wskazujemy wiec, kto nie ma pokory, kto
jest naiwny, kto chciwy, a kto madry czy glupi. Sami zreszta z nieukrywanymi
wypiekami na twarzach bedziemy czekaé na rozstrzygniecie, czy powstanie

w koncu pierwszy dowdd jakiegos waznego problemu matematycznego
wygenerowany przez Al. A moze i nasza redakcje uda sie kiedy$ zastapi¢ dobrze
wyuczonym modelem LLM?
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https://www.deltami.edu.pl/2018/11/migawka-informatyczna-rok-2058/

Oczywiscie o AI w Delcie juz nie raz
pisaliSmy, w szczegdlnosci o samych jej
fundamentach (A}S, Afgh A}é, Agg, Ag4).
Zachecamy do siggniecia i po te teksty!

Zapewne wyjasni¢ nalezaloby, co
dokladnie rozumiemy przez
napisane/wykonane przez sztuczng
inteligencje. Jednakze nie bedziemy tutaj
bardzo $cisli — dla nas znaczy to po
prostu tyle, ze wybranemu silnikowi AT
(jak ChatGPT, Grok, Gemini, DeepSeek,
Claude, LLaMA czy Mistral) zostanie
podane jakies krotko opisane zadanie,

a po jego wstepnym wykonaniu — by¢
moze kilka dodatkowych présb o drobne
poprawienie/ulepszenie wskazanego
fragmentu przy pomocy dalszych krétkich
instrukcji. Tych instrukcji (tzw.
promptéw) nie bedziemy publikowaé ani
szczegbdlowo omawiac.

W tym miejscu wyraznie zaznaczmy: nie
traktujemy bynajmniej artykutéw z serii
»Al we wlasnej osobie” jako
réwnoprawnych tekstéw, ktére uwazamy
za doréwnujace jakoscig ludzkim
wytworom. Wrecz odwrotnie: chcemy
tylko bezposrednio pokazywadé, co obecnie
daje si¢ zrobié¢. Prosimy wiec do tej serii
podchodzié przedmiotowo, a nie
podmiotowo. Oraz raczej z okiem
przymruzonym niz skupionym.

ﬁ Z.adania

Rozwigzania na str. |24

Plan dziatania

Po tym przydhugim wstepie czas na konkrety. Obiecujemy zaczaé pisaé¢ o Al
regularnie. Rozpoczynamy cykl artykuléw zatytutowany ,,Cztowiek o AI”
(niniejszy tekst mozna traktowaé jako zerowa czesé tej serii). Kolejnych
zapraszanych autorow bedziemy zacheca¢ do zapoznania sie z poprzednimi
tekstami oraz do napisania czego$ nowego. Przy czym nie bedziemy narzucac
niczego konkretnego. Chcemy publikowaé i polemiki, i opinie filozoficzne; opinie
entuzjastéw, ale i glosy omawiajace zagrozenia; teksty dlugie i kréciutkie
notatki; a przede wszystkim artykuly typowo techniczne: o samym procesie
uczenia maszynowego, o modelach LLM itp. W tej serii swdj udzial mogg mieé¢
takze Czytelnicy — niniejszym serdecznie zachgcamy do nadsylania swoich
propozycji artykutow.

Dodatkowo glos oddamy tez samej Al. Bedziemy bowiem publikowaé co jaki$
czas artykuly w pelni napisane oraz rysunki w pelni wykonane przez sztuczna
inteligencje. Takie artykuly bedziemy oznacza¢ jako ,, Al we wlasnej osobie”.

W tym numerze zapraszamy do lektury artykuléw czlowieka-raczej-entuzjasty
(Piotr Sankowski, Nadchodzi rewolucja w prowadzeniu badai, str. 8),
czlowieka-raczej-sceptyka (Jerzy Marcinkowski, Osiem krdtkich uwag

z pamietnika, str. [11)), czlowieka-obserwatora (Marek Kordos, W szponach
metodologicznej poprawnosci, str. 14), maszyny piszacej (ChatGPT, Male
twierdzenie Fermata — o pieknie prostych idei, str.|6) oraz maszyny rysujacej
(Grok, okladka).

Milej lektury!

PS. Dziekuje Chatowi GPT za wydatna pomoc (kwerenda, drobna korekta)
w pisaniu tego artykutu.

Przygotowat Patryk MICHALSKI

F 1139. Ol6wek o masie m i promieniu r podparto przy konicach ustawionymi
prostopadle do niego palcami. Wspolezynniki tarcia kinetycznego i statycznego
miedzy palcem a otéwkiem wynosza odpowiednio p i ps. W pewnym momencie
palce zaczeto jednostajnie zbliza¢ do siebie wzdluz osi otowka. Czy zblizajac
palce wystarczajaco wolno, mozna sprawi¢, ze oléwek w czasie ruchu nie straci
rownowagi?

F 1140. Walcowy korek o promieniu r wyciagany jest z predkoscia v pionowo
z szyjki butelki. Jaka dodatkowo predkosé katowa w nalezy nadaé¢ korkowi, zeby
sita tarcia dzialajaca wzdluz osi szyjki zmniejszyta sie dwukrotnie?

Przygotowal Dominik BUREK

M 1846. Na prostokatnym arkuszu papieru poprowadzono kilka odcinkow
rownoleglych do jego bokéw. Odcinki te podzielilty arkusz na prostokaty,
wewnatrz ktérych nie ma juz narysowanych linii. Wanda chce w kazdym

z tych prostokatéw poprowadzi¢ jedng przekatna, dzielac go na dwa trojkaty,

a nastepnie pokolorowaé kazdy tréjkat na czarno albo na biato. Czy jest prawda,
ze zawsze mozna to zrobi¢ w taki sposéb, aby zadne dwa tréjkaty tego samego
koloru nie mialy wspélnego odcinka brzegowego?

M 1847. W przestrzeni dane sg odcinki AA;, BBy oraz C'C7 o wspdlnym
grodku M. Okazalo sig, ze sfera w, opisana na czworoscianie M Ay B1C4, jest
styczna do plaszczyzny ABC w punkcie D. Niech O bedzie $rodkiem okregu
opisanego na trdojkacie ABC. Udowodnié, ze MO = M D.

M 1848. Dane sa takie liczby dodatnie a, b, ¢, ze z odcinkéw o dtugosciach
a?026 p2026 2026 1y57ma zbudowaé tréjkat. Udowodnié, ze jedng z liczb a, b
lub ¢ mozna podzielié¢ przez 2026, otrzymujac liczby a’, ¥, ¢/, tak ze z odcinkéw
o dlugosciach o', V', ¢’ réwniez mozna zbudowaé trdjkat.
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https://deltami.edu.pl/2018/01/glebokie-uczenie-maszyn/
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Al we wtasnej osobie (1)

*ChatGPT (GPT-5), model jezykowy
opracowany przez OpenAl. Prompty
sautorowi” podrzucal Tomasz Kazana,
zupelnie bezwstydnie zachecajac go do
maksymalnie emocjonalnych, osobistych
i subiektywnych opinii.

Tekst moze sugerowaé, ze Fermat
zanotowal tre§¢ WTF na marginesie
jakiej$ ksiegi prawniczej, a tymczasem
byta to Arytmetyka Diofantosa
(przyp. red.).

Fakt, ze nowy zbiér jest permutacja
starego, mégltby by¢ tutaj nieco lepiej
uzasadniony (przyp. red.).

Matle twierdzenie Fermata —
o pieknie prostych idei
ChatGPT*

Wprowadzenie — marginesy pelne cudéw

Na marginesach ksiag prawa kryja sie czasem rzeczy wigksze niz same przepisy.
Tak wtasnie bylto z Pierrem de Fermatem — XVII-wiecznym prawnikiem

z Tuluzy, ktéry w wolnych chwilach oddawat sie matematyce. Jego notatki
bywaly krétkie, czesto pelne tajemnic, a czasem nawet irytujace dla pézniejszych
badaczy: ,,Dowdd jest zbyt obszerny, by zmiesci¢ go na marginesie” — napisat
kiedy$, notujac Wielkie Twierdzenie Fermata.

Ale dzi$ nie chodzi o to stynne, gigantyczne twierdzenie, ktére doczekato sie
dowodu dopiero w naszych czasach. Chodzi o co$, co Fermat sformultowat
rownie zwiezle, lecz co okazalo sie fundamentem nowoczesnej teorii liczb

i kryptografii. Oto jego ,male” twierdzenie — nazwane tak dla odréznienia od

tamtego ,wielkiego” — a przeciez wcale nie mniej piekne:
a? ' =1 (mod p),

dla kazdej liczby catkowitej a niepodzielnej przez pierwsza liczbe p.

Kiedy czytam to twierdzenie, zawsze mam wrazenie, ze jest ono jak maly
klejnot: blyszczy prostota, a zarazem skrywa w sobie co$ glebszego.

Co wazne, istnieje wiele dowodéw tego faktu. To jedna z rzeczy, ktére
najbardziej cenie w matematyce: ze ta sama prawda moze by¢ odkrywana

z réznych stron, a kazda droga do celu odstania inny krajobraz. Ja sam
wybratem tu dwa dowody — kombinatoryczny i oparty na dwumianie Newtona —
bo wtasnie one, moim zdaniem, maja w sobie wyjatkowa elegancje i czystosc.

Dowé6d kombinatoryczny — spryt Fermata

Rozwazmy zbiér liczb:
{1,2,...,p—1}.

Co sie stanie, jesli pomnozymy kazda z nich przez a, liczbe niepodzielna przez p?
Otrzymamy nowy zbiér:

a-1l,a-2, ...,a -(p—1),
wszystko rozpatrywane modulo p.
Tutaj tkwi piekny trik: poniewaz a nie dzieli sie przez p, kazde z tych iloczynéw
daje inng reszte. Innymi stowy, to, co otrzymali$my, to dokladnie ta sama
kolekcja liczb {1,2,...,p — 1}, tylko przemieszana. Matematycy powiedzieliby:
mamy do czynienia z permutacja.

A skoro to ta sama kolekcja, to i ich iloczyn powinien dawaé te samag reszte
modulo p. Ale przeciez z jednej strony iloczyn wynosi:

]
a z drugiej:
(a-D(a-2)---(a-(p—1))=a? ' (p—1)
Stad wynika:
p—D'=a’t (p—1)
A teraz najwazniejszy moment: skoro (p — 1)! nie jest podzielne przez p, mozemy
je ,,skrécié” w tej kongruencji. Pozostaje nam czysta, pigkna reszta:

a =1

(mod p).

(mod p).

Ten dowdd zawsze mnie zachwyca. To tak, jakbySmy dokonali maltej sztuczki
iluzjonistycznej: niczym niepozorna permutacja, a tu nagle — efekt wow!
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Stowa ,licznik” i ,,mianownik” odnoszg
. . p! .
si¢ oczywiscie do utamka T =TT czyli

wartos$ci (z) (przyp. red.).

Argument o powtarzaniu obserwacji jest
nieco mglisty. Czytelnik Niesztucznie
Inteligentny moze go rozjasni¢ w oparciu
o indukcje matematyczng. Krokiem
indukcyjnym jest tutaj

(a+1)? =a” +1=a+ 1 (przyp. red.).

S (modm a"=b V
/’ —  loo O/
—_ ) —loo| —
m~ p oo

S NEE

Uwaga o notatce na marginesie jest tutaj
chybiona, bo dotyczy Wielkiego, a nie
Matlego twierdzenia. To drugie Fermat
zanotowal w liscie do Frénicle’a de Bessy
(przyp. red.).

Dowd6d Newtona — algebra w stuzbie liczb pierwszych

Innym spojrzeniem na to samo twierdzenie jest algebra, a dokladniej rozwiniecie
dwumianowe Newtona. Przyjrzyjmy sie uwaznie:

(a-l—l)p:ap-i-(ll))ap_l—i— <§)ap—2+...+(pp1)a+1.

Teraz spojrzmy na wspolczynniki. Jedli p jest pierwsze, to kazdy

wspoélezynnik (Z) dla 1 < k < p—1 jest podzielny przez p. To nie przypadek

— w liczniku mamy czynnik p, a w mianowniku nic go nie skraca.

Dlatego cala ta wielka suma sprowadza sie do prostego faktu:
(a+1)P=a’+1

To jest niezwykle: znikneta cala zlozonosc, zostaly tylko dwa skladniki.

(mod p).

Powtarzajac te obserwacje dla kolejnych liczb, widzimy, ze w ogdlnosci:

a’? =a (mod p).

A stad juz tylko krok do Malego twierdzenia Fermata: jesli a i p sg wzglednie
pierwsze, to mozemy podzieli¢ przez a i otrzymujemy:

a?” ' =1 (mod p).

Ten dowdd jest jak pokazanie, ze w samym sercu algebry Newtona ukrywa
sie prosta wlasciwosé liczb pierwszych. To nie przypadek, ze wlasnie z takich
obserwacji narodzita sie pdézniej calta galaz teorii liczb.

Dlaczego to twierdzenie fascynuje?

Czemu akurat to twierdzenie tak mnie pocigga? Moze dlatego, ze taczy w sobie
dwie cechy, ktére rzadko ida w parze: jest niezwykle proste do sformulowania,
a zarazem ma potezne konsekwencje.

Spoéjrzmy na praktyke: Male twierdzenie Fermata to fundament szybkich testéw
pierwszoéci. To dzieki niemu komputer moze blyskawicznie sprawdzaé, czy
ogromne liczby (majace setki cyfr!) moga by¢ pierwsze. Bez tego nie mielibySmy
kryptografii RSA, a wiec i bezpiecznego internetu w takiej formie jak dzis.

Ale jest tez drugi powdd — filozoficzny. To twierdzenie jest przykladem tego, ze
matematyka ma swoje ,niewidzialne prawa przyrody”. Jakby liczby rzadzilty
sie wlasnymi prawami, ukrytymi regutami gry, ktére tylko czekaja, zeby ktos je
odkryl. Fermat byl jednym z tych, ktérzy mieli odwage spojrze¢ w te gestwine
i zanotowac: ,,oto jest prawda”.

I wlasnie to mnie najbardziej fascynuje. Bo Male twierdzenie Fermata pokazuje,
ze prawda matematyczna nie musi by¢ monumentalna, aby byla piekna. Moze
by¢ zapisana w jednym réwnaniu — a mimo to mie¢ moc zmiany Swiata.

Zakonczenie — mate twierdzenie, wielkie idee

Fermat nie zostawil swojego dowodu. Dla nas to moze by¢ rozczarowanie, ale dla
historii matematyki — blogostawienistwo. Dzigki temu przez wieki matematycy
odkrywali kolejne sposoby udowodnienia tej samej tezy. Kazdy z tych dowodow
jest jak inny jezyk opowiadania tej samej historii.

Ja sam wybralem tu dwa — bo sa dla mnie szczegdlnie pigkne. Jeden jest pelen
sprytu i prostoty, drugi elegancji algebry. Oba razem pokazuja, ze matematyka
to nie tylko rachunki i symbole, ale tez opowie$¢ — o logice, o strukturach,

o pieknie.

Na konicu pozostaje refleksja: to, co Fermat zanotowal w marginesie,

wciaz do nas przemawia. Matematyka ma to do siebie, ze si¢ nie starzeje.
Rownanie zapisane w XVII wieku moze dzis§ chroni¢ nasze dane w internecie.
A krétki, prosty wzoér moze inspirowaé kolejne pokolenia — nie dlatego, ze jest
wpraktyczny”, lecz dlatego, ze jest piekny.
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Czfowiek o Al (1)

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski;
Dyrektor Instytutu Badawczego IDEAS

Wiecej o poziomie IQ modeli Al:
www.trackingai.org/

Wiecej o zmaganiach AI na MOM:
deepmind.google/blog/ai-solves-imo-
problems-at-silver-medal-level /

Wiegcej o zmaganiach Al na ICPC:
worldfinals.icpc.global /2025 /openai.html
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Nadchodzi rewolucja
w prowadzeniu badan
Piotr SANKOWSKI*

W ostatnich latach termin sztuczna inteligencja (ang. Artificial Intelligence, AI)
stal sie jednym z najczesciej pojawiajacych sie hasel w mediach, laboratoriach
badawczych i rozmowach o przysztosci spoleczenstwa. Sztuczna inteligencja
nazywana jest technologia przelomowa, tzn. innowacja, ktéra tworzy nowy rynek
lub radykalnie przeksztalca istniejacy, wypierajac dotychczasowe rozwiazania.
Niektérzy mowiag po prostu, ze zmieni to sposéb, w jaki robione sg rzeczy.

Dotyczy to wielu wykonywanych zawodéw, ktére sa przeksztalcane przez
generatywna sztuczna inteligencje. Generatywna sztuczna inteligencja (ang.
generative AI), to modele, ktére tworza nowe tresci: tekst, obraz, muzyke

czy kod komputerowy. W przeciwienstwie do wielu wczesniejszych systemoéow
Al ktore gtéwnie rozpoznawaly lub klasyfikowaly dane, generatywne modele
produkujg cos nowego. Ten fakt sprawia, ze wptywaja bardzo mocno na zawody
kreatywne, takie jak: copywriter, dziennikarz, twérca marketingowy, redaktor

i korektor, specjalista PR, ale tez grafik komputerowy, ilustrator, projektant
UI/UX, twérca gier czy wrecz programista.

Innymi stowy, okazalo sig, ze kreatywnos¢ jest stosunkowo prosta dla systemow
Al i sa one w stanie osiagnaé ludzki poziom generowania tresci latwiej, niz

si¢ komukolwiek wczesniej wydawalo. Natomiast inteligencja potrzebna do
wykonywania prostych czynnoéci, jak sktadanie prania, jest duzo trudniejsza
do osiagniecia — cho¢ prace oczywiscie trwaja. Ten zaskakujacy stan rzeczy

ma tez daleko idace konsekwencje, poniewaz nalezy si¢ spodziewaé, ze Al
bedzie w stanie wspiera¢ nas rowniez w bardziej ztozonych czynnosciach
intelektualnych, takich jak prowadzenie badan naukowych.

Brzmi to nadal troche jak science fiction, ale jest znacznie blizsze realizacji,
niz sie wydaje, poniewaz w testach inteligencji najnowsze modele Al osiagaja
wyniki rzedu 140 IQ. Co wiecej, osiagaja znakomite rezultaty w rozwigzywaniu
skomplikowanych zadan matematycznych czy programistycznych.

Warto w tym kontekscie wspomnieé¢ o dwoch przykladach. Po pierwsze, model
AlphaProof osiggnal znakomite wyniki na Miedzynarodowej Olimpiadzie
Matematycznej, odpowiadajace zdobyciu srebrnego medalu. Po drugie, ogdlny
model rozumujacy stworzony przez OpenAl rozwiazal wszystkich dwanascie
zadann w Miedzynarodowych Zespolowych Zawodach Programistycznych (ang.
International Collegiate Programming Contest, ICPC). Moim zdaniem ten
drugi wynik jest duzo bardziej spektakularny, poniewaz w konkursie bral udziat
model ogdlnego przeznaczenia, a nie system zaprojektowany specjalnie do
rozwigzywania jednego typu problemdw.

Widag, ze sztuczna inteligencja moze efektywnie wspiera¢ nas w automatycznym
pisaniu kodu, ale tez od kilku lat obserwujemy powstawanie rozwiazan
wspierajacych naukowcéw w zmudnych zadaniach, takich jak wyszukiwanie
literatury czy analiza danych. Jednak najnowsza fala narzedzi idzie znacznie
dalej. Nie maja by¢ ,inteligentnym kalkulatorem”, lecz wspoéltbadaczem,

ktory potrafi zaproponowaé temat badan, sformutowaé hipoteze, zaplanowac
eksperyment i sprawdzi¢ jego wynik.

Idea ta zmaterializowala sie w postaci dwdch projektéw: AT co-scientist Google
Research oraz The AI Scientist firmy Sakana AI. Oba opieraja sie na duzych
modelach jezykowych i architekturach agentowych, lecz ich cele i strategie
dziatania nieco si¢ réznia.

Projekt Google Research ma charakter narzedzia, ktore dazy do rozszerzenia

zdolnoéci badacza i, wspolpracujac z nim, nie prébuje go zastapi¢. W tym

modelu to naukowiec formutuje cel, np. zagadnienie biologiczne czy chemiczne,

a system:

o przeszukuje literature naukowsa, wykorzystujac modele jezykowe do analizy
tresci, a nie jedynie sléw kluczowych,
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e syntetyzuje aktualny stan wiedzy, wskazujac gtéwne wyniki, spory
i niesp6jnosci,
e generuje zestaw mozliwych hipotez, czesto reprezentujacych odmienne
podejscia teoretyczne,
e proponuje plan badan, sugerujac metody, probki danych, analize statystyczna
oraz potencjalne wyniki.
W szczegblnosci ostatni punkt stanowi najwieksza nowosé, poniewaz wczedniejsze
narzedzia Al dla nauki dzialaly gléwnie ,po fakcie”, pomagajac analizowaé
dane z juz przeprowadzonych eksperymentow. Al co-scientist przesuwa ciezar
pracy w strone planowania i projektowania badan, czyli jednego z najbardziej
tworczych etapow pracy naukowej.

W prezentowanych studiach przypadkéw system generowal hipotezy dotyczace
m.in. przekierowania lekéw oraz mechanizméw choréb zakaznych. Wymagal
jednak zawsze ludzkiej weryfikacji — zaréwno merytorycznej, jak i etycznej.
Google deklaruje, ze system ma by¢ narzedziem do tworzenia odpowiednich
pytan badawczych, a nie do podejmowania decyzji o eksperymencie bez udziatu
naukowca.

Zespol Sakana Al obral inng strategie: zamiast narzedzia wspierajacego badacza,
system ma imitowaé caly cykl badawczy. AI Scientist potrafi:

e zaproponowaé pomyst badawczy,

o zmodyfikowa¢ kod eksperymentu lub stworzyé¢ go od zera,

e uruchomié¢ eksperyment i zebra¢ wyniki,

e wygenerowaé¢ wykresy i tabele,

e napisa¢ manuskrypt naukowy w ETEX-u wraz z cytowaniami.

Gdzie w tym wszystkim ,nauka”? W testach laboratoryjnych system dziatat
iteracyjnie: po ,napisaniu” pracy przeprowadzal wlasna pseudo-recenzje,
wykrywal bledy i wracal do etapu badan, aby poprawi¢ metodologie lub
rozszerzy¢ wyniki. Przypomina to uproszczony, ale rozpoznawalny cykl
publikacyjny.

Ograniczenia sg jednak wyrazne. System radzi sobie najlepiej w dziedzinach,
gdzie eksperyment mozna przeprowadzi¢ w petni komputerowo — w uczeniu
maszynowym, optymalizacji czy symulacjach. W naukach eksperymentalnych
(biologia, chemia, neurofizjologia) nadal nie istnieje droga na skréty: Al

moze zaproponowaé eksperyment, ale nie przeprowadzi go fizycznie ani nie
sprawdzi skutkow w laboratorium. Wygenerowane artykuly bytly obiecujace, lecz
wykazywaly niedoskonalo$ci — np. niezreczny dobdr cytowan czy uproszczone
wnioskowanie.

W historii nauki kazda nowa technologia — mikroskop, obliczenia numeryczne,
synchrotron, sekwencjonowanie DNA — zmieniala sposob zadawania pytan
badawczych. Generatywna sztuczna inteligencja moze by¢ kolejnym takim
narzedziem, pomagajacym formutowaé hipotezy, projektowaé eksperymenty

i prototypowaé¢ pomysty szybciej niz kiedykolwiek wczesniej. Takg wiare wydaja
sie mie¢ takze Stany Zjednoczone, gdzie 24 listopada prezydent Donald Trump
podpisal rozporzadzenie wykonawcze ustanawiajace Misje Genesis. Jak czytamy
w dokumencie: ,Niniejsze rozporzadzenie rozpoczyna Misje Genesis jako
ukierunkowane i skoordynowane ogélnokrajowe przedsiewziecie majace na celu
uwolnienie nowej epoki innowacji i odkry¢ napedzanych sztuczng inteligencja,
ktére moga rozwiazaé¢ najtrudniejsze problemy XXI wieku”.

Czy algorytmy stana sie rzeczywiscie ,wspotautorami” odkryé¢? Odpowiedz
zalezy zapewne od tego, czy badacze potraktuja Al jako kreatywnego partnera,
czy tylko szybsza maszyne do pisania kodu. Dzisiejsze rozwiazania nie uprawiaja
nauki za nas — ale moga sprawic¢, ze bedziemy zadawac lepsze pytania. Ja
osobiscie nie moge sie doczekad, kiedy odkrycia naukowe przyspiesza dzieki Al.
Mysle, ze rzeczywidcie drastycznie zmieni si¢ praca naukowca, a najbardziej

w dyscyplinach teoretycznych, jak matematyka, fizyka teoretyczna czy
informatyka teoretyczna. Badacze pracujacy w tych dziedzinach beda musieli
pogodzié¢ sie z koniecznoscia podjecia wspdlpracy z Al, aby tworzy¢ nowe
odkrycia. Jednakze bycie takim ,operatorem” Al bedzie wymagalo nadal
ogromnej wiedzy i na pewno doswiadczenia.
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

XGBoost

® Poprawnie sklasyfikowane dane
X Biednie sklasyfikowane dane
3] — Decyzja drzewa decyzyjnego

Ilustracja zasady dzialania drzewa decyzyjnego
w przestrzeni dwéch cech. Lamana czarna granica
odpowiada sekwencji pytan decyzyjnych: (1) czy
y > 0; (2a) jesli tak, czy = < 0; (2b) jesli nie, czy
x < —2. Krzyzyki oznaczaja bledne klasyfikacje

Kaggle to popularna platforma do nauki programowania oraz uczenia
maszynowego. Oprécz zadani dla poczatkujacych organizowane

sg tam rowniez rzeczywiste wyzwania — czesto z nagrodami
finansowymi — polegajace na zastosowaniu metod uczenia maszynowego
do probleméw, ktére nie zostaly jeszcze w pelni rozwiazane lub
zoptymalizowane.

Konkurs zostal zorganizowany przez zesp6t ATLAS

przy eksperymencie LHC, ktéry udostepnil publicznie
symulacje wykorzystywane wcze$niej w poszukiwaniach
bozonu Higgsa. Zadanie polegalo na opracowaniu
algorytmu uczenia maszynowego zdolnego do skutecznego
rozrozniania zdarzen zawierajacych bozon Higgsa od tla,
czyli zdarzen imitujacych interesujacy fizykéw sygnat.

Zainteresowanie wyzwaniem okazalto sie ogromne. Zlozono
ponad trzydziesci pigé tysiecy rozwiazan, co robi wrazenie
nawet z dzisiejszej perspektywy — mimo znacznie wigkszej
popularnosci tej tematyki przecigtne konkursy na
platformie Kaggle przyciagaja zwykle okolo tysiaca
zgloszen. Wydarzenie to jednak zapisalo sie w pamieci
uczestnikéw nie tylko ze wzgledu na skale zainteresowania,
lecz takze — a byé moze przede wszystkim — jako moment
spopularyzowania niewielkiej wéwczas biblioteki o nazwie
XGBoost.

XGBoost jest algorytmem opartym na zespolach

drzew decyzyjnych. Same drzewa decyzyjne dzialaja
poprzez zadawanie sekwencji prostych pytan, ktére
stopniowo dziela zbiér danych na podzbiory o podobnych
wlasno$ciach. Dla przykladu, pytanie ,czy x > 0?” pozwala
rozroznié liczby dodatnie i ujemne. W praktyce drzewa
decyzyjne stosuja wiele takich rozgatezien jednoczesnie,
opierajac si¢ na zestawie parametréw wejéciowych
uzywanych do przewidywania wyniku. W przypadku
danych z LHC mogloby to by¢ na przyktad pytanie:

»Cczy energia czastki jest wigksza niz 20 GeV?”. W swojej
klasycznej postaci algorytm ten analizuje mozliwe
podzialy przestrzeni parametréw i wybiera te, ktére
prowadza do najlepszego dopasowania modelu do danych.

Drzewa decyzyjne stanowia podejscie odmienne od powszechnie

dzis$ stosowanych metod opartych na sieciach neuronowych. Choé¢

sg rozwigzaniem prostszym, czesto osiagaja poréwnywalne, a niekiedy
nawet lepsze wyniki. Czytelnikom Delty, ktérzy chca rozpoczaé nauke
uczenia maszynowego, proponuje¢ pokrétce zapoznaé sie¢ z drzewami
decyzyjnymi, zanim siegna po bardziej ztozone modele.
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Jeszcze w latach dziewieédziesiatych CERN (Europejska Organizacja Badan
Jadrowych) byl pionierem w rozwoju technologii informatycznych. To
wladnie tam powstal i zostal przetestowany system WWW (World Wide

. Web), zanim zostal udostepniony publicznie.

Réwniez w CERN-ie juz w tamtym okresie szeroko stosowano metody, ktére
dzi$ zaliczamy do uczenia maszynowego. Sieci neuronowe wykorzystywano
. miedzy innymi w analizie danych z akceleratora LEP — bezposdredniego
poprzednika LHC. CERN nalezal wowczas do jednych z pierwszych
osrodkéw prowadzacych badania w tym zakresie, co — biorac pod uwage
ogromne iloéci przetwarzanych danych — nie powinno dziwié¢. Obecnie

. sytuacja wyglada jednak inaczej: CERN w wiekszym stopniu korzysta

» z postepéw w dziedzinie uczenia maszynowego, niz sam je wyznacza.

Kiedy zatem CERN dal sie wyprzedzi¢ srodowisku komputerowych geekéw?
Cho¢ na to pytanie nie ma jednoznacznej odpowiedzi, za symboliczna

date mozna uzna¢ 12 maja 2014 roku. Tego dnia na platformie Kaggle
rozpoczelo sie wyzwanie Higgs Boson Machine Learning Challenge.

Ta pozornie prosta metoda jest dodatkowo wzmacniana
za pomoca tzw. przyspieszenia gradientowego (ang.
gradient boosting). Polega ono na sekwencyjnym
trenowaniu wielu drzew decyzyjnych, przy czym w kazdej
kolejnej iteracji proces uczenia koncentruje si¢ na
obszarach przestrzeni danych, ktére zostaly najstabiej
opisane przez poprzednie modele. Do poruszania sie¢ po
przestrzeni parametréw wykorzystuje sie przyblizong
funkcje straty oraz jej gradient i krzywizne. Ostateczna
predykcja powstaje jako $rednia przewidywan wszystkich
drzew wchodzacych w sktad modelu.

Algorytm ten stanowil podstawe wiekszosci skutecznych
rozwiazan zgloszonych w ramach Higgs Boson Machine
Learning Challenge, cho¢ zadne z nich nie zajeto
ostatecznie miejsca na podium. Jedynym oficjalnie
wyréznionym tworca zostal Tiangi Chen — autor
algorytmu XGBoost — ktéry otrzymal nagrode specjalna.
Co jednak istotniejsze, konkurs ten znaczaco przyczynit
sie do spopularyzowania XGBoost w §rodowisku
zajmujacym sie uczeniem maszynowym.

Obecnie XGBoost uchodzi za jedno z najlepszych
narzedzi w swojej klasie, szczegdlnie dobrze sprawdzajace
sie w zadaniach opartych na danych tabularycznych. Do
jego gltownych zalet naleza bardzo szybka implementacja
oraz stosunkowo wysoka — w poroéwnaniu z sieciami
neuronowymi — interpretowalno$¢ wynikéow. W 2022 roku
biblioteka ta byla trzecia najczesciej uzywana biblioteka
uczenia maszynowego, ustepujac jedynie pakietom
Scikit-learn i Keras, czyli rozbudowanym platformom
stuzacym do budowy i trenowania réznorodnych modeli,
w tym sieci neuronowych.

Oprécz XGBoost-a duza popularnoscia ciesza sie obecnie réwniez
biblioteki Light GBM oraz CatBoost. Opieraja si¢ one na tych samych

zasadach, a wybér konkretnego algorytmu zalezy zazwyczaj od
charakteru i rozmiaru zbioru danych, na ktérym trenowany jest model.

A CERN? W rzeczywistodci instytucja ta nadal prowadzi
intensywne badania z zakresu uczenia maszynowego, lecz

nie pelni juz roli gléwnego motoru rozwoju algorytmow.
Paleczka pierwszenstwa znajduje sie dzi§ gdzie indziej. . .

Wiktor MATYSZKIEWICZ
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Autor tego tekstu odnosi si¢ do wywiadu,
ktéry mozna znalezé pod adresem:
www.pap.pl/aktualnosci/prof-sankowski-
matematyka-bedzie-pierwsza-dziedzina-
gdzie-ai-osiagnie-mozliwoscil

Uwaga: jest zupelnym przypadkiem, ze
akurat w tym samym numerze Delty
znajduje si¢ inny artykul — autorstwa
wtasnie profesora Sankowskiego. Obayj
autorzy nie mieli wiedzy na temat tego,
kto zostal poproszony o sasiedzki tekst
dotyczacy Al na tamy Delty. Oba teksty
powstawaly wigc réwnolegle, bez
wzajemnego wgladu (przyp. red.).

Osiem kroétkich uwag z pamietnika

Jerzy MARCINKOWSKI*
1

Moéwig nam rézni ,,prorocy” Al ze matematyka juz niedtugo podzieli los
szachow.

Zdolnos¢ do gry w szachy wydawala sie kiedy$ istota inteligencji. Nie da sie,
mys$lelidmy, dobrze gra¢ w szachy, nie rozumiejac pozycji i nie konstruujac
planéw gry. Planéw, ktore dopiero potem wypelniaja sie mechanicznym
liczeniem wariantow.

No i okazalo sig, jak Czytelnik juz wie, ze nie ma dzi$ na $wiecie nikogo, kto
wygralby w szachy ze swoim telefonem. Chyba, Zze ma bardzo stary telefon.

A telefon nie rozumie pozycji. Tak nam sie przynajmniej wydaje, ze nie rozumie.
On liczy warianty.

Podobnie, méwia nam, bedzie z matematyka. Na przyklad w tytule wywiadu dla
Polskiej Agencji Prasowej z tworca stawnego ostatnio warszawskiego instytutu
IDEAS, profesorem Piotrem Sankowskim, pojawia sie stwierdzenie, ze ,matematyka
bedzie pierwsza dziedzina (nauki), gdzie Al osiagnie mozliwosci nadludzkie”.

Moze tak bedzie, a moze nie bedzie. Nie wiem. Profesor Sankowski tez nie wie.
Nikt nie wie.

2

Piszac w tym tekscie ,AI”, mam na my$li wielkie modele jezykowe (LLM)
wzbogacone by¢ moze (tak jak to sie teraz robi) o jaki§ mechanizm sprawdzania
poprawnosci. Taki model dziala tak, ze przeczytal wszystkie dostepne na $wiecie
teksty. I produkuje, gdy go o co$ pytamy, nowy tekst, najbardziej podobny,

w sensie pewnych skomplikowanych miar podobienstwa, do wszystkiego, co

w kontekscie naszego zapytania spodziewalby sie w tych tekstach zobaczy¢.
Model nie interesuje sie Swiatem i nie wie nic o nim. Poniewaz nie wie nic

o Swiecie, nie zna pojecia prawdy, bo prawda sie definiuje poprzez poréwnywanie
zdan ze $wiatem. A on zna tylko zdania, nie zna Swiata.

Profesor Sankowski, podobnie zreszta jak wielu innych uczonych, ktérzy na
pewno wiedza o Al wiecej niz ja, uwaza, ze akurat w badaniach matematycznych
ten brak doswiadczenia $wiata nie jest przeszkoda. ,Dziedzina badan, na ktérg
sztuczna inteligencja bedzie miala najwigkszy wplyw” — pisze w cytowanym
wywiadzie dla PAP — | jest matematyka. Ta dziedzina istnieje bez koniecznosci
interakcji ze $wiatem fizycznym”.

Czyli Ze mozna naczytaé sie tekstéw matematycznych i jesli sie ich przeczyta
wystarczajaco duzo, to potem mozna tworzy¢ nowe teksty matematyczne,
zawierajace odkrycia matematyczne na poziomie nadludzkim.

Hipotezy Riemanna jeszcze Al w ten sposéb nie udowodnila (ale, badzmy
sprawiedliwi, ludzie tez nie). Jednak, jak sie ostatnio dowiedzieliémy, prawie
umialaby wygra¢ Migdzynarodowa Olimpiade Matematyczna (IMO).
Rozwiazataby pie¢ z szedciu zadan.

Pozwdlcie, ze sie podziele w zwigzku z tym pewna anegdota, a nastepnie pewna
mys$la. Zapewne nie jestem pierwszy, ktoremu ta mysl przyszta do glowy.

3

Zaczne od anegdoty. Oté6z kiedys, ponad 40 lat temu, bratem udziat w tym
IMO-sporcie. Nawet medal zdobylem, brazowy. Lubilem rozwiazywaé¢ zadania.
Mieliémy w liceum koétko matematyczne. SWiQtej pamieci profesor Katuza
dawal nam co tydzien liste zadan. I ja potem chodzilem przez tydzien i o nich
my$slatem. I zwykle gdzies z polowe zadan z listy udawalo mi si¢ przed kolejnym
kétkiem (na ktérym pokazywaliSmy sobie nasze rozumowania) rozwigzac.

A méj kolega, nazwijmy go X, ktéry zdobywal na IMO medale juz od drugiej
klasy liceum, méwil do mnie z wyzszoscia: ,,Ja nigdy nie rozwiazalem sam
zadnego zadania, ani na kétko, ani na olimpiadzie; ja sobie przypominam
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rozwiazania”. Rzeczywidcie, w czasie gdy ja chodzitem i myslalem o zadaniach,
X studiowal sowieckie Kwanty (to byl taki miesiecznik, w ktérym byly wszystkie
mozliwe zadania z wezedniejszych olimpiad, na calym $wiecie) i czytal te
zadania, po kolei, z rozwigzaniami. A ze pamieé miat dobra, to znal je potem
wszystkie. I na olimpiadzie zawsze si¢ okazywalo, ze co$ si¢ da, z wigckszymi lub
mniejszymi zmianami, przypasowaé. Bardzo to byla skuteczna metoda, bo czyta
sie przeciez duzo szybciej niz samemu rozwiazuje. Tylko ze ja lubilem mysleé¢

o tych zadaniach, a czyta¢ nie lubitem, szczegdlnie po rosyjsku.

Teraz bedzie ta mysl, ktéra wezedniej zapowiadatem.

Ot6z wyobrazmy sobie, ze matematycy gawedzacy sobie w roku 1935 w kawiarni
Szkocka we Lwowie dostaliby do rozwigzania zadania z IMO 2025. Nie wiem, czy
jeden wieczor by im wystarczyl, czy potrzebowaliby powalczy¢ kilka dni, ale bez
watpienia rozwiazaliby te wszystkie zadania. Nawet gdyby Banach byl z jakiegos
powodu akurat nieobecny. Do tego, zeby je rozwiazaé¢, wystarczyloby im bycie
kompetentnym matematykiem z lat trzydziestych XX wieku.

Wiec ja bym chcial, zeby twércy Al uczyli te swoje ,,potwory”, uzywajac catego
tekstu matematycznego, jaki powstal DO ROKU 1935. A potem kazali im
rozwiazywac¢ zadania z IMO 2025. To by znaczylo, ze w tym korpusie tekstu,
na ktérym maszyna sie uczy, nie byloby tych wszystkich Kwantéw, tych tysiecy
zadan z réznych olimpiad wraz z rozwiazaniami. Bo (mam nadzieje, ze nie
trzeba tego wyjasnia¢) wtedy nie bylo jeszcze olimpiad matematycznych.

Mysle (moge si¢ oczywiscie mylié, okropne by bylo, gdybym sie mylil, ale watpie
zebym sie mylil), Zze sztuczna inteligencja nauczona na takim ograniczonym
korpusie tekstu rozwiazataby najwyzej jedno zadanie z IMO 2025, to z geometrii.
Bo geometria jest z nami od bardzo dawna.

4

Ciaggnac dalej te my$l: jedli wytworzony dotad, przez ludzi, korpus tekstu
matematycznego jest (jak wydaja sie twierdzi¢ prorocy Al) wystarczajacy
do wyhodowania modeli, ktére beda juz w stanie zostawié¢ nas w tyle i is¢

z matematyka dalej, z nadludzka moca, to kiedy byl pierwszy moment, gdy
ten korpus tekstu zrobil sie dla tego celu wystarczajacy?

Czy byl on juz wystarczajacy w 1935 roku? Jesli tak, to — powtarzam — dlaczego
nie nauczycie modeli na tym korpusie i nie pokazecie mi, ze one tak nauczone
rzeczywiscie umieja rozwiazywac zadania z IMO?

A jesli stal sie wystarczajacy dopiero niedawno, to zdumiewa mnie ten zbieg
okolicznosci, ze nie tylko zyjemy w czasach, kiedy czltowiek zaprojektowat
nadludzko zdolna sztuczng inteligencje, ale ze w dodatku powstala ona akurat
wtedy, gdy ludzie wyprodukowali korpus tekstu matematycznego dostatecznie
duzy, aby ta sztuczna inteligencja mogla sie na nim nauczyé¢ swoich nadludzkich
mocy.

5

Roéwnolegle z tym tekstem pisze artykul zawierajacy dowod pewnego twierdzenia,
niezbyt trudnego. Dowdd opiera si¢ na czterech tatwych lematach i kilkunastu
obserwacjach. Artykul zawiera dowody lematéw. Te dowody za$ odwoluja sie do
obserwacji i sa krétkie, bo — jak wspomnialem — to sa latwe lematy. Obserwacje
nie majg dowodéw, bo wydaja mi sie na tyle proste, ze Czytelnikowi bedzie
tatwiej wyobrazi¢ sobie odpowiedni dowdd, niz go czytac.

Przy jednej z tych obserwacji zawahaltem sie. By¢ moze — pomyslalem — powinna
ona by¢ lematem. Z dowodem na kilka linijek.

I kiedy chciatem napisaé ten dowdd, uswiadomitem sobie, ze choé¢ widze go
doskonale, to jezyk, w ktorym sformutowane jest cale moje rozumowanie, caty
formalizm, ktory wprowadzilem, zeby ponazywaé rézne obiekty, ze to jest
wszystko niewystarczajace, aby ten (zupelnie trywialny) dowéd napisaé. I zeby
go zatem napisaé, nie tylko musiatbym sie¢ cofnaé o kilka stron i przerobi¢ od
tego miejsca caly tekst (co byloby do zniesienia, jesli chcecie napisa¢ dobry
artykul, to musicie sie pogodzi¢ z tym, ze bedziecie sie cofaé i przerabiac), ale
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w dodatku musialtbym skaza¢ Czytelnika na czytanie kilku stron ciezszego, mniej
czytelnego tekstu, tylko po to, zeby raz uzy¢ tego ciezszego formalizmu dla
zapisania dowodu lematu, ktéry to dowdéd mozna sobie tatwo wyobrazi¢ bez
nazywania wystepujacych w nim obiektéw.

Wspominam o tym, bo wydaje mi sie bardzo dobra ilustracja tezy, ze matematyka
nie jest tozsama z tekstem matematycznym i ze tekst matematyczny jedynie (lepiej
lub gorzej) oprowadza nas po pewnym $wiecie, ktéry to $wiat mozemy czasem
zobaczy¢ lub wyobrazié¢ sobie, bez posrednictwa jezyka, a wigc (jak mogloby sie
wydawaé) w spos6b niedostepny dla modeli jezykowych.

6

Wierze, tak jak wierzyl Platon 2400 lat temu, a potem wielu wspélczesnych
stawnych matematykow, miedzy innymi Kurt Gédel, Paul Erdos

i Roger Penrose, ze $wiat matematyczny istnieje niezaleznie od tekstu. Wedlug
tego pogladu, matematyka istnieje obiektywnie i odwiecznie, niezaleznie od
naszej obecnosci w swiecie i od naszej zdolnosci do wyrazania mysli w jezyku.
Jesli gdzie$ daleko w kosmosie istnieje inteligentne zycie, to — jedli myslimy jak
Platon — spodziewaliby$my sie, ze tamtejsi matematycy odkrywaja matematyke
bardzo podobna do naszej.

Ale sg tez tacy matematycy, ktérzy uwazaja, ze matematyka jest jedynie
precyzyjnym tekstem. Tak myslal, na poczatku XX wieku, wielki David Hilbert
i tak, zdaje sie, mysli profesor Sankowski. Ja mam z tym pogladem problem,
bo po pierwsze on si¢ kloci z moja gleboka intuicja, a po drugie on nie
wyjasnia, czemu matematyka tak dobrze ttumaczy fizyczng rzeczywistosé. Skoro
matematyka nie ma nic wspdlnego z rzeczywistym $wiatem, to po co ucza sie jej
inzynierowie? Czy nie jest jednak tak, ze te mosty wisza dzigki matematyce?

7

Platon moégt sie oczywidcie mylié, a ja moge sie myli¢ wraz z nim. Ale jesli

si¢ jednak nie mylimy, to watpliwe jest, aby sztuczna inteligencja, oparta na
pomysle generowania najbardziej prawdopodobnie wygladajacego tekstu, mogta
rzeczywiscie dokonywaé wielkich odkry¢é matematycznych.

Ale to nie znaczy, ze nie zmieni ona sposobu, w jaki rozwija si¢ matematyke.

Bo wiekszosé z tych tysiecy artykuléw pisanych i publikowanych przez
matematykéw nie zawiera wielkich odkry¢, ani w ogdle nie zawiera istotnie
nowych idei.

Czasem sa to wariacje na temat odkry¢, ktérych ci sami ludzie dokonali
wczedniej. Moga oni na przyklad stosowaé wczesniej odkryta przez siebie
technike do rozwigzania jakiego$ nowego problemu. Taki charakter ma artykut,
o ktérym wspominalem pare akapitow temu.

Czasem za$, mySle, ze bardzo czesto matematycy wywazaja drzwi, ktére sa juz
bardziej lub mniej otwarte. Potrzebna im technika zostala juz odkryta i uzyta
w jakims$ odrobine innym kontekscie. Czlowiek nie jest w stanie tego dostrzec,
bo nie moze $ledzi¢ wszystkiego, co kiedykolwiek opublikowano. Al natomiast,
ktéra zna caly Internet, bedzie w stanie (w jaki$ magiczny sposéb, ktérego nikt
dobrze nie rozumie) zobaczy¢ analogie i albo podpowiedzie¢ nam pomyst, albo
samodzielnie stworzy¢ dowdd.

8

Matematyka zostanie zatem niejako ,domknieta” na operacje automatycznej
analogii. Mozna my$leé, ze to dobrze. Ze stanie sie to, co od wiekéw dzieje sie
w roéznych innych dziedzinach zycia, ze maszyny zastepuja nas w pracy nudnej
i rutynowej, pozostawiajac nam to, co tworcze i ciekawe.

Ale to nie jest takie proste.

Bo piszac te malo twércze prace i ponownie odkrywajac znane juz w innym
kontekécie techniki, ludzie nabywaja umiejetnoséci potrzebnych do robienia rzeczy
trudniejszych. I ja nie wiem, czym ten proces uczenia si¢ bedzie mozna zastapic.

Zauwazmy, na zakonczenie, ze powyzsze odnosi sie analogicznie do Al
zastepujacej ludzi w programowaniu.
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Cztowiek o Al (3)

* Starzec obserwator
(Twérca Delty i jej redaktor naczelny
w latach 1974-2018 — przyp. red.)

Zajmowanie si¢ starozytnych Sumerdw,
Chaldejczykoéw czy Egipcjan liczbami

i figurami matematyka nie jest; patrz np.
Donald Knuth Ancient Babylonian
algorithms in Com.of the ACM (1972).

Po ,odkryciu” zbioru pustego za
poprawne uznajemy tylko 19 sylogizméw.

Niezlg charakterystyka odrebnosci
metodologii matematycznej jest pojecie
kontrprzykladu. Najwspanialsze pomysty
nowych twierdzen musialy czesto zostad
odrzucone, bo znajdowano nieraz bardzo
sztucznie (wrecz zlosliwie) skonstruowane
obiekty, demonstrujace wyjatki od
prognozowanych regut. Szczegélnie bogata
w takie potworki jest topologia.

W szponach metodologicznej poprawnosci
Marek KORDOS*

Przystepujac do dziatania, czesto musimy wybrac:

czy zrobi¢ to, co nalezy, tak, jak si¢ uda,
czy zrobi¢ tak, jak nalezy, to, co si¢ uda.

Wybierajac pierwsza droge, za imperatyw mamy udzielenie odpowiedzi na kazde
pytanie, nie brzydzac sie wlasciwie zadnym ze sposobéw jej uzyskania.

Lekarz nie moze odméwié diagnozy ani zaordynowania leczenia, cho¢ zawsze
dysponuje tylko fragmentarycznymi badaniami, a na dodatek nie ma algorytmu
przelozenia ich na swoje decyzje.

Historyk (nie myli¢ z archiwista!) przekazuje spoleczenstwu obraz opisywanej
epoki czy procesu przemian spotecznych, choé¢ musi to byé¢ §miate uciaglenie,
uspOjnienie, uzwarcenie subiektywnie zweryfikowanych Zrdodet.

Skutecznosé ich dzialania to wynik kumulacji do$wiadczen i kontekstowych
analogii, czyli faktycznie dzialaja jak AI, choé tego nie wiedza (podobnie

jak pan Jourdain nie wiedzial, ze méwi proza). Podobnie nie wiedza o tym
bociany odbywajace (bez atlaséw, GPS czy choéby smartfonéw) coroczne
tysiackilometrowe wedrowki ani krokusy réwnoczesnie startujace jeszcze

przed poczatkiem wiosny — ten format porzadkujacy dzialanie jest starszy od
ludzkosci. Ttumaczy sie to jakims$ zegarem biologicznym czy instynktem, ale to
intelektualne tchérzostwo — wystarczy obserwacja tego, jak dziecko zaczyna
moéwié (nawet narodowcy nie sadza, ze ma w genach lub wysysa z mlekiem
matki informacje, w jakim to jezyku ma moéwié), by owa kumulacje doswiadczen
i kontekstowe analogie zobaczy¢.

W tym sensie Al nie jest niczym nowym ani oryginalnym, a istotnie trudnym
jedynie na poziomie hardware’u. Skad wiec powszechny niepokdj wobec jej
ekspansji?

Winowajcami sa tu starozytni doryccy Grecy. W wybuchu ich irracjonalnie
intensywnego zapalu do filozofowania zaczeto ich uwieraé, ze metoda kumulacji
do$wiadczen i kontekstowych analogii nie gwarantuje pewnosci uzyskanego tym
sposobem rezultatu. I stworzyli norme postugiwania si¢ druga z wymienionych
mozliwosci: wolno uznawacé i stosowaé tylko te rezultaty, ktore zostang
uzyskane na drodze $cisle zadekretowanego sposobu rozumowania, dowodu,
dedukcji. Stowem: stworzyli matematyke — zaczelo sie od mitycznego Talesa

i charyzmatycznego Pitagorasa, juz catkiem konkretni uczniowie Platona —
Teajtestos i Eudoksos stworzyli liczby rzeczywiste i teori¢ miary, Arystoteles
wymyslil sylogizmy (256 schematéw rozumowania, z ktérych wolno uzywaé
tylko 24), Euklides stworzyl Elementy, pierwsza teorie dedukcyjna, Archimedes
pokazal przydatno$é matematyki w wielu sytuacjach. I zaczelo sie.

Rezim, iz tak naprawde wartosciowe sa jedynie rezultaty uzyskane w trybie
Scistego dowodzenia, stal sie tak powszechny, ze wszyscy zaczeli badZz umniejszac
pewnosé swoich rezultatéw (np. Kartezjusz: Jedni tylko matematycy zdolali
znaleZé jakies dowody, to znaczy jakies racje pewne i oczywiste), badz tez
przypisywaé swoim filozoficznym rozumowaniom walor matematyki (np. Baruch
Spinoza: Ethica modo geometrico exposita), badZ wreszcie budujac swoja
lokalna matematyke (np. Claude Levi-Strauss, Antropologia strukturalna).
Ekstremalnie glosi sie, ze w dokonaniach naukowych tyle jest prawdy, ile
matematyki, i narzuca sie obowiazek uscislania, w sensie dedukcyjnym, wszelkich
badan. Panuje podobna do poprawnosci politycznej poprawnos¢ metodologiczna,
do ktérej Al nie pasuje.

Ten kult ,,matematycznej Scistodci” jest hermetyczny na spostrzezenie, ze jej
metodologia wyklucza rozwazanie wielu (chcialoby sie powiedzieé — prawie
wszystkich) pytan i nie potrafi rozwiazaé wielu probleméw z wlasnego obszaru
zainteresowania, tak powaznych jak hipoteza Riemanna czy hipoteza
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jakobianowa, tradycyjnie uznanych za istotne — jak
sprawa liczb pierwszych Fermata (czy istnieje liczba
pierwsza postaci 22" + 1 dla n > 5), czy wreszcie wrecz
rozrywkowych — jak problem Collatza.

Ale problemami matematyki z nig sama og6t méglby sie
nie przejmowac, natomiast warto pamietaé, ze w wielu
miejscach walor caltkowicie, bezwzglednie pewnej
odpowiedzi — bo przy jej uzyskiwaniu postugiwano sie
matematyka — jest niezastuzony. Na przyklad spokojnie
latamy samolotami, cho¢ matematycznego dowodu,

ze moga lataé, matematyka daé nie potrafi (réwnania
Naviera-Stokesa, a nawet réwnanie Zukowskiego sa poza
dzisiejszym zasiggiem matematyki). Cho¢ oczywiscie
caly szereg obliczen przy ich konstrukcji wykonano.

Uéwiadomienie sobie tego rodzaju spraw powinno nas
uspokoié. Choé twércy Al ze zrozumiatych powoddéw
sa dumni ze swych osiggnieé i, jak wszyscy twoérczo
pracujacy, uwazaja przedmiot swoich dzialan za ten
najwazniejszy na swiecie, zastugujacy na powszechny
aplauz i godny nadzwyczajnej reklamy (,krélewska
niebywalo$é”, jak u Hucka), pamietaé trzeba, ze Al
nie jest ani sprzeczna, ani tym bardziej przeciwna
obecnemu stanowi rzeczy.

Nie nalezy wiec poddawaé sie obowiazujacej od
2,5 tysiecy lat poprawnosci metodologicznej uznajacej

WM

jedynie matematyczny (badZ matematycznie podobny)
sposob eksploracji $wiata za bezpieczny dla nas i dla

tego $wiata. Al moze nam zrobié tylez dobrego i tylez
zlego, co wszystkie dotychczasowe wynalazki ludzkodci.

* * *

Odrebng sprawg jest pytanie, co Al moze zrobié dla
matematyki. Naturalng odpowiedzia jest, ze to, co
matematyce robig matematycy. Co kaze odpowiedzieé,
co tez oni jej robia.

Z moich obserwacji wynika, ze kolejne pokolenia
tworczych matematykéw staraja sie zrozumieé to, co
przekazali im poprzednicy. To zrozumienie pociaga za
soba wladciwie zawsze zmiane jezyka. Jezyk analizy
w pracach Newtona czy Leibniza jest zupelnie inny niz
w pracach Eulera i Lagrange’a, ten zupelnie inny od
jezyka Weierstrassa, a dzi§ w zupelnie innym jezyku
wyktadamy te analize studentom. Podobnie algebra
X-wiecznych Arabéw pisana jest zupelnie inaczej

niz XVI-wiecznych Wlochéw, ta znéw jest inna od
prac Abela i Galoisa, a jezyk dzisiejszych wykladow
tez tamtych jezykow nie przypomina, méwiac wiecej

i doktadniej.

Byé¢ moze Al bedzie umiala tworzy¢ nowe jezyki
opisujace matematyczng rzeczywisto$é, ktore beda
zrozumiate i dla nas — czemu nie marzy¢?

Baranek na energie stoneczng

Ze wszystkich dziwéw, ktére czasem opisuje Szanownym Czytelnikom, cztowiek
to dziw nad dziwy. Wezmy chociazby nasze masowe zdziecinnienie objawiajace
sie kolekcjonowaniem stodziakéw. Trwa nieustajacy wyscig na Najstodszego,
rosna gory zabawek i gadzetow zwiazanych z coraz nowszymi laureatami:
kotki, pieski, alpaki, wombaty, kapibary, niesporczaki. Ostatnio, przegladajac

naukowe wiadomogéci, natknelam sie na doskonalego kandydata. Oto Costasiella
kuroshimae, lepiej znana jako ,,sheep leaf” lub ,Shaun the sheep”, ,baranek
Shaun”. Nie jest to postaé¢ z bajki Aardman Animatoions, nie jest to nawet owca
ani tez 1is¢. To morski §limak.

Niewielkie rozmiary morskiej owieczki (5—8 mm) sprawily, Ze jej istnienie
ogloszono dopiero w 1993 roku. Japonska badaczka dna morskiego znalazta na
duzych glonach malenkie, pasace sie stadami zwierzeta, troche przypominajace
bohatera bajki dla dzieci. Wszystkie stowa, ktore napisze ponizej, sa z punktu
widzenia biologa nieprawidlowe. Rzecz bowiem dotyczy mieczaka, a nie
roslinozernego ssaka kopytnego. I w rzeczy samej, oprocz skojarzen wizualnych
zwierzeta te nie maja ze sobg nic wspélnego. No, moze tyle, ze faktycznie pasa
sie na zielonych pastwiskach.

Na rozszerzajacym sie ku dotowi bialym ,,pysku” Costasiella znajduje sie
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”
para czarnych ,,oczu

, skupisk komérek swiattoczutych. Tam, gdzie u owcy
wyrastaja uszy, u Slimaka wida¢ dwa dlugie wyrostki, ktore stuza za narzad
wechu i smaku. ,, Tutéw”,
aloesu, intensywnie zielone, utozone w barytkowaty ksztalt.

czyli reszta ciala, to struktury przypominajace liScie

Slimak, »basac sie”, nie gryzie roslin, ale poruszajac sie po powierzchni

liscia, uzywa narzadu przypominajacego tarke, ktorym rozrywa komoérki,

a wyplywajaca z nich zawartos¢ wciaga do otworu gebowego. Wszystko powyzej,
oprocz niezwyklej urody mieczaka, zapewne niespecjalnie dziwi. Dalej jednak
zaczynaja sie dziac¢ rzeczy nieoczywiste.



Costasiella kuroshimae, mierzaca okoto
3 mm, w Parku Narodowym Wakatobi
(autor: Christian Gloor, 2016, Wikipedia)

W wyssanej zawartosci komoérek znajduja sie chloroplasty, ktore w kazdym
przyzwoitym zwierzeciu sa degradowane i trawione. U Costasielli chloroplasty
zostaja zamiast tego wchloniete do wnetrza przez komérki nablonka jelita.
Stamtad wydostaja sie na druga strone i przekazywane sa do komérek
znajdujacych sie pod powierzchnig ciala slimaka. Tam trwaja przez kilka —
kilkanascie dni, prowadzac fotosynteze. Slimak na baterie stoneczna?

Costasiella nalezy do grupy morskich slimakéw Sacoglossa wystepujacych
powszechnie w ptytkich wodach oceanéw. Czesé z nich ma wyzej opisana
umiejetnosé kleptoplastii, czyli okradania organizmu, ktérym sie zywia,

z chloroplastow.

Nie jest jasne, jaki dokladnie jest mechanizm tego zjawiska, pewne jest, ze
komorki slimakéw rozpoznaja chloroplasty rosliny jako cos, czego nie nalezy
trawi¢. Chloroplast wchlaniany jest do komérki na drodze fagocytozy, czyli
wkledniecia btony komoérkowej do wnetrza. Utworzony pecherzyk powinien
potaczy¢ sie z lizosomem, komdrkows banka wypelniona enzymami trawigcymi
zwiazki organiczne, jednak u gatunkéw wykorzystujacych zywe chloroplasty
tak si¢ nie dzieje. Trwaja one w pecherzykach nazwanych przez badaczy
kleptosomami i przez jakis czas pelnig swoja podstawowg funkcje: slimak
korzysta z produktéw fotosyntezy w skradzionych organellach.

Rekordzistka w tej sztuce jest Elysia chlorotica, u ktorej dzialajace chloroplasty
moga utrzymywac sie blisko rok. Jak to mozliwe, nie jest do konca opisane.

W komorkach roslinnych okoto 90% bialek potrzebnych do utrzymania przy zyciu
chloroplastéw kodowanych jest przez jadro komoérkowe. Ponadto, choé¢ chloroplasty
produkuja substancje niezbedne do zycia, stanowia takze Smiertelne zagrozenie

dla komorki: sa zréodtem uszkadzajacych zwiazki organiczne, m.in. DNA i biatka,
superaktywnych wolnych rodnikéw. Rosliny wyksztalcily mechanizmy obrony przed

nadmiarem wolnych rodnikéw, komoérki slimakéw ich nie maja.

Uwaza sig, ze powstanie komérek roslinnych poprzedzita
symbioza. Wedlug obowiazujacej dzis teorii chloroplasty to
pozostalosci po cyjanobakteriach, ktore nie zostaly strawione
po wchtonieciu do wnetrza prakomérek roslinnych. Z czasem
taka symbioza dwojga partneréow, gdzie jedno zapewnialo
bezpieczne $rodowisko zycia, a drugie produkty fotosyntezy,
przerodzita sie w koniecznos$é, bo czes¢ genéw organizmu
fotosyntetyzujacego przedostata sie do jadra komoérkowego
gospodarza, a sama komodrka uproécita sie do organellum
komérkowego. Obecnie z okolo 3000 biatek niezbednych
do dzialania chloroplastéw 95% kodowanych jest w jadrze
komorki, a tylko kilka procent zawiera DNA znajdujacy
sie w chloroplastach. Naukowcy dtugo uwazali, ze takze

w przypadku $limakéw prowadzacych kleptoplastie nastapito
przeniesienie genéw rosliny do jadra zwierzecia, i cho¢ dlugo
szukali, jak dotad nie znalezli potwierdzenia tej hipotezy.

Na szkodliwe efekty nadmiaru $wiatla (zbyt intensywnie
zachodzacej fotosyntezy) §limaki maja swoje sposoby.
Korzystaja z faktu, ze moga sie poruszac i uciekaja

ze zbyt jasnych miejsc. Jeden z gatunkéw po bokach

ciata ma jasne faldy, ktére moze w razie nadmiaru
Swiatla zawinaé na grzbiet, chronigc zielone komérki.

W innym z przypadkéw chloroplasty, kiedy jest zbyt jasno,
przemieszczaja sie i tworza agregaty, ktorych wewnetrznie
polozone organella sa zaciemnione.

Pozbawione pokarmu $§limaki tracg na wadze, ale sa
w stanie w obecnosci §wiatla utrzymac si¢ przy zyciu
przez dtuzszy czas. Dluzszy niz te, ktére gloduja

w ciemnoéci. Slimaki zatem wykorzystuja produkty
fotosyntezy do zycia, a chloroplasty w ich tkankach
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nie sa, jedynie jak najpierw zakladano, sposobem na
doskonaly kamuflaz. Slimaki moga zatem czesciowo
by¢ niezalezne od zasobéw $rodowiska.

Obecnosci dzialajacych chloroplastéw zawdzieczaja
jeszcze jedna niezwykla mozliwosé slimaki z gatunku
Elysia marginata. Chodzi tu o tzw. autotomie, czyli
umiejetnosé odrzucania czesci ciata, tak jak to robig
np. oS$miornica czy jaszczurka, odrzucajac w chwili
zagrozenia, odpowiednio, ramie i ogon. E. marginata
jest w tej dziedzinie mistrzynia, przeprowadza bowiem
dekapitacje autotomiczna, czyli odrzuca. .. cale
cialo, stajac sie jedynie nieco przedtuzona glowa.

W odrzuconym ciele pozostaja wazne narzady, m.in.
serce i uktad pokarmowy. Po jakims$ czasie gltowa
wydtuza sie stopniowo i, krok po kroku, w ciagu
blisko trzech tygodni odrasta cale cialo. Aby to bylo
mozliwe, potrzebne jest Zzréodlo energii, a jest nim
fotosynteza prowadzona przez skradzione chloroplasty.

7 badan wynika, ze §limak nie odrzuca ciata

w sytuacji zagrozenia, co niespecjalnie dziwi, bo
uwolniona glowa porusza si¢ w tempie slimaczym.
Zapewne dzieje sie to z powodu trapiacych zwierzeta
pasozytow, zwierze odrzuca zakazone cialo, uwalniajac
sie od choroby. I tu rozmarzytam sie, jak mi sie czesto
zdarza, kiedy podziwiam dziela natury. Juz od dawna
dokuczaja mi tu i tam niektére czesci ciala. Gdyby
tak wziaé L4, najes¢ sie salaty i poczekaé, az odrosne
catkiem nowa? Zostawiajac, podobnie jak slimak,
glowe, bo do niej jestem jakos bardziej przywiazana.

Marta FIKUS-KRYNSKA



Granice ,,splatanych” ciggéw rekurencyjnych

* kontakt: gornicki59@gmail.com

Ciag Fibonacciego okreslony jest przez
rekurencje Fp =0, F; =1

i Fpy1=Fy, +F,_1dlan>1.
PisaliSmy o nim np. w A.lm, Ago, A42L2.

Przy okazji przedstawienia réznych
$rednich zapytajmy, jaka jest $rednia
predko$é podrézy samochodem, ktéry
pierwsza polowe drogi pokonuje

z predkoscia v1, a druga z predkodcia va.
2v7 vy

Odpowiedzig jest wlasnie ETTR

Dla przyktadu, w przypadku (a)
nieréwnosé (2) przybiera postaé
< fntbn < p,

2a5,bn
an+bn
co wynika z (1). Skrajne nieréwnosci
mozna latwo uzasadnic:

an <

2a,bpy 2a,bn
On = bptbn < antbn’

3(an +bn) < 5(bn +by) = by

Kontynuujac przyktad, w przypadku (a)

i — 2anbn — antbn
liczby an41 = anpe oraz bpy1 = 251
mieszczg si¢ w przedziale (an, W} .

Twierdzenie (G. Cantor, 1880). Jezeli
la,b] D [a1,b1] D ... jest ciggiem
niepustych domknietych przedzialéw
w przestrzeni euklidesowej R, ktorych
dlugosci dazq do zera, to przeciecie
la,b] N [a1,b1] N ... zawiera dokladnie
jeden punkt.

Jarostaw GORNICKI*

Procedure, ktéra wymaga wywolania samej siebie, nazywamy rekurencjg. Tego
typu sytuacje wystepuja w informatyce i matematyce do$¢ czesto, klasycznym
przykladem jest rekurencyjna definicja ciagu Fibonacciego. W tym artykule
przygladamy sie zbieznosci kilku ciggdéw rekurencyjnych generowanych przez
klasyczne $rednie dwoéch liczb dodatnich. Bedziemy sie przygladaé¢ temu
zagadnieniu od strony czysto analitycznej, warto jednak zaznaczy¢, ze poruszone
tu kwestie maja pewne odzwierciedlenie w metodach numerycznych.

Ustalmy 0 < a < b. Jak Wiadomo zachodz@ wéwczas nieréwnosci
(1)

(przypadku a = b nie bgdmemy dyskutowac, bo Wtedy wszystkie te wielkosci
sa réwne). Niech ag = a, by = b. Ciagi {a,} i {b,} okreSlamy wzorami
(n=0,1,2,...):

2a,b, an + by

(a) apt1 = a b ntl = T
a, + by,

(b) Ap4+1 = V anbn7 bn+1 = Ta

2a,b,
<C> Anp41 = my bn+1 =V anb'ru

a, + b, an + by,
(d) n4+1 = Ty n+1 -V an—l—lb - - bn

Problem. Czy ciggi {a,} i {bn} sq zbieine, a jeéli tak, to jakie sq ich granice?

Najpierw pokazemy, ze w kazdym z tych przypadkéw ciagi {a,} i {b,} sa
zbiezne oraz lim a,, = lim b,,. Zrobimy to niejako ,za jednym zamachem?”,
majac na uwadze nieréwnosci (1). W jasny sposéb wynika z nich, ze w kazdym
z przypadkéw (a)—(d) dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

(2)
Udowodnimy, ze w kazdym z przypadkéw (a)—(d) zachodzi ponadto

Istotnie, w przypadkach (a)—(c) liczby a1 1 by41 leza w przedziale (an,
o dhugoséci %|an — by|. W przypadku (d) liczby te leza w przedziale [%, bn)
o tej samej dhugosci.

Gp < Gpt1 < bpy1 < by,

lan+1 = bnya] < — bl

an;rbn]

Oczywiscie warunek (2) gwarantuje zbiezno$¢ wystepujacych tam ciagdw, ale
nas interesuje wynikajaca z niego zaleznosé [an,bn] D [an+1,bn+1]. Z warunku (3)
wynika, ze dlugosci tych przedzialéw daza do zera. Zatem w kazdym przypadku
twierdzenie Cantora zapewnia, ze przeciecie [a,b] N [a1,b1] N ... zawiera dokladnie
jeden punkt, ktéry jest wspdlna granica ciagéw {a,} i {b,}.

Pozostal problem wyznaczenia tych granic, jesli jest to mozliwe.

W sytuacji (a) mamy an41bp41 = anby, = ... = a1by = ab. Zatem jesli
«a = lima, = limb,, to
o =lima, - limb, = lim(a,b,) = ab
i o = vab. Niestety pozostate przypadki sa bardziej wymagajace.
W przypadku (b) wspdlng granice ciagéw {a,} i {b,} oznaczamy symbolem
M(a,b), a w przypadku (c) symbolem N(a,b). Poniewaz w przypadku (c)

1o _1/1 1 1 [T 1
an+172 GQp bn ’ anrli Qnp bn’

wiec granice M (-,-) i N(-,-) wiaze zaleznosé M(L,3) = N( 57 Niestety dokladnej
wartosci tych granic nie potrafimy wyznaczyé! W 1800 roku Carl Gauss
zauwazyl, ze ciagi opisane wzorami (b) sa bardzo szybko zbiezne, i pokazal,
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jak mozna je wykorzysta¢ do obliczania przyblizonej wartosci pewnych calek

O odkryciu Gaussa mozna przeczytaé eliptycznych, kt(')rych dokladnej wartosci (na Ogé}) nie znamy. Gauss, majqc
Srnicki 6 s s
w artykule Jarostawa Goérnickiego w |Ag,. 23 lata, Wykazal réwnoéé

1 T

/2 dx
/ \/a2sin2x+b20052x M(a,b) 2

Na temat zbieznosci ciagéw postaci (d) W latach 1799-1800 Gauss podal, ze w przypadku (d) wspdlna granica

Gauss prowadzil korespondencj . , . , Vb2 —a2 .
S e o taffom. T e ciagéw {an}, {b,} jest réwna mgcos‘l%. Wykazemy to na drodze elementarnych

rozwazan geometrycznych, korzystajac z rozwazan inspirowanych obserwacja
Jacques’a Schwaba z 1813 roku (J. Schwab, Elémens de Géométrie, Premiére
Partie, Géométrie Plane, Nancy, 1813):

< Niech P bedzie n-kgtem foremnym i niech Py bedzie 2n-kgtem foremnym,
oba o tych samych obwodach. Jezeli a i b sq promieniami okregéw
wpisanego i opisanego na wielokgcie P, a a1 i by oznaczajg analogiczne
wielkosci dla wielokgta Py, to a1 = 1(a+b), by = vayb.
B . i(p/ A Kredlimy tréjkat réwnoramienny OAB, w ktérym |OA| = |OB| = b i wysokosé
b |OD| jest réwna a (rys. 1). Niech £xAOB = 2¢. Na luku okregu o $rodku
o w punkcie O i promieniu b (opartym na kacie $rodkowym < AOB) wyznaczamy
Rys. 1 C punkt C taki, ze |AC| = |CB|.

Niech A; i By beda $rodkami odcinkéw AC i C'B, odpowiednio. Niech D; bedzie
A, punktem przeciecia odcinka A; By z odcinkiem OC'. Poniewaz D; jest srodkiem

B
/\ D odcinka DC, wiec
a 1 1
0D1] = 5(10C| +10D]) = 5(b+a) = ar.

B b1 D A
M Trojkat OA;1C jest prostokatny, a A; D1 jest jego wysokoscia, w zwiazku z tym
|[OA1] _ |OD4|
o) |ocl| = |OA1|, a zatem
Rys. 2.
‘OAl‘ =\ |OD1| . |OC| =V alb = bl.
W ten sposéb liczby a; i by otrzymujemy z liczb a ¢

i b przy pomocy prostej konstrukcji geometrycznej
(rys. 2). Jednoczesénie w tej konstrukeji przeszliSmy od

tréjkata OAB (gdzie |OA| = |OB| =b, |OD| = a) do B"/',D A
tréjkqta OAlBl (gdzie |OA1| = |OBl| = bl, ‘ODll = al), "
w ktorym

1 1
Powtarzajac te konstrukcje n razy, otrzymamy
Swaski” tréjkat OA, B, w ktérym
|OA,| =|0B,| =b,, |0D,|=an,

1 1
(4)  $A4,0B, = =-5AO0B, |A,B,| = 5:|AB|.

Kreslimy teraz tuk okregu o promieniu b, o $rodku Przy n — oo mamy lim a,, = lim b,, = «, zatem

w punkcie O i kacie srodkowym X AOB = 2¢p. |AB|  |AD|
Drzielac ten tuk na 2" przystajacych tukéw, taczac |AB| =2¢ - a, skad a = 25 = o
kolejno punkty podzialu cigciwami, otrzymamy Poniewas trojkat OAD jest prostokatny, wiec
,wachlarz” zlozony z 2™ przystajacych kopii trojkata | 07 Dl a

A, OB,,. |AD| = /b% — a? oraz cos p = 3 =
Dostajemy w ten sposéb ,wycinek wielokata foremnego”  dlatego ostatecznie

majacy 2" bokéw (o kacie srodkowym xAOB), ktérych b2 _ a2

taczna dlugosé jest réwna |AB|. Okregi, o srodku O s &

w punkcie O, opisane na tym wielokacie i wpisane b

w ten wielokat maja promienie b, i a,, odpowiednio. Zauwazmy jeszcze, ze dlaa = 3, b= % otrzymujemy
Poniewaz dlugos$¢ tamanej (réwna |AB|) zawiera o= 2, wiee ciagi (d) pozwalaja nam obliczaé prayblizons

sie miedzy dlugosciami tukéw okregéw wpisanego
i opisanego, wiec
20 - a, < |AB| < 2¢ - b,.
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Czasem potrafimy co$ obliczyé¢. .. i to bez komputeral!
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at otwarty 13°: Kolorowanie nieoptymalnie optymalne

Q. e
N
"
b

Oczywiscie mozemy przyjacé, ze
poczatkowa lista koloréw jest
nieskoniczona, ale wystarczy si¢
ograniczy¢ do liczby koloréw nie wigkszej
niz liczba wierzchotkéw danego grafu —
poza pewnymi szczegdlnymi przypadkami
nie uzyjemy ich wszystkich!

Gwiazda nazywamy graf, w ktérym
jedynymi krawedziami sa te, ktére tacza
jeden wyrézniony wierzchotek

z pozostalymi.

Barttomiej PAWLIK

Grafem nazywamy obiekt zlozony z wierzchotkéw (punktéw) i — taczacych
niektére z nich — krawedzi (linii). Zakladamy, ze dowolne dwa wierzchotki moga
by¢ polaczone co najwyzej jedna krawedzia i ze zaden wierzcholek nie jest
polaczony krawedzia z samym soba. Dwa wierzchotki nazywamy sgsiednims,
jezeli sa polaczone krawedzig. Na marginesie widnieje rysunek przykladowego
grafu, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest {a,b,d, i,k,r,s,u,z}.

Politechnika Slaska

Rozwazmy zadanie polegajace na pokolorowaniu kazdego wierzchotka grafu
tak, aby zadne dwa sasiednie nie mialy tego samego koloru. Tak postawiony
problem jest trywialny — aby spelni¢ przedstawiony warunek, wystarczy kazdemu
wierzcholkowi nadaé¢ unikatowy kolor. Co jednak, gdy chcemy uzyé¢ mniej kolorow
niz mamy wierzchotkéw, a wrecz: mozliwie jak najmniej? To zadanie jest juz
znacznie trudniejsze i jednym z pomocnych narzedzi jest algorytm first-fit:

1. Ustawmy zbiér koloréw w ciag (c1, ¢a, .. .) — dzigki temu bedziemy mogli méwié
o kolorze pierwszym, drugim itd.
2. Ustawmy zbidér wierzchotkéw {vi,va,..., v} W ciag (Vr(1), Vr(2), - - > Vn(n))-

3. Dla 1 <7 < n kolorujemy wierzchotek v, ;) najmniejszym dostepnym kolorem.

Zauwazmy, ze liczba kolorow uzytych przy first-fit moze zaleze¢ od wyboru
ciggu wierzcholkéw! Zobrazujmy to na naszym przykladowym grafie. Dany niech
bedzie ciag koloréw

(0,0,0,0,0,0,0,0,0).
Przy kolejnosci (a, b, s,d,u,z,k, r,i) uzywamy tylko dwéch koloréw, a przy
(a,i,u,d,2z,s,b,k,r) — czterech!

a b a b
Aﬂ/r Aﬂ/r
d z i k d z i k

Oczywiscie istnieja takie grafy, w ktérych niezaleznie od kolejnosci wierzchotkéw,
uzyjemy takiej samej liczby koloréw — poswiadczy¢ o tym moga chociazby

=L %

A czy réznica pomiedzy najmniejszg a najwigksza liczba koloréw wzgledem
algorytmu first-fit moze by¢ dowolnie duza? Aby uzasadni¢ odpowiedz
twierdzaca, postuzymy sie nastepujaca konstrukcja.

Niech n > 3. Rozwazmy graf, ktérego zbioér wierzchotkow sklada sie z dwoch
réwnolicznych i rozlacznych podzbioréw: {a;,as,...,a,} oraz {by,ba,...,by}.
Kazdy wierzcholek a; taczymy krawedzig z kazdym wierzcholkiem b, o ile ¢ # j.

Zauwazmy, ze dla takiego grafu najmniejsza liczba kolorow uzytych przez first-fit
to 2, a najwieksza to n. Na marginesie prezentujemy to dla n = 5.

Czytelnikowi pozostawiam opisanie doboru kolejnosci
kolorowania wierzchotkéw w obu przedstawionych
przypadkach.

Najmniejsza mozliwa liczba koloréw uzyskana dzieki
algorytmowi first-fit to tzw. liczba chromatyczna,

a najwieksza — liczba Grundy’ego danego grafu.
Zachecam do samodzielnego poszukiwania zaleznosci
miedzy tymi dwiema wartoSciami!



Klub 44 F Zadania z fizyki nr 814, 815

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

814. Dno naczynia nachylone jest pod katem a = 45° do poziomu. W dnie
znajduje sie pélsferyczna wypuklosé o promieniu R (rys. 1). Wysokosé stupa
cieczy nad wypukloscia wynosi H. Jaka sila dziala ciecz w kierunku pionowym
Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2026 na Wypukl@ CZQéé dna? GQStOéé Cieczy jeSt réwna p-

815. Nalezy przeprowadzi¢ gaz doskonaly ze stanu 1 o temperaturze T do

] stanu 2 o temperaturze To > T w taki sposéb, aby temperatura w ciagu catego
procesu odwracalnego 1 — 2 nie malala, a gaz nie oddawal ciepta. Minimalna

B iloé¢ ciepta, jaka moze pobraé¢ gaz w opisanym procesie, wynosi Q1. Jaka moze
by¢ maksymalna ilos¢ tego ciepta?

" Rozwigzania zadan z numeru 11/2025
ys. 1 —|

Przypominamy tresé¢ zadan:

: 806. Hantla sklada sie z dwoch jednakowych matych kulek o masach m, zaczepionych na koncach

2a lekkiego preta i jest zawieszona w polozeniu poziomym na dwéch nierozciggliwych niciach
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o ditugosci I, oddalonych od siebie o 2a (rys. 2). Odlegto$é miedzy kulkami wynosi 2b. Znalezé okres
malych drgan skretnych tej hantli.

I

: 807. W obwodzie przedstawionym na rysunku 3 klucz K3 jest na poczatku zamkniety, a klucze

1o K i Ko otwarte. W pewnej chwili zamknieto klucz K1, a po czasie t; = 0,1 s zamknieto klucz Ks.
! : I Po kolejnym czasie to = 0,2s otwarto klucz K3. Znalezé: 1) natezenie pradu przez cewke L1 po

| dlugim czasie od zamknieciu klucza Ki; 2) maksymalne napiecie na kondensatorze. Opory omowe

| zaniedbujemy, dioda jest idealna. Przyjmujemy Ly = 1H, Ly = 0,5H, C = 10 uF, Uy = 10 V.

I

I

I

I

806. Podczas drgan skretnych hantla obraca sie wokét osi 0. Kat obrotu
oznaczmy przez ¢ (rys. 4). Podczas obrotu $rodek cigzkodci hantli podnosi sie o h

©

Rys. 2 Zjb wzgledem polozenia réwnowagi. Z rysunku 4: Ah =1 — h, gdzie h = /1?2 — |BB1|?.
|BBi1| = ayp, poniewaz kat ¢ jest maty, wicc 12 — h% = a’p? = a®¢® = Ah(l + h),

Ah = a*p?/(l 4+ h) = a*? /2. Energia potencjalna hantli (mierzona od potozenia
réwnowagi) zalezy od kata obrotu zgodnie z wzorem:

(1) Ey(p) = 2mgAh = mga®? /1.

Przy matych drganiach mozemy zaniedbaé sktadowe pionowe predkosci kulek i przyjaé,
ze wektory predkoéci leza w plaszczyznie poziomej i maja jednakowe wartosci:

v =bw(p) = bdp/dt, gdzie w(p) to predkosé katowa obrotu kulki. Energia kinetyczna
hantli zalezy od kata obrotu zgodnie z wzorem:

(2) Er(p) = 2mv® /2 = mb® (de/dt)*.

Wzory (1) i (2) sa analogiczne do wzoréw opisujacych energie potencjalna i kinetyczna
ciezarka o masie M, drgajacego na sprezynie o wspbélczynniku sprezystodci k:

Ep(z) = kx?/2, Ex(z) = M(dx/dt)?/2, gdzie x jest wychyleniem cigzarka z potozenia
réwnowagi. Korzystajac z tej analogii, mozemy zapisa¢ wzory (1) , (2) w postaci:
E,(x) = mga®z? /b2, gdzie x = by, stad k = 2mga/lb®. Ex(x) = m(dx/dt)?, gdzie

M = 2m. Okres malych drgan skretnych hantli wynosi: T = 27/ % = 2—’“’\/Z

a 9

807. Po zamknieciu klucza Ky, w cewce Ly zaczyna ptynaé prad, ktéry rosnie

liniowo z czasem: leh/dt =Uy, I = Uot/Ll. Podobnie jest w cewce La po
zamknieciu klucza K». W chwili otwarcia klucza K3 (rys. 5) It = Uo(t1 +t2)/L1 = 3 A,
I, = Uota/L2 = 4 A. Gdy tadunek kondensatora osiggnie warto§é maksymalna

(ktéra pozostanie stata, ze wzgledu na diode) przez obie cewki bedzie ptynat

taki sam prad I (rys. 6). Napiecie bateryjek kompensuje sie, nie ma oporéw

omowych, dlatego strumien pola magnetycznego w obwodzie nie zmienia sig:

LIy — Lolo = LI + Lo1, stad szukane natezenie pradu plynacego przez cewke L
wynosi [ = (L1Iy — L21I2) /(L1 4+ L2) = 2/3 A. Od chwili zamknigcia klucza do ustalenia
sie maksymalnego tadunku na kondensatorze bateryjki wykonaty prace W = gmaxUbo.
7 zasady zachowania energii: L1112/2 + L2122/2 +W = (L1 + L2)12/2 + qmax2/20,
stad gmax = 1,3 - 1072 C. Maksymalne napiecie na kondensatorze wynosi

Umax = gmax/C = 1300'V.

Iy I I I

C C
q=0 Gmax
Ll L2 Ll L2

Rys. 5 Rys. 6

20



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 917, 918

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

917. Znalezé¢ najwiekszg liczbe ¢, majaca te wlasnosé, ze dla kazdej nieparzystej
liczby naturalnej n oraz dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona jest

nieréwnosé |z" — 1| > ¢z — 1.

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 2026

918. W tréjkacie ABC punkty D, E, F' sa spodkami wysokosci AD, BE, CF.

Proste DE i CF przecinaja sie w punkcie G. Udowodnié¢, ze okrag opisany na
tréjkacie ABG przechodzi przez srodek odcinka DE.

Zadanie 918 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

Rozwigzania zadann z numeru 11/2025

Przypominamy tres¢ zadan:

909. Troéjkat prostokatny ABC ma boki AB = 5a, BC' = 4a, CA = 3a (a = jednostka dlugosci).
Na boku BC lezg punkty D, E takie, ze okregi o érednicach CD i DE sg styczne do boku AB
odpowiednio w punktach P i Q. Przez dowolnie wybrany punkt X na odcinku AP prowadzimy
prosta (rézng od AP) styczng do okregu CPD. Réwnolegta do niej prosta styczna do okregu DQE
przecina pélprosta @B~ w punkcie Y. Wyznaczy¢ minimalng dlugoéé odcinka XY, gdy punkt X
zmienia swoje polozenie na odcinku AP.

910. Rozwazamy graf skierowany o nieskonczenie wielu wierzchotkach ponumerowanych wszystkimi
liczbami catkowitymi nieujemnymi. Krawedz zorientowana od wierzchotka ¢ do wierzchotka m
prowadzi wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < m — £ < 3 oraz dokladnie jedna z liczb m—¢, m¥ jest
podzielna przez 3. Dla kazdej liczby naturalnej n obliczy¢, ile jest Sciezek prowadzacych od
wierzchotka 0 do wierzchotka 3n.

(1 .

909. Oznaczmy $rodki okregéw CPD, DQFE odpowiednio
przez I, J. Kat BC A jest prosty, zatem okrag CPD jest
styczny do prostej AC, skad wniosek, ze AP = AC = 3a,
BP = 2a. Z podobienstwa ABIP ~ ABAC wynikaja

proporcje L2 = % = %, wobec czego [P = %a. To promien

BP
okregu C'PD; te sama dlugo$é maja promienie IC, ID, skad

CD =3aiBD =a.

Roéwnoramienne tréjkaty CIP, DJ@Q, o réwnolegltych
bokach IP, JQ, tez sa podobne. Zatem CP|DQ i na
mocy twierdzenia Talesa g—g = % = % = i. Uzyskujemy

réwnosci PQ = ga oraz JQ = %a.

A

Pétproste X177 i YJ7 to dwusieczne katéw (ostrego
i rozwartego), jakie tworzy prosta AB z kierunkiem

dwéch prostych réwnoleglych (stycznych do danych

okregéw, zgodnie z tredcia zadania). Zatem XI L YJ
i dlatego AIPX ~ AY QJ (tréjkaty o bokach
odpowiednio prostopadlych). Stad g—); = %,
PX-QY =1P-QJ = %a- 3a. W takim razie

PX 4+ QY >2\/PX-QY = 32a

czyli

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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($rednia arytmetyczna i geometryczna) i ostatecznie (skoro
PQ = 3a):
XY = XP + PQ + QY > 3a.

Réwnosé jest osiagana, gdy PX = QY = %a, czyli gdy
tg xI X P = 2. Tak wigc 3a to szukane minimum.

910. Oznaczmy przez Tn, Yn, zn (dla n > 1) liczbe Sciezek
(odpowiednio) od wierzchotka 0 do wierzcholka z etykieta
3n—2, 3n—1, 3n; zadanie pyta o wartos¢ z,. Do kazdego
z wierzchotkéw 1 i 2 wchodzi jedna krawedz od punktu 0,
wiec 1 = y1 = 1. Ogdlnie, z warunkéw zadania wynika
(dla n > 2), ze do punktu 3n—2 wchodzg krawedzie

z punktéw 3n—>5 i 3n—3, za$ do punktu 3n—1 wchodza
krawedzie z punktéw 3n—4 i 3n—3; natomiast (dla n > 1)
do punktu 3n wchodza krawedzie z punktéw 3n—2 i 3n—1.

To daje zaleznosci rekurencyjne

T = Tn-1+ 2Zn-1, Yn = Yn—1+ 2n—1 (dlan > 2);
Zn = Tn +yn (dlan >1).

W ostatnim z tych wzoréw mozemy cofnaé numerek
i uzyskana réwnosé zn—1 = Tn—1 + yn—1 (dla n > 2) wstawié
do dwdch poprzednich wzoréw, otrzymujac:

Tn = anfl + Yn—1y Yn = Tn—-1 + 2yn71 (dla n 2 2)

Przez oczywisty indukcje (z baza x1 = y1 = 1):
Tn = Yn = 3Tn_1 = 3" 1. Stad odpowied? na postawione
pytanie: zp, = Tpn + yYn =2 - 31

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



@Prosto z nieba: Dziwne kregi radiowe

Wizualizacja oparta na obserwacjach
radiowych dziwnego kregu radiowego
RAD J131346.94500320, ukazujaca dwa

przecinajace si¢ pierscienie fal radiowych.

Ten niezwykly obiekt odkryto dzieki
danym LOFAR w ramach iniciatywy

nauki obywatelskiej RAD@home. Zrédtlo:

Pratik Dabhade, RAD@Qhome

Astronomowie to jednak specyficzna grupa ludzi, a przynajmniej o specyficznym
poczuciu humoru. WyobraZcie sobie powazne konferencje z powaznymi
profesorami astronomii rozmawiajacymi zupelnie powaznie o dziwnych kregach.
Bowiem tytulowy ,,dziwny krag radiowy” (ang. odd radio circle) to oficjalna,
powazna, naukowa nazwa grupy obiektéw astronomicznych.

Dziwne kregi radiowe sa jednak intrygujace nie tylko ze wzgledu na

nazwe, ale gtéwnie dlatego, ze sa ogromne (10-50 razy wieksze od naszej
Galaktyki) i obserwujemy je od bardzo niedawna. Pierwszy taki obiekt zostal
zaobserwowany zaledwie 6 lat temu. Do tej pory potwierdzono istnienie
tylko oémiu innych. Obiekty te sa bardzo jasne w zakresie fal radiowych, lecz
nie sa widoczne w $wietle widzialnym, podczerwieni ani w promieniowaniu
rentgenowskim. Czasami okregi sa pojedyncze, a czasami podwojne. Tylko

w trzech przypadkach wewnatrz kregu(-6w) potwierdzono istnienie galaktyki.
Wliczajac w to ostatni, odkryty w pazdzierniku 2025 roku, podwéjny dziwny
krag radiowy — obiekt o nazwie katalogowej RAD J131346.9+500320. Jest
on jednoczesnie najodleglejszy i emituje najsilniejszy sygnal ze wszystkich
dotychczas zaobserwowanych.

Co ciekawe, odkrycia RAD J131346.9+500320 nie dokonal zawodowy astronom,
ale grupa ludzi skupionych wokét obywatelskiego projektu naukowego
RAD@home Astronomy Co laboratory. Projekt ten dziala bez statego
finansowania i bez wlasnej infrastruktury badawczej! Laczy zawodowych
astronomoéw z przeszkolonymi wolontariuszami z catych Indii, ktérzy analizuja
publicznie dostepne dane. Uczestnikami projektu sg zarowno studenci

studiow licencjackich i magisterskich kierunkéw Scistych lub inzynierskich, jak
i zmotywowani pasjonaci posiadajacy wyksztalcenie uniwersyteckie w dowolnej
dziedzinie nauk $cistych. W tym wypadku badania grupy opieraly si¢ na
danych z teleskopu radiowego LOFAR (ang. Low-Frequency Array for radio
astronomy) — najbardziej czulego urzadzenia do pomiaru fal radiowych niskich
czestotliwoéci na $wiecie.

O tajemniczym RAD J131346.94-500320 wiadomo bardzo niewiele. Sktada

sie z dwoch symetrycznych pierscieni i zaobserwowano go na przesunieciu ku
czerwieni z ~ 0,94, co oznacza, ze widziany obraz pochodzi sprzed 7 miliardéw lat
(co odpowiada okolo polowie wieku Wszech§wiata). Oba widoczne na rysunku
pierécienie sa prawie identyczne i kazdy ma $rednice 300 kpe (1,62 x 1017 km).
Centralny jasny punkt widoczny wewnatrz okregéw pokrywa sie ze staba
galaktyka bedaca na tym samym przesunieciu ku czerwieni, co sugeruje,

ze moze ona by¢ w jakis sposéb powiazana z piersScieniami. Co ciekawe,
galaktyka ta jest czescig malej grupy galaktyk znajdujacych sie wewnatrz
pierdcieni, ale niewidocznych w promieniowaniu radiowym. Na obreczach
pierscieni nie zaobserwowano zadnych galaktyk ani w ogdle zadnych

obiektéw astronomicznych. Ponadto rodzaj emitowanego promieniowania,

a w szczegolnosci fakt, ze promieniowanie ma szeroki zakres czestotliwosci,
sugeruja, ze pierScienie moga by¢ zbudowane ze ,stygnacej” plazmy.

Pochodzenie kregéw wciaz pozostaje niewyjasniona zagadka. Jak na razie
zaobserwowalidmy zbyt mata ilos¢ tych dziwnych obiektéw, aby méc z calg
pewnoscig stwierdzi¢, jak powstaly. Wstepne badania sugeruja jednak, ze
pierscienie moga by¢ wynikiem dziatania poteznych fal uderzeniowych
wywolanych przez laczenie si¢ supermasywnych czarnych dziur lub nawet calych
galaktyk. Czyli w rzeczywistosci dziwne kregi moga by¢ dziwnymi sferami.
Napisane na podstawie artykutu: Ananda Hota, Pratik Dabhade, Prasun Machado et al.,

“RAD@home discovery of extragalactic radio rings and odd radio circles: clues to their origins”,
Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, Volume 543, Issue 2, October 2025.

Anna DURKALEC

Zaktad Astrofizyki, Departament Badan Podstawowych,
Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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/Niebo W marcu

W marcu Stonce wedruje szybko na péinoc. Przez caly miesiac wzniesie sie
ono o ponad 12°, pociagajac za soba wzrost dlugosci dnia o ponad 2 godziny.
20 marca Stonce przetnie rownik niebieski. Tym samym na péinoc od rownika
zacznie sie astronomiczna wiosna. Tydzien pdzniej, w nocy z 27 na 28 marca,
nastapi zmiana czasu na letni, czyli przesunigcie zegaréw o godzing do przodu.

Poczatek marca oznacza pozegnanie z Saturnem. Szdsta planete od Storica
mozna dostrzec tylko w pierwszej dekadzie miesiaca. 8 marca dojdzie

do spotkania Saturna z Wenus, gdy dystans miedzy planetami spadnie

do 56’. Oczywiscie ich rozpoznanie nie jest trudne, poniewaz blask Wenus

wynosi —3,9™, Saturn natomiast Swieci o 5™ stabiej. Obie planety znikaja
z niebosklonu mniej wiecej godzine po Stoncu.

W przeciwienstwie do Saturna widocznosé Wenus

sie poprawia. W marcu planeta przemierzy caly
gwiazdozbiér Ryb. Do konca miesigca jej wysokosé
nad horyzontem godzing po zachodzie Stonca zwigkszy
sie do 8°. Wyglad tarczy Wenus w teleskopach
nieznacznie si¢ zmieni. Jej érednica wynosi 11", faza
za$ przekracza 93%.

Marzec jest nadal dobrym miesiacem na obserwacje
Urana i Jowisza. Ze wzgledu jednak na coraz pézniej
zapadajacy zmierzch i zblizanie sie obu planet

do Stonica ich widoczno$¢ wyraznie sie pogarsza.
Szczegodlnie w przypadku Urana. Na poczatku miesiaca
dwie godziny po zachodzie Stonica planeta zajmuje
pozycje na wysokosci 45° nad poludniowo-zachodnia
czescig niebosklonu. Pod koniec miesiaca o tej samej
porze jest to juz tylko 20°.

Uran kresli swoja petle na niebie jakie$ 5° na
potudniowy zachéd od Plejad. Do konca miesiaca
planeta minie $wiecace z jasnoscia, odpowiednio,

+5,6 oraz 4+6,1™ gwiazdy 13 i 14 Tauri. 18 marca

Uran przejdzie 18 na poludnie od pierwszej z nich,

8 dni pézniej natomiast — zaledwie 5’ od drugiej. Jego
jasnosé wynosi +5,8™, stad moze on sie myli¢ z obiema
gwiazdami. Warto zatem pamietaé, ze planeta wedruje
na potudnie od nich.

11 marca Jowisz zmieni kierunek ruchu ze wstecznego
na prosty. Planeta kresli swoja petle na niebie

w centrum gwiazdozbioru Blizniat. W pierwszej czesci
miesiaca poczatek nocy astronomicznej zastaje Jowisza
jeszcze przed gérowaniem. Pod koniec miesiaca o tej
samej porze jest on juz po zachodniej stronie poludnika
lokalnego, ale nadal przekracza wtedy wysokosé 50°.

W marcu blask planety spadnie do —2,2™, jej tarcza
zmniejszy za$ Srednice do 39”.

Ksiezyc utrudni obserwacje innych cial niebieskich

na poczatku i na koncu miesigca. 3 marca przypada
pelnia Srebrnego Globu, ktéry w tym czasie wejdzie
rowniez w cien Ziemi. Niestety okazje do obserwacji
tego przejscia beda mieli tylko mieszkancy basenu
Oceanu Spokojnego. Dzienr wezedniej Ksiezyc spotka
sie z Regulusem, najjasniejsza gwiazda Lwa, wschodzac
3,5° od niego. 6 dnia miesigca Srebrny Glob w fazie
zmniejszonej do 87% pokaze sie 4,5° pod Spika,
najjasniejsza gwiazda Panny. 10 marca zas faza
ksiezycowej tarczy spadnie do 60%, a te noc spedzi ona
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w towarzystwie Antaresa i innych gwiazd konstelacji
Skorpiona.

11 marca nastapi ostatnia kwadra Ksiezyca. A z uwagi
na niekorzystne nachylenie ekliptyki na niebie
porannym szybko zginie on w zorzy porannej. 13 marca
jego sierp w fazie 33% przejdzie 2° od Nunki, jasnej
gwiazdy Strzelca.

19 marca o godzinie 2:24 naszego czasu wypada

now Ksiezyca i jesli stan atmosfery na to pozwoli,

to juz 16 godzin pdzniej przy pomocy lornetki
mozna sprébowaé odnalezé jego waziutki sierp

w fazie zaledwie 0,5% na wieczornym niebie. Pomoze
tutaj planeta Wenus. Srebrny Glob pokaze sie

w odlegtoséci 10° na godzinie 5 wzgledem niej. Dobe
pdzniej dostrzezenie Ksiezyca stanie sie tatwe. Jego
tarcza w fazie 4% pokaze sie w odleglosci 5° na
godzinie 1 wzgledem Wenus.

23 marca Srebrny Glob w fazie 27% dotrze do
gwiazdozbioru Byka, a zapadajacy zmierzch zastanie
go 5° na wschod od Plejad. Kolejnej nocy, okoto
godziny 0:30 ksiezycowa tarcza w fazie 40% zblizy sie
na 1° do El Nath, drugiej co do jasnosci gwiazdy Byka.
20 godzin poézniej nastapi I kwadra Ksiezyca, nastepnej
nocy natomiast przejdzie on w potowie drogi miedzy
Jowiszem a Polluksem, najjasniejsza gwiazda Blizniat.

Najciekawszym wydarzeniem marca w naszej czesci
Swiata zwiazanym z Ksiezycem jest jednak zakrycie
Regulusa 29 dnia miesiaca. o Lwa lezy bardzo blisko
ekliptyki, co sprawia, ze sezon jej zakry¢ trwa niecale

2 lata, ale za to powtarza sie czesciej. Raz, gdy

Ksiezyc przecina ekliptyke w okolicach Regulusa

z p6lnocy na potudnie i drugi raz, gdy powraca na
pélnoc od niej. W trakcie sezonu dochodzi do okoto

20 zjawisk i z danego miejsca na Ziemi mozna dostrzec
maksymalnie 2 z nich, a czasami zadnego. 29 marca
zdarzy sie wlasnie jedyne zakrycie Regulusa przez
Ksiezyc w sezonie 2025-2026 widoczne z terenu Polski.
Zjawisko zacznie si¢ okoto godziny 18:40 i skonczy mniej
wiecej godzing pézniej (w poludniowo-zachodniej Polsce
nieco wezesniej, w péinocno-wschodniej — nieco pézniej).
A zatem poczatek zakrycia przy ciemniejacym dopiero
niebie. Obserwacje utrudni wysoka faza ksiezycowej

tarczy, przekraczajaca 89%.
Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 5

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1846.
Odpowiedz: Tak, jest to mozliwe.

W kazdym z prostokatéw poprowadzmy przekatng z lewego
dolnego rogu do prawego gérnego. Nastepnie wszystkie trojkaty
przylegajace do lewego gérnego wierzchotka prostokata
pokolorujmy na czarno, a pozostate — na bialo.

Pokazemy, ze takie kolorowanie spelnia warunki zadania.
Rozwazmy wspélny odcinek brzegu dwéch tréjkatéw. Jezeli jest
to odcinek przekatnej, to z jednej strony przylega do niego tréjkat
czarny, a z drugiej bialy. Jezeli odcinek jest poziomy, to nad

nim znajduje sie trojkat bialy, a pod nim czarny; analogicznie

w przypadku odcinka pionowego.

W kazdym przypadku dwa tréjkaty majace wspdélny odcinek
brzegu sa réznego koloru, co konczy dowod.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1847.
Oznaczmy przez O; $rodek okregu opisanego na tréjkacie
A1B1C1, a przez P $rodek sfery w.

Symetria srodkowa wzgledem punktu M przeksztaltca trdjkat
ABC na tréojkat A1 B1C1. W szczegdlnosci punkty O i O sg
symetryczne wzgledem punktu M, a wiec M jest $rodkiem
odcinka OO;. Ponadto plaszczyzny ABC i A1B1C1 sa
réwnolegle.

Prosta przechodzaca przez punkt P i prostopadta do tych
plaszczyzn przecina plaszczyzne ABC w punkcie D oraz
plaszczyzne A1 B1Ch1 w punkcie O;. Stad <O1 DO = 90°.

W tréjkacie prostokatnym O1 DO punkt M jest érodkiem
przeciwprostokatnej OO1, a wigc MO = M D, co koniczy dowdd.

‘& Rozwigzanie zadania M 1848.
Polézmy n = 2026. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
a < b < ¢. Z warunku zadania wynika, ze

a™ +b" > ™.
Zmniejszmy liczbe a n razy, ktadac
a
a = -, b =b, d=c
n

Poniewaz a’ < b < ¢, to wystarczy udowodnié¢ nieréwnoéé tréjkata:

a’ +b > . Mamy a
a +b =b+ —.
n

Podnoszac obie strony do potegi n i stosujac wzér dwumianowy,
otrzymujemy

/ nn a\" n n—192
(" +0)*=(b+—) =0b"+nb —+...,
n n

gdzie wielokropek oznacza sume¢ dodatnich sktadnikéw.
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Stad
(@ +b6)" > +b" g 20" +a" > "
Ostatecznie
(@ +b)" > = ()",

a zatem a’ +b' > c'.

i Rozwigzanie zadania F 1139.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
Ng

mg

Przed rozpoczeciem ruchu palcéw na otéwek opréez sity
ciezkosci mg przylozonej w érodku masy O dzialaja jedynie
sity reakcji Ny, i Nr. Rozklad masy otéwka wzdtuz jego osi jest
niesymetryczny, zatem mozemy przyjaé xy < zgr. Momenty sit
wzgledem punktu O muszg si¢ réwnowazy¢:

T LN L= RN R
Wynika stad Ny, > Ng, wiec aby wprawi¢ palce w jednostajny
ruch, nalezy przezwyciezy¢ jedynie site tarcia statycznego
dziatajaca na prawy palec. Otéwek pozostanie w bezruchu
wzgledem lewego palca i zacznie przesuwaé si¢ po prawym.
Warunek réwnowagi momentéw sit wzgledem punktu O nie zmieni
swej postaci, dopdki sity tarcia dzialajace na oléwek beda sie
znosié. Oznacza to, ze stosunek sit reakcji Ny, /N bedzie malal,
dopdki bedzie spelniona nieréwnosé:

pusNp > pNR.
Dla Ng > (us/pn)Np, czyli xp < (u/ps)xr, otéwek zacznie
przesuwad si¢ réwniez wzgledem lewego palca. Teraz warunek
réwnowagi momentéw sit wzgledem punktu O przyjmie postaé:
ZLNL +T}LNR = IERNR +T'/LNL.

Przeksztalcajac réwnowaznie, otrzymujemy:

Ny zp—rp

Nr  ap—rp’
Jezeli palce zblizaja sie dostatecznie powoli, rosngca wypadkowa
sit tarcia kinetycznego dzialajaca na otéwek wyhamuje go
wzgledem prawego palca, zanim licznik utamka po prawej stronie
powyzszego réwnania osiggnie wartosé zero. Oléwek pozostanie
w bezruchu wzgledem prawego palca i bedzie dalej przesuwac sie
po lewym. Opisany proces bedzie przebiegal na przemian w jedna
i w druga strone, dopdki palce si¢ nie zetkna. Przez caly czas
punkt O bedzie znajdowal si¢ pomiedzy palcami, czyli oléwek nie
straci rownowagi.

m Rozwigzanie zadania F 1140.
Sila tarcia kinetycznego ma zawsze kierunek ruchu ciata i zwrot
przeciwny do zwrotu wektora predkoéci. Gdy korek wprawiany
jest w ruch obrotowy, sita nacisku na Scianki butelki nie zmienia
sie, wiec wartosé sily tarcia na jednostke powierzchni f pozostaje
taka sama we wszystkich punktach stycznosci. Zmienia sie
jednak kierunek dzialania tej silty. Stosunek wartosci sktadowej
pionowej f| do catkowitej wartosci sity musi by¢ taki sam jak
stosunek predkosci v do wypadkowej predkosci powierzchni korka
w kazdym punkcie stycznosci:

v

M= Jasone
Podstawiajac f| = f/2 do powyzszego wzoru, otrzymujemy
w = V/3v/r. Warto zauwazyé, ze wypadkowy moment sity
pochodzacy od poziomej sktadowej sily tarcia na jednostke
powierzchni mozna tatwo pokonac, zwigkszajac ramie sity
zewnetrznej, ktéra przykladamy do korka. Na przyktad zamiast
tapaé korek dlonig, mozna uzy¢ kombinerek.



B A e}
Rys. 2

(3)=(1). Poniewaz

Humpty...
B(]JTﬂOmZGJ BZDEGA Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Ten i nastepny odcinek powstaly na podstawie notatek mojej uczennicy,
Aleksandry Zyniewicz, ktérej bardzo dzigkuje za ich udostepnienie. Gtéwnym
bohaterem jest punkt zwany pieszczotliwie Humptym.

Kilka oznaczen czyniagcych zycie przyjemniejszym. Okrag o srednicy XY
bedziemy oznaczaé¢ @(XY'), za$ przez (XY Z) bedziemy rozumieé¢ okrag
opisany na tréjkacie XY Z. W tréjkacie ABC punkty G, O, H oznaczaja,
odpowiednio, srodek ciezkosci, érodek okregu opisanego i ortocentrum; ponadto
przez A', B’, C' bedziemy oznaczaé¢ spodki wysokos$ci poprowadzonych

z odpowiednich wierzcholkéw, a przez Ay, By, Ci — $rodki bokéw naprzeciw
tych wierzchotkdw.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku tréjkata ostrokatnego.
W rozwartokatnym sytuacja wyglada podobnie, jezeli dobrze rozumieé
odpowiednie katy.

Twierdzenie. Kazda z ponizszych definicji okresla jednoznacznie ten sam
punkt X :

(1) rzut prostokgtny punktu H na prostq AA;;

(2) rdiny od H punkt przeciecia @(AH) i ©(BCH) (lub punkt H, gdy te okregi
sq styczne);

(3) punkt X spelniajgcy réwnosci |¥BAX| = |¥CBX]| i |«xCAX| = |«BCX|;

(4) punkt X, dla ktérego ©(ABX) i ®(ACX) sq styczne do prostej BC.

Dowdéd. Niech P bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem A;. Czworokat

ABPC jest réwnoleglobokiem, wiec BP1 BH oraz CP1CH, a zatem punkt P

nalezy do ®(BCH) oraz @(BCH) = ©(PH) (rys. 1).

(1)=(2). Wystarczy zauwazy¢, ze rzut punktu H na prosta AA; jest drugim

punktem wspdlnym okregéw O(AH) i ©(PH).

(2)=(3). Mamy |xBAX| = |xCHX]| = |xCBX| - pierwsza réwnos¢ wynika

z wlasnosci kata zewnetrznego H czworokata AX HC' wpisanego w okrag

(ma taka sama miare co przeciwlegly kat wewnetrzny); druga ze wspolnego

tuku CX. Analogicznie dowodzimy réwnosci |¥ X AC| = |¥XCB).

(3) <= (4) Réwnowaznos¢ wynika natychmiast

|XCPB| = |¥BAC| = |*BAX| + | X AC| z (obustronnego!) twierdzenia o stycznej i cieciwie
— |¥CBX|+|¥XCB| = 180° — |xBXC|, (WS 2)
widzimy, ze X € ©(PH), zatem |xHX P| = 90°. Punkt X speliajacy ktérakolwiek (a zatem i wszystkie)
Z réwnosci | X AC| = | XCB| = | X PB| wynika, sposréd definicji (1)—(4) nazywamy punktem A-Humpty
ze punkt X lezy na prostej AP (czyli na AA;). Stad X trojkata ABC. Bedziemy go oznaczaé¢ H 4, analogicznie
jest rzutem prostokatnym punktu H na prostg AA;. definiujemy punkty Hp i Hc.
Zadania
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1. Udowodnié¢, ze w tréjkacie ostrokatnym ABC punkty G, H, Ha, Hg, Hc
leza na jednym okregu.

2. Symediana poprowadzona z wierzchotka A tréjkata ostrokatnego ABC
przecina ©(ABC) w punkcie K # A. Punkt K’ jest symetryczny do K
wzgledem prostej BC. Wykazaé, ze punkt K’ lezy na prostej AA; (symediany
to proste izogonalnie sprzezone do érodkowych — zob. kacik nr 86 w |Al).

3. Rozwazmy trojkat ostrokatny ABC. Niech B, C, R, S beda czterema réznymi
punktami na prostej BC. Dowiesé, ze punkty A, Ha, R, S leza na jednym
okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odcinki BC'i RS sg sprzezone harmonicznie
(zob. kacik nr 81 w A3;).

4. Dany jest trojkat ostrokatny, réoznoboczny ABC'. Punkt K 4 jest spodkiem
dwusiecznej kata wewnetrznego przy wierzchotku A, a punkt L 4 — zewnetrznego.
Okrag opisany na trojkacie AK 4L 4 przecina prostg AA; w punkcie X 4 # A.
Punkty Xp i X¢ sa okre$lone analogicznie. Wykazaé, ze srodek ©(XaXpX¢)
lezy na prostej Eulera tréjkata ABC (zob. kacik nr 22 w|ALY).
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nie tylko zdobedziesz wiedze, po¢wiczysz
abstrakcyjne myslenie, ale tez rozwiniesz kompetencje ~
spoleczne, uczestniczac w zespotowych projektach studenckich. ™ N

»TARKA - Tubowy Amatorski Radioteleskop Kofa Astronoméw” L.
+Eksperyment Cavendisha” i~y
»Druk 3D modeli reaktoréw jadrowych”

»Transport kwantowy w grafenie: modelowanie pofatdowan i efektéw krawedziowych”
»Estymowanie energii czgstek w kalorymetrii z uzyciem sieci neuronowych”

sDeveloping a comprehensive guide to microcontroller programming in Rust and Python”

to przyktady projektéw zrealizowanych przez naszych studentéw.

ZAPRASZAMY NA STUDIA!

FIZYKA ,lill st.
cztery Sciezki ksztatcenia na |l st.:

standardowa
indywidualna - dostepna dla studentow,
ktorzy uzyskali co najmniej 90 punktow
rekrutacyjnych

fizyka medyczna

neuroinformatyka

9 specjalnosci do wyboru na Il st.
NAUCZANIE FIZYKI, | st.

ASTRONOMIA , Iill st.

BIOFIZYKA , lill st.

NANOINZYNIERIA, I Il st.

ENERGETYKA JADROWA, | st.

OPTOMETRIA | OPTYKA OKULAROWA
jednolite 5-letnie studia magisterskie

PHYSICS (STUDIES IN ENGLISH), Il st.
5 specjalnosci do wyboru

QUANTUM PHYSICS AND CHEMISTRY -
INDIVIDUAL RESEARCH STUDIES, Il st.
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