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Liczby rzeczywiste Eudoksosa
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Kartki A4 stawiane pionowo i poziomo
nigdy sie nie spotkaja.
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Michal MISKIEWICZ*

Czym sa liczby rzeczywiste? Istnieje wiele mozliwych odpowiedzi na to
pytanie. Chcialbym przedstawi¢ jedna z nich, pochodzaca od Eudoksosa

z Knidos (ok. 408-355 p.n.e.), wraz z odpowiadajaca jej duzo p6Zniejsza
konstrukcja, ktéra pozwala tatwo zbudowaé liczby rzeczywiste na fundamencie
liczb catkowitych. Ma ona zalety, dzigki ktorym — mam nadzieje — zadowoli
zaréwno Czytelnikéw znajacych konstrukcje Richarda Dedekinda (1831-1916)
i Georga Cantora (1845-1918), jak i tych jedynie intuicyjne rozumiejacych liczby
rzeczywiste. Podejrzewam tez, ze zadowolitaby samego Eudoksosa, bo stanowi
bezposrednie przedtuzenie jego mysli. Z tego tez powodu Stephen H. Schanuel
(1933-2014), autor omawianej konstrukeji, nazwal powstale liczby liczbami
rzeczywistymi Eudoksosa [1].

Teoria proporcji Eudoksosa. Cofnijmy sie do czaséw, w ktorych znano
jedynie liczby naturalne oraz stosunki miedzy nimi, czyli liczby wymierne.
Skad bierze si¢ potrzeba jakichkolwiek innych liczb? Otéz wlasnie z badania
stosunkéw. Jesli poréwnujemy dlugosci odcinkéw d i e (patrz margines), to
okazuje sie, ze po odlozeniu d trzy razy i e dwa razy otrzymujemy odcinki
przystajace, co rozpoznajemy przez nalozenie jednego na drugi. W takim
przypadku uzyjemy zapisu 3 -d = 2 - e (uwaga: to nie jest zapis mnozenia liczb,
bo d i e liczbami nie sa) i mozemy z cala pewnoscia stwierdzié, ze odcinki d i e
sa w stosunku 2 do 3.

Nie zawsze mamy tyle szczedcia i starozytni Grecy o tym wiedzieli. Rozwazmy
mianowicie bok kwadratu a i jego przekatna b. Jak widaé obok, czterokrotne
odlozenie a daje odcinek ciut krétszy niz trzykrotne odlozenie b, co zapiszemy
jako 4 - a < 3 - b. Czytelnikowi wyposazonemu w ryze papieru A4 — boki kartki
A4 sa w tym wlasnie stosunku — polecam sprawdzi¢ samodzielnie, ze wielokrotne
przedluzanie obu odcinkéw nie doprowadza do ich spotkania. Jak wiec opisaé
stosunek a : b? I co to znaczy, ze boki kartki A4 sa w tym samym stosunku?
Przypomnijmy, ze rozwiazanie polegajace na przypisaniu kazdemu z badanych
odcinkéw liczby rzeczywistej opisujacej jego dlugosé, a nastepnie poréwnaniu
odpowiednich ilorazéw, nie wchodzi w gre jako anachroniczne.

Jak juz wspomnieliSmy, stosunkowi a : b nie mozna przypisa¢ wartosci wymiernej,
wiec tymczasem pozostawimy pierwsze pytanie bez odpowiedzi, a skupimy si¢
na drugim. Teoria Eudoksosa pozwala bowiem traktowaé same stosunki jak
liczby, a przede wszystkim, poréwnywaé je [2, ksiega V]. Otéz jesli dla pewnych
naturalnych n, m zachodza jednoczesnie zwiazki n-a >m-bin-d <m-e, to
przyjmujemy, ze stosunek a : b jest wiekszy od stosunku d : e. Warto samodzielnie
sprawdzié, ze tak jest wlasnie dla odcinkéw a, b, d, e z naszych dotychczasowych
przykladdéw, wystarczy przyjaé¢ n = 10 i m = 7. Nawiasem méwiac, nic nie
szkodzi, zeby te sama konkluzje (stosunek a do b jest wigkszy od stosunku d

do e) przyjaé réwniez wtedy, gdy jedna z powyzszych nieréwnosci jest nieostra;
w naszym przypadku pozwala to zakonczy¢ poszukiwanie na n =3 1im = 2.

A co powiemy o przypadku, w ktorym nie istnieje para liczb naturalnych m, n
Swiadczaca o nieréwnosci miedzy stosunkami? Otéz wowczas przyjmujemy, ze
dwa badane stosunki sa réwne (inaczej: tworzqg proporcje). Z tym przypadkiem
mieliSmy do czynienia, zestawiajac stosunek a do b ze stosunkiem krétszego do
dtuzszego boku kartki A4. Geniusz Eudoksosa lezy miedzy innymi w tym, ze
poréwnywaé mozna stosunki wielkosci dowolnych rodzajéw, a wiec stosunek dwoch
odcinkéw moze by¢ rowny stosunkowi dwdch pol, dwoch mas albo po prostu
dwoch liczb. . . Poréwnywaé¢ mozna wszystko. O tym aspekcie koncepcji Eudoksosa
polecam przeczytaé w artykule Jak powstaly wszystko opisujgce liczby z ATg.

Interpretacja De Morgana i konstrukcja Kolmogorowa.

Dla zilustrowania tej definicji Augustus De Morgan (1806-1871) zaproponowal
nastepujacy eksperyment myslowy [2, str. 122-124], tutaj nieco unowoczesniony.
Wyobrazmy sobie, ze jedziemy drezyna po torach kolejowych, w ktorych
odcinek miedzy kolejnymi podkladami przystaje do b. Wzdluz toréw ciagnie

1


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_liczb/2018/06/21/Jak_powstaly_wszystko_opisujace_liczby/
https://arxiv.org/abs/math/0405454

1 2 3 4 5
1 2 3
\ \ A
b

Zliczajac przy kazdym stupku liczbe
minietych podkladéw, otrzymujemy ciag
fa:n(1) =0, fa:n(2) =1, fa:n(3) =2,
fa:n(4) = 2 ete.

Siegajac na chwile po dzisiejszy jezyk,
mozemy stosunek a : b opisaé liczba x € R
i wtedy fa:p(n) = |nx], ale nie
wyprzedzajmy faktéw.

Konstrukcja Kolmogorowa: dodatniag
liczbg rzeczywista nazwiemy kazda
funkcje f: N — N, dla ktérej:

(1) jesli m,n € N, to

mf(n) < f(mn) <m(f(n)+1);

(2) jedli n € N, to istnieje takie m € N,

ze mf(n) < f(mn).

Uwaga! Konstrukcja ta odpowiada innej
konwencji zliczania podkladéw:

fap(n) =max{m :n-a>m-b}.
Sprawdzenie, ze dla takich funkcji
zachodzg (1) i (2), jest niezlym
éwiczeniem.
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1 2 3 4 5 6 7 9 10
Kropki tworzace wykres funkcji fq:p
(dla odcinkéw a, b jak wczedniej)
ukladaja si¢ blisko prostej y = 9:/\/5,
ale tylko w pewnym przyblizeniu,

stad nazwa: funkcja prawie liniowa.

L
I

Powyzej geometryczna interpretacja
réwnosci fu.e(fa:p(4)) = fo.c(2) = 4:

po minieciu 4 odcinkéw a mamy

za sobg 2 odcinki b, a wigc na pewno

4 odcinki c¢. By¢ moze wigcej, ale niewiele
wigcej, co sugeruje, ze fa:e = foic O fazb-
Nustracja dla f(a oy & fab + Ferb Jest
podobna, a nawet ciut latwiejsza.

sie ogrodzenie, w ktérym odcinek miedzy kolejnymi stupkami przystaje do a.
Dla uproszczenia przyjmiemy, ze w punkcie naszego startu stupek stoi na
przediuzeniu podkladu. Wéwczas jeden przejazd (nieskoriczonym) torem
wystarczy nam, by zgromadzié¢ pelng wiedze o wszystkich nieréwnosciach
postaci n-a <m-b (in-a>m-b). Rzeczywiscie, w tym celu musimy po prostu
przy kazdym mijanym shupku odnotowaé, ile podktadéw mamy juz za soba.
Przyjmujac, ze stupek i podklad startowy sie nie licza, oznaczmy przez fq.,(n)
liczbe minigtych podktadéw w chwili dotarcia do n-tego stupka (dopuszczajac,
ze miniecie nastepuje dokladnie w tym momencie). Przykladowo, przy czwartym
stupku przekonamy sie, ze f,.;(4) = 2; oznacza to dokladnie tyle, ze 4-a > 2-b
(tym bardziej 4-a > 1-b) oraz 4-a < 3-b (tym bardziej 4-a <4-b,4-a<5-b
etc.). Jezykiem mniej obrazowym, definiujemy

far: N= N, fop(n) :=max{m:n-a > m-b}.
Zgodnie z teorig Eudoksosa wszystko, co potrzebne do badania stosunku a : b,
zakodowane jest w jednej funkcji f,.p, a wiec w pewnym ciagu liczb naturalnych.

Andriej Kolmogorow (1903-1987) zapostulowal wiec, ze mozna liczbe
rzeczywista odpowiadajaca a : b zdefiniowad wlasnie jako funkcje fq.p [3].

Lub inaczej: zdefiniowaé zbiér dodatnich liczb rzeczywistych jako zbiér funkeji
f: N — N spelniajacych warunki (1) i (2) streszczone na marginesie. O ile ta
konstrukcja udziela tatwej odpowiedzi na pytanie czym sg liczby rzeczywiste,

o tyle nie wskazuje od razu, jak dzialajg. Innymi stowy, jak mielibySmy takie
liczby dodawaé¢ i mnozy¢? Okreslenie owych dzialan okazuje sie mozliwe, ale
dosé trudne. Pewnym wyjéciem z sytuacji jest konstrukcja Shanuela, ktéra teraz
pokrotce oméwimy.

Liczby rzeczywiste jako funkcje prawie liniowe. Ujmijmy aksjomatycznie
wlasnoéci przyshugujace funkcjom postaci f,.p. Zauwazmy, ze jesli a jest
wielokrotnoécia b, czyli a = k - b dla pewnego k£ € N, to mamy po prostu

fan(n) = nk dla kazdego n. Taka funkcje nazywamy liniowq, przez co
rozumiemy, ze fq.p(n +m) = fop(n) + fan(m) dla dowolnych n, m. W ogélnym
przypadku tak nie jest (patrz wykres na marginesie), ale niewiele brakuje:
réznica fo.p(n+m) — fap(n) — fa.p(m) moze przyjmowaé jedynie wartoscei 0

i 1. Przyjmiemy wiec:

Definicja 1

o Funkcje f: Z — Z nazwiemy prawie liniowg (w skrocie p.l.), jesli funkcja
dwéch zmiennych dg(n, m) := f(n+m) — f(n) — f(m) jest ograniczona.

o Powiemy, ze dwie funkcje p.l. f, f’ okreSlaja te sama liczbe rzeczywista
(piszemy f ~ f’), jesli ich rézmica, czyli funkcja okreslona wzorem f(n) — f'(n),
jest ograniczona.

Jak wida¢, rozpatrujemy tutaj nie tylko funkcje postaci f,.p, gdyz nie
wymagamy, aby funkcja d; przyjmowala jedynie wartosci 0,1 (cho¢ nadal
przyjmuje jedynie skoficzenie wiele réznych wartosci). Korzysci wynikajace

z tego rozluznienia wymagan pokaza sie juz za chwile. W kazdym razie
liczymy sie z tym, ze jednej liczbie rzeczywistej odpowiada wiele funkcji prawie
liniowych, i w rezultacie potrzebna jest tez druga czes¢ definicji. Formalnie
powiedzieliby$my, ze zbidr liczb rzeczywistych definiujemy jako zbiér klas
abstrakcji funkcji p.l. wzgledem relacji ~.

Czytelnik Uwazny zauwazy tez, ze zbior N zamieniliSmy na Z. Ta zmiana
odpowiada po prostu potrzebie rozwazania liczb ujemnych, na temat ktérych
do tej pory milczeliSmy.

Obiecalem, ze okreslenie dzialan na tak okreslonych liczbach nie jest trudne.
Rzeczywiscie, ilustracja De Morgana sama daje wskazéwke, jak to zrobié¢. Otoz
jesli polaczymy odcinki a i ¢ w jeden odcinek a + ¢, to spodziewamy sie, ze
funkcja f(a1c):p jest bliska sumie funkcji fo.p i fep- Z kolei funkcja fq.. nie
powinna by¢ odlegla od ztozenia f,.p i fp.c. Intuicyjne wyjasnienie mozna znalezé
na marginesie, tymczasem przekujmy te obserwacje w definicje sumy, iloczynu

i porzadku:
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Szkice rozwigzan znajduja sie
na stronie [21L

Definicja 2

e Sumg funkcji p.l. f, g nazywamy funkcje f + g okreslona wzorem
(f +9)(n) := [(n) + g(n).

e lTloczynem funkcji p.l. f, g nazywamy funkcje f - g okreslona jako ich zlozenie:
(f-9)(m) := Flg(n)).

e Przyjmiemy, ze f < g, jeSli réznica g — f jest ograniczona z dolu na liczbach
naturalnych.

Zeby ta definicja poprawnie okreslala dzialania i porzadek na liczbach

rzeczywistych, nalezy jeszcze sprawdzié kilka wlasnosci (zad. |1, |2).

W tym miejscu warto odnotowaé, ze nawet gdyby funkcje f i g byly postaci
fa:b 1 spelnialy silniejszy warunek d¢(n,m),dg(n,m) € {0,1} dla wszystkich
n,m € Z, to funkcje f+ g i f - g juz tego warunku speliaé¢ nie musza. Okazuje si¢
wiec, ze przyjecie stabszego zalozenia w definicji 1 rozwiazuje problem. Tworzy
jednak kolejny: o ile nierowno$¢ miedzy stosunkami a : b, ¢ : d sprowadza sie

do nieréwnosci fo.p(n) = fe.q(n) dla wszystkich n € N, to z funkcjami p.l. jest
trudniej. Istotnie, jesli funkcje p.l. f zaburzymy, w dowolny sposéb zwigkszajac
lub zmniejszajac jej wartosci o nie wiecej niz (dajmy na to) tysiac, to otrzymana
funkcja nadal bedzie p.l., co wiecej, nadal bedzie reprezentowaé te sama liczbe
rzeczywista — stad tez konieczna jest ostatnia czes¢ definicji 2.

Powrét do wspdélczesnosci. Wréémy do roku 2026. Liczby rzeczywiste
zostaly juz odkryte, wiec chcieliby$my przekonac sie, ze dziataja tak samo jak
liczby skonstruowane powyzej. Nie jest to trudne. W tym celu kazdej liczbie
rzeczywistej p € R przypisujemy stosunek liczb p : 1, ktory z kolei definiuje
funkcje fp:1. Nietrudno sie¢ przekonaé, ze dana jest ona wzorem fp.1(n) = |np|,
gdzie |z] to zaokraglenie x w d6t do najblizszej liczby calkowite;j.

Pozostaje sprawdzi¢, ze kazda funkcja p.l. f jest w relacji f ~ fp.1 dla dokladnie
jednej liczby p € R, oraz ze dzialania na liczbach rzeczywistych odpowiadaja tym
na funkcjach p.l. Problem sam w sobie okazuje sie pouczajacy, dlatego wrbcimy
do niego niebawem, w osobnym artykule. Do tego czasu polecam zmierzy¢ sie

z zadaniami:

Zadanie 1. Wykazad, ze jesli funkcje f, g sq prawie liniowe, to funkcje f + g
oraz f - g réowniez.

Zadanie 2. Udowodnié, ze jesli f ~ f' ig~g', to f+g~ f '+ ¢ oraz
f-g~f' g, ponadto f < g jest réwnowazne f' < ¢'.

Zadanie 3. Sprawdzié, ze funkcje 0(n) := 0 ¢ 1(n) := n spelniajg role zera
i jedynki: f+0=0+f=f f-1=1-f=f,0-f=0, f-0~0.

Magnetohydrodynamika Mariusz MROZEK*

* Wydzial Fizyki, Astronomii
i Informatyki Stosowanej,
Uniwersytet Jagielloriski

Magnetohydrodynamika (z greckiego: magneto — pole magnetyczne, hydro —
woda/plyn, dynamika — ruch, w skrécie MHD) to dziedzina fizyki zajmujaca sie
badaniem dynamiki ptynéw przewodzacych prad elektryczny, na ktére dziata
pole magnetyczne. Plynami takimi moga by¢ plazma, ciekle metale (np. rted,
ciekly séd, gal), a takze elektrolity, takie jak stona woda.

Zarys historyczny

Cho¢ jako odrebna galtaZz nauki zostata zdefiniowana znacznie pdzniej,

historia badan nad magnetohydrodynamiksa siega poczatkéw XIX wieku.

W 1832 roku Michael Faraday przeprowadzil pierwszy znany eksperyment

z zakresu MHD (magnetohydrodynamiki). Zaintrygowany zjawiskiem indukcji
elektromagnetycznej, opuscit dwie miedziane plyty z mostu Waterloo do Tamizy.
Jego celem bylo zmierzenie napiecia wygenerowanego przez (lekko zasolona)
wode w rzece, przecinajaca linie ziemskiego pola magnetycznego. Ze wzgledu

na zjawiska polaryzacji elektrod oraz bardzo stabe pole magnetyczne Ziemi,
eksperyment nie przyniost jednoznacznych odczytoéw, jednak jego zalozenia
teoretyczne byly bezbledne.
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Fale Alfvéna to fale poprzeczne

w zjonizowanym gazie (plazmie)
znajdujacym si¢ w polu magnetycznym,
ktére rozchodzg si¢ wzdtuz tego pola. Nie
powodujg zmian ci$nienia o$rodka (ktére
to zmiany sa zrédlem fal akustycznych),
bo gestosé plazmy pozostaje stala

w czasie.

Projekt U-25 byl radziecka instalacja
badawczg, w ktorej wykorzystywano
MHD do bezposredniej zamiany energii
cieplnej gazu na energi¢ elektryczna.

Ojcem magnetohydrodynamiki jest szwedzki fizyk Hannes Alfvén.

W 1942 roku opublikowal on przelomowsa prace, w ktérej opisal istnienie
fal elektromagnetyczno-hydrodynamicznych, znanych dzis$ jako fale Alfvéna.
Dowiédt, ze w doskonale przewodzacym plynie linie pola magnetycznego sa
,wmrozone” w materie i poruszaja sie razem z nia. Za swoje fundamentalne
prace w tej dziedzinie Alfvén otrzymal w 1970 roku Nagrode Nobla z fizyki.

W latach 60. i 70. XX wieku MHD zyskata ogromne zainteresowanie wojska

i przemystu. Intensywne badania nad generatorami energii elektrycznej
wykorzystujacymi zjawisko MHD prowadzono w Zwiazku Radzieckim

(projekt U-25) oraz w USA. Réwnolegle badano réwniez ciche napedy
magnetohydrodynamiczne dla okretéw podwodnych (Japonia), co p6Zniej
stalo sie inspiracja dla powiesci Toma Clancy’ego ,,Polowanie na Czerwony
Pazdziernik”.

Podstawy fizyczne

Zjawiska MHD opisuje si¢ przez laczenie mechaniki pltynéw (poprzez réwnania
Naviera—Stokesa) z klasycznym elektromagnetyzmem (réwnania Maxwella).

Elementem sprzegajacym obie dziedziny fizyki jest sita Lorentza, ktéra dziata na
tadunki poruszajace sie w polu magnetycznym. Gesto$é objetosciowa tej sity f

(sila na jednostke objetosci) wynosi

f=JxB,

gdzie J to gestosé pradu elektrycznego, a B to indukcja pola magnetycznego.

Dla ptynu niescidliwego o stalej gestosci p i lepkosci
dynamicznej p, pelne réwnanie ruchu (zmodyfikowane
réwnanie Naviera—Stokesa) przybiera postaé

0
p(8’; + (v V)u) =—Vp+uV?v+J x B,
gdzie v to wektor predkosci ptynu, a p to cisnienie
hydrodynamiczne.

Lewa strona réwnania opisuje zmiane predkosci ptynu
w czasie i przestrzeni (odpowiednio % i(v-V)v). Prawa
strona sklada sie z czlonu zaleznego od ciénienia —Vp,

lepkoéci 1V2v i wlaénie sprzezenia z sita Lorentza J x B.

Innymi stowy, pole magnetyczne moze przyspiesza¢ lub
hamowaé przeplyw przewodzacego plynu tak samo jak
jego lepko$¢ i ci$nienie.

Ro6wnanie to nie wyczerpuje jednak opisu MHD. Sam
ruch plynu réowniez wplywa na pole magnetyczne.

Te zaleznosé opisuje réwnanie indukcji magnetycznej,
ktore otrzymuje si¢ z polaczenia prawa Ohma dla
przewodzacego plynu z réwnaniami Maxwella.

Punktem wyjécia jest uogélnione prawo Ohma dla plynu
w ruchu J=o(E+vxB),

gdzie o to przewodnosé elektryczna plynu, a E to
natezenie pola elektrycznego. Czlon v x B reprezentuje
site elektromotoryczng indukowana przez ruch plynu

w polu magnetycznym (to ten czlton odpowiada za
dzialanie pradnic MHD).

_ _9oB
Laczac prawo Ohma 7 prawem Faradaya (V x E = —57)

oraz prawem Ampeére’a (V X B = ugJ) otrzymujemy
réwnanie indukcji magnetycznej

0B
— =V x (vxB)+nV?B,
ot
gdzie n = — nosi nazwe dyfuzyjnosci magnetyczne;.

Hoo
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Roéwnanie to pokazuje dwa rywalizujace ze soba
zjawiska. Pierwszy czton po prawej stronie opisuje
yunoszenie” i zageszczanie linii pola przez poruszajacy
sie plyn. Drugi czlon opisuje dyfuzje (rozmywanie) pola
magnetycznego na skutek oporu elektrycznego plynu.

Stosunek tych dwoéch wielkoSci okresla magnetyczna
liczba Reynoldsa

L
Re,, = e woovL,
n
gdzie L to wymiar charakterystyczny uktadu.

Jesdli Re,, > 1 (np. w plazmie slonecznej), pole
magnetyczne jest zamrozone w plynie. Jesli natomiast
Re;, < 1 (np. w wodzie morskiej lub eksperymentach
laboratoryjnych), pole magnetyczne swobodnie przenika
przez ptyn.

Generator MHD

Generator MHD przetwarza energie termiczna
i kinetyczna plynu bezposrednio w energie elektryczna,
calkowicie eliminujac turbiny mechaniczne i ruchome
czesci wirnika. Goracy, zjonizowany gaz (plazma)
przeplywa z duza predkoécia przez dysze do kanatu,
w ktérym panuje silne poprzeczne pole magnetyczne.
Zgodnie ze wzorem na indukcje, w poprzek strumienia
generowane jest pole elektryczne. Na Sciankach
kanatu umieszcza sie elektrody odbierajace prad.
Moc generowana z jednostki objetosci wyraza sie
w przyblizeniu wzorem

P =p*B*K(1 - K),
gdzie K = FE/vB to wsp6lczynnik obcigzenia.
Maksymalnag moc uzyskuje sie dla K = 0,5.

Istnieja rézne typy generatoréw:

o Faradaya: z elektrodami ciaggltymi lub
segmentowanymi na przeciwleglych scianach
generatora (rys. 1);



o Halla: wykorzystujace zjawisko Halla, gdzie prad
zbierany jest wzdtuz kierunku przeptywu gazu;

e Dyskowe: promienisty przeplyw plynu z osiowym
polem magnetycznym, niezwykle wydajne w cyklach
zamknietych.

Gléwna zaleta generatoréw MHD jest ich ogromna
sprawno$é¢ (powyzej 60% w ukladach skojarzonych

z klasycznymi elektrowniami gazowymi/weglowymi)

7 uwagi na to, ze proces produkcji energii elektrycznej
zachodzi w znacznie wyzszych temperaturach niz
pozwalaja na to tradycyjne generatory, ktérych

stalowe turbiny nie sa w stanie pracowaé¢ w takich
warunkach. Natomiast gléwnym problemem generatoréw
MHD jest drastyczna erozja uzywanych w nich
materiatéw elektrodowych oraz niska przewodnos$é gazéw
spalinowych. Przewodno$¢ poprawia sie przez dodawanie
jonizujacej substancji, na przyklad potasu, ale niestety
komplikuje to i podraza prace generatora.

Napedy MHD

Zasada dziatania napedu MHD jest odwrotnoscia
pradnicy. Przewodzacy plyn znajduje sie wewnatrz
kanatu. Silne pole magnetyczne przecina sie prostopadle
z pradem elektrycznym dostarczanym z zewnatrz

i ptynacym miedzy elektrodami. Wynikowa sita Lorentza
wyrzuca plyn z dyszy, generujac ciag (na mocy trzeciej
zasady dynamiki Newtona).

Pierwsza realizacja tego pomystu byt naped morski.
Poniewaz woda morska (o0 &~ 5 S/m) jest bardzo stabym
przewodnikiem w poréwnaniu z miedzig (o =~ 6 x 107 S/m),
to naped wymaga zastosowania pradéw o natezeniach
rzedu dziesiatek tysiecy amperdéw oraz poteznych pél
magnetycznych. W 1992 roku w Japonii zbudowano
Yamato 1 — pierwszy (i jedyny) statek o napedzie MHD.
Wazyt 280 ton i korzystat z nadprzewodzacych cewek
chlodzonych cieklym helem. Mimo sukcesu dowodzacego
poprawnosci koncepcji, statek osiagnal predkosé zaledwie
15 km/h, a jego sprawno$é¢ catkowita byla skrajnie niska
z powodu duzych strat mocy na elektroliz¢ wody.

Y

$ciana
katodowa

$ciana

izolacyjna
pole
magnetyczne
prad
plyn $ciana elektryczny
roboczy anodowa

Rys. 1. Liniowy generator magnetohydrodynamiczny typu Faradaya,
w ktérym energia kinetyczna przewodzacego plynu (np. plazmy) jest
bezposrednio zamieniana na energi¢ elektryczng. Dzialanie opiera si¢
na trzech prostopadlych do siebie wektorach: strumien plynu wptywa
do izolowanego kanalu (niebieska strzaltka), gdzie przecina prostopadle,
silne pole magnetyczne (czerwona strzatka), co wywoluje site Lorentza
rozdzielajacg swobodne tadunki w pltynie. Dodatnie i ujemne jony sa
spychane w kierunku przeciwleglych, przewodzacych $cian (katodowej
i anodowej), na ktérych indukuje sie napiecie, powodujac przepltyw
pradu elektrycznego przez podiaczony obwdd zewnetrzny.
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Rys. 2. Statek Yamato 1 — jedyna znana realizacja
napedu MHD. Fot. Geofrog. Zrédto: Wikimedia Commons,
licencja CC BY-SA 2.5.

Zastosowanie napedu MHD wydaje si¢ niesamowicie
istotne w przysztych napedach kosmicznych: to tutaj
MHD ma najwigkszy potencjal inzynieryjny. Napedy
takie jak VASIMR, (ang. Variable Specific Impulse
Magnetoplasma Rocket) jonizuja gaz napedowy (np.
argon lub ksenon) do postaci plazmy. Nastepnie pole
magnetyczne przyspiesza te plazme do predkosci rzedu
dziesiatek kilometréw na sekunde. Generuje to ogromny
impuls wtasciwy, co czyni je idealnymi kandydatami
do zalogowych misji na Marsa. Brak ruchomych

czesci oznacza brak zuzycia mechanicznego podczas
wielomiesiecznej pracy w prézni. Obecnie technologia
pozostaje w fazie badan laboratoryjnych.

Polowanie na Czerwony Pazdziernik

Zjawisko magnetohydrodynamiki trafilo do $wiadomosci
masowej za sprawa wspomnianej powiesci ,,Polowanie na
Czerwony Pazdziernik” oraz jej znakomitej ekranizacji.
Tytulowy radziecki okret podwodny typu Tajfun

zostal wyposazony w Scisle tajny naped nazywany

przez zaloge ,napedem gasienicowym” (ang. caterpillar
drive). W rzeczywisto$ci ten system to opisany wezesniej
naped magnetohydrodynamiczny, wykorzystujacy wode
morska zamiast plazmy. Najwigksza zaleta taktyczna
tego napedu, kluczowa dla fabuly, byl catkowity brak
obracajacych sie $rub napedowych. Eliminowalo to
zjawiska kawitacji i wibracji mechanicznych, czyniac
»Czerwony Pazdziernik” praktycznie bezglo$nym

i niewidzialnym dla wrogich sonaréw akustycznych.

Podsumowanie

Magnetohydrodynamika to nauka pelna inzynieryjnych
wyzwan i fascynujacej matematyki. Chociaz ziemskie
préby zbudowania cywilnych okretow MHD czy
komercyjnych generatoréw w latach 90. potknely

si¢ o bariery materialowe, rozwdj najnowszych
technologii — w szczegdlnosci nadprzewodnikéw
wysokotemperaturowych — powoli usuwa dawne
przeszkody. Daje to szanse na renesans ukltadéw MHD
w nadchodzacych dekadach, szczegdlnie w kontekscie
podboju kosmosu i energetyki fuzyjne;j.



Odwracalne mieszanie ptynéw

Opis eksperymentéw Odwracalne
mieszanie plynéw i Wyznaczanie
predkosci Swiatla powstal w ramach
Zespotowego Projektu Studenckiego
na Wydziale Fizyki Uniwersytetu

Alicja. DOMANSKA

Wyobraz sobie, ze mieszasz dwa niemal identyczne ptyny, rézniace sie jedynie
kolorem. Czy po zmieszaniu ich ze soba mozesz je z powrotem ,rozmieszaé¢”?

Warszawskiego pod opiekg Piotra

KazZmierczaka.

Codzienne doswiadczenie podpowiada, ze nie — gdy polaczymy na przyklad
mleko z woda, nie jesteémy w stanie ich tatwo rozdzielic. W dalszej czesci
przedstawie jednak doswiadczenie, w ktérym jest to mozliwe.

Zanim jednak do tego przejdziemy, wprowadzmy nieco teorii i zastanéwmy sie,

skad wlasciwie wynika nieodwracalnos¢ procesu mieszania ptynéw. Ruch ptynu
o predkosci u i gestosci p opisuja réwnania Naviera—Stokesa, ktore okreslaja,

w jaki sposob zmiana pedu elementéw ptynu zalezy od ci$nienia, sit lepkosci
oraz gestosci sit zewnetrznych f. Wiecej o tych réwnaniach mozna przeczytaé
na przyklad w artykule Witolda Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa w|A19.

Roéwnania Naviera—Stokesa sg réwnaniami nieliniowymi wzgledem u. Oznacza
to, ze jedli u jest rozwiazaniem tego réwnania dla danej gestodci sity f, to

—u nie jest rozwiazaniem odpowiadajacym sile —f. Wynika z tego, ze ruch
plynu nie jest kinematycznie odwracalny. Nieliniowy sktadnik odpowiada za
konwekcje, czyli transport pedu wynikajacy z ruchu samego plynu.

Na nieodwracalno$é procesu mieszania wplywa réwniez skltadnik zwiazany
z lepkoscia plynu p, opisujacy mikroskopowe oddzialywania w plynie oraz
dyssypacje energii wynikajaca z lepkosci i dyfuzji. Powoduje to zwiekszanie
entropii uktadu, a tym samym termodynamiczng nieodwracalno$¢ procesu.

W naszym do$wiadczeniu plyn bedzie znajdowac sie pomiedzy dwoma
wspolosiowymi walcami — wewnetrznym o promieniu R;, ktérym bedziemy
obracaé z predkoscia katowa (2, oraz nieruchomym zewnetrznym walcem

o promieniu Rs. Zaleznos¢ ruchu plynu od powyzszych parametréw oraz
wewnetrznych wlaéciwoéci ptynu opisuje liczba Reynoldsa Re = pQR3/p,
okreslajaca stosunek sil bezwladnosci do sit lepkosci. Gdy Re <« 1, nieliniowy
czton réwnania Naviera—Stokesa staje sie zaniedbywalnie maty w poréwnaniu
z pozostatymi skladnikami i mozna go pominaé. W rezultacie otrzymujemy
rownanie Stokesa, ktore jest juz liniowe wzgledem predkosci ptynu.

Warunek Re < 1 odpowiada bardzo lepkim plynom, nieduzym srednicom walcéw
i malym predkosciom. Dzigki takiemu doborowi parametréow mozliwe bylo
zastosowane przyblizenie, w ktérym pomingliSmy problematyczny nieliniowy
skladnik obecny w rownaniach Naviera—Stokesa. W konsekwencji ruch ptynu
staje sie kinematycznie odwracalny.

W praktyce nie da sie idealnie odwréci¢ procesu mieszania, co wynika
z dyssypacji energii i zwiazanej z nia dyfuzji. Efekt ten jest jednak bardzo
niewielki, dzieki czemu proces mozna odwrocié¢ z duza doktadnoscia.

Elementy ukladu do$wiadczalnego:

Dwa przezroczyste naczynia w ksztalcie walca, jedno
o znacznie mniejszej Srednicy niz drugie. Mniejsze
naczynie powinno by¢ co najmniej 5 cm wyzsze od
wiekszego. Po wspotérodkowym wlozeniu jednego
naczynia w drugie, pomiedzy brzegami powinno by¢
tyle miejsca, aby bez problemu mozna bylo wlozyé
strzykawke (moga to byé np. dwa stoiki).

Syrop cukrowy: wlej do garnka wode i cukier

w proporcjach 1 : 2 (uzylam 100 ml wody i 200 ml
cukru), podgrzewaj do caltkowitego rozpuszczenia
cukru. Gotowy syrop odstaw do ostudzenia.
Barwnik, na przyklad spozywczy lub farba
Strzykawka

Kawalek kartonu

Tadma klejaca

Przebieg doswiadczenia:
1. Przelej niewielka czes¢ syropu do innego naczynia

i dodaj kilka kropli barwnika. Wymieszaj, po czym
wstaw do lodéwki. Uwazaj, aby barwnika nie bylo
zbyt duzo, poniewaz wtedy zmieni si¢ gestosé
plynu.

. Zbuduj komoérke, do ktérej nastepnie wlejesz

plyn. Z kartonu wytnij koto wigksze o okoto dwa
centymetry od duzego naczynia. W kole wytnij
wspoétsrodkowy otwér na mniejsze naczynie oraz
zréb maly otwér na strzykawke. Po umieszczeniu
W otworze mniejszego naczynia, powinno ono
swobodnie sie obracaé, ale nie przesuwaé sie na
boki. W16z mniejsze naczynie do wiekszego i ustaw
je centralnie. Wlej syrop do wigkszego naczynia

i przymocuj karton.


https://deltami.edu.pl/2014/12/rownanie-naviera-stokesa/

3. Za pomoca strzykawki wprowadz do syropu niewielka ilo$¢ zabarwionego
plynu. Postaraj sie, aby utworzyl on mozliwie zwarta krople oraz aby znalazla
sie ona mniej wiecej w potowie wysokosci cieczy. Najlepiej uzyskaé to poprzez
zanurzenie strzykawki w ptynie, z koncéwka na pozadanej wysokosci.

4. Powoli obracaj wewnetrzne naczynie, przytrzymujac zewnetrzne tak, aby
pozostawato nieruchome.

5. Gdy uznasz, ze kropla barwnika zostala juz dobrze wymieszana z reszta
roztworu, przerwij obracanie. Nastepnie zacznij obraca¢ wewnetrznym
naczyniem w przeciwnym kierunku. Po wykonaniu mniej wiecej takiej samej
liczby obrotéw jak wcezedniej, zabarwiona smuga powinna ponownie zebraé sie
w krople o zblizonym ksztalcie.

Wyznaczanie predkosci swiatla Julia. TOKARSKA

W doswiadczeniu, pozwalajacym wyznaczy¢ predkosé swiatta za pomoca
domowej kuchenki mikrofalowej, wykorzystujemy wtasciwosci fal stojacych.

W przypadku standardowego uzytkowania urzadzenia, talerz obrotowy
zapewnia réwnomierne ogrzewanie potrawy, jednak w tym eksperymencie
dazymy do uzyskania sytuacji statycznej. Fale elektromagnetyczne emitowane
przez magnetron ulegaja interferencji, co prowadzi do powstania obszardw

o maksymalnej amplitudzie (antywezléw) oraz punktéw, w ktérych natezenie
pola wynosi zero (weztéw). Dopdki produkt umieszczony w mikrofali pozostaje
nieruchomy, woda w nim zawarta ulega gwaltownemu ogrzewaniu wytacznie

w antyweztach. Odleglo$é d miedzy sasiednimi punktami stopienia odpowiada
polowie dlugosci fali mikrofalowej. Znajac czestotliwoéé f (podana na obudowie
urzadzenia), mozemy wyznaczy¢ predkosé swiatla ¢, korzystajac ze wzoru ¢ = 2df,
gdzie d to zmierzona odlegtosé miedzy Srodkami sasiednich stopionych obszaréw,
a [ — czestotliwo$é pracy magnetronu (najczesciej 2,45 GHz).

Elementy ukladu do$wiadczalnego:

e Dwa rézne talerze

« Dwie tabliczki czekolady (najlepiej gorzkiej)
e Kuchenka mikrofalowa

e Linijka

o Wykalaczki

Przebieg dos$wiadczenia:

1. Z wnetrza kuchenki mikrofalowej wyjmij pierécien obrotowy oraz szklany

talerz.

Umies¢ talerz do géry dnem nad mechanizmem obrotowym, tworzac stabilna,

nieruchoma platforme.

Na drugim talerzu utéz tabliczki czekolady tak, aby pokrywaly jak

najwieksza powierzchnie. Mozesz tez roztopi¢ czekolade, a nastepnie

rownomiernie rozprowadzi¢ jg po talerzu i poczekaé, az zastygnie.

4. Wstaw talerz z czekolada do kuchenki. Ustaw czas na trzydziedci sekund
i wlacz urzadzenie.

5. Wyjmij talerz i za pomoca wykataczek zaznacz srodki obszaréw, w ktérych
czekolada ulegta roztopieniu.

6. Jesli roztopione obszary sa zbyt rozlegte lub, przeciwnie, trudne do
odnalezienia, wyciagnij wykalaczki z czekolady, poczekaj, az ponownie
zastygnie, i powtérz eksperyment, odpowiednio dostosowujac czas pracy
mikrofali.

7. Zmierz odlegtosci miedzy sasiadujacymi wykalaczkami. Wykonaj pomiary
dla réznych par i oblicz $rednig wartosé d.

8. Odczytaj czestotliwos¢ pracy urzadzenia i wyznacz predkosé swiatla.

o
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Okregéow nigdy dosé!
Stanistaw MAJCHRZAK*

W artykule tym przedstawimy, jak zaskakujaco dalekie konsekwencje moze mieé
bardzo proste twierdzenie Miquela o nastepujacej wypowiedzi:

Dany jest tréjkgt ABC' oraz punkty D, E, F leZqce, odpowiednio, na prostych
BC, CA, AB. Wowczas okregi opisane na trojkgtach AEF, BDF, CDE majg
punkt wspolny.

Dowdd jest bardzo prosty. Zatézmy, ze punkty D, E i F' leza na bokach
trojkata ABC' (a nie ich przedtuzeniach), jak na rysunku 1. Jesli M jest drugim
punktem wspdélnym okregéw opisanych na tréjkatach BDF i CDE, to

¥EMF =360° — xDME — xFMD
= 360° — (180° — ¥ ACB) — (180° — xCBA)
— XACB + ¥CBA = 180° — ¥ BAC,

czyli M lezy tez na okregu opisanym na tréjkacie AEF. Dow6d w pozostalych
konfiguracjach jest analogiczny.

Twierdzenie to mozna uogdélnié, rozwazajac inwersje o srodku w dowolnie
wybranym punkcie P. Przybiera ono wtedy nastepujaca postac:

Twierdzenie A. Jesli okregi wap, wpe, woa majg punkt wspdlny P, punkty A,
B, C to pozostate punkty przeciecia par, odpowiednio, wap i Woa, WAB © WBC,
wpc twea oraz punkty D, E, F lezqg odpowiednio na wpc, wca, wap, to okregi
opisane na tréjkgtach AEF, BDF, CDFE majg punkt wspdlny.

Lub réwnowaznie:

Twierdzenie B. Jesli istnieje okrgg przechodzqcy przez punkt wspdlny okregow
c1 1 co, punkt wspolny okregow co i c3, punkt wspdlny okregéw c3 i ¢y oraz punkt
wspolny okregow cy4 i c1, to istnieje okrqg przechodzgcy przez ich pozostale
przeciecia.

O ile fakt, ze inwersja przeprowadza twierdzenie Miquela na twierdzenie A,
widaé¢ natychmiastowo, to rownowazno$é¢ twierdzenn A i B wcale nie jest
oczywista na pierwszy rzut oka. Jednak po dokladniejszym przyjrzeniu sie
rysunkowi 2 rozpoznajemy, ze w twierdzeniu A role okregdw c1, ca, c3, ¢4 graja
kolejno wap, woa oraz te opisane na CDE i BDF.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz konfiguracji twierdzenia Miquela i zastanéwmy

sie, co mozna powiedzie¢ w sytuacji, gdy punkty D, E, F' bedg lezaly na

jednej prostej. Wéwczas cztery proste wyznaczaja cztery tréjkaty. Twierdzenie
Miquela méwi o istnieniu punktu M wspodlnego dla okregéw opisanych na AEF,
BDF i CDE. To samo twierdzenie mozna tym razem zastosowa¢ réwniez do
tréjkata AEF i punktéw D, C, B. Otrzymamy wéwczas, ze okregi opisane na
ABC, CDE, BDF maja punkt wspdlny (rys. 3). Wniosek — okregi opisane na
wszystkich czterech tréjkatach przechodza przez punkt M! Punkt ten czesto nosi
nazwe punktu Miquela dla prostych AB, BC, CA, DE.

Powyzsza konstrukcje mozna pociagnaé¢ dalej, a ogdlny rezultat nosi nazwe
tancuchowego twierdzenia Clifforda. Jego tres¢ tatwiej bedzie podaé przez

opis niz przez wypowiedz. Chodzi w nim o rzecz nastepujaca. Jesli wezmiemy
piec¢ prostych, z ktérych kazde trzy wyznaczaja trdjkat, i narysujemy punkt
Miquela kazdej czworki z nich, to uzyskane w ten sposéb punkty beda lezeé
na okregu. Jesli wyjdziemy od széstki prostych i dla kazdej piatki z nich
narysujemy uzyskany w poprzedniej konstrukcji okrag, to okregi te beda mialy
punkt wspdlny, itd. W ten sposéb kazdej parzystej liczbie prostych mozna
przyporzadkowaé punkt, a kazdej nieparzystej okrag.

Zaprezentujemy indukcyjny dowdd tego twierdzenia. Pomocne okaza sie
twierdzenia A i B. Na potrzebe dowodu przyjmijmy, ze trzem prostym
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Rys. 5. Okrag przechodzacy przez $rodki
okregdéw opisanych zawiera réwniez punkt
Miquela tych prostych.

Kat skierowany miedzy prostymi k il
(oznaczany jako ¥kl) to kat z przedziatu
[0, 7), o jaki trzeba obrécié przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara prostg k, aby
otrzymac prostg réwnolegta do prostej [.
Czegsto w tym duchu zapis ¥ XY Z
interpretuje si¢ jako kat skierowany
miedzy prostymi Y X oraz Y Z. To bardzo
wygodna konwencja; pozwala na przyktad
stwierdzi¢, ze punkty X,Y, Z, W leza na
jednym okregu wtedy i tylko wtedy, gdy
*xXYZ = xXWZ.

przyporzadkowujemy okrag opisany na tréjkacie przez nie wyznaczanym, dwém
prostym przyporzadkowujemy ich punkt przeciecia, a jednej prostej te wlasnie
prosta (czyli okrag zdegenerowany).

Niech teraz danych bedzie n prostych ¢y, la, ... £,. Dzieki powyzszym
zalozeniom mozemy przyjac, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n < 4.
Przechodzimy zatem do kroku indukcyjnego. Rozwazmy dwa przypadki
w zaleznos$ci od parzystosci n.

Jesli n jest parzyste, to oznaczmy przez o; okrag skonstruowany dla prostych

o indeksach réznych od 4, przez P;; punkt skonstruowany dla prostych

o indeksach réznych od i, j itd. Zauwazmy, ze punkt Pis lezy na wszystkich
okregach przyporzadkowanych do prostych o indeksach réznych od 1, 2 i jeszcze
pewnego trzeciego. Z kolei okrag o124 przechodzi przez wszystkie punkty
przyporzadkowane prostym o indeksach réznych od 1, 2, 4 i jeszcze pewnego
czwartego. Podobnie dla pozostalych punktow i okregow. Wiemy stad, ze:

o okrag 0124 zawiera punkty Pia, P4, Pag, Pi23s;
o okrag 0234 zawiera punkty a3, P34, Pay, Pi234;
L] okr@g 0134 zawiera punkty Plg, P14, P34, P1234.

Po zastosowaniu twierdzenia A dla okregdéw 0124, 0234, 0134 przechodzacych
przez Pio34 dostajemy, ze okregi: 01 opisany na Pjo P13 P4, 02 opisany na
P15 Py3 Poy oraz o3 opisany na Pj3Ps3 P34 maja punkt wspolny. Wynika stad,
ze wszystkie okregi o; przechodza przez jeden punkt.

Jesli n jest nieparzyste, to oznaczmy przez P; punkt skonstruowany dla
prostych o indeksach réznych od 4, przez o;; okrag skonstruowany dla prostych
o indeksach réznych od i, j itd. Tak samo jak poprzednio, wnioskujemy, zZe:

e okregi 015 i 023 przecinaja sie w P i Pjos;
o okregi 0a3 1 034 przecinaja si¢ w Ps i Pasy;
o okregi 034 i 041 przecinaja sie w Py i Psygq;
e okregi 041 1 012 przecinaja sie w Py i Pjog.

Ponadto punkty Pio3, Possq, Psa1, Pio4 leza na okregu 01234. Zatem
z twierdzenia B punkty Pj, Ps, Ps, Py leza na jednym okregu. Stad wszystkie
punkty P; sa wspblokregowe.

W konfiguracji twierdzenia Miquela mozna dopatrzy¢ sie jeszcze jednej ciekawej
wlasnosci. Okazuje sie, ze Srodki okregéw opisanych na czterech trojkatach
wyznaczanych przez cztery proste leza na jednym okregu (rys. 5). Rezultat

ten stanowi punkt wyjscia do kolejnego tanicuchowego twierdzenia. Mianowicie:
majac pie¢ prostych, jesli dla kazdych czterech z nich narysujemy wspomniany
przed chwila okrag, to okregi te beda przechodzi¢ przez jeden punkt, a ich $rodki
beda leze¢ na jednym okregu, ktory przyporzadkujemy tym pieciu prostym.
Dalej, startujac z szostka prostych, jesli narysujemy okregi przyporzadkowane
tak jak poprzednio kazdej piatce, to okregi te beda réwniez przechodzié przez
jeden punkt, a ich srodki bedg leze¢ na jednym okregu itd. Twierdzenie to, tak
samo jak poprzednie, udowodnimy indukcyjnie.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia: {1, {o, ..., £, sa danymi prostymi, o;

jest okregiem przyporzadkowanym prostym o indeksach réznych od ¢, O; jego
srodkiem, a O;; érodkiem okregu przyporzadkowanego prostym o indeksach
roznych od i 1 j. Wzmocnimy tez teze indukcyjng o stwierdzenie, ze kat wpisany
w uzyskiwany w tezie okrag i oparty na tuku 0;0; jest réwny katowi miedzy
prostymi ¢; oraz ¢;. Aby nada¢ nast¢pujacym rozwazaniom peing ogélnosc,
najlepiej byloby traktowaé¢ wymienione dalej katy jako kqty skierowane miedzy
prostymi (patrz margines). Mozna jednak $mialo kontynuowaé lekture bez
znajomosci tego pojecia.

Przyjrzyjmy sie bazie indukcji, czyli przypadkowi czterech prostych. Oznaczmy
przez P;; przecigcie prostych o indeksach i i j oraz niech M bedzie punktem
Miquela prostych ¢y, {5, {3, £4.
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Rys. 7

Rozwigzania na str. 24

Poniewaz odcinek O105 jest prostopadly do odcinka M P4, za$ odcinek 0104
do odcinka M Ps3, otrzymujemy

¥040102 = X Pos M P3y = Py3PoyP3y = 3laly.

Analogicznie uzasadniamy, ze £040305 = <foly, co dowodzi, ze punkty Oy, Oa,
O3 i O4 leza na jednym okregu. Jednoczeénie dowiedlidmy, ze kat wpisany w ten
okrag, oparty na tuku 050y, jest katem miedzy prostymi ¢s i ¢1; prawdziwosci
wzmocnionej tezy dla pozostatych tukéw O;0; dowodzimy tak samo.

Niech teraz n > 5. Oznaczmy przez S drugi obok Oi15 punkt wspdlny okregéw oy
i 09. Wiemy, ze

e 01 przechodzi przez Oq2, Oy, S,
e 0y przechodzi przez Oi3, Og;, S.

Teraz z zalozenia indukcyjnego o réwnosci katow wiemy, ze

X01;8019 = xlol; oraz X012509; = xl;l,
zatem £01;509; = ¥xl2f;. Wynika stad, ze S lezy na o;. Na koniec wystarczy
zauwazy¢, ze ze wzgledu na prostopadlo$é par odcinkéw O10; i SOq; oraz O20;
i SO2; mamy

{OlOiOQ = {OliSOQi = 46261,

czyli wszystkie O; leza na okregu, a przy okazji sprawdziliémy warunek katowy
dla tuku O105. Pozostale katy sprawdzamy analogicznie — konczac w ten sposéb
dowdd naszego ,tancuchowego” twierdzenia, jak réwniez caly artykut.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1155. Pierécienie Saturna zostaly odkryte i opisane w 1658 roku przez
Christiaana Huygensa. Do czasu wystania sond kosmicznych w XX wieku
teleskopy nie pozwalaly ustali¢ obserwacyjnie, czy pierScienie sa litymi skatami,
czy zbiorem skalnych ,,okruchéw”. Jednak jeszcze w XIX wieku zagadnienie to
zostalo rozstrzygniete. Jak tego dokonano?

Wskazéwka: W XIX wieku w badaniach astronomicznych zaczeto wykorzystywaé
fotografie i spektroskopie.

F 1156. Podczas ,spaceru” poza stacja kosmiczna astronauta ,zgubil”
kartke biatego papieru. Jaka temperatura T kartki ustali si¢ po osiggnieciu
stanu réwnowagi? Promien orbity Ziemi (i stacji, a pdzniej takze kartki)
Rzs ~ 1,50 - 10! m, promien Storica Rg ~ 6,96 - 108 m, temperatura Slonica
Ts ~ 5,77 -10® K, a albedo kartki (wspétczynnik odbicia i rozpraszania
padajacego na nig swiatla) a = 0,8. Powierzchnia kartki jest prostopadla do
kierunku w strone Stonca.

Przygotowal Dominik BUREK

M 1870. Czy mozna ponumerowaé wierzchotki i krawedzie oSmioscianu
foremnego liczbami 1,2,3,...,18, tak zeby numer kazdego wierzchotka byl réwny
sumie numeréw wychodzacych z niego krawedzi?

M 1871. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Na okregu opisanym na tym
trojkacie zaznaczono punkt D antypodalny do punktu A (rysunek obok).
Punkty X i Y leza na boku BC' i spelniaja

BX =XD, CY =YD,

przy czym punkt X lezy na odcinku BY. Udowodnié, ze prosta DA jest
dwusieczna kata X DY

M 1872. Niech f,g: Z~o — Z~¢ beda funkcjami takimi, ze dla kazdej liczby
calkowitej dodatniej n zachodza réwnosci

f(Fn)) =2f(n),  g(g(n)) =29(n),  f(n)+g(n)=4n+1.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi

[f(n) —g(n)| = 1.
10



at otwarty 21°: Rzecz o utamkach taricuchowych

Czytelnik Wnikliwy zapewne zauwazy,
ze omawiamy tak naprawde¢ dobrze znany
algorytm Euklidesa.

Data sformutowania hipotezy stusznie
sugeruje, ze jej autorem jest mlodszy

z Zarembéw — Stanistaw Krystyn, ktéry
byl nie tylko matematykiem, ale i znanym
gérotazem. Jego dzialalnosé taternicza
doczekala sie nietypowego upamigtnienia
w postaci wroctawskiego krasnala
Zarembka — jednego z trzech Alpinkéw,
ktérych mozna podziwiaé¢ na ulicy
Strzegomskiej.

Pamigtasz, Czytelniku, jak w Kacie 14°
(A%g) rozwazalismy ciagi w OEIS, ktére
wbrew przyjetym normom i zwyczajom —
maja mniej niz 4 elementy? Jednym

z nich jest A195901, zlozony z liczb

6, 54 i 150.

Barttomiej PAWLIK*

Arytmetycznym ulamkiem laricuchowym nazywamy wyrazenie

1
ap + 1 )
@t r——

1
an

w ktérym ag jest liczba catkowita, a pozostale a; sa liczbami catkowitymi
dodatnimi. Liczby ag, a1, as,...,a, nazywamy mianownikami cze$ciowymsi utamka
tancuchowego, a sam ulamek tanicuchowy czesto skrétowo zapisuje sie jako
(ag,a1,as,...,ay). Prosty algorytm — polegajacy na naprzemiennym odwracaniu
i wyciaganiu czesci calkowitej — pozwala zapisa¢ dowolng liczbe wymierna

w postaci takiego ulamka. Zaprezentujmy to na przykladzie liczby 11/14:

*Politechnika Slaska

111 1 1 1 1 1

T4 1T 3 = T T i I

M3 1+ 1+ gz l+gg 1+3+1+11
2 2

Zatem cigg mianownikéw czesSciowych rozwazanej liczby to (0,1,3,1,2).
W ponizszej tabeli prezentujemy wszystkie wlasciwe utamki nieskracalne
z mianownikiem 14 wraz z ich ciagami mianownikéw czesciowych:

1/14 | 3/14 | 5/14 9/14 11/14 | 13/14
(0,14)[(0,4,1,2)[(0,2,1,4)((0,1,1,1,4){(0,1,3,1,2)|(0, 1, 13)

Zauwazmy, ze ciag liczby 11/14 wyrdznia sie na tle pozostalych pieciu tym, ze
zawiera ,najmniejsze” liczby — w tym sensie, ze najwickszy mianownik czedciowy
w jej ciagu (liczba 3) jest nie wickszy od najwiekszych mianownikéw czesciowych
w ciggach pozostalych liczb (ktérymi sa odpowiednio: 14,4,4,4,13). Skupmy
sie na poruszonym watku ,najmniejszego z najwigkszych”, konkretyzujac
rozpatrywane zagadnienie w nastepujacym problemie:

Dla danej liczby catkowitej g > 1 rozpatrujemy wszystkie nieskracalne
ulamki wilasciwe postaci p/q i z takiego ulamka bierzemy najwiekszy

z jego mianownikéw czedciowych. Niech m(q) bedzie najmniejszq z tych
wartoéci maksymalnych. Jakie wartosci moze przyjad m(q)?

Juz wiemy, ze m(14) = 3. Sa znane liczby o warto$ciach wiekszych, przykladowo
nietrudno sprawdzié, ze m(6) = 5 i m(20) = 4. Co ciekawe, nie znamy zadnej
liczby ¢, dla ktérej m(q) > 5 i nie wiemy nawet, czy taka liczba w ogdle istnieje!
W 1971 roku polski matematyk Stanistaw Zaremba postawil hipoteze, ze dla
kazdej liczby catkowitej ¢ > 1 zachodzi m(q) < 5.

Heurystyczne przestanki sugeruja, ze m(q) > 5 faktycznie moze nie mieé
rozwigzan. Jedynymi znanymi warto$ciami ¢, dla ktérych m(q) =5 sa 6, 54

i 150. Znanych jest 35 liczb, dla ktérych uzyskujemy warto$é 4 (A141823) —
najwieksza z nich to 6234. Pozostale sprawdzone liczby przyjmuja wartosci

2 lub 3. W 1976 roku Itshak Borosh zbadal wszystkie wartosci m(q) dla

q < 10000, a kilka lat pdzniej informowal, Zze Donald Knuth wykonal obliczenia
az do 3,2 - 105, nie znajdujac zadnego mianownika z m(q) > 3. Na wszelki
wypadek razem z Mariuszem Pleszczynskim niezaleznie sprawdziliSmy wszystkie
mianowniki do 107 — takze bez nowych wyjatkéw.

Hipoteza Zaremby ma réowniez ,staba” wersje: istnieje
stala A taka, ze dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 1
zachodzi m(q) < A. W 2014 roku Jean Bourgain

i Alex Kontorovich udowodnili prawdziwosé stabej
wersji dla prawie wszystkich mianownikéw ¢ (w tym
sensie, ze prawdopodobienstwo wylosowania ,,dobrego”
mianownika ze zbioru wszystkich liczb naturalnych

nie wiekszych niz n dazy do 1 przy n — o0). W takim
sformulowaniu autorom udalo sie uzyskaé stata A = 50,
ktora rok pdzniej zostata poprawiona do A = 5 przez
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ShinnYih Huanga. W maju 2026 roku Xin Zhang na
arXiv zamiedcil artykul, w ktérym postuluje dowod
stabej wersji hipotezy Zaremby. Do dzi$ jednak nie
wiemy, czy istnieje choé jedna liczba, dla ktérej m(q) > 5.

Strona |arXiv.org| to bezplatne internetowe repozytorium preprintéw
naukowych, czyli prac udostepnianych publicznie zwykle przed
formalng publikacja w czasopi$émie naukowym. Wyniki z arXiv nalezy
traktowac z pewng dozg ostroznoéci, cho¢ czesto sa poprawne.

Na koniec pozwole sobie na postawienie innej zuchwatej
hipotezy: liczba mianownikéw, dla ktérych m(q) > 2 jest
skonczona.


https://oeis.org/A141823
https://oeis.org/A195901
https://arxiv.org

{ %M To zalezy
Zycl

Mendlowi, na przyklad, dopisywalo szczescie. Trafil

do klasztoru, ktéry miat wlasne zaplecze edukacyjne

i ogréd eksperymentalny, a przetozeni wspierali jego
zainteresowania. Zadbali o wyksztalcenie matematyczne
i przyrodnicze naukowca, a pdzniej pozwolili mu przez
dlugie lata prowadzi¢ badania, dzieki czemu przebadal
tysiace roslin grochu. Krzyzowal je, liczyl, porownywal.
Nie znal pojecia genu, nic nie wiedzial ani o DNA, ani
o chromosomach. Opisal matematyczne prawidtowosci
dziedziczenia, zanim poznano ich fizyczne podloze. Mial
szczescie, bo cechy, ktére badal u grochu, byly tatwe do
opisania (m.in. kolor kwiatéw) i sa dziedziczone w prosty
Sposob.

nie lubi.

Mendel sformutowal fundamentalne dla rozwoju genetyki

prawa na podstawie ponad dziesieciu lat eksperymentow.

Musial mie¢ do tego osobowoéé. Cierpliwosé, sumiennosé,
sktonnos$é do refleksji i umiejetnosé znoszenia zycia
zakonnego. Byta w nim jednak takze ciekawo$é¢ $wiata,
ktora dala mu motywacje do wyjécia poza mury
klasztoru, aby oglosi¢ swoje prawa.

Dzis to wtasnie osobowos¢ staje sie tematem badan
genetycznych. Sytuacja jest bardziej ztozona od
dziedziczenia koloru kwiatéw grochu: tysiace wariantéw
DNA, z ktérych kazdy moze mieé¢ niewielki wkiad, plus
srodowisko i btad wpisany w metodyke. Do tego samo
definiowanie, czym osobowos¢ jest i — toczaca sie od

lat dyskusja — od czego zalezy. Przeciaganie liny ze
skrajnych pozycji: od hipotezy ,biatej karty”, ktora
dzigki odpowiedniemu wychowaniu i Srodowisku zapisuje
sie w dowolny sposéb, do badan pokazujacych, ze
rozdzielone od siebie identyczne blizniaki maja wspélne
cechy mimo zycia w innych warunkach.

Natura czy wychowanie? W ,Nature” z sierpnia

2026 roku znajdujemy prace, ktérej autorzy ttumacza, ze
dyskusje nalezy porzuci¢, bo osobowos¢ ksztaltuja i geny,
i sSrodowisko. Ten uktad jest tak ztozony, ze odpowiedzi,
jak i na ile, mozna szukaé¢ dopiero teraz, dzigki rosnacej
liczbie danych i wsparciu zaawansowanych metod

ich analizy. Im wigcej jednak wiadomo, tym bardziej

o dostepnych informacjach nalezy mowi¢ ostroznie.

Bo, oczywiscie, to zalezy. . .

Prace ,Robust inference and correlates from genetic
associations with personality” opublikowalo konsorcjum
Revived Genomics of Personality (ReGPC), grupa
naukowcow, ktérzy od okoto 2010 roku tacza sity

i zasoby, aby rozgryzé, co sprawia, ze jesteSmy soba.
Cechy osobowosci opisuja stabilne i nawykowe réznice
w sposobie mys$lenia, odczuwania i dziatania ludzi.
Konsorcjum w badaniach postuzyto sie teoria Wielkiej
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Moéj dobry znajomy, fizyk, méwi: ,Ja w twoje biologiczne sprawy nie zagltebiam
sie, bo tam wszystko jest zbyt zagmatwane”. Faktycznie, proste historie

w biologii sa juz za nami. Wielcy swiata mieli albo niebywale szczgscie, albo

na tyle duze ego, zeby glosi¢ swoje prawdy bez cienia watpliwosci. Albo i to,

i to. Teraz od badaczy wciaz styszymy ,,to zalezy”, czego, niestety, wiele oséb

Piatki (The Big Five). Wedlug niej osobowo$¢ mozna
opisa¢ w pieciu wymiarach, niezaleznie od plci,
pochodzenia etnicznego i wieku. Sa to:

— ekstrawersja (mierzy sie tu m.in., jak jeste$my
towarzyscy, asertywni i pelni energii);

— ugodowosé (empatia, szacunek i zaufanie, ktore
pokladamy w innych);

— sumiennos$¢ (opisujaca zorganizowanie, produktywnosé
w realizacji zamierzen i odpowiedzialnosé);

— neurotyczno$¢ (mierzaca poziom leku, sktonno$é do
depres;ji i stabilno$¢ emocjonalna);

— otwartos$é na do$wiadczenia (ktéra wynika
z wyobrazni, ciekawosci $§wiata, wrazliwosci na sztuke
i nature).

Model Wielkiej Piatki nie jest ,,jedyna sluszng” metoda
opisywania cech osobowosci. Tu kazdy z elementéw
mierzy sie gradientowo, co jest blizsze naturalnej
zmiennosci zywych organizmoéw niz podzial na typy,
uzywany w innych teoriach. Analizowano 46 badan,

w ktérych przeprowadzono ten sam standardowy
kwestionariusz Wielkiej Piatki do okreslenia osobowosci.
Osoby wypelniajace test oddawaly takze z wnetrza
jamy ustnej wymaz, z ktérego wyizolowano DNA

i poddano analizie. W ten sposéb uzyskano wyniki

dla ponad miliona oséb. Osoby, ktérych genom byt
analizowany, wypelnialy jednoczesnie ankiete, badajaca
ich osobowosc.

Dzigki danym zgromadzonym przez wiele lat wiemy,

ze jedli poréwnuje sie sekwencje DNA dwéch losowych
0s6b, to sa miejsca, tzw. pozycje, w ktorych jest
zmiennosé, tj. wystepuja rézne nukleotydy. Na

przyktad w pozycji o numerze rs1801253 w sekwencji
GCTGTGCTCGTGCCTGTG u czesci ludzi jako

10. nukleotyd bedzie wystepowal A zamiast G:
GCTGTGCTCATGCCTGTG. Takich miejsc w naszym
genomie istnieje bardzo duzo, w przypadku opisywanej
pracy analizowano ich okoto 10 milionéw. Zjawisko
nazywane jest polimorfizmem pojedynczych nukleotyddw
(ang. Single Nucleotide Polymorphism, inaczej SNP
wymawiany przez genetykéw ,snip”).

Naukowcy z publikacji z Nature wykorzystali istnienie
SNP w metodzie analizy GWAS, czyli Genome-Wide
Association Study. Szukali wspélzaleznosci miedzy
konkretnymi wariantami genetycznymi (wlasnie
snipami) a wystgpowaniem danej cechy. GWAS nie
identyfikuje bezposrednio genéw odpowiedzialnych

za te ceche. Identyfikuje regiony genomu, w ktorych
wystepuje statystycznie istotne powigzanie miedzy
snipem a zmienno$cig branej pod uwage cechy.



GWAS opiera si¢ na biologicznym
zjawisku nieréwnowagi sprzezen (linkage
disequilibrium — LD). Oznacza to, ze
fragmenty DNA potlozone blisko siebie
na chromosomie sg dziedziczone razem,
jako jeden blok (nie sg rozdzielane przez
mejotyczng rekombinacje na przestrzeni
pokolent). Snipy sg jedynie markerami, ze
dany rejon DNA jest zwigzany z danym
wariantem cechy (tzw. fenotypem).

Jest to fundament badan nad chorobami
wieloczynnikowymi oraz kierunkiem
zmian w medycynie — chodzi o to, aby

leczenie pacjentéw bylo spersonalizowane.
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Korzystatam z:

Schwaba T. i wsp. Robust inference and
correlates from genetic associations
with personality, Nature (2026).

Frequently Asked Questions for Robust
inference and widespread genetic
correlates from a large-scale genetic
assoctation study of human
personality, ReGPC steering
committee:
https://osf.io/hgnsm/files/
osfstorage/698e1853e15af5d402c72da8.

W przypadku omawianego badania uzyskano (w sumie) 1260 niezaleznych
pozycji dla pieciu cech osobowosci, z czego 824 bylo nowych, dotad nieopisanych.
W ten sposéb otrzymano mape interesujacych regionéw genomu, co jeszcze nie
jest wskazaniem konkretnych genéw odpowiedzialnych za dana ceche, a co za
tym idzie nie oznacza to identyfikacji mechanizmu biologicznego u podloza
osobowosci.

Teraz badacze beda mysle¢ nad tym, co sprawito, ze pojawila sie asocjacja.
Sprawdzaé sasiedztwo, zapisane w tym rejonie geny, by¢ moze poziom ich
aktywnosci, rodzaj komorek, w ktorych sa odczytywane, funkcje biatek lub
potencjalng regulacje aktywnosci innych miejsc w genomie.

W pracy z Nature juz znaleziono niektére powiazania: z genami wplywajacymi
na dziatanie mézgu — na przyktad FOXP2, ktére koduje biatko regulacyjne
zwiazane z rozwojem okreslonych obwodéw neuronalnych. Zaburzenia jego
aktywnosci prowadza do powaznych probleméw z rozwojem mowy i jezyka.
Inny gen to SEMAG6D, ktéry koduje biatko uczestniczace w odnajdywaniu
przez migrujace nowopowstale neurony wtasciwych miejsc w moézgu i tworzenie
polaczen z innymi komoérkami. Inne miejsca powiazane byly z genami, o ktérych
wiadomo, ze sg aktywne w neuronach kory moézgowej, a zarazem zwiazane

z molekularnym mechanizmem rytmu dobowego, dojrzewaniem neuronéw

i rozwojem potaczen miedzy nimi.

Naukowcy — $wiadomi, ze odbiér tych badan moze by¢ istotny spotecznie —
zadbali o to, by trudny artykul naukowy uzupetnié tekstem, w ktorym
odpowiadaja na najczestsze pytania dotyczace ich pracy. To rys czaséw —

za publikacja w prestizowym pisSmie naukowym stoja juz nie tylko diugie
strony ,,suplementary data”, materialéw dodatkowych, bez ktérych catkowite
zrozumienie metod i wynikéw dla specjalisty jest niemozliwe. Tres¢ i intencje
tlumaczone sg szerzej, aby byly dostepne dla naukowcéw z innych dziedzin

i kazdego, kto chcialby wiedzie¢ wiecej.

A sprawa faktycznie jest wazna. Gdybym tak mogla za pomoca ,magicznego
suwaczka” poprawia¢ (modyfikowaé) osobowo$é, to co i w ktérym kierunku
bym zmienita? Gdzie jest ta ,lepsza” Marta? Czy ktos moze mie¢ dostep do
informacji gendow przysztych pokolen, przewidujac, jakimi ludzmi beda? 1 jaki
uzytek zrobi z ta wiedza?

Jak dobrze, ze w komentarzach autorzy odnosza sie do tego stanowczo i jasno.
»Ro6znorodnosé osobowosci jest niezwykle cenna. Spoteczenstwo czerpie korzysci
z obecnosci oséb osiagajacych wysokie, niskie i Srednie wyniki w zakresie
kazdej cechy osobowoéci, a osoby o dowolnych kombinacjach cech moga
znalez¢ sposoby na osiagniecie sukcesu (... ) zdrowe spoleczenistwo potrzebuje
zaréwno przedsiebiorcéow (stwierdziliSmy, ze warianty genetyczne zwiazane

z edukacja biznesowa korelujg z nizsza otwartoscia na do$wiadczenia), jak

i artystéw (stwierdziliémy, ze warianty genetyczne zwiazane z edukacja
artystyczna i humanistyczna koreluja z wyzsza otwartoscia na do$wiadczenia).
(...) kazda cecha osobowosci ma zaréwno zalety, jak i wady. Na przyklad
nasze wyniki sugeruja, ze dziedziczenie wariantéw genetycznych zwiazanych

z wysoka ekstrawersja moze by¢ korzystne, poniewaz wiaza sie one z mniejsza
liczba pobytéw w szpitalu i wyzszym poziomem dobrostanu — a sa to skutki,
ktére wiekszosé ludzi ceni. Z drugiej strony, odziedziczenie wariantéw
genetycznych zwiazanych z ekstrawersja moze by¢ réwniez problematyczne,
poniewaz stwierdziliSmy, Zze sg one powiazane z ryzykiem choroby afektywnej
dwubiegunowej oraz rozpoczeciem palenia papierosow — a to skutki, ktérych
wiekszos¢ ludzi pragnie uniknaé”.

Wedlug ankiety Wielka Piagtka jestem ekstrawertyczka na poziomie 53%. Czy to
dobrze? Zalezy. I zostang juz przy tym.

Kwestionariusz uzyty do badan mozna wypelnié¢ nieodptatnie pod tym linkiem:
https://www.personalitylab.org/tests/bfi2_self_pol.htm

Marta FIKUS-KRYNSKA
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*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Przyktady i cytaty z ksiazek P. Coveney,
R. Highfield, Strzalka czasu, Zysk i S—ka
(1990) oraz J. Gleick, Podréze w czasie,

Zysk i S—ka (2018).

Czy o czasie co$ powiedzie¢ da sie?
Mirostaw LACHOWICZ*

Wsréd tysiecy wypowiedzi przypisywanych Albertowi Einsteinowi prawdziwosé
wielu jest co najmniej dyskusyjna, jednak te dobrze udokumentowano. W liécie
z 21 marca 1955 roku do rodziny zmartego przyjaciela Michelego Angela Besso,
inzyniera szwajcarskiego, noblista pisal: ,,Michele odszedt z tego dziwnego
Swiata wczesniej niz ja. Ale to nie ma znaczenia. Dla nas, wierzacych w fizyke,
rozréznienie miedzy przyszloscia, terazniejszoscia a przyszloscia jest tylko
uparcie podtrzymywana iluzja”. List powstal niespelna miesiac przed jego
$miercig — Einstein zmart 18 kwietnia 1955.

Znane jest zdanie $w. Augustyna z Hippony (354-430): Czymze jest czas? Jesli
nikt mnie o to nie pyta, wiem. Jesli pytajacemu usituje wytlumaczy¢, nie wiem.
Skadinad czesta wymoéwka studentéw.

Problemem jest to, ze podstawowe teorie w fizyce, w tym te, ktore tworzyly
nasza cywilizacje, sa ,odwracalne w czasie”. Czyli ,kierunek czasu” nie jest
w nich okreslony.

Jedna z tych podstawowych teorii fizycznych, ktére niewatpliwie tworzyly nasza
cywilizacje i ustalaly sposéb rozumienia Swiata, jest klasyczna mechanika
newtonowska. Istotna jej cecha to wtasnie ,odwracalno$é¢ w czasie”, co oznacza,
ze zaden ,kierunek uplywu czasu” nie jest wyrézniony. Wynika to z faktu, iz
transformacja ¢ — —t nie zmienia postaci réwnan. Mozna to wyrazi¢ nastepujaco:
obserwuj uklad od chwili poczatkowej 0 do chwili ¢ > 0, nastepnie zmien znaki
(+ — F) predkosci wszystkich czasteczek — spowodujesz powrdt do stanu
poczatkowego.

Przyjrzyjmy si¢ temu dokladniej. Réwnanie dynamiki Newtona, bez
uwzglednienia oporéw otoczenia (np. tarcia), ma postaé
mad = ﬁ,
gdzie m to masa obiektu, F' to dzialajaca nan sila, za$ a — jego przyspieszenie.
W jezyku pochodnych (przyjmujac, dla uproszczenia, ze m = 1),
d?x dzx

W = F(m), .’Iﬁ(to) = Xy, dr (to) = Vo,

gdzie z( jest poczatkowym polozeniem, a vy — poczatkowa predkoscia.

Transformacja t — 2ty — t nie zmienia postaci réwnania, zamienia tylko znak

poczatkowej predkosci vg:
d2

x dz
ﬁ = F(l’), J?(to) = 2o, E(to) = —9.

Co z tym poczaé¢? Jak zy¢ w $wiecie, w ktorym nie ma kryterium, okreslajacego,
W ktéra strone” plynie czas?

Istnieje jednakze w fizyce teoria, ktora bezposrednio méwi o nieodwracalnosci
w czasie. Jest to termodynamika, a precyzyjniej, II zasada termodynamiki,
sformulowana w 1852 roku przez Williama Thomsona (Lorda Kelvina). Okresla
ona kierunek czasu, czyli odréznia przeszite od przyszlego. Jedno z mozliwych
sformutowan II zasady termodynamiki (dzieki wprowadzonemu w 1865 roku
przez Clausiusa pojeciu entropii) méwi, ze entropia ukladu izolowanego rosnie
w czasie.

Ale jak polaczy¢ odwracalng w czasie mechanike Newtona z nieodwracalng
termodynamika?

Ludwig Boltzmann (1844-1906) podjal prébe ,wyprowadzenia” nieodwracalnosci
z odwracalnej dynamiki newtonowskiej dla rozrzedzonego gazu. W roku 1872
sformutowal réwnanie, dzisiaj nazywane rownaniem Boltzmanna, w oparciu

o tzw. hipoteze o molekularnym chaosie, bedaca zalozeniem probabilistycznej
niezaleznosci stanéw czasteczek. Przyjecie tej hipotezy nadato opisowi charakter
losowy i nieodwracalny w czasie, przynajmniej zdaniem Boltzmanna.
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Wilasnosé nieodwracalnosci w czasie wyraza
ytwierdzenie H Boltzmanna”, méwiace o istnieniu
pewnego funkcjonatu, ktéry ,na” rozwigzaniu
réwnania Boltzmanna maleje w czasie, a wiec ma
charakter entropii ze znakiem ,,—”". Niech f = f(t, z,v)
bedzie rozwiazaniem réwnania Boltzmanna, czyli

po scatkowaniu po zbiorze X wzgledem x i zbiorze

V wzgledem v wyraza liczbe czasteczek o polozeniu

w zbiorze X i pedzie w zbiorze V w chwili ¢ (oczywiscie
zbiory X iV sa mierzalnymi podzbiorami R3). Wowczas
funkcja

//f (t, ,v)logf(t, z,v) dz dv

maleje w czasie (to sformulowanie wymaga duzej
uwaznosci matematycznej, by rzeczywiscie stato sig
twierdzeniem).

To, co Boltzmann uwazat za najwiekszy sukces

swojej teorii, bylo najzacieklej atakowane przez jej
przeciwnikow. Paradoks odwracalnosci, sformutowany
przez Lorda Kelvina w 1874 roku oraz Josefa
Loschmidta w 1876 roku, zostat wyrazony nastepujaco:
nieodwracalno$¢ zawarta w teorii Boltzmanna nie moze
byé¢ konsekwencja mechaniki newtonowskiej. Paradoks
powracalnosci, opisany w 1896 roku przez Ernsta
Zermelo (tego ,,od aksjomatu wyboru”), opiera si¢ na
twierdzeniu Poincarégo: kazdy zachowawczy i zamkniety
uktad mechaniczny powraca, po dostatecznie

diugim czasie, do dowolnie matego otoczenia prawie
kazdego stanu poczatkowego (patrz K. Turzynski

i H. Zotadek, Twierdzenie o powracaniu i pewne
zagadki nierownowagowej mechaniki statystycznej,
A%:|i|A). Warto zaznaczyé¢, ze idee okresowosci, lub
tez quasi-okresowosci, jak w twierdzeniu Poincarégo,
byly i sa obecne w historii ludzkosci i sa nierozlacznie
zwigzane ze sposobami pomiaru czasu. Wiecej o tym
przeczytaé¢ mozna w dodatku do elektronicznej wersji
niniejszego tekstu.

Miedzy Boltzmannem a jego krytykami dochodzito
do ostrych polemik (patrz tekst Paradoksy symetrii
czasowej, /Al). Te burzliwe ataki byly dotkliwe dla
Boltzmanna Jak wiele wybitnych oséb ptacil za swdj
geniusz bardzo duza cene...

David Goodstein, ,,States of Matter”: , Ludwig
Boltzmann, ktéry poswiecil znaczna czesé swojego
zycia na badanie mechaniki statystycznej, zmart w 1906
roku $miercig samobdjcza. Paul Ehrenfest, ktory
kontynuowal jego prace, zmarl podobnie w 1933. Teraz
nasza kolej ... zapewne jest rzecza rozsadna zachowaé
ostroznos¢é w badaniach”.

Oczywiscie nic nie jest takie proste, jak przedstawia sie, by ubarwic
rozwazanila.

Czy mozna matematycznie opisa¢ zwigzek
prawdopodobienstwa i nieodwracalnos¢ w czasie?
Rozwazmy (X,9M, u) — przestrzen z miara
probabilistyczna, tzn. u(X) = 1.

Rodzaj analogu twierdzenia H Boltzmanna wystepuje
w teorii proceséw Markowa. Sa to procesy stochastyczne
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(tzn. losowe) o tej wlasnosci, ze ich ewolucja zalezy
tylko od stanu w danej chwili, a nie od przeszlego
przebiegu. Taki proces stochastyczny opisuje funkcja
P(t,z, A). Okresla ona prawdopodobieristwo tego,

ze startujac w chwili £y = 0 ze stanu z, proces

po czasie t znajdzie sie w stanie ze zbioru A. To
prawdopodobiefistwo mozna wyrazi¢ poprzez chwile
wczedniejsze s, czyli 0 < s < t, za pomocg réwnania
Chapmana—Kolmogorowa

Pt 4) = [ Pls,ady)Plt — 5..4).
X
Niech miara pu bedzie miara niezmiennicza, czyli

/ P(t, 2, Ap(dz) = u(A),
X
dla zbioréw mierzalnych A C X, ¢t > 0.

Rozwazmy teraz dowolna funkcje f okreslong na X

i niech (T3 f)(z) bedzie wartoscia oczekiwana f(Y;),
gdzie Y; jest wartoscia po czasie t procesu startujacego
zx € X, czyli

(Tf)w) = [ Pt i)
X
dla funkcji catkowalnej f .

Zauwazmy, ze (Tof)(x) = f(x). Ponadto z réwnania
Chapmana—Kotmogorowa wynika, ze

(Ti4s f) (@) = (Ty(Ts f)) (z) dla dowolnych ¢,s > 0.

Prawdziwe jest twierdzenie Yosidy (Ko6saku Yosida,
1909-1990). Dotyczy ono funkcji klasy Zygmunda
(Antoni Zygmund, 1900-1992), czyli klasy funkcji f > 0
takich, ze

/ £(z) p(da)

gdzie logt z = log x, gdy = >
<1

/ f(z) log™ f(x) p(dz) < oc

< 00,
1 oraz log™ x = 0, gdy

Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcjq klasy
Zygmunda. Wowczas

H[f](tr) = H[f](t2)

HA® = [T
X

Dowdd. Funkcja h(z) = xlogx spelnia h''(z) =
dla kazdego = > 0, a wiec jest wypukla dla = > 0.
Z nieréwnodci Jensena dla dowolnego ,,usredniania”
zachodzi

érednia wartos¢ h(f(z)) > h(érednia wartosé f(:z:)),

(X/Ptxdy ))

dla t; < to,
gdzie

) log(T: f)(x) p(dz).

1

8

w szczegblnosci

/Ptm dy)h
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Calkujac obie strony wzgledem p(dz) po calej
przestrzeni X, korzystajac z niezmienniczosci tej miary
oraz zamieniajac kolejnos¢ catkowania, dostajemy

/Mﬂwmwm>/ﬁuuu»mm>
X X

Wstawiajac Tsf w miejsce f, oraz korzystajac
z zaleznosci T4 = T} o Ty, mamy

/mnﬂwmmw>/hmﬂﬂmmmm
X X
Czyli
HIf1(s) > HIf)( + ),

co jest rownowazne tezie. [J

s,t >0,

K. Yosida, The Markoff process with a stable distribution,
Proceedings of the Imperial Academy 16 (1940), 49-54;
réwniez K. Yosida, Functional Analysis, Springer-Verlag (1995).

Czy twierdzenie to rozwiazuje problem? Raczej
rozpoczyna dyskusje! Mozna jednak uznaé, ze powyzsze
twierdzenie precyzuje intuicyjne podejscie jakoby
,Josowos¢é prowadzila do nieodwracalno$ci w czasie”,

o czym wspomnialem powyzej.

Gary Miller i Marvin Shinbrot podali prosty przyklad
uktadu réwnania typu Newtona

) = (),
(%Z/)‘t:O = (z0,Y0),
S|, = o -w)

gdzie (z,y) = (x(t),y(t)) € R?, t € R.

Jedynym rozwiazaniem jest funkcja (z,y) = (zoet, yoe™t).

Po transformacji t — —t funkcja (z,y) = (zoe™ ¢, yoe!)
jest rozwigzaniem powyzszego zagadnienia z predkoscia
7 przeciwnymi znakami
d
E(zv y) i
czyli zagadnienie jest odwracalne w czasie, w wyzej
wymienionym sensie. Rozwazmy rodzine przeksztatcen

0 = (7x0,y0)a

Tt(mv y) = (‘retv ye—t)'
Podobnie jak wczesdniej, zachodzi T; o Ts = Ty ,. Niech
fo: R? — R? bedzie poczatkowa funkcja gestosci
prawdopodobienstwa. Niech

f(t,a:,y) = fO(T—t(xay))>

poniewaz przeksztalcenia T; nie zmieniaja pola
prostokatéw, wiec zachowuja miare. Oznacza to, ze dla
kazdego t funkcja f(t,x,y) réwniez jest funkcja gestosci
prawdopodobiefistwa. Oznaczmy f(t,z) = [ f(t,z,y)dy.
Definiujemy

H(f(0) = [ Ft.0)10g (7(t.)) d.

gdzie fo(z) = [ fo(z,y)dy = [e™" fo(z,ye’) dy (druga
rownos$¢ wynika z liniowej zamiany zmiennej, wzgledem
ktorej catkujemy). Zatem (ponownie wykorzystujac
zamiane zmiennych)

H[f](t) = /fo(w) log (e™" fo(z)) dx
—t/fo(!E) dﬂ?-‘r/fo(ai) log fo(x)dx

= —t + const.

Zaproponowany funkcjonal H[f] jest monotonicznie
malejacy wzgledem zmiennej ¢, czyli zachowuje sie jak
funkcja H Boltzmanna. A zagadnienie jest odwracalne
w czasie!

G. Miller, M. Shinbrot, The H-theorem and reversibility, Transport
Theory and Statistical Physics 12 (1983), 195.

Wielu fizykoéw, podobnie jak Einstein, wyraza opinie
— zapewne w odniesieniu do mechaniki kwantowej lub
ogdblnej teorii wzglednosci — ze czas jest iluzja.

Julian Barbour napisal: Czas, tak jak go postrzegamy,
nie istnieje jako cos innego niz iluzja. Wiele probleméw
w fizyce wynika z zaloZenia, ze istnieje. Nie mamy
zadnych dowodow przeszlosci poza nasza pamiecia

o niej i zadnych dowodéw na przysztosé poza nasza
wiara w nia.

Julian Barbour, The end of time: the next revolution in our
understanding of the universe (1999).

Podobnie twierdzil filozof brytyjski John M.E.
McTaggart (1866-1925): Nasza koncepcja czasu zawiera
sprzecznos$é, a zatem rzeczywisto$é nie moze by¢
czasowa. Nasze postrzeganie czasu jest iluzja, a sam
czas jest po prostu ideatem.

J.M.E. McTaggart, The unreality of time, Mind 17 (1908), 457-474.

Sformutowany na poparcie tej tezy argument jest znany
jako paradoks McTaggarta.

Moim zdaniem bardzo trafna uwage sformutowal Lee
Smolin: Czas jest realny — niektorzy fizycy blednie
odrzucaja realnosé czasu, poniewaz myla swoje
abstrakcyjne modele z rzeczywistoscia.

Lee Smolin, Time reborn: from the crisis in physics to the future
of the universe, Houghton Mifflin Harcourt (2013).

Zgadzam sie z tym zdaniem. Kazda — nawet, jak sie
wydaje, najszersza teoria fizyczna — jest pewnym
przyblizeniem rzeczywisto$ci, i to w nieznanym zakresie.
Zadna wiec nie moze przesadzié o tym, ,czym jest czas”.
Nasza wiedza pozostanie tylko czesciowa. Twierdzenia
Tarskiego, Godla, Turinga, zasada Heisenberga,
twierdzenie Arrowa, wyraznie wskazuja na to, ze jest
rzecza rozsadna wykazaé ostroznosc.

K. Wéjtowicz, O naduzywaniu twierdzenia Godla w sporach
filozoficznych, Zagadnienia Filozoficzne w Nauce XIX (1996), 24-45.

Dodatkowo, pamietajac o mozliwych naduzyciach,
srodowisko naukowe powinno zachowaé czujnosé.
A. Sokol, J. Bricmont, Modne bzdury. O naduzywaniu pojec

z zakresu nauk Scislych przez postmodernistycznych intelektualistéow,
Proészynski i S-ka (2004).



Informatyczny kacik olimpijski (141)

IKO na start — Optymalizacja mandatéow, czyli zachtannos$¢ czasem poptaca

W tym odcinku oméwimy zadanie Optymalizacja
mandatéw z pierwszego etapu XV Olimpiady
Informatycznej Junioréw.

O co tu chodzi?

Zadanie Optymalizacja mandatow ma dosé skomplikowana
tresé, ktéra mozna podsumowaé w nastepujacy sposob:
dane sa dwa ciagi po N liczb, ciag K = (K1, Ka,...,Kn)
oraz R = (Ry, Ra, ..., Ry). Liczby dobieramy w pary,

po jednej z K oraz po jednej z R, po czym kazda

pare ,sklejamy” — dopisujemy liczbe z R na koniec

liczby z K. Potem te wszystkie uzyskane sklejenia
sumujemy. Na przyklad, jesli mamy ciagi K = (13,9, 37)
oraz R = (100,21, 5) i sparujemy 13 ze 100, 9 z 21,

a 37 z 5, wtedy wynik to 13100 + 921 + 375 = 14396.
Mozemy tez sklei¢ 13 z 5, 9 ze 100, a 37 z 21, osiagajac
135 49100 + 3721 = 12956. Celem jest takie sparowanie,
zeby powstala suma byla jak najmniejsza.

Pelng tres¢ zadania z przyktadami mozna znalezé na stronie
https://sio2.mimuw.edu.pl/c/0ij15-1/p/opt/.

Dwie pary

Zobaczmy, co si¢ dzieje, jesli N = 2, czyli do utworzenia
sa tylko dwie pary liczb. Spéjrzmy na kilka przyktadéw,
zaczynajac od K = (14,9) oraz R = (15,33). Z pewnym
zaskoczeniem mozemy sie przekonaé, ze tutaj nasz

wybér nie ma zadnego znaczenia! Mozliwe sparowania

to 1415 4 933 = 2348 albo 1433 + 915 = 2348. Dzieje sie
tak dlatego, ze obie liczby z R sa takiej samej dlugosci.
Zatem do liczby 14 mozemy doklei¢ 15 lub 33, otrzymujac
1415 lub 1433, ale w obu wypadkach poczatkowa liczba 14
powiekszy swoja warto$¢ do 1400, czyli 100 razy wigkszej.
Podobnie liczba 9 bedzie miata wartosé 900 przy obu
sparowaniach.

Moéwigc formalnie, liczba k sparowana z liczbg r zamienia
si¢ w liczbe 1047 . k + 7, gdzie d(r) jest liczba cyfr r. Jedli
zatem K = (K1, K>3), a R = (R, Re) i obie liczby z R maja
te sama dtugosé, czyli d(r1) = d(re) = d, to wynik bedzie
rowny

10d-K1 + Ry +10d-K2+R2 = 10d(K1 +K2)+R1 + Ry
niezaleznie od sparowania.

Co jednak, gdy dlugosci liczb z R sa r6zne? Wezmy na
przyktad K = (16,8) i R = (23,9). Do jednej z liczb z K
doklei sie dwucyfrowa liczba 23, zwickszajac jej wartosé
100 razy, do drugiej — jednocyfrowa liczba 9 i powigkszy
warto$é dziesieciokrotnie. Aby wiec otrzymac najmniejsza
mozliwg warto$¢, optacalne jest bardziej zwigkszy¢
mniejsza liczbe. Rzeczywiscie, sparowanie 169 4 823 = 992
jest lepsze niz 1623 + 89 = 1712. Znéw, przechodzac na
zapis formalny, mamy ciag (K1, K3), gdzie K1 > K»; ciag
(R1, R2), w ktérym dlugoéci liczb z R sa odpowiednio

dy 1 dg; oraz niech d; > da, czyli liczba R; jest dtuzsza.
Wynik wynosi 10% - K; + Ry + 10% - Ky + Ry w jednym
sparowaniu i 10% . Ky + Ry +10% - Ko + Ry w drugim.
Réznica miedzy tymi wynikami to:

10% - Ky + Ry +10% - Ky —10% - K7 + Ry — 10% - Ky

= (10" — 10%)(K; — K>),
czyli zawsze jest dodatnia, jesli tylko Ky > Ko i dy > ds.
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Mniejszy jest wiec drugi rezultat, co potwierdza to,
co zauwazyliSmy — mniejsza liczbe K trzeba skleié
z dluzsza R;.

Pelne rozwigzanie, czyli algorytm zachtanny

Mogloby sie wydawadé, ze do rozwiazania dla ciagéw
N-liczbowych jeszcze daleko, ale tak naprawde
wykonaliémy juz wiekszo$é (koncepcyjnej) pracy. Jesli
dane sg ciagi K = (Ky,...,Ky) i R=(Ry,...,RnN), to
zastanéwmy sie, jak przypisac liczby z R do liczb z K.
Intuicja (z poprzedniego akapitu) sugeruje, ze i teraz
najdluzsze liczby z R powinnismy sklei¢ z najmniejszymi
liczbami z K, i odwrotnie. Sprébujmy potwierdzi¢ ten
pomyst: ustawmy liczby z K w kolejnoéci niemalejacej,
czyli zalozmy, ze K1 < Ko < ... < Ky. W jakiej kolejnosci
dobraé¢ do nich liczby z ciagu R? Popatrzmy najpierw

na K7 i Ks: zauwazmy, ze jesli do K; dokleimy jakas
liczbe R;, a do K> inng liczbe R;, to R; powinna by¢
krétsza, a w kazdym razie nie dtuzsza niz R;. Inaczej
bowiem moglibySmy zamienié¢ liczby miejscami, taczac

K1 < R; i Ky < R;. A na podstawie tego, co méwilismy
poprzednio o dwéch liczbach, to daloby lepsze rozwiazanie!
Zatem do Ks powinna by¢ doklejona dtuzsza liczba niz

do K. Ale to samo rozumowanie mozemy powtérzyé
teraz dla Ky i K3, a potem dla kazdej pary kolejnych
liczb z ciagu K i R — gdyby gdziekolwiek krotsza liczba

z R stala przed dluzsza, to oplacaloby sie zamienié je
miejscami. Potwierdza to nasza intuicje, ze do liczb z K
ustawionych w kolejnosci rosnacej powinniémy doklejac¢
liczby z R w kolejnoéci malejacych diugosci. Jako ze przy
rownych dlugosciach kazda kolejnosc¢ jest dobra, najlatwiej
po prostu posortowaé ciag R malejaco (wtedy na pewno
dluzsze liczby beda przed krétszymi) i skleié po kolei liczby
z K, biorac je od najmniejszych, z liczbami z R branymi
od najwiekszych.

Kiedy juz znamy strategie, implementacja jest prosta:
ciagi K i1 R trzymamy w tablicach, sortujemy obydwie
(np. funkcja sort() w C++), a nastepnie przechodzimy
je petla — pierwsza tablice od poczatku, druga od konca —
i sumujemy iloczyny.

Algorytmy, w ktérych rozwigzanie konstruujemy od
tego, co wydaje sie najlepsze w danej chwili (takie

jak uzyte przed chwila ,posortuj i polacz najwicksza

z najmniejsza”) nazywamy algorytmami zachlannymi.
Czasem taka strategia dziala i daje najlepsze mozliwe
rozwiazanie, czasem nie. W tym wypadku udowodnilismy,
ze jak najbardziej dziala. ZastosowaliSmy przy tym cos,
co nazywa sie exchange argument, czyli ,,dowdd przez
zamianeg”: pokazalidémy, ze kazde ustawienie ciagdéw inne
niz rosnace/malejace daloby si¢ poprawié, zamieniajac
miejscami dwa sasiednie elementy. To jedna z typowych
technik dowodzenia, ze strategia zachtanna dziata.

A Czytelnicy i Czytelniczki obeznani z technikami

z olimpiad matematycznych z pewnoscia zauwaza w tym
dowodzie znajomy fakt zwany ,twierdzeniem o ciagach
jednomonotonicznych” — to jest wlasnie informatyczna
wersja tego twierdzenia.

Lech DURAJ
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Przypominamy niezwykla wlasnosé
optyczng paraboli. Promienie §wiatla,
wychodzgce z ogniska paraboli

i odbijajace si¢ od powierzchni paraboli
(gdzie kat padania jest réwny katowi
odbicia), wedruja dalej jako wigzka
réwnolegta do osi symetrii paraboli
(rys. 1). Réwniez na odwrét, wigzka
promieni réwnoleglych do osi symetrii
paraboli, po odbiciu od ,wewnetrznej
strony” powierzchni paraboli, skupia sie
w jej ognisku.

Rys. 3

Na ptlaszczyznie dane sa dwa rézne
punkty Fy, Fy zwane ogniskamsi. Zbiér
punktéw plaszczyzny, ktérych suma
odlegtoéci od punktéw Fi i Fs jest stata
(i wigksza od odlegtosdci ognisk),
nazywamy elipsq. Zbiér punktéow
ptaszczyzny, ktérych modul réznicy
odlegtosci od punktéw Fy i Fs jest staly
(i mniejszy od odleglo$ci ognisk),
nazywamy hiperbolq.

e RN

Fl F2

Rys. 4

Ksztalt i opor, czesé 4/4:
Czapka niewidka
Jarostaw GORNICKI*

Obiekt uznamy za niewidzialny, jesli kazdy promien $wiatta dociera do oka wzdtuz
tej samej linii, po ktorej biegt przed spotkaniem z obiektem. W poprzednim odcinku
(A1) rozwazali$my bryly stawiajace zerowy opér; wsréd nich niewidzialnymi

(z jednego kierunku) sa te z rysunkéw 10, 11, 13c, ale bryly z rysunkéw 9, 13a juz
nie. Zatem niewidzialno$¢ to wlasnoéé silniejsza niz brak oporu!

Stworzymy teraz bryle niewidzialng w dwéch wzajemnie prostopadlych
kierunkach. W tym celu rozwazmy dowolng parabole; odbijajac ja symetrycznie
wzgledem ogniska, otrzymamy dwie parabole o wspdlnym ognisku i wspélnej
osi (rys. 1). Zaznaczone tréjkaty krzywoliniowe przesuwamy prostopadle do
plaszczyzny rysunku o dlugo$é odcinka AB. Otrzymujemy bryle (rys. 2a, dwie
symetryczne granie o podstawie kwadratowej) o zerowym oporze w kierunku
pémoc-potudnie. Gdy obrécimy ja o 90°, to otrzymamy bryle (rys. 2b)

o zerowym oporze w kierunku wschod-zachdod. Czegs¢é wspélna tych bryt

(rys. 2¢), para krzywoliniowych piramid, ma zerowy opér w dwéch kierunkach
réwnolegltych do bokéw podstaw piramid. Teraz, aby uzyskaé ciato niewidoczne
w dwéch (wzajemnie prostopadlych) kierunkach, wystarczy poczwérnie
zwiekszy¢ te strukture (rys. 3) i pokryé ja powloka lustrzana.

Rys. 2

Rozwiazania te tatwo skrytykowaé. Stworzyliémy powierzchnie niewidzialne dla
réwnoleglej wiagzki $wiatla, a nasz sposéb widzenia jest bardziej skomplikowany,
bo przeciez mamy dwoje oczu. Jednym widzimy, gdy wszystkie promienie
zbiegaja si¢ w punkcie — Zrenicy oka. Zatem problem jest troche inny — czy
istnieja powierzchnie niewidzialne (dla nas) choéby z jednego punktu? Tak!

Przed ich stworzeniem przypomnimy niezwykle wtasnosci optyczne pozostaltych
krzywych stozkowych — elipsy oraz hiperboli. Kazdy promien swiatta
wychodzacy z jednego ogniska elipsy, po odbiciu od ,,wewnetrznej” powierzchni
elipsy, przejdzie przez drugie ognisko. Innymi stowy, wszystkie promienie
wychodzace z jednego ogniska elipsy skupia sie w jej drugim ognisku (rys. 4).
Tak samo bedzie dla wewnetrznej powierzchni elipsoidy obrotowej, gdy

osig obrotu jest prosta F}F5. Podobnie kazdy promien swiatla wychodzacy

z jednego ogniska hiperboli po odbiciu od hiperboli przeksztaltca sie w promien,
ktorego przedluzenie przechodzi przez drugie ognisko. W innym wypadku
wszystkie promienie wychodzace z jednego ogniska hiperboli beda sie rozchodzi¢
z drugiego (rys. 5). Ta sama wlasnos$é przystuguje bryle otrzymanej w wyniku
obrotu hiperboli wokot prostej Fi Fb.

Skorzystamy jeszcze z nastepujacego lematu:

Lemat. W tréjkgcie NABC (rys. 6) odcinek BD jest dwusieczng kqta X ABC
wtedy i tylko wtedy, gdy (a1 + b1)(az — by) = f?

IS
\

Rys. 5
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Rys. 6



Twierdzenie Stewarta (1746), zob.
S.I. Zetel, Geometria tréjkqta,
Wyd. Aksjomat (2020).

Szkic dowodu: nalezy wyznaczyé af oraz
a2 z twierdzenia cosinuséw w tréjkatach
ANABD oraz ABDC, a nastgpnie

odpowiednio polaczyé uzyskane réwnosci.

Rys. 8

Rys. 9

Dowdd. Przywolajmy twierdzenie M. Stewarta (patrz margines), ktére méwi, ze
a%bz + a%bl = (bl + bg)(fg + blbg).

Jesli zachodzi réwnosé z lematu, to we wzorze wyzej mozemy podstawié
f? = (a1 +b1)(az — b), co po pewnych przeksztalceniach daje

(bl + bQ +ay — 0,2)(0,11)2 - agbl) = 0.
Pierwszy czynnik wynosi AC + AB — BC', a wigc jest dodatni na mocy
nieréwnoéci trojkata. Stad wnioskujemy réwnoséé a1bs — asb; = 0 lub inaczej
a1/by = ag /by, co z twierdzenia o dwusiecznej oznacza, ze AD musi byé
dwusieczng.

W istocie rozumowanie to pokazuje réwniez przeciwna implikacje. Mianowicie,
jesli AD jest dwusieczna, to a;/b; = as/bs, co po powtdrzeniu tych samych
przeksztalcenn algebraicznych (w odwrotnej kolejnosci) prowadzi nas do réwnosci
a?by + a3by = (by +b2)(g? + b1ba) spelianej przez wielko$é g% = (ay + by )(ag — ba).
W polaczeniu z twierdzeniem Stewarta daje to f2 = g2, czyli réwnoéé z lematu. O

Tak przygotowani mozemy przystapi¢ do konstrukcji rzeczywiscie niewidzialnego
dla nas obiektu, cho¢ tylko z jednego punktu. Rysujemy wspdlogniskowe elipse
i hiperbole tak, aby odcinek HH' (laczacy dwa punkty ich przeciecia) zawieral
ognisko Fy (rys. 7) i byl prostopadly do odcinka F} F5. Nastepnie z ogniska Fj
prowadzimy poélprosta przechodzaca powyzej punktu H, ktoéra przecina elipse
i hiperbole w punktach A, B, odpowiednio. Odcinek F} B odbijamy symetrycznie
wzgledem prostej laczacej ogniska F Fy; odbity odcinek przecina teraz elipse
i hiperbole odpowiednio w punktach A’, B’. Otrzymujemy w ten sposéb dwa
symetrycznie polozone krzywoliniowe trojkaty ABH oraz A’B'H’. Rozwazmy
teraz promien wychodzacy z ogniska F} i odbijajacy sie od pary wskazanych
tréjkatow. Promien odbija sie w punkcie C' od tuku elipsy, przechodzi przez
ognisko F5, po czym odbija si¢ od tuku hiperboli w punkcie D i biegnie
dalej wzdtuz prostej Fy D. Popatrzmy na tréjkat AF1CD (rys. 7). Poniewaz
Flc + FQC = FlH + FQH (Z okreslenia, elipsy), FlD — FQD = FlH — FQH
(z okreslenia hiperboli), wiec

(F\C + F>,C)(F1D — DF,) = (F\H + FyH)(FyH — FoH)

= F\H? - F,H? = FyF3,

bo tréjkat AFy FoH jest prostokatny. Zatem na podstawie lematu prosta Fj Fy
jest dwusieczng kata <xCFyD w trdojkacie AF;CD. Gwarantuje to, ze promien
po odbiciu w punkcie D porusza sie wzdluz linii F1 D, ktora jest symetryczna do
linii F1C wzgledem prostej Fy Fo.

Jest tylko jeden problem: kierunek odbicia promienia w punkcie D nie pokrywa
sie z kierunkiem promienia, ktory wyszedl z punktu Fj. Aby temu zaradzié,
wystarczy zaznaczone trojkaty krzywoliniowe przeksztalci¢ jednoktadnie
wzgledem punktu F}, jak pokazuje to rysunek 8. Wowczas promien FiC' po
czterech odbiciach porusza sie wzdluz promienia GK, ktéry jest przedtuzeniem
promienia F;C'. Zapewnia to niewidzialnoé¢ punktu Fj. Oczywiscie ruch
promieni $wiatla odbywa si¢ w przeciwng strone — promien porusza si¢

w kierunku, w ktérym znajduje sie oko (punkt F7), dokonujac czterech odbié
od czterech krzywoliniowych tréjkatow, by ostatecznie dotrze¢ do oka wzdluz tej
samej prostej, po ktérej poczatkowo sie poruszal.

Obracajac powstala konstrukcje wokol pétprostej FiFo
(rys. 9) i pokrywajac ja powloka lustrzana, otrzymujemy
powierzchnie, ktéra jest niewidoczna, jesli spojrzymy na nia
jednym okiem z danego punktu F; w przestrzeni. Obiekty
ukryte w ,szarej strefie” sg niewidoczne. Istnieja tez
inne, bardziej ztozone powierzchnie, ktore sg niewidoczne,
gdy patrzymy obojgiem oczu lub gdy obiekt ma by¢
niewidoczny w skonczonej liczbie kierunkéw.

I nie chodzi tu o pélprzepuszczalne lustra (powierzchnie),
iluzjonistyczne sztuczki, o ciemny stréj w nocy, a o mozliwosci
drzemigce w najstarszej galezi matematyki — w geometrii.
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Problem jest trudny, bo zalamywanie Swiatta wynika
z anatomii oka. Jednak niewidzialno$é jest mozliwa! Moze
kiedy$ powstanie material, ktory nam na to pozwoli. ..
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ktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zmarznieci, ale docenieni: Nobel z fizyki za IceCube

Jak co roku, w dniu ogloszenia laureatéw Nagrody Nobla
z fizyki, na Wydziale Fizyki odbywa si¢ wspoélne Sledzenie
transmisji przez zgromadzona publicznosé, poprzedzone
typowaniem faworytéw (o tej tradycji pisatem juz w|AdL).
Tym razem wsréd zapisanych na tablicy kilkunastu
nazwisk znalazt sie Francis Halzen. Wytypowal go nie
kto inny jak wielce zastuzony byty cztonek zespotu naszej
redakcji i autor niezliczonej liczby odcinkéw tego kacika,
Krzysztof Turzynski.

Tegorocznym (jedynym) laureatem jest urodzony

i wyksztalcony w Belgii, ale od 1972 pracujacy w USA
na University of Wisconsin-Madison, Francis Halzen.

To nietypowe, bo ostatnia ,,pojedyncza” nagroda byta
przyznana ponad 30 lat temu. Warto jednak podkresli¢,
ze noblista nie jest samotnym odkrywca, a szefem
kilkusetosobowego zespotu detektora IceCube, ztozonego
z naukowcéw z 58 instytucji z calego $wiata.

Gléwna czescia IceCube jest 1km?® lodu i wlasnie
gigantyczna objeto$¢ czyni go najwiekszym detektorem na
Swiecie. Ta wielka kostka lodu jest kawalkiem naturalnego
ladolodu pokrywajacego Antarktyde i znajduje sie

w poblizu bieguna poludniowego na gltebokosci od 1450 m
do 2450 m. Tym, co wyrdznia te konkretng kostke
sposérod otaczajacego ja lodu, jest 86 odwiertow, jakie
wykonatl w niej zespét Francisa Halzena. Do kazdego
odwiertu opuszczono kabel — z nanizanymi co 17 metréw
fotopowielaczami — i pozostawiono do ponownego
zamarzniecia. W ten sposob kostka zostata wypelniona
piecioma tysiacami sensoréw czulych na $wiatto.

A wszystko po to, zeby rejestrowaé neutrina. Wiecej

o budowie i dziataniu IceCube mozna przeczytaé w Asg.

Istnienie neutrina zapostulowal Wolfgang Pauli w 1930
roku, zeby ratowaé zasade zachowania energii w rozpadach
nietrwalych jader (typu 8). Sam Pauli mial podobno
powiedzie¢: ,,Zrobilem straszna rzecz — zapostulowalem
czastke, ktorej nie da sie wykryc”.

Dlaczego neutrina sa tak nieuchwytne? Bo sposréd
oddziatywan czterech elementarnych podlegaja tylko
stabym i grawitacyjnym. Warto sobie uswiadomi¢, ze za
strukture materii, z ktérej jesteSmy zbudowani my i nasze

otoczenie, odpowiadajg oddziatywania elektromagnetyczne.

To one wiaza elektrony wokoél jader atomowych, atomy
w struktury krystaliczne, itp. Przy tym rozmiary jader
sa bardzo male w poréwnaniu z rozmiarami atoméw.
Wigkszo$¢ objetosci atomu, a co za tym idzie calej
atomowej materii, to praktycznie préznia. Tak wlasnie nas
,widza” neutrina, ktére nie maja tadunku i nie oddzialuja
elektromagnetycznie. Przelatuja ich przez nas w kazdej
sekundzie, jak przez préznie, miliardy. My ich nie czujemy,
a one nie czuja nas.

Sytuacja nie jest jednak tak beznadziejna, jak prorokowal
Pauli. Kiedy neutrino przelatuje blisko jakiegos jadra
atomowego, to istnieje bardzo male, ale jednak niezerowe
prawdopodobienstwo, ze dojdzie — za posrednictwem
oddziatywan stabych — do reakcji, w wyniku ktérej neutrino
zostanie pochlonigte i powstana inne czastki, ktére juz
daja sie obserwowaé. Pierwsza taka detekcja neutrina

20

miala miejsce w roku 1956 (Nagrode Nobla otrzymali
za to Frederick Reines i Clyde L. Cowan). Rozpoczeta
sie dtuga i ciekawa historia badania wlasnosci neutrin,
budowy kolejnych generacji detektoréw, przetomowych
odkry¢, nastepnych Nagrod Nobla, itp., o czym wiecej
mozna przeczyta¢ w AJq, ALY i A3,

Zasada dzialania detektora IceCube jest taka sama jak
innych detektoréw neutrin. Jezeli dojdzie do reakcji
jednego z niezliczonych przelatujacych przez antarktyczny
16d neutrin z jadrem jednego z atoméw, to moze powstacé
natadowana czastka (elektron lub mion), a nawet

cala kaskada czastek. Czastki te, przelatujac przez

16d, oddzialuja z czasteczkami wody. Fotopowielacze
rejestruja blysk. Na podstawie czaséw dotarcia sygnatu
do poszczegdlnych elementéw tréjwymiarowej sieci
detektorow i natezenia rejestrowanego $wiatta badacze sa
w stanie odtworzy¢ przebieg reakcji, rozrézniaé rodzaje
neutrin, okresli¢ kierunek, z jakiego nadleciaty, i ich
energie. Im wieksza objetosé detektora, tym wieksze
prawdopodobienistwo, ze jaka$ czastka sie w nim zlapie.
Duza objetos¢ pozwala tez dokladniej §ledzié¢ tor szybko
przelatujacych czastek i okresli¢ kierunek, z ktorego
przybyty.

To, co wyréznia detektor IceCube sposréd innych,

to cel prowadzenia obserwacji. Nie jest nim badanie
wlasnosci samych neutrin, a zbieranie danych o ich
zrodlach. Neutrina maja by¢ wykorzystywane jako
nosniki informacji o zachodzacych w odleglym kosmosie
zjawiskach, ktore prowadza do ich powstania. Zadanie jest
o tyle trudne, ze zdecydowana wigkszo$é¢ rejestrowanych
neutrin to tzw. tlo, czyli neutrina pochodzace z reakcji
zachodzacych w atmosferze, a takze ogromna liczba
neutrin pochodzacych ze Stonca. Przez kilkanadcie lat
obserwacji zesp6t wykonal ogromna prace, zeby metodami
statystycznymi wylowi¢ w tym morzu ,,nieciekawych”
detekcji perelki pochodzace spoza Ukladu Stonecznego

i dalej, spoza naszej Galaktyki. Udalo sie w szczegdlnosci
zlapaé neutrina o ogromnych energiach rzedu PeV (czyli
10%% eV, 1000 razy wigkszej, niz uzyskuja protony w LHC).
Komitet Noblowski w uzasadnieniu podaje dwa najlepiej
zidentyfikowane pozagalaktyczne zrédta: TXS 05064056
(tzw. blazar) i NGC 1068 (znana tez jako M77, aktywna
galaktyka typu Seyferta). Sa to przelomowe przyklady
tzw. astronomii wieloaspektowej, czyli rejestracji sygnaléw
calkowicie réznej natury. Tutaj mamy neutrina z IceCube
i fale elektromagnetyczne zbierane przez réznego rodzaju
teleskopy.

Stosunkowo niedawno miala miejsce pierwsza detekcja
fal grawitacyjnych | A4 i pierwsza (jak na razie jedyna)
jednoczesna detekcja fal grawitacyjnych i fotonéw A2
Kolejne generacje detektorow grawitacyjnych

i neutrinowych sg w budowie lub planowaniu. Pozostaje
wiec czekaé na jednoczesna detekcje z tego samego zrodla
fal grawitacyjnych, elektromagnetycznych i neutrin.

Co ujrzymy przez te nowo otwierajace sie okna na
Wszechswiat?

Szymon CHARZYNSKI


https://deltami.edu.pl/2024/11/aktualnosci-nagrody-nobla-2024/
https://www.deltami.edu.pl/2016/03/neutrina-na-biegunie/
https://www.deltami.edu.pl/2016/05/delta-i-fizyka-czastek-elementarnych-v-od-lep-u-do-lhc-fizyka-neutrin/
https://www.deltami.edu.pl/2024/10/oscylacje-neutrin/
https://www.deltami.edu.pl/2025/03/polujac-na-neutrina-czyli-z-pamietnika-fizyka-dzien-pierwszy/
https://www.deltami.edu.pl/2016/04/aktualnosci-pierwsza-bezposrednia-detekcja-fal-grawitacyjnych/
https://www.deltami.edu.pl/2017/12/aktualnosci-pierwsza-jednoczesna-detekcja-fal-grawitacyjnych-i-fotonow/

Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 826, 827

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

826. Kondensator ptaski o pojemnosci ¢y natadowano tadunkiem ). Réwnolegle
do oktadek umieszczono z dwoch stron przewodzace ptytki a i b o takich samych
rozmiarach jak okladki kondensatora (rys. 1). Przerwy miedzy sasiednimi

plytkami sa jednakowe i mate w poréwnaniu z rozmiarami ptytek. Plytki a

L a i b polaczono przewodnikiem. Jakie sa tadunki na ptytkach a i b7 Jaka jest
" di pojemnos$é powstatego uktadu?
|
Q
1 dl 0 827. W chwili poczatkowej dwa protony Crzotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
L, ) fli i dwa pozytony spoczywaja w rogach poglllgvz(ﬂf;nfgtgg‘;?e;;O(ZI‘/;V;%ZEHS?S;“

b kwadratu o boku a (rys. 2), a nastepnie
rozlatuja sie. Znalez¢ stosunek predkosci
protonu i pozytonu w nieskoniczono$ci.
Przyjaé, ze stosunek ich mas M /m = 2000.

z numeru 5/2026
Tomasz Wietecha Tarnéw 19-44+40,74
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-38,16
Pawet Kubit Krakéw
Marian Lupiezowiec Gliwice

Zadania z matematyki nr 929, 930

AN 7 Redaguje Marcin E. KUCZMA
A
N 7
N . . . Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
;/Jr 929. Niech D deZle ustalon@ hCZb% po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
Rys. 2 dodatnia. Znalezé¢ wszystkie liczby calkowite 919 (WT = 1,90) i 920 (WT = 1,09)

n = 0, dla ktérych istnieje funkcja f

z numeru 4/2026

L. . . Jedrzej Biedrzycki ~ Wroclaw 46,53

(o wartosciach rzeczywistych), okreslona na Roksana Stowik 43,23

przedziale [0, D], majaca w tym przedziale Tomasz Wietecha  Tarnéw 41,45

R e . Marian Lupiezowiec Gliwice 40,52

Termin nadsylania rozwiazan: 31 I 2027 dokladnie n miejsc zerowych oraz majaca Janusz Fiett Warszawa 39,70
w tym przedziale ciagla pochodna (na Pawel Najman Krakéw 37,10

,y p_ agla p L. a ( , ) Pawetl Kubit Krakéw 37,02

koricach jednostronna), spelniajaca réwnanie  piotr Kumor Olsztyn 34,75

(f(;v))2 + (f’(ac))2 =1 dlaz €[0,D].
930. Niech d(n) oznacza liczbe (dodatnich)

Piotr Wisniewski
Marek Spychata
Fukasz Merta
Andrzej Kurach
Bartek Knapik

Warszawa 34,10
Warszawa 33,42
Krakéw 33,02
Ryjewo 31,74
Warszawa 31,49

dzielnikéw liczby n. Wyznaczy¢ najwicksza

d(n)®

zbidr wszystkich liczb calkowitych dodatnich.

Do Klubu 44 dotlaczyt pan Jedrzej

warto$¢ wyrazenia gdy n przebiega Biedrzycki. Witamy!

Klub 44 M

Zadanie 930 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

1-44

rozwiazania.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez

Szkice rozwigzan zadan (str. [3) z artykulu

Zad. Jedli |dy| < F oraz |dg| < G, to |df44| < F + G oraz

|df.gl < 2F 4+ max|y<q | f(k)|. Uzasadnijmy to drugie oszacowanie:

flg(n+m)) = f(g(n) + g(m) + dg(n,m))
= f(g(n) + g(m)) + f(dg(n,m)) + dg(dg(n, m)).
Pierwszy czlon rézni si¢ od f(g(n)) + f(g(m)) o najwyzej F, drugi
czlon jest ograniczony przez max|y|<q |f(k)|, a trzeci przez F.
Zad. |2, Jesli |df| < F, |f — f'| < A, lg1 — ¢'| < B, to
I(f+91) = (f +d)N <A+ B oraz
If-g91 = f - ¢'| <F 4+ A+ maxy g |f(K)].
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W e-wydaniu numeru zadanie 921: komentarz redaktora Ligi oraz wzorcowe

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

Liczby rzeczywiste Eudoksosa

Uzasadnijmy to drugie oszacowanie:

flg(n) = f(g'(n)) + flg(n) = g'(n)) +dy (g’ (n), g(n) — g’ (n)).
Pierwszy czlon rézni sie od f'(g’(n)) o najwyzej A, drugi czlon
jest ograniczony przez max i <p |f(k)|, a trzeci przez F.

Réwnowaznoéé f < g i f/ < ¢’ wynika z obserwacji, ze funkcje
g— f, g — f' réznia sie najwyzej o A + B — w konsekwencji jedna
jest ograniczona z géry wtedy i tylko wtedy, gdy druga.

Zad. 3| Podane réwnosci wynikajg wprost z definicji. Dla

uzasadnienia f -0 ~ 0 zauwazmy, ze funkcja f - 0 jest stale
réwna f(0), a wiec ograniczona.



Prosto z nieba: Trzy supermasywne czarne dziury

Najmasywniejsza znana supermasywna
czarna dziura to Phoenix A. Pomiary
wskazuja, ze moze mie¢ nawet 100
miliardéw mas Storica. Dla dociekliwych:
to okoto 2 x 10* kg,

Mapa zjonizowanego wodoru (Ha)
w galaktyce J0148-4214. Potozenie
trzech masywnych czarnych dziur
jest zaznaczone czarnymi punktami
(rozmiary nie sg w skali). Zrédto:
Hannah Ubler.

Pytanie o pochodzenie i mase pierwszych
czarnych dziur to temat na osobny
artykul. Zasadniczo, we wspédlczesnym
nam Wszech§wiecie, nowo powstajace
czarne dziury, tzw. czarne dziury
gwiazdowe, maja masy zaledwie od kilku
do kilkuset mas Stonica. Prawie na pewno
masy mlodych czarnych dziur we
wczesnym Wszech$wiecie byly duzo
wigksze. Musimy pamigtaé, ze warunki,
jakie panowaly we Wszech$wiecie miliardy
lat temu, byly drastycznie rézne od
obecnych. Dlatego procesy, w wyniku
ktérych powstawaly woéwczas czarne
dziury, mogtly byé¢ réwniez diametralnie
rézne.

Napisane na podstawie Hannah Ubler

i inni, BlackTHUNDER: Evidence

of three massive black holes in

a z~5 galazxy, arxiv.org/abs/2509.21575
(2026)

Supermasywne czarne dziury to monstrualnie duze obiekty astronomiczne.
Mozna je znalezé w centrum prawie kazdej duzej galaktyki (takze w Drodze
Mlecznej). Maja masy od kilkuset tysiecy do setek miliardéw mas Storica.
Stanowia ogromna zagadke i temat zawzietych dyskusji wéréd astronoméw,
poniewaz tak naprawde nie wiemy, jak powstaly i jak urosly do swoich
gigantycznych rozmiaréw. Nic wiec dziwnego, ze odkrycie galaktyki posiadajacej
nie jedna, ale az trzy supermasywne czarne dziury, wywolalo niemaly sensacje.

Galaktyka, o ktérej mowa, to J0148-4214, a jej obserwacje wykonano (jakzeby
inaczej) przy pomocy Kosmicznego Teleskopu Jamesa Webba. J0148-4214
znajduje sie¢ 12,5 miliarda lat §wietlnych od nas, czyli obserwujemy ja taka,
jaka byla zaledwie 1,2 miliarda lat po Wielkim Wybuchu. Posiada trzy
masywne czarne dziury o masach 80, 0,6 i 2 miliony mas Storica. Dwie
pierwsze znajduja sie blisko siebie w centrum galaktyki, a trzecia na obrzezach
(rysunek obok). Wszystkie trzy zostaly wykryte, poniewaz bardzo aktywnie
wchlaniaja otaczajaca je materie. Nigdy wczesniej nie zaobserwowano galaktyki
z trzema masywnymi czarnymi dziurami naraz, cho¢ obserwowano przypadki
trzech oddzialujacych ze soba galaktyk, z ktérych kazda zawierala po jednej
supermasywnej czarnej dziurze.

No dobrze, ale dlaczego to odkrycie jest takie wazne?

W sprawie supermasywnych czarnych dziur astronomowie maja do rozwigzania
dwa powiazane ze soba problemy: okreslenie sposobu, w jaki powstaly pierwsze
czarne dziury (od tego bedzie zalezala ich poczatkowa masa), a takze okreslenie,
jakie procesy odpowiadaja za wzrost masy czarnych dziur w czasie od ich
powstania do teraz. Dominujace teorie méwia, ze czarne dziury moga przybieraé
na masie poprzez akrecje (wchlanianie) okolicznego gazu oraz w wyniku zderzen
i laczenia sie z innymi czarnymi dziurami. Pozostaje jednak otwartym pytanie,
jak wydajne byly te procesy w réznych momentach istnienia Wszech$wiata, oraz
ktéry z tych proceséw jest dominujacy w rozwoju najmasywniejszych czarnych
dziur. To bardzo wazne pytanie, poniewaz jedna z mozliwych odpowiedzi moze
stana¢ w sprzecznoéci ze standardowym modelem kosmologicznym.

Tempo akrecji materii na czarna dziure ma swoj teoretyczny limit. Oznacza to,
ze w czasie istnienia Wszechswiata czarne dziury moga wchionaé tylko okreslong
ilo$¢ okolicznej materii. W zaleznosci od poczatkowych mas czarnych dziur
moze by¢ ona zbyt mala, zeby wytlumaczyé masy supermasywnych czarnych
dziur, ktére obserwujemy we wspélczesnym nam Wszechéwiecie. Innymi stowy,
jezeli nie znajdziemy dowodow na liczne zderzenia czarnych dziur powodujace
gwaltowny wzrost ich masy, méglby to byé dowdd na nieprawidlowosci

w oszacowaniach wieku Wszech$wiata wynikajacych z modelu kosmologicznego.

Tutaj wkracza odkrycie J0148-4214 ze swoimi trzema masywnymi czarnymi
dziurami. Naukowcy szacuja, ze dwie centralne czarne dziury zderza sie
»zaledwie” w ciagu 700 milionéw lat. Trzecia czarna dziura, znajdujaca sie

poza jadrem galaktyki, moze byé¢ pozostalo$cia po wezesniejszym polaczeniu
sie czarnych dziur i mogta zosta¢ wypchnieta z centrum w wyniku odrzutu
grawitacyjnego. Moze tez obecnie migrowaé¢ w kierunku centrum. W tym drugim
scenariuszu prawdopodobnie zderzy sie z czarna dziura powstala w wyniku
polaczenia si¢ pierwszych dwoch, jeszcze bardziej zwigkszajac jej mase.

Wyniki te, razem z licznymi innymi nowymi odkryciami uktadéw podwoéjnych
czarnych dziur we wezesnym Wszechswiecie, pokazuja, ze — jak podejrzewato
wielu badaczy — laczenie si¢ czarnych dziur moglo by¢ czestsze niz poczatkowo
sadzilismy, a galaktyki z ukladami zawierajacymi wiele masywnych czarnych
dziur nie byly wéwczas rzadkoscia. Ich zderzenia i taczenie sie odegraly istotna
role w powstawaniu supermasywnych czarnych dziur, ktére obserwujemy dzisiaj.

Anna DURKALEC*

*Zaklad Astrofizyki, Departament Badann Podstawowych, Narodowe Centrum Badan Jadrowych
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https://arxiv.org/abs/2509.21575

/Niebo w listopadzie

Listopad zacznie si¢ dobra widocznoscia Ksiezyca przed $witem, ktory pieknie
ukaze swoje $wiatlo popielate. Pierwszego dnia miesiaca przed péinoca naszego

czasu Srebrny Glob przejdzie przez ostatnia kwadre, wschodzac 7° i 12° na
pénocny zachdd od, odpowiednio, Marsa i Jowisza, podazajac ku nowiu

9 XI. Kolejne 6° od Jowisza w tym samym kierunku znajdzie sie¢ Regulus,
najjasniejsza gwiazda Lwa. Dobe pdzniej Ksiezyc w fazie 37% wzejdzie 1,5°
pod Jowiszem i 4,5° od Regulusa, zmniejszajac do rana dystans don o 2°.

Czerwona Planeta do konca miesigca pokona 13° wzdluz ekliptyki, przechodzac
16 XI 75’ na péinoc od Jowisza, ktéry w tym samym czasie przesunie si¢
0 2,5°. Dziesie¢ dni pdzniej Mars spotka sie z gwiazda o Lwa, mijajac ja
w odleglosci 100’. W listopadzie Mars pojasnieje do +0,5™, zwiekszajac $rednice

tarczy do 8" przy wyraznej fazie ponizej 90%. Jowisz w tym czasie pojasnieje
do —2,2™ a jego tarcza przekroczy $rednice 39”.

Planety ulatwia odnalezienie jasnej wciaz mirydy R Leo.

W polowie listopada Jowisz przejdzie 2,5° na péinoc
od niej. Sama gwiazda znajduje sie 5° na zachdd od

Regulusa, niedaleko gwiazd 18 i 19 Leonis, z ktérymi
mozna poréwnywac jej blask.

7 XI Srebrny Glob wzejdzie w towarzystwie Wenus

i Spiki, czyli najjasniejszej gwiazdy Panny, prezentujac
tarcza w fazie zaledwie 4%. Wszystkie trzy ciata
niebieskie o $wicie zajma pozycje na wysokosci okoto

6° nad poludniowo-wschodnia czescia niebosktonu. Tego
ranka Wenus znajdzie si¢ 100" od Spiki. Ksiezycowi za$
zabraknie do tej pary 3°.

Wenus wchodzi na niebo poranne po koniunkcji dolnej
ze Stonicem 24 X. Dzigki korzystnemu porannemu
nachyleniu ekliptyki do widnokregu da sie ja dostrzec
mniej niz dwa tygodnie po koniunkcji. Planeta

w listopadzie zakresli tuk wokét Spiki, zblizajac sie
do niej 10 XI na okoto 70’. Warto zapolowaé wtedy
na Wenus, gdyz poczatkowo ma ona duza tarcze

i maty faze. W dniu spotkania z Ksiezycem jest to
odpowiednio 56” i 6%. Do korica miesiaca Wenus
zmniejszy tarcze do 40", zwiekszajac faze do 27%.
Jasnos¢ planety uro$nie od —4,2™ do —4,7™ i mozna
prébowaé dostrzec ja w dzien, zwlaszcza podczas
kolejnego spotkania z Ksiezycem 5 XII.

W drugiej potowie miesiaca niedaleko Wenus pojawi

sie Merkury. Pierwsza planeta od Stonca 21 XI
osiggnie maksymalna elongacje zachodnia niecate 20°.
Najwyzej na niebie Merkury wzniesie sie o $wicie 18 XI,
przekraczajac wysokosé 7° i zblizajac sie do pary
Wenus-Spica na 13°. Osiem dni p6zniej planeta
przejdzie 100’ od Zuben Elgenubi w Wadze i zniknie

w zorzy porannej na poczatku grudnia, jeszcze

zanim zblizy sie don sierp Ksiezyca. Jak zawsze przy
widoczno$ci porannej, Merkury oddala sie od nas, dazac
do koniunkcji gornej, stad zmniejszy on $rednice katowa
do 5" i zwiekszy faze do 90%, jasniejac przy tym

od 0 do —0,5™.

Na niebie wieczornym naturalny satelita Ziemi wytoni
si¢ z blasku Storica 13 XI, gdy w fazie 17% dotrze na
4° do Nunki, jednej z jasniejszych gwiazd Strzelca.
Cztery dni p6zniej zas Ksiezyc przejdzie przez I kwadre
w Koziorozcu.
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20 XI faza ksiezycowej tarczy przekroczy 80%, zajmujac
pozycje po okolo 6° od Saturna i Neptuna. Obie
planety niedawno przeszly przez opozycje wzgledem
Stonica i sg widoczne przez wieksza czesé nocy. Do
konica miesiaca Saturn zmniejszy blask do 40,7 przy
$rednicy tarczy 19”. Neptun natomiast $wieci blaskiem
+7,8™ i do jego dostrzezenia potrzebna jest lornetka
lub teleskop. Ostatnia planeta Ukladu Stonecznego
kresli swoja petle na niebie 2,5° na péinocny wschod
od gwiazdy 5. wielkosci 29 Psc, tworzacej wraz z innymi
gwiazdami podobnej jasnosci uktad, ktéry przypomina
miniaturowy Maly Wéz na pograniczu Ryb, Wieloryba
i Wodnika.

24 XI Ksiezyc w pelni wzejdzie 3° na wschéd od Plejad
i jednoczesnie 5° na péinoc od Urana, by do s$witu
zwiekszy¢ dystans do tej gromady gwiazd do ponad 10°.
Dzien pézniej Uran przejdzie przez opozycje wzgledem
Stonica, jasniejac do +5,6™. Planeta porusza sie ruchem
wstecznym z maksymalng predkoscia, pokonujac

przez miesiac dystans ponad 1°. Pod koniec listopada
przejdzie ona 1,5° na poludnie od gwiazdy 4. wielkosci
37 Tau, ktora znacznie utatwi jej odszukanie.

Na ostatni tydzien miesigca Srebrny Glob przeniesie
sie na niebo poranne, dazac do ostatniej kwadry 1 XII.
W tym czasie 28 XI w fazie 84% zblizy si¢ na 4,5° do
Polluksa w Bliznietach, kolejnej nocy natomiast zakryje
poludniowsa czes¢ jasnej gromady otwartej gwiazd

M44 w Raku. Zjawisko potrwa od godziny okoto 23

do 1. Obserwacje utrudni jednak duza faza ksiezycowej
tarczy, przekraczajaca 75%. W nocy z 29 na 30 XI
Ksiezyc utworzy do$¢ ciasny uktad z Jowiszem, Marsem
i Regulusem, zblizajac sie do jasniejszej z planet na 3°.
W tym czasie Mars zajmie pozycje nieco ponad 2° od
najjaéniejszej gwiazdy Lwa.

17 XTI maksimum aktywnosci osiagna meteory z roju
Leonidéw. Ich radiant znajduje sie w zachodniej czesci
Lwa i wschodzi po godz. 22, a Ksiezyc do tego czasu
zniknie za horyzontem. Sg to bardzo szybkie meteory,
osiagaja predko$é 71 km/s. W tym roku prognozuje sie
niezbyt wysoka ich aktywnos$é na poziomie 15 zjawisk
na godzine.

Ariel MAJCHER



Rozwigzania zadan ze strony 10

& Rozwigzanie zadania M 1870.

Odpowiedz: Nie.

Przypusémy, ze takie rozmieszczenie istnieje. Rozwazmy dwa
przeciwlegle wierzchotki o§mioscianu. Suma liczb stojacych
w tych wierzchotkach jest réwna sumie liczb stojacych

w Srodkach o$miu krawedzi wychodzacych z tych dwéch
wierzchotkow.

Poniewaz wszystkie liczby sa rézne, suma tych o$miu liczb jest
réwna co najmniej
14+2+...+8=36.
7 drugiej strony w dwéch wierzchotkach stoja dwie rézne liczby
nie wigksze niz 18, wigc ich suma jest réwna co najwyzej
17 + 18 = 35.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowod.

i Rozwigzanie zadania M 1871.

c |
e

A B

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Wtedy punkty A, O, D leza na jednej prostej. Rozwazmy trojkaty
BOX i DOX. Mamy
OB=0D, BX =DX, OX =0X,

wiec trojkaty te sa przystajace. Zatem

xODX = xOBX.
Analogicznie tréjkaty COY i DOY sg przystajace, wiec

xODY = x0CY.

Tréjkat OBC jest réwnoramienny, bo OB = OC, zatem
xOBX = xOBC = ¥xOCB = x0CY.

Wobec tego
xODX = £ODY,

co koniczy dowdd.

& Rozwigzanie zadania M 1872.
Udowodnimy przez indukcje zupelna, ze dla kazdej liczby
caltkowitej dodatniej n zachodzi

{f(n),g(n)} = {2n,2n + 1}.
Wtedy teza bedzie oczywista.

Rozwazmy baze indukcji, czyli przypadek n = 1. Poniewaz

F)+9(1) =5,
wystarczy pokazaé, ze ani f(1), ani g(1) nie jest réwne 1. Gdyby
f(1) =1, to z warunku f(f(1)) = 2f(1) dostaliby$my 1 = 2,
sprzeczno$¢. Analogicznie g(1) # 1. Zatem

{f(1),9()} = {2,3}.

Zalézmy teraz, ze teza indukcyjna jest prawdziwa dla
wszystkich liczb 1 < k < n. Niech
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Wtedy n € {2k, 2k + 1}, a z zalozenia indukcyjnego

{f(k), 9(k)} = {2k, 2k + 1}.
Zatem n = f(k) albo n = g(k).

Jesli n = f(k), to

f(n) = f(f(k)) =2f(k) = 2n.
Jesli zas n = g(k), to korzystajac z réwnosci f(z) + g(z) = 4z + 1
oraz g(g(k)) = 2g(k), dostajemy

f(n) = f(g(k)) = 4g(k) + 1 — g(g(k))

=2g(k)+1=2n+1.

W obu przypadkach f(n) € {2n,2n + 1}. Poniewaz
f(n)+g(n) =4n+1,

otrzymujemy

{f(n),g(n)} = {2n,2n +1}.
Indukcja jest zakoriczona, a wiec |f(n) — g(n)| = 1 dla kazdego
n € Z>o.

i Rozwigzanie zadania F 1155.

Zagadnienie struktury pierécieni Saturna rozstrzygnieto,
korzystajac ze zjawiska Dopplera. Zjawisko to

pozwalalo mierzy¢ réznice predkosci wewnetrznego (blizszego
planecie) i zewnetrznego brzegu pierscienia. Gdyby byt on
sztywna, litg struktura, to jego zewnetrzny brzeg poruszaltby
sig¢ szybciej niz wewnetrzny: predkos¢ ruchu orbitalnego bytaby
proporcjonalna do promienia R orbity badanego fragmentu:
v(R) = wR, ze stala wartoscia predkosci katowej w dla catego
pierscienia (tzn. niezalezng od R). Dla struktury zlozonej

z wielu niewielkich okruchéw skalnych jej zewnetrzne czesci
poruszaja sie wolniej od wewnetrznych. Mamy bowiem (G jest
stala grawitacji, a M masa Saturna)

w(R) = ,/GTM.

Stwierdzono, ze pierscienie Saturna sg gestym zbiorem —
w ogromnej wiekszoéci — drobnych okruchéw skalnych.

i Rozwigzanie zadania F 1156.

Przyjmijmy, ze kartka ma powierzchni¢ A. Moc promieniowania

przez Stonice (o oznacza stala Stefana—Boltzmanna) wynosi

W = 47TR_2gUT§‘. Na powierzchnie kartki pada czesé tej mocy

réwna W - A/(4nR%gs). Czeéé a tej mocy jest odbijania, a tylko

cze$¢ 1 — a absorbowana. Obie strony kartki o temperaturze

T emituja promieniowanie termiczne, a wigc emitowana moc

wynosi 2A0T*. Po osiggnicciu réwnowagi (ustaleniu koricowej

temperatury 7') moc promieniowana przez kartke réwna jest

mocy absorbowanej. Mamy zatem:

(1 a) dnoRET*

47rRQZ g

Po skréceniu czynnikéw wystepujacych po obu stronach

réwnania otrzymujemy

= 240T*.

T4 :T§R2s(1 —a)
2R% s
czyli
Rsv1—a 1z
T=Ts | ——— .
RzsV2

Liczbowo, dla danych w treéci zadania, T' =~ 221 K ~ —52,1°C.



Stynne c-fasolki
Barttomiej BZDEGA*

Oto ostatni z cyklu kacikéw poswigconych teorii gier. Rozwazymy tu jedno
— ale za to jakie! — zadanie dwunaste z zawodéw I stopnia LXI Olimpiady
Matematycznej. Jego autorem jest Jakub Onufry Wojtaszczyk. Na potrzeby
kacika nieznacznie zmodyfikowalem i ograniczylem tres¢ do ,,trudniejszej
polowy”, cho¢ ,latwiejsza polowa”, obejmujaca przypadek ¢ > 2, wcale do
tatwych nie nalezy. Zadanie rozwiazato tylko trzech uczestnikdéw sposréd
1517 startujacych z calej Polski.

*Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Zadanie. Ustalmy liczbe dodatnig ¢ < 2. Gracze K i F grajg w c—fasolki, a requly
gry sq nastepujgce. Mamy n > 2 kubkéw, na poczqtku wszystkie sq puste. W kazdej
rundzie gracz K wskazuje dwa rozlgczne, niepuste zbiory kubkéw, a gracz F
wybiera jeden ze wskazanych zbioréw i doklada po jednej fasolce do kazdego

z kubkéw w tym zbiorze. Celem gracza K jest doprowadzenie w co najwyzej |cn|
rundach do tego, by w kazdym kubku byla inna liczba fasolek. Udowodnié, ze dla
wystarczajgco duzych n gracz F' ma strategie wygrywajgcg.

Rozwazmy najpierw dowolng gre i niech ¢ bedzie
funkcja, ktéra kazdej pozycji przypisuje pewna liczbe.
Taka funkcje nazywamy funkcjg oceny pozycji, a jej
wartoséci — ocenami. Strategie gracza (I lub IT) nazwiemy
minimalizujgcg funkcje o, jedli zawsze nakazuje wykonaé
ruch do takiej pozycji, ktérej ocena jest najnizsza.
Metoda, ktéra zastosujemy, polega na znalezieniu
odpowiedniej funkcji, a nastepnie uzasadnieniu, ze
minimalizujaca ja strategia jest wygrywajaca. Przyktad
takiego rozumowania jest w poprzednim kaciku —
stosowaliémy strategie minimalizujaca potencjal.

Przewodnik po rozwigzaniu zadania.

Krok 1 — strategia. Kubkowi, w ktérym jest k fasolek,
przypiszemy nieujemna wage w(k), ktéra rosnie wraz
z k. Jako ocene o(T') pozycji T przyjmiemy sume wag
wszystkich kubkéw. Celem gracza F' jest utrzymanie,
jak dhugo sie da, nieréwnosci

o(T) <w(n—1),
bo jesli ona zachodzi, to w kazdym kubku jest co
najwyzej n — 1 ziaren fasoli, co oznacza, ze pewne dwa
kubki majg ich tyle samo. Dalej zakltadamy, ze gracz F'
stosuje strategie minimalizujaca funkcje o.

Krok 2 — kontrola oceny pozycji. Zatézmy, ze
w pewnej pozycji T gracz K wskazat zbiory 77 i Zs,
a ich wybor przez gracza F prowadzi do pozycji,
odpowiednio, T} i Ty. Niech T bedzie pozycja
powstala z pozycji T przez dodanie po jednej fasolce
do kazdego kubka. Zbiory Z; i Z5 sa rozlaczne, wiec
(o(T1) = o(T)) + (0(T2) = o(T)) < o(T") — o(T),
réwnowaznie o(T1) + o(T2) < o(T) + o(T"). W takim
razie po rundzie ocena pozycji nie przekroczy
w, niezaleznie od Z7 i Zs.
W tym miejscu wypadaloby sprébowaé dwdch podejéé
— w pierwszym o ile, a w drugim ile razy zwiekszy sie
ocena pozycji po rundzie? Pozostawiam Czytelnikowi
samodzielne przekonanie sig, ze pierwsze z nich nie
prowadzi do zadnego ciekawego wniosku. Zajmiemy
si¢ zatem drugim.
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Krok 3 — funkcja oceny. Wiemy juz, ze jesli T’ jest
pozycja po jednej rundzie od pozycji T, to

o(T') < o(T) - 1 (1 n U;(T;))) .
Wygodnie by byto, gdyby czynnik z prawej byt
niezalezny od T. W tym celu mozna wziaé¢ w(k) = a*
dla pewnego a > 1. Wtedy o(T") = ac(T') oraz
o(T") < o(T) - L. Ocena pozycji poczatkowej jest
)"

rowna n, wigec po t rundach nie przekroczy ona n (

Wykazemy, ze funkcja o z wagami jak wyzej

i odpowiednim a jest tym, czego nam trzeba. Chcemy,
zeby po |en| rundach ocena pozycji byta mniejsza niz
w(n — 1), do czego wystarczy, by zachodzila nieréwnosé
(1) n (“TH)W <a™ .

Wykazemy, ze jest ona prawdziwa dla wszystkich
dostatecznie duzych n.

Krok 4 — technikalia. Po przeksztalceniach
i podstawieniu a = 1 4 2¢ nieréwnosé (1) przybiera
postaé
(2) Yan(l+e)° <14 2.
Zauwazmy, ze

(I4+e)f <142
W granicy € — 0 lewa strona drugiej nieréwnosci jest
pochodng funkcji z — z¢ w punkcie x = 1, ktéra jest
réwna c, a pamietamy, ze ¢ < 2. Wobec tego mozna tak
dobracé state £, > 0, by zachodzila rownosé

1+ +¢e)=(1+2¢).

Po podstawieniu tego do nieréwnosci (2) otrzymamy

Yan < 1+9.

Prawa strona jest niezalezna od n, a lewa ma granice
1 przy n — oo, a wiec ta nieréwnos¢ — a tym samym
nieréwnosé (1)) — jest prawdziwa przy odpowiednio
ustalonym a dla wszystkich wystarczajaco duzych n.

(1+e)°—1°

g

<= < 2.

Udowodniliémy zatem, ze dla duzych n strategia
minimalizujaca funkcje o, z odpowiednio dobrana
stala a, pozwala graczowi F' przetrwaé co najmniej
len| rund.
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