APROKSYMACJE p-ADYCZNE

FRANCISZEK HANSDORFER

1. WSsTEP

W niniejszej pracy zajmuje si¢ przede wszystkim obliczaniem pierwiastkéw kwa-
dratowych w cialach p-adycznych. W przeciwienstwie do standardowej rekurencji
opartej na lemacie Hensela, metoda przedstawiona przeze mnie, oparta na pierwiast-
kach z jedynki, pozwala na uzyskanie wzoréw jawnych. W konsekwencji odwolujac
sie do struktury Z, uzyskujemy ciekawe i nieoczywiste kongruencje modulo p™. Na
przyklad dla kazdego n € N, mamy 5 = (311" — 911" — 511" 4 411")2 (mod 117+1).

Na koniec zajmuje sie pewnymi ciagami w grupie U(Z/p"Z), ktére przyjmuja
wszystkie wartosci.

Chciatbym bardzo podzigkowaé dr. hab. Mariuszowi Skatbie prof. UW za opieke
merytoryczna oraz pomyst tematu pracy.

2. ROZSZERZENIA CIAL. UZUPELNIENIE CIALA Z NORMA

Definicja 1. Niech F bedzie cialem. Norma na F' nazywamy funkcje || || : F' = Rxg
jesli spelnia warunki:

(1) lla| =0 <= a=0,

(2) llabll = [lall [|o]],

3) lla+ 0l < lall + [lb]l
O metryce d zdefiniowanej jako d(a,b) = ||a — b|| méwimy, ze jest indukowana przez
norme || |.

Definicja 2. W przestrzeni metrycznej (X, d) ciag (x,) nazywamy ciagiem Cau-
chy’ego, jesli
VE>OHNEan,m2N : d(l‘n,l‘m) < €.

Definicja 3. Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy zupelna, jesli kazdy ciag Cau-
chy’ego w X jest zbiezny w X.

Definicja 4. Niech F bedzie cialem, || || : F — Rx( normg na F, oraz d : F? —
R>o metryka indukowana przez norme || ||. Definiujemy relacje na zbiorze ciagbw
Cauchy’ego w F' nastepujaco: (z,) ~ (yn) <= limy, oo d(@n,yn) = 0. ~ jest
relacja rownowaznosci, wiec mozemy ustali¢ a jako zbior klas abstrakcji ciagoéw
Cauchy’ego w F' wzgledem relacji ~. Przestrzen (13’ ,d) bedziemy nazywaé uzupel-
nieniem F' wzgledem normy || ||.

Definicja 5. Niech p € P. Wykladnikiem p-adycznym liczby m € Z nazywamy
liczbe catkowita v,(m) taka, ze pU»(™) | m oraz p'»(™+1 § m. Niech teraz a = -
gdzie m,n € Z, wtedy v,(a) 1= vp(m) — vp(n).
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Definiujemy odwzorowanie || ||, : Q — Rx>¢ jako

0 jesli a = 0,
lal, =47, 0
plr jesli a # 0.
Lemat 1. Funkcja | ||, jest normq na Q.

Dowad. ||a||p =0 <= a = 0 jest oczywiste. Niech teraz = = pk%,y = plg, gdzie
a, b, c,d € Z nie sa podzielne przez p. Wtedy

e = (2.

Poniewaz p 1 ac, oraz p1bd, to vy(zy) =k +1 = v,(z) + v, (y).

kad + plbe
’Up(.%‘ + y) = Up (pbdp> = Up(pkad +plbc) - U;D(b) - U;D(d)'

Poniewaz p* | p¥ad + p'be, ub p! | pFad + p'be, to:
vp(p*ad + p'be) > min{k, 1} = min{u, (2),v,(y)},
a poniewaz z zalozenia p { b oraz p{ d, to vy(x +y) > min{v,(z), v,(y)}.
Korzystajac z powyzszych zaleznoéci, otrzymujemy:

lzyll, = p~or ) = pmr@ 7o) = p=eel@ =@ — Jlal| b, .

Iz + yll, = p~*@ < max{p=»®), p=r W} = max{|a|,, |yll,} < I, + Iyl -
(]

W mys$l definicji [4] definiujemy @, jako uzupelnienie ciala Q z norma || ||p.
Definicja 6. Z, = {z € Q, : ||z, < 1}

Twierdzenie 1. KaZda klasa abstrakcji a € Q, zawiera dokladnie jeden cigg Cau-
chy’ego {a;} taki, ze

(1) VREN : 0 S Qan < pn

(2) Vnen : ant1 = apn, (mod p™)
Dowdd. niech {b,} # {an}, bedzie ciagiem spelniajacy warunki (1) i (2). Wéwczas
dla pewnego k, jest by # ay, a poniewaz 0 < ay, by < p* — 1, to:

ar Z b, (mod p").
Ale wtedy dla kazdego i > k, mamy a; = aj, # by, = b; (mod p*), wiec
1

llai = bi|, > o

A zatem [{an}n # [{bo}]n.

Zauwazmy, ze jedli istnieje ciag spelniajacy warunki (1) i (2), dla kazdego a € Z,,
czyli takiego, ze ||aHp < 1, to istnieje réwniez taki cigg dla kazdego b € Q. Istotnie
dla kazdego b istnieje m € Z, takie ze [[p™b[|, < 1.

Mozemy wigc bez straty ogélnosei zalozy¢, ze |laf, < 1.

Niech {z,} bedzie ciagiem Cauchy’ego zbieznym do a. Mozemy wéwczas obraé
N(k) > k, takie ze dla kazdego 4,7 > N(k) zachodzi

T —xill < —.
(| JHp_pk



APROKSYMACJE p-ADYCZNE 3
Zauwazmy, ze dla kazdego 4,j > N(1) mamy
1
ol < max(la o = axl,) < max (Jll. ) < 1.
Lemat 2. Niech x € Z,,. Wtedy dla kazdego k € N istnieje g € Z takie, ze
1

Dowdd lematu. Niech x = §, gdzie a,b € Z sa wzglednie pierwsze. Poniewaz ||z||, <
1, to p 1 b. Istniejg zatem m,n € Z, takie ze nb+ mp® = 1. Niech g = an. Wéwczas

a a k 1
I =l = Jan = 5| =[5, Imb = 1, < b = 21, = ], < .
Po dodaniu do g dowolnej wielokrotnosci p* nieréwnoéé dalej zachodzi, zatem mo-
zemy przyjaé¢ 0 < g < pF — 1. O

Stosujac powyzszy lemat wielokrotnie dla ciggu {z,} otrzymujemy ciag {a,},
taki ze )
lak = enall, < -
Zauwazmy, ze

laks1 — arll, = |[(art1 — 2n@e1) + @ngt1) — Tw) — (@ — 2y ||

P
< ( 1 1 1 ) 1
<max|——,—,— | = —.
ALk pk oF
Czyli ag41 = ai, (mod p*).
Analogicznie dowodzimy, ze |ar — x| < ﬁ. Zatem {a,} ~ {z,}. O

Warto zwrécié¢ uwage, na fakt, ze jednoznaczna reprezentacja elementéw Q,, jest
czyms$ co nie wystepuje w przypadku norm archimedesowych (mamy przeciez 1 =
0.(9)). Natomiast w przypadku p-adycznym jesli dwa rozwiniecia przedstawiaja ten
sam element z Q,, to wszystkie ich wyrazy sa réwne.

Twierdzenie 2. « posiada okresowe rozwiniecie p-adyczne wtedy i tylko wtedy, gdy

a € Q.

Dowdd. Poniewaz odjecie od « skonczonego wyrazenia Zf:o a_;p~* nie wplynie na
okresowo$¢ rozwiniecia, to mozemy zalozy¢, ze ||, < 1. Zaltbézmy, ze rozwiniecie
p-adyczne o ma okres n: o = Zi:ol aip’ + p* (Z?io Z;L;Ol bjpi”“‘j), gdzie 0 <
an, by, < p. Mamy wtedy:

k—1 n—1 00
o= Sar o (50, (50m)
i=0 §=0 i=0
k—l ) n—1 pj
= a;p’ + p* b; — € Q.
i=0 j=0 P

Lemat 3. Jedli a = ¢ € (=1,00NQ, b > 0, NWD(a,b) = 1, oraz p { b, to
rozwiniecie p-adyczne o jest okresowe.
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Dowdd lematu[3. 7Z twierdzenia Eulera, dla k = ¢(b), mamy:
p* =1 (modb).
Niech p* — 1 = be, gdzie ¢ € N. Teraz:

ac ac 1
a=-—=——=—qac¢ .
be pkF—1 1—pk
a

Poniewaz § € (—1,0), to 0 < —a < b. Mnozac obie strony nieréwnosci przez c
otrzymujemy 0 < —ac < be, czyli:

0< —ac<pr—1.

Zatem mozemy zapisaé rozwiniecie p-adyczne —ac:

—ac=dy+dip+ -+ dp_1p" L

Zatem:
o= (do—l—dlp—l—"'—f—dk,lpk_l)(l —|—pk+p2k +)
Zatem rozwinigcie « jest okresowe. (I

Lemat 4. Niech 3 € Zy \ {—1}. Wowczas rozwiniecia p-adyczne B i  + 1 réznig
sie ma co najwyzej skonczenie wielu cyfrach.

dowdd lematu[f) Niech B =302, cip'.

Przypadek I: Dla kazdego i € N : ¢; = p — 1. Wowczas mamy 5 = —1, co jest
sprzeczne 7z zalozeniem.

Przypadek II ¢y < p — 1. Wéwczas rozwiniecie S + 1 rézni sie od S tylko na
pierwszej cyfrze.

Przypadek III Istnieje takie n # 0, ze Vi<p, : ¢; = p— 1 oraz ¢, < p — 1.
Woéweczas rozwiniecie 8 + 1 rézni sie od 5 na doktadnie n + 1 pierwszych cyfrach.

|

Bezpo$rednio z lematu [4] wynika, Ze rozwiniecie 8 € Z, \ {—1} jest okresowe
wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiniecie 8 + 1 jest okresowe.

Mozemy teraz dokonczyé¢ dowdd twierdzenia:

Przypadek I o = —1. Wowcezas o = Yoo (p — 1)p’, wiec rozwiniecie a jest
okresowe.

Przypadek II o« € Z\ {—1}. Istnieje wéwczas n takie, ze « +n = —1. Stosujac
wielokrotnie lemat [4] otrzymujemy, ze rozwiniecie o jest okresowe.

Przypadek III o € Q\ Z. Wowczas istnieje takie m € Z, ze a+m € (—1,0). Na
mocy lematu [3] rozwiniecie o + m jest okresowe. Natomiast stosujac wielokrotnie
lemat [ otrzymujemy, ze rozwiniecie o réwniez jest okresowe. ]

3. PODSTAWY TEORII LICZB

Definicja 7. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Pochodnag for-
malna wielomianu R[z] 3 F(z) = co + c1@ + -+ + ¢a¥ okredlamy jako wielomian
F'(z) = 1 + 2cox + -+ + kepr® 1. Jedli deg F = 0, to przyjmujemy F'(z) = 0.

Twierdzenie 3. (Lemat Hensela). Niech F(x) € Zy|x] i a € Z,, takie, Ze F(a) =0
(mod p) oraz F'(a) # 0 (mod p). Wdwczas istnieje dokladnie jedno b € Z, takie,
ze F(b) =0 oraz b =a (mod p).

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje.
Aby ciag (a,) okreslal liczbe z Z,, musi spelnia¢ warunki:
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(1) an = ap—1 (mod p™),
(2) 0 <a, <p"ti.
Gdy n = 1, to obieramy ag € {0,1,...,p — 1}, takie ze ap = a (mod p). Kazde
a1, spelniajace warunek (1) i (2), musi by¢ wiec postaci
a1 = ag + bip, b1€{0,1,...,p—1}.

k k
F(a1) = F(ap + bip) = Z ci(ag 4+ bip)' = Z cial +icial tbyp  (mod p?)
i=0 i=0
= F(CLQ) + F/(ao)blp.
Poniewaz F(ag) =0 (mod p), to réwniez F(a;) =0 (mod p). Mozemy wiec zapisaé
F(a1) jako F(a1) = ap, gdzie a € Z. Wtedy, zeby F(a;) = 0 (mod p?), musi
zachodzié:
ap+ F'(ag)bip=0 (mod p?) = a+ F'(ag)by =0 (mod p).

Poniewaz F'(ag) #Z 0 (mod p), to istnieje dokladnie jedno takie by € {0,1,...,p —
1}, 2e by = —% (mod p). Teraz krok indukcyjny. Zal6zmy, ze skonstruowaliSmy
ciag (ag,a1,...,an—1). Z warunku (1) i (2) mamy a, = a,—1 + b,p", gdzie b,, €
{0,1,...,p — 1}. Teraz rozkladamy F'(a,) podobnie jak zrobilidmy to dla n = 1,
tym razem modulo p™:

F(an) = F(an_1) + F'(an_1)bpp™  (mod p™*t).

Poniewaz z zalozenia indukcyjnego F(an,—1) = 0 (mod p™), to mozemy zapisaé
F(a,) = o/p™. Wtedy, zeby F(a,) =0 (mod p"*!), musi byé
&P 4 F'(ap_1)bpp™ =0 (mod p" 1),

o + F'(an—1)bp, =0 (mod p).
Otrzymujemy wiec, ze b, = —#;71) (mod p), a poniewaz F'(a,—1) Z 0 (mod p),
to istnieje doktadnie jedno takie b,,. Teraz niech b = ag +b1p+ bop® + - - - . Poniewaz
dla kazdego n > 1 zachodzi F(b) = F(a,) =0 (mod p"*1), to F(b) = 0. O

/

Uwaga 1. Jak zostalo pokazane w dowodzie lematu Hensela, b, = —m

(mod p), czyli:
ao'p" F(ap—1)

n — 1 n—+1
b,p" = Frlan 1) = Flan 1) (mod p™ ™).
Mozemy zapisa¢ zatem rekurencje na a.,:
Uy = Qpyq — Flan-1)
F’(an,l)

Lemat 5 (o podnoszeniu wykladnika p-adycznego). Niech a,b € Z, oraz p{ a i
p1b. Wéwczas jesli a =b (mod p™) dlan > 1, to:

a? = b (mod p"Tt).

Dowdéd. Niech a = b+ cp, gdzie ¢ € Z. Wowczas

@ = (b+ ") = + @ b ep” + @ bR

Poniewaz p™ ™ | ()bP~tep™, to a? = bP (mod p™t1). O
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4. PIERWIASTKI Z JEDYNKI W Q,
Lemat 6. Niechr € {1,2,...,p— 1}. Wowczas cigg x, = 7" jest zbieiny w Z,.

Dowdéd. 7 malego twierdzenia Fermata mamy, ze r? = r (mod p), czyli 21 = xg
(mod p). Korzystajac z lematu o podnoszeniu wykladnika p-adycznego n razy otrzy-
mujemy:

n+1

V>0 : 1P = rP" (mod p"“)7

czyli
Vp>0 : Tnt1 =3, (mod p"th).

Z tego wynika, ze vp(zp41 — ) > n+ 1, wiec

1 n+1
d Tn4+1,Tn < () .
p(Tnt1,Tn) .

Mamy wiec limy, o0 dp(Zn+1,Tn) =0, gdyz d,, jest ultrametryka:

1 n+1
dp(mn—f—kv Ty) < max{dp(l'na Tpp1)se e dp(xn+k—1a Tngr)} < (p) .
xn jest wige ciggiem Cauchy’ego. Poniewaz przestrzen Z, jest zupelna, to ciag x,
jest zbiezny w Z,,. O

Niech wiec wy. := limy, 00 77" .
Whiosek 1. Dla kazdego n, k € N, mamy:
1 n+1
dp(Tptk, Tn) < () .

p
Poniewaz limy ;00 Tntk = Wy, to

1 n+1

dp(wr, zp) < <) .
p\Wr, In P

Lemat 7. w, jest pierwiastkiem z jedynki w Qp. Ponadto jesli r1 # ra, to rowniez
Wry F Wry.©
Dowdd. Niech ponownie z,, = rP". Mamy wtedy 2P = z,41. Zatem:

lim 2P = lim x,41
n—oo n— oo

wl = w,
A poniewaz V,enp t @p, to w, # 0. Mamy wiec:

wkt =1.
Zatem w, jest pierwiastkiem z jedynki.

Teraz druga cze$¢ lematu. Mamy ry # ro, czyli w,, = r; Z r9 = wy, (mod p).
Zatem wy, # Wr,. O

Zwroémy uwage na przypadek, gdy r = g, gdzie g jest pierwiastkiem pierwotnym
modulo p. Wéwezas z definicji g?~! =1 (mod p), oraz Vocp<p—1: g" 1 (mod p).
Mamy

wi=g"#1 (modp),
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wiec w;' # 1. Poniewaz g?~' =1 (mod p), to z lematu o podnoszeniu wykladnika
p-adycznego mamy, ze dla kazdego k € N zachodzi

g(p_l)pk =1 (mod p**t?),
wiec
wP Tl =1.

Zatem wy jest pierwiastkiem z jedynki stopnia p — 1.
Majac pierwiastki pierwotne z jedynki stopnia p — 1 v Qp mozemy tez skonstru-

owaé pierwiastki stopnia k|p — 1. Istotnie dla w = o.)q , otrzymujemy:
vn<kw 7é 17

oraz
_ ,,p—1 _
w" = wg =1.

Definicja 8. Niech w € Q, bedzie pierwiastkiem z jedynki stopnia ¢, gdzie g|p —1,
oraz niech a € {0,1,...,9 — 1}. sume g, = Z‘t];ll (3) w? nazywamy kwadratowa

suma Gaussa. (gdzie (é) oznacza symbol Legendre’a).

Lemat 8. g, = (%) g1

Dowéd. Gdy a = 0, to w* = 1, wiec gg = Zg;o
reszt i niereszt kwadratowych. Gdy a # 0, to f(¢
zbiorze {1,...,q — 1}, wiec

a il at ol x
(o) -£ () -
q = \ 4 o=1 \4

Mnozac obie strony rownosci przez (%) otrzymujemy:
a® a
— | Ga=1\—]91,
q q
9a = | — | 91-
q

Twierdzenie 4. g2 = (—1)}77_1q dla a # 0.

%) = 0, poniewaz jest tyle samo
) = at (mod q) jest bijekcja na

Dowdd. Rozwazmy sume Y4_} g,g, 4. Poniewaz a # 0, mamy gog, o = (%) (qfa) gl =
() (2)st- (2] 2
-1
Zgagq—a = () g%(q - 1)
. q
Natomiast z definicji kwadratowych sum Gaussa mamy:

9a9q—a = Z (Z) w* Z <Z> wa(qu)’
y

x
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a poniewaz w? =1, to:
x y _
9adq—a = ZZ <> () wH@=y)
- \4 q

Rozwazmy sumag ), w@=Y) Gdy = —y = 0, to Do w==Y) = ¢, W przeciwnym
przypadku mamy:
wP@E—y) _ 1

Yool = LTI
wlE—y) — 1
Zatem

Sasna= 5 (£) (4) stna == e

Przyréwnujac wyniki wyznaczonych na dwa sposoby wartodci wyrazenia ., ga9q—a;
otrzymujemy:

(q) Ba—1)=(q—a,
gl = (j) g

Lemat [8| oraz twierdzenie 4| w wersji zespolonej mozna znalezé w ksiazce [2]. My
potrzebujemy wersji p-adyczne;j.

O

5. PIERWIASTKI KWADRATOWE W Q,

Twierdzenie 5. Dla kazdego r 0 (mod p), oraz p > 2, mamy /1 € Q, wtedy i
tylko wtedy, gdy r jest resztq kwadratowqg modulo p.

Dowdéd. Istnienie pierwiastka kwadratowego z a w Q,, jest réwnowazne z rozwiazy-
walnoscia réwnania f(z) = 2% —r =0 w Q.

Zauwazmy, ze kongruencja f'(a) = 2a =0 (mod p) ma jedno rozwiazanie a = 0
(mod p). Natomiast 22 —r = 0 (mod p) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r jest reszta kwadratowa modulo p. Jezeli takie a istnieje, to w szczegdlnosci a # 0
(mod p), poniewaz zgodnie z zalozeniem r Z 0 (mod p). Istnienie takiego a, ze
f(a) =0 (mod p) oraz f'(a) # 0 (mod p), na mocy lematu Hensela implikuje, ze
f(z) = 0 ma rozwiazanie w Q,,.

Aby udowodnié¢ twierdzenie w druga strone, nalezy jedynie zauwazyé, ze jesli
a € Q, jest pierwiastkiem f, to a®> = r (mod p"). Dla n = 1 mamy a® = r
(mod p), czyli r jest reszta kwadratowa modulo p. [

6. APROKSYMACIJE pP-ADYCZNE PEWNYCH LICZB NIEWYMIERNYCH

6.1. Metoda oparta na pierwiastkach z jedynki. Jak zostalo wykazane w
rozdziale 4., w Q,, mamy pierwiastki z jedynki stopnia n|p — 1. Oznaczymy je w
tym rozdziale jako wy,.

Rozwazmy w, € Q,, gdzie ¢ € P. Woéwczas za pomoca kwadratowych sum
Gaussa mozemy przedstawi¢ w Q,, liczbe ,,,/g”albo ,,,/—¢” (w zaleznosci od wartosci
¢ mod 4). Istotnie na mocy twierdzenia 4| mamy:



APROKSYMACIJE p-ADYCZNE 9

(1) Jedli ¢ =1 (mod 4), to:

(2) Jedli ¢ =3 (mod 4), to:

(£(2)e4) =

Przyktad 1. Niech p = 11, wéwczas ¢ = 5 spelnia warunek ¢|p — 1. 6 jest gene-
ratorem F7,, wiec 6% =3 jest elementem rzedu 5 w Fj;. Mozemy wiec przyjaé
ws = lim,, 0 3P". Poniewaz 5 = 1 (mod 4), to mamy:

2
5= (i (;) wé) = (w5 — wg — wg’ —|—w§)2 = (nh_)rr;o 3" _gp" 51" 41171)27
t=1
7 wniosku |l mamy réwniez:
5= (311" —glt sty 411">2 (mod 117*1).
Przyklad 2. Niech p = 29. 8 generuje grupe multiplikatywna [F59. Zatem 87 =7

jest elementem rzedu 7. Niech wiec w7 = lim, o 729" Tym razem mamy 7 = 3
(mod 4), wiec:

91 =—7
2
t
(Z (7) w?) =T
t=1
(w7—|—w$ —w?—l—w?—w? —w?)Q = -7,

n—roo

n n n n n n 2
lim (729 202" 0429”4 93297 _ 1629 _ 952 ) -7
Mamy réwniez:
n n n n n n 2
(729 20207 — 24297 4 9329”1629 —2529) — 7 (mod 20",

Niech ¢1,q2,...q, beda dzielnikami pierwszymi p — 1. Wtedy w Q, znajduja
sie pierwiastki z jedynki: wg, ,wq,, . . . W, - Mozemy wigc za ich pomoca przedstawié

\/(qlq:_q) Q192 - - - Gn- Jako iloczyn sum Gaussa:
(1) Jezeli ¢1g2...q, =1 (mod 4), to:
In9as - Jg, = Q102 - - - n
(2) Natomiast jezeli q1qs . ..¢, =3 (mod 4), to:

92,02, 02, = —@1G2 - G-
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Przyktad 3. Niech p = 61. 2 generuje Fg;, wiec 2% =47 jest rzedu 3. Mozemy
przyjaé¢ ws = lim,_, 4761"
Z kolei 2% = 9, wiec ws = lim,,_,00 981", Mamy wtedy:

(o (o) -

2
_ i t t| _ 2 3 4)2
- = | ws = (w5 — wf —wi + ws)
Wiec
—15 = (wg — w§)2 (w5 —w? —wd +w§)2

n n 2 n n n n 2
= lim (4761 —1361) (961 — 9061" _ 5861 +3461) .

n—oQ

Rozwazajac pierwiastki w Z, mozemy uzyskac¢ tez inng klas¢ tozsamosci modulo
n

p".
Niech w, € Z, bedzie pierwiastkiem pierwotnym stopnia ¢|p — 1. Wtedy mamy:
1— 1 —wiatt 4
T S A o
1—w, 1—w, =
q—1
wy =—1.
n=1

Przyklad 4. Niech p = 43. 18 jest generatorem Fj;, wiec 18% =7 jest elementem
rzedu 6. Niech wiec wg = limy, 00 743" . Mamy:

we +w§—|—wg’+wg+w2 = -1,
wiec:

748" 168" 14287 1 36%" 4374 = -1 (mod 43",

Lemat 9. Niech p € P. Rozwazmy generator g grupy multiplikatywnej U(Z/pZ) .
Wéwezas g jest generatorem grupy U(Z/p"Z) dla kazdego n > 2.

Ten lemat udowodniony zostal w dowodzie twierdzenia 2. na stronie 43 w [2]. O
Definicja 9. Punktem skupienia ciagu (x,) nazywamy dowolna granice zbieznego
podciagu (x,,).

Twierdzenie 6. Niech g bedzie generatorem U(Z/p"Z). Wéwczas dla kazdego p,
dowolna liczba o € Zy, jest pewnym punktem skupienia ciggu x, = g".
Dowdd. Niech v =372 c,p™ € Zj. Wtedy mamy |||, = 1, czylico # 0 (mod p).

niech k € N, oraz o) = Zﬁ;é c,p” < pP. Poniewaz p | co, to ax € U(Z/p"7Z).
Z lematu [9] mamy, ze istnieje g, takie ze dla kazdego n € N g jest generatorem
U(Z/p"7Z). Istnieje zatem takie wy € N, ze

g =g (mod p").

X k
Zatem |l — g™ |, < (1%) . A poniewaz [a — al|, < (%) , to

k
1
o= g1, < max (Jax 1, Ja — ll) = (5 ) -
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Zatem

lim ¢g“* = a.
k—o0

O

Rozwazmy teraz ciag x, = g™ + k", gdzie g jest generatorem U(Z/p"Z), a
k € Z. W pierwszym przyblizeniu p-adycznym, czyli dla n = 1, mamy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 7. Niech g bedzie generatorem grupy multiplikatywnej U(Z/pZ).
Wowczas jezeli p = 1 (mod 3) oraz jezeli 2 jest resztq szeScienng modulo p, to
istnieje takie k € U(Z/pZ) \ {1, g}, Ze kazdy element U(Z/pZ) jest pewnym wyra-
zem ciggu

Tn=9" + k™.

Dowdd. Poniewaz 3 | p — 1, to w U(Z/pZ) jest pierwiastek trzeciego stopnia z
jedynki. Jezeli g jest generatorem tej grupy, to mozemy przyjacé pierwiastek trzeciego
stopnia, jako:
w= g%.
Niech k; = gw?, dla i € {1,2}. Wtedy
g K" =g (14 w™).

Poniewaz w? = 1, to dla | € Z mozemy zapisaé ciag x, w postaci:

2g° dlan=0 (mod 3)

T, = @M (1+w) dlan=1 (mod 3)
@21+ w?) dlan=2 (mod 3)

Dla kazdego ¢ € Z ciag cg™ jest réznowartosciowy. Kazdy z trzech podciggéw (dla
n = 0,1 lub 2 (mod 3)) zawiera wiec pT_l réznych elementéw z grupy. Wystarczy
teraz pokazaé, ze te podciagi nie maja elementéw wspoélnych. Poniewaz zgodnie z
zalozeniem 2 jest reszta szescienna modulo p, to kazdy wyraz ciagu z,, dla n = 31
jest reszta szescienng modulo p.

Zauwazmy teraz, ze
93l+1(1 + wi) _ g3l+1(_w2i) _ (_gl)3gw2i’
oraz
gSI+2(1 +w2z) _ 93l+2(7w2) _ (791)392(’01'

Jezeli (—g')3gw? mialoby byé resztg szeicienng, to gw? = gg?®—1/3 tez, ale
gdyby tak byto, to 1+2i% =0 (mod 3), czyli %_1 %0 (mod p), co jest sprzeczne
z zalozeniem. Zatem gw? a wiec tez kazdy wyraz ciagu x, dla n = 31 + 1 jest
niereszta szescienng modulo p.

Poniewaz gw?® jest niereszta szedcienna, to (gw?')? = g?w’ tez. Zatem kazdy
wyraz x, dla n = 3l + 2 tez posiada ta wlasnosc.

Gdyby podciagi z,, dla n = 3l +1 i n = 3] + 2 mialy elementy wspdlne, to
istnialyby takie a,b € Z, ze:

3a+1w21 = 3b+2w1

-9 -9 (mod p),
czyli
gsa+1wi = g3b+2 (mod p)7

qw? = (g“*b)3 (mod p),
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to gw? byloby reszta szeécienng. Sprzecznosé.
Zatem zaden podciag nie ma z innym elementéw wspélnych, wiec ciag x,, ma
p — 1 réznych wyrazow. O

Uwaga 2. Istniejg liczby pierwsze p postaci innej niz w powyzszym twierdzeniu,
dla ktérych istnieje k € Z/pZ\ {0, 1, g}, takie ze ciag x,, zawiera wszystkie elementy
z U(Z/pZ). Na przyklad p = 3389, g = 6 i k = 190 spelniaja powyzszy warunek,
ale jednoczeénie 3389 = 2 (mod 3).

Uwaga 3. Poniewaz ¢ jest generatorem, to istnieje [ # p — 1, takie ze k = ¢.
Wowczas

Tn=g"+ (gn)l :
Ciag z, zawiera wiec wszystkie elementy z U(Z/pZ) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie [ # p — 1, ze x — x + ' jest bijekcja na U(Z/pZ). Ciag liczb p, dla
ktorych takie I istnieje mozna znalezé w |4, A306787).

Twierdzenie 8. Dia dowolnych p € P i g,k € U(Z/p™Z), gdzie m € N cigg
nie zawiera wszystkich elementéw z U(Z/p™7Z).

Dowdd. Z twierdzenia Eulera mamy, ze @, pm-1(p—1) = 2, (mod p™), wiec x,, ma
okres co najwyzej p™~(p—1). Ale 29 = Tym-1(,—1) = 0 (mod p), wiec {2 fnen =
{0,21,22,...,2pm-1(p_1)—1}. Zatem ciag (z,) nie zawiera wszystkich elementéw z
U(Z/p™Z). O

Twierdzenie 9. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszq. Ponadto niech g bedzie wybra-
nym generatorem U(Z/p*Z). Wéwczas istnieje k € N\ 1, g takie, ze kazdy element
a € Zy, jest pewnym punktem skupienia ciggu
Tn =g" + k"

Dowéd. Niech k = ¢g3’~2. Rozwazmy funkcje f(z) = x + z3P~2. Mamy, ze = +
237=2 = 22 (mod 2P —x). Dla kazdego o € Zy, przyjmijmy wiec funkcje pomocnicza
Fo(z) = z + 2372 — 2a. Wtedy F,(a) = 0. Mamy réwniez F/,(a) = 1+ (3p —
2)a?73 = —1 # 0 (mod p). Zatem na mocy lematu Hensela, Istnieje doktadnie
jedno B € Z3, takie ze F(8) = 0, czyli f(B) = 2a.

7 twierdzenia |§| mamy, ze kazde 8 € Z; jest pewnym punktem skupienia ciagu
g"™. Istnieje wiec Scisle rosnacy ciag n;, taki ze lim; o, g™ = (. Poniewaz f jest
funkcja wielomianowa, to jest ciagla w metryce p-adycznej, wiec:

lim z, = lim f(¢"™) = f(lim ¢"*) = f(B) = 2a.
i—00 k—o0

n—oQ

Zatem kazdy element Z; jest pewnym punktem skupienia ciagu z,. O

Rozpatrzmy teraz konstrukcje tréjmianéw permutacyjnych.
Niech P> p =1 (mod 3), (9) = F}, oraz niech w = ¢"5 . Rozwazamy ciag:

T, = g"(a + bw" + cw®™).
Jesli dobierzemy wartosci parametréow a,b,c € F, tak, ze x, modp = F}, to

otrzymujemy tréjmian permutacyjny:

2(p—1)

flz)=xz(a+ br'T + cx” 3 ).
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Kazdy wyraz ciagu x,, mozemy przedstawi¢ jako element jednego z trzech pod-
ciagow:

z3, = gF(a+b+c)
Tapy1 = ¢ (a4 bw + cw?)

Tapro = ¢°F 2 (a + bw? + cw).

Oznaczmy teraz ¢c; = a+b+c¢, ca = a + bw + cw?, oraz c3 = a + bw? + cw.
Niech H = {#* : € F}}. Definiujemy wéwczas charakter:

1 gdyreH
x(r)=qw gdyregh
w? gdy r € g°H.

Poniewaz dla ustalonego i warto$¢ x(zsk+:) jest stata, to zeby x, mod p = Fj,
podciagi sk, X3k+1, T3k+2 modulo p musza zawieraé¢ sie w parami réznych war-
stwach: H, gH oraz g*H. Zatem (x(c1), x(c2)w, x(c3)w?) musza realizowaé permu-
tacje zbioru {1,w,w?}. Poniewaz [H| = 221, to liczba tréjek (c1, c2, c3) dla ktérych

_1,\3
taka permutacja rest realizowana, to 3! (25%)" = 2(p — 1)3.

Aby odzyskaé¢ wspolczynniki a, b, ¢ rozwiazujemy uklad réwnan:

at+tb+c=c
a + bw + cw? = ¢y

a+ bw? + cw = e,

czyli
1 1 1 a cq
1 w w bl = |ea
1 w? w?| |e c3

Zauwazmy, ze pierwsza macierz jest macierza Vandermonde’a, zatem:

—_ = =

1 1
w W= (w—1)(w? - 1)(w? —w) #0.
w? wl

Istnieje wiec réwniez macierz odwrotna. Wobec tego dla kazdej tréjki (eq, ¢, c3)
otrzymujemy dokladnie jedna tréjke (a, b, ¢). Istnieje wigc dokladnie %(p —1)3 wie-
lomianéw permutacyjnych postaci:

-1 2(p—1)
fl@)=ax+bz"s T pca™ 5 T

6.2. Metoda uniwersalna oparta na lemacie Hensela. Pokazane zostalo w
uwadze do lematu Hensela, ze pierwiastek wielomianu F'(z) w Z, okreslony przez
ciag a, jest zadany przez rekurencje:

F(an_l)
F’(an,l) '

Przy czym F(ag) =0 (mod p) oraz F’'(ap) Z 0 (mod p).

ap = Gp—1 —
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Lemat 10. Niech F(z) = x®—r, gdzier € Zy,, r # 0 (mod p) i /7 € Z,. Wowczas
ciqgg an zdefiniowany przez rekurencje:

On—1 + An—1
ap = 9 )
jest zbiezny do +/T.

Dowdd. Poniewaz /1 € Z,, to z twierdzenia [5| mamy, ze r jest resztg kwadratowa
modulo p. Zatem istnieje ag € Z,, takie, ze:
F(ag) =aZ —7=0 (mod p).

Mamy F'(z) = 2z, wiec F'(ag) = 2a9 #Z 0 (mod p). Zatem ciag a,, zdefiniowany
rekurencja:

Flan—1) agp_y—r Gn-1t anr_l
Ay = Ap_—1] — ———————— = Ap—1 — =
n n—1 F/(an,1> n—1 2an71 9
na mocy lematu Hensela jest zbiezny do /7. [

Przykltad 5. Niech p = 11. Wowczas r = 5 jest reszta kwadratowa modulo 11.
Jednym z rozwiazan kongruencji 22 =5 (mod 11) jest # = 4. Zatem ciag a,, repre-
zentujacy /5 zdefiniowany jest przez rekurencje:

Ap—1 + ana

ap = 2 )

gdzie ag = 4.

6.3. Por6éwnanie metod. Z wlasnosci sum Gaussa mamy:

oraz

Zatem:

[Ynt+1 = yull, =

k
< 1<1}1§1<a;< L ( (q) n+1 p) .

Poniewaz x| — 27 = (Tn41 — Tn) (X511 + 20 100 + -+ 2R~ 1), oraz dla p{ n,
mamy:

n+1—|—wn+fxn—|—~~+w” 1=nxn‘£0 (mod p),

to

sz—i—l - xZHp = ||zp1 — xn”p

k
max — X
1<k<g—1 <H< ) n+1 n)

Wobec tego

> < ||xn+1 - mn”p

p
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n+1
A poniewaz z wnioskumamy [Zn+1 — znll, < (%) , to

1 n+1
st — vl < () |

el

Innymi stowy, dla n otrzymujemy przyblizenie 4/ (_71) q 7z dokladnoscia don+1

cyfr p-adycznych.
Teraz rozwazmy metode Hensela:

Czyli

Twierdzenie 10. Niech F(z) € Z,x], oraz xo € Z, takie, ze F(x9) =0 (mod p)
i F'(x9) #£0 (mod p). Wowczas cigg x,, zdefiniowany rekurencjq:

_ F(.an,l)
F’($n_1)7

1P @), < (;) .

Dowéd. Dowéd przeprowadzimy przez indukcje. Dla n = 0 mamy |[F(zo)|[, =

Tp = Tp—1

spetnia

n

20
= (%) . Zalézmy, ze dla n zachodzi [|F'(zy)][, < (%) . Wowczas rozwijajac

1
p
F(x,41) w szereg Taylora wokél z,, mamy:

deg F' deg F'
F(an) F®) () F(a,)* F®) (2, F(w,)*
F(zps1) = Flan — R il T EA DR i R O
(@nt1) = Flan = 05) ; KL (2 )F kzzz KV (2,
2'7l
A poniewaz [|F(z,)]], < (%) s oraz [|[F'(zy)][, > 1, to
2n+1

F®) (z,)F ()" 1
= _— < —
HF(anrl)H legé%);gl, < k'F’(Zn)k ) - (p>

Zatem po n iteracjach, otrzymujemy przyblizenie F'(x) z dokladnoscia do 2™
cyfr p-adycznych.

O

7. KONTYNUACJA BADAN

Dla dowolnej liczby pierwszej nieparzystej p istnieje g € Z takie, ze reszty liczb g"
wyczerpuja wszystkie reszty mod p rézne od 0. W twierdzeniu 7 wszystkie reszty
modulo p powstaja jako reszty liczb ciagu g™ + k™ mod p. Narzuca si¢ pomyst
scharakteryzowania wszystkich takich liczb g, k oraz p. Nie wydaje sie to zbyt latwe.

Metoda aproksymacji niektérych pierwiastkéw kwadratowych oparta na pier-
wiastkach z jedynki nie ma charakteru uniwersalnego. Na przyktad wydaje si¢ wat-
pliwe, aby mozna bylo w ten sposéb aproksymowaé liczbe /2 € Z7. Nie jest jednak
jasne jak dowodzié¢ takich negatywnych rezultatow - to rowniez bedzie przedmiotem
moich dalszych badan.
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