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1  Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie pomystow autora na nietypowe transformacje
geometryczne w przestrzeni R? i R3, od strony analizy matematyczne;j.

Dowiemy si¢ w niej miedzy innymi jak w transformacji ,,naktadania” wykresli¢ sinusoide
dostownie na innej sinusoidzie, oraz jak oblec dowolng krzywa w helise.

Ponadto poznamy nietypowe inwersje oraz obroty wzgledem wszystkich krzywych
stozkowych.

W celu wizualizacji otrzymanych rezultatow postuzytem si¢ w pracy ogodlnodostepnym
kalkulatorem graficznym Desmos. Umozliwit mi on eksploracje obiektow analizy
matematycznej i geometrii analitycznej poprzez zmiang¢ parametréw tych obiektow i ich
konstrukcji, co w moim odczuciu nadaje tej pracy charakter badawczy i odkrywczy.



2 ,Nakladanie”

2.1 Nakladanie jednoosiowe

Aby wprowadzi¢ pojecie transformacji ,,naktadania”, wprowadzmy pewna krzywa m i
funkcje f(x).

Transformacja ,,naktadania” polega na umieszczeniu lokalnego uktadu wspotrzednych, na
poczatku umownego punktu M wybranej krzywej m (np. poétokregu) i przemieszczaniu go
wzdhuz tej krzywej tworzac punkt N tak, aby Ox byt styczng do tej krzywej w tym punkcie, a
Oy prostopadta do niej w orientacji dodatniej. Argumentem tworzonej funkcji staje si¢
wowcezas dlugos¢ tuku przebytego przez ten punkt N od jej poczatku M, a warto$cig funkeji
warto$¢ funkeji f(x).

W naktadaniu jednoosiowym warto$¢ funkcji f(x) jest zawsze mapowana na osi Oy, ktora jest
prostopadta do stycznej do krzywej m w danym punkcie, dlatego na obrazku ponizej
przedstawiona jest tylko niepodpisana o$ Oy.
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rys 1 — proces mapowania wartosci funkcji na oS prostopadtq do stycznej

Wzory na tg transformacj¢ utworzytem w nast¢pujacy sposob:

x = x,(t)

Dla krzywej m zdefiniowanej w nastepujacy sposob: m:{
y =10



2
Dlugo$é krzywej MNN: L(s)_J \[ dxl(t) +(d3;1t(t)) dt

dJ’1(f)

Styczna w punkcie N = (x,(t), y; (t)): k:y= dxl(t) (x — x,(®) + y,(t)

dx1 (t)

Zatem prostopadta bedzie wyrazona jako: p:y = — dyl(t) (x —x,(®) + v, (®)

x = x,(t)

Funkcja natozona bedzie postaci: {
! e P y =y,(t)

Wtedy wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadiej do styczne;j:
dx.(t)
dlt W () —y1(8)

EACEENOREAO
dt

d x1 (t) d J’1 (t)
y2(t) =y, (1) = (t) (1) —x1(1) A x,(8) — x4(8) = — (t) (2(t) = y1 (1))
d d

Z tw. Pitagorasa:  f(L(t)) = /(x,(t) — x,(£))% + (3, () — y,(£))?

dxq(t)
Po podstawieniu:  f(L(t)) = \/(xz(t) —x,(t))? (1 + <dy1(t)> )

dt

d x,(t)
L) = (a0 = 1,(0) 1+< 1@)

) =—LED)

d x,(t) ?
dt
1+ (dY1(t)>
dt

dyl(t)
FUL®) = G2(6) = 3 (6)) 1+< dl(t))
t




yo0=—=LE2 iy

dy,(t)

dx,(t)
dt

Ze wzgledu na utracong przez podniesienie do kwadratu informacje¢ o znaku wspotczynnika
kierunkowego nalezy dokona¢ korekty uwzgledniajaca ten znak, a wtedy otrzymujemy
finalnie:

( d x,(t)

-sign| gy | 519 /0

dt

x,(8) = +x,(t)

d x,(t)

dt
1 —_—_ucL
T ,®

{ dt

SO NIIO)

y2(t) = > + ¥, ()
dy;(t)

dt
1+ d x,(t)

\ dt

Poniewaz wzory na funkcj¢ natozong sg wyrazone w postaci parametrycznej tak samo jak
wzory na krzywa na ktorej funkcje tg naktadaliSmy, proces ten mozna iterowac¢. Ciekawym
pomystem z tego wynikajgcym jest tworzenie w ten sposob fraktali, jednakze przez
ograniczenia software’owe nie bytem w stanie zglebi¢ tego pomystu.

Ciekawa modyfikacja jest dodanie wybranego ,,odsuni¢cia” ¢ do naktadanej funkcji, tak jak
ponizej:

( daON | o)
—sign( ;it( )> zl(t) (f(L(®) + )
2, (8) = dt +x,(8)
dx;(t) 2
d
1+ (d yf(t))
J dt
|3’1(t)|
(FULWD) +©)
yo(e) = 22 O
d}:il(t) 2
t
1+ (d xl(f)>
dt



Zmieniajac dynamicznie wartos¢ tego odsunigcia mozna otrzymac ciekawe rezultaty, jak
wida¢ na ponizszych kolazach.

rys 2 — sinusoida natozona z roznymi odsunigciami na elipse

rys 3 — pierwiastek natozony z réznymi odsunigciami na parabole rys 4 — potokrgg natozony na parabole
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rys 5 —modut z x natozony z roznymi odsunieciami na parabole
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rys 6 - modut z x natozony na sinusoide
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rys 7 — pierwiastek z x natozony na sinusoidg



rys 8 — parabola natozona na sinusoide

rys 9 - najwieksza ilosé iteracji jakq udato mi si¢ uzyskac.

rys 10 - Swiatetka sinusoidalne natozone na choinke paraboliczng



2.2 Nakladanie dwuosiowe w R?

Naktadanie dwuosiowe pozwala w pelni wykorzysta¢ koncepcje lokalnego uktadu
wspotrzednych umieszczonego na wybranej krzywej, gdyz umozliwia naktadanie catych
krzywych parametrycznych na inne krzywe.

W naktadaniu dwuosiowym dhugos¢ przebytej krzywej staje si¢ teraz wartoscig parametru
naktadanej krzywej, a w zwigzku z tym otrzymujemy dwie wartosci odpowiadajace potozeniu
w nowych lokalnych osiach Ox i Oy definiowanych ze stycznej do krzywej i prostopadtej do
niej, co stanowi gtéwna roznice migdzy naktadaniem jednoosiowym a dwuosiowym.

X = cos5t
Na kolazu ponizej na okrag nakladana jest dwuosiowo elipsa o rownaniu {y N
2
a wektory TiN odpowiadajg nowym wektorom bazowym, wedle ktorych wykreslana jest
elipsa.

rys 11 - elipsa naktadana dwuosiowo na okrqgg

Na kolejnych kolazach przedstawiona jest kolorem jasno-zielonym krzywa, ktora jest
naktadana wraz z czarnym punktem oznaczonym ,,(0, 0)” bedacym punktem odniesienia, jak



normalnie by wygladata. W celu jej klarownego przedstawienia zostata dokonana translacja,

ktora nie wptywa na rezultat po natozeniu. Natomiast kolorem ciemno-zielonym wykre$lona

jest krzywa po nalozeniu dwuosiowym.
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rys 13 -Sinusoidy: sint, sin7t i sin 100t nafozone dwuosiowo na zwyklg sinusoide

4

rys 14 -Elipsy (COS 4-t,§sin 4-t) i G cos 4t, sin 4—t> natozone dwuosiowo na zwyktq sinusoide
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Wzory na ta transformacje uzyskatem w nastepujacy sposob:

Dla krzywej wektorowej I = x,(t)1 + v, (¢)] i naktadanej f(£) = x,(£)1 + y, ()], krzywa
nalozona dwuosiowo bedzie postaci: g(t) = x,(t) + v, (t)] + x; (L(t))f +y; (L(t))ﬁ,
gdzie L(t) to dtugosé krzywej m, za§ T i N to wektor styczny i normalny znormalizowany.

ayo
Niech T = [x7 — X0, Y7 — Yol i N = [xy — X0, Yy — ¥ol, 0raz a = £ , wtedy styczna do
dat
krzywej m w punkcie (x,, y,) na ktorej lezy wektor T to: y — y, = a(x — x).

Wiedzac ze wektor T jest znormalizowany oraz wykorzystujac tw. Pitagorasa:
(xr —x0)*> + (yr —¥0)* =1
Otrzymujemy uktad roéwnan:
{ yr — Yo = alxr — xo)
(xr —x0)*> + (Yr —y0)* =1
Rozwiazujac go 1 uwzgledniajac potrzebng korekte znaku otrzymujemy:
( d
dt*o
Gl
=—=——+x
J1+a(t)?

< d
at Yo

__ gl

Yr = —1
. e

Wektor N jest prostopadty do 7, zatem:

+ Yo

1
YN — Yo :E(xzv—xo)

(xy —x0)*> + (yy —¥0)? =1
Rozwiagzujac go analogicznie:

( d
dt*o
1

1+m

d
at Yo

d
kel
\N J1+a(t)? °

Podstawiajac poznane wspotrzedne otrzymujemy:

11



§® = (xo® + 2, (L) Ger = x0) + 32 (L) Cey — x0) ) £
+ (3’0(0 + x1(L(t))(YT —Yo) t )1 (L(t))(J’N - J’o))j
Natomiast w postaci parametryczne;j:

. {X = xo(t) + xl(L(t))(xT —Xo) +¥1 (L(t))(xN — Xo)
=y + x1(L(t))(J’T —¥o) + J’1(L(t))(J’N — ¥o)

2.3 Nakladanie dwuosiowe w R3

Transformacja ta ponownie polega na umieszczeniu lokalnego uktadu wspotrzednych.

Aby takowy wyznaczy¢ w przestrzeni R3 postuzylem sig trojScianem Freneta [2] , w taki
sposéb, ze gdy funkcja wektorowa postaci f(£) = tf + y,(£)] + 2, (t)k zostaje natozona, to
jej warto$ci zostajg zmapowane na ptaszczyzng utworzong przez wektory NiB, w zwiazku z

tym zamieniaja one dotychczasowe wektory bazowe j i k. Do tego nalezy jeszcze dokonaé
translacji o wspotrzedne na ktérych potozony jest dla danego parametru t trojscian Freneta.

W zwiazku z powyzszym, dla krzywej wektorowej m = xo(t)1 + v, (t)] + zo(t)k funkcja
f(t) = ti + y, ()] + z, () k natozona dwuosiowo przyjmie postaé:
G() = x0T + yo(8)] + 2,k + y, (LWO)N + 2, (L)) B
gdzie L(t) to ponownie dtugos¢ przebytej krzywej m.

rys 15 — trojscian Freneta tworzqcy plaszczyzne na ktorej rys 16 —w petni natozona helisa na krzywq tréjwymiarowg
naktadana jest ciemno-zielona helisa

(W celu zwigkszenia klarownoS$ci obliczen przerzucitem si¢ na notacje Lagrange’a w ktorej
wszystkie pochodne sg wzgledem parametru t)
Do wyznaczenia wzorow na g (t) wystarczy wyliczy¢ wektory N i B, zatem:

12



T=m'(t) = x' (O + ¥ ()] + 2,' (D
m(t) x (W(t) x W(t))

|m/(©)||m7 (¢) x m’(t)]

— —

N=m"(t)=TxB =

B=TxN
Ze wzgledu na napotkane problemy z N wyliczylem go z iloczynu wektorowego TiB:

[ [ 12,115 12,11 I 1 [

N 1 2.0 1 12011\~
N = N_zv [(3’02x0 — XYoo — X0ZoZo + Z5 X0 L+ (25°Yo — VoZoZo — YoXoXo + x023’0 )j

r..r..rn ., 0.,

~ 1 ~
+ (x¢Pzy — zoxoXo — ZoYoYo + Yo' 2o )k] =N (le +yn) t+ ZNk)
N

gdzie Ny = \/x% + y2 + z%

Wektor B wyliczytem natomiast z iloczynu wektorowego TiN:

D 1 A / / A /; /; 7
B = N [(y(,)ZN — zoyw)i + (Zoxy — x0zy)f + (Xoyn — J’oxw)k]
B

gdzie Np = \/(Y(;ZN — zoyn)? + (Zoxy — Xo2zn)? + (XoYn — Yoxn)?

13



3 Inwersje

3.1 Modyfikacja inwersji

Tradycyjng inwersj¢ wzgledem kola mozna zmodyfikowa¢ na kilka sposobow np. zmieniajac
jej definicje |SP||SP’| = r? na |SP||SP’| = r3. Mozna tez okrag inwersyjny zastapi¢ krzywa
o innym ksztalcie. Interesujacym jest jak zmieni si¢ obraz obiektu geometrycznego w takich
inwersjach.

Do tego celu potrzebna jest znajomos¢ srodka tego ksztattu 1 odlegtosci do jego brzegu, a w
zwiazku z tym dla uniknigcia problematycznych sytuacji, ksztatt ten powinien by¢ wypukty.
Srodek wypuklego ksztattu mozemy wyznaczyé jako globalne minimum funkcji sumujacej
odlegtosci do kazdego punktu na brzegu danego ksztattu w zaleznosci od potozenia w
uktadzie wspoirzednych.

Do tego celu nalezy zastosowa¢ pochodne czastkowe, gdyz funkcja ta jest dana wzorem:

4ty = [ JG=x@7+ &= @) at
0

Nastepnie znajac srodek S inwersji 1 punkt P nalezy wyznaczy¢ punkt Q, czyli przecigcie

potprostej SP z brzegiem danego ksztattu, aby pozna¢ stosunek odlegtosci %.
W tym celu nalezy wyznaczy¢ warto$¢ parametru m z rownania:
Yo — Y, Yo — Y
P —x(m)—y(m) =2—x, -y,
Xp — X p — Xs

otrzymanego z réwnania prostej zawierajacej potprosta SP, w ktorym x(m) i y(m) sg
dowolnymi funkcjami cigglymi tworzacymi réwnanie parametryczne krzywej bedacej
brzegiem danego ksztattu 1 ktorych wartosci dla wyliczonego parametru m stanowia
wspotrzedne punktu Q. Jednakze w tak uogdlnionej postaci problem ten okazat si¢ dla mnie
nierozwigzywalny.

3.2 Inwersja wzgledem elipsy

Ze wzgledu na napotkany problem przy probie wyprowadzenia wzoréw na inwersje
wzgledem dowolnej wypuktej krzywej, ograniczytem si¢ do wyliczenia wzordéw tylko dla
kilku popularnych ksztattow, zaczynajac od elipsy danej rGwnaniem parametrycznym:

1
x(t) = 5 €08 t

y(t) = bsint
W nastepujacy sposob:
ax(m)—y(m)—ax;+y, =0 gdziea = Zp;zs
p~As

Dla uproszczenia obliczen mozemy dokona¢ translacji rozpatrywanej elipsy o srodku S o

wektor v = [—x5, —Vs], a wtedy do rozwigzania mamy a x(m) —y(m) = 0

14



Nastepnie podstawiamy i rozwigzujemy dla parametru m.

a 1
Ecos(m) —bsin(m) =0 /m
a a
i tgm) =0 =~ m=tyg (b_z)
Problem niepeinej dziedziny tangensa odwrotnego rozwigzujemy poprzez przemnozenie

|xp—x$|

otrzymanego wyniku przez p = co pozwala nam ustali¢, w ktdrej potowce (lewej czy

Xp-Xs
prawej) znajduje si¢ punkt P.
Otrzymujemy wtedy Q = (p x(m),p y(m)), a po uwzglednieniu translacji poczatkowej i
przeciwnej do niej otrzymujemy:
Q = (p(x(m) — x5) + x5, p(y(M) — y5))

Po zmodyfikowaniu definicji inwersji z |SP||SP’| = r2 na |SP||SP’| = d?, gdzie d jest
odlegtosciag od srodka do krawedzi ksztaltu wzgledem ktorego zachodzi inwersja, oraz
wiedzac, ze punkty S, P, Q, P’ sg wspotliniowe mozemy otrzymac wspotrzedne punktu P’ w
al T L

: - 2 _ . _
nastepujacy sposob:  xg = xp - X X, = - Yy = s

Po uwzglednieniu translacji poczatkowej o wektor v = [—xs, —Ys] 1 translacji koncowej
przywracajacej punkt S na swoje miejsce otrzymujemy:

_ (xq - xs)z
Xy = W + x4
_ (xq - xs)z
Yo' = a(W—xs + Y

gdzie a i x4 zostaly wczesniej wyliczone.

Zachowanie takiej inwersji mozna zobaczy¢ na zdjgciach ponize;j.

rys 17 rys 18 rys 19 rys 20

15



3.3 Inwersja wzgledem trojkata

Dla inwersji wzgledem trojkata obliczenia sg bardzo podobne a nawet prostsze, natomiast
jesli tworzymy ten trojkat z trzech ograniczonych prostych, to musimy wyliczy¢ wspotrzedne
punktu Q osobno dla kazdego boku.

16



3.4 Inwersja wzgledem kwadratu

Postepujac analogicznie otrzymujemy roOwnania na inwersj¢ wzgledem kwadratu, oraz obrazy
kilku obiektéw po przeksztatceniu w tej inwersji, ktorej kilka przyktadow ilustruja ponizsze
rysunki.

rys 28




3.5 Inwersja wzgledem szesciokata

Postepujac podobnie z szeSciokatem otrzymujemy wzory na inwersje wzgledem niego, ktorej
kilka przyktadéw zamiescitem ponize;.

4SRN
)

rys 31 rys 32




4  Obroty wzgledem krzywych stozkowych
4.1 Wzgledem okregu i hiperboli

Obroty te sg solidnie zdefiniowane w powszechnej literaturze naukowej, dlatego w tej pracy
ogranicze si¢ do przedstawienia wzordw na nie, w celu wyczerpania obrotoéw wzgledem
istniejacych krzywych stozkowych.

Zwykty obrét wzgledem okregu:
{x’ =Xcosa—ysina
y' = xsina + ycosa

Obrot wzgledem hiperboli:
{x’ = xcosha + y sinh a
y' = xsinha + y cosha

4.2 Standardowy obrat eliptyczny

W ksigzce pt. ,,Przeksztalcenia geometryczne” z 1967r. [4] P.S. Modienow, A.S.
Parchomienko definiujg obroét eliptyczny jako ztozenie kolejno powinowactwa prostokatnego,
obrotu i powinowactwa prostokatnego o odwrotnej skali do poczatkowego, tak jak na zdjgciu
ponizej.

rys 35
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Obrot eliptyczny wyraza si¢ wzorem:

x'=xcosa—kysina

1

4

k

A jego efekty mozna zaobserwowac na kolejnych zdjgciach.

y' =—xsina + ycosa
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rys 38- obrot eliptyczny okregu

rys 39 — obrot eliptyczny elipsy o roznej
ekscentrycznosci

Co ciekawe, elipsa o stosunku swoich osi rownym skali obrotu eliptycznego, obracana
wzgledem swojego srodku, przechodzi po obrocie eliptycznym w samg siebie, niezaleznie od
kata owego obrotu. Okreggi natomiast przechodzg w elipsy, zatem jak wida¢ tak zdefiniowany
obrot eliptyczny z pewnoscig ma liczne powigzania z elipsami, aczkolwiek fundamentalnie
obrot nadal zachodzi wokoét okregu co tworzy pewne nieintuicyjne rezultaty, np. punkty sg

obracane o rozne katy wzgledem srodka elipsy.
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4.3 Inna wersja obrotu eliptycznego

Nie usatysfakcjonowany definicja obrotu eliptycznego podang przez Modienowa i
Parchomienko w ksigzce pt. ,,Przeksztalcenia geometryczne” z 1967r. wymyslitem swoja
wersje: ,,czym obrot eliptyczny powinien by¢”.

W definicji podanej przez Modienowa i Parchomienko mamy do czynienia z imitacjg obrotu
wzgledem elipsy, gdyz opiera si¢ ona fundamentalnie na obrocie wzgledem zwyklego okregu,
przez co punkty figury po obrocie pokonuja rézne katy liczac wzgledem elipsy. W moje;j
wersji natomiast katy te sg takie same, gdyz tak tez jest podczas zwyktego obrotu. Dodatkowo
podczas zwyklego obrotu kazdy punkt porusza si¢ po swoim okregu, ktérego promien jest
staty, jednakze w wersji M.-P. tak si¢ nie dzieje, co stanowi kolejng roznice wzgledem moje;j
wersji, w ktoérej kazdy punkt porusza si¢ po swojej elipsie o statym rozmiarze i tej same;j
ekscentrycznosci co elipsa, wzgledem ktorej zachodzi obrot.

Wzory na mojg wersje obrotu eliptycznego otrzymatem w nastepujacy sposob:

P=(y), P=(y) 6
(Y = Y _
a=tg (x) B=a+0 x,—tg,B

2
Poniewaz punkty P i P’ lezg na tej samej elipsie danej rownaniem x? + 2’—2 =1, to:

t 2
LI AR x2+y—=x’2<1+g'8>

bZ

Jak mozna zaobserwowac¢ na zdj¢ciach na kolejnej stronie, wszystkie punkty podczas takiego
przeksztatcenia pokonuja t¢ samg miare kata wzgledem $rodka elipsy 1 zostajg na swojej
elipsie, ktora jest podobna do elipsy, wzgledem ktorej zachodzi obrot.

21



rys 44
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4.4  Obrot paraboliczny

Aby dokona¢ obrotu niezbedne jest wyznaczenie §rodka wzgledem ktorego bedziemy
dokonywac¢ obrotu. Naturalnym wyborem takiego punktu na paraboli jest jej ognisko, zatem
wokot niego zachodzi¢ bedzie wersja mojego obrotu parabolicznego.

Podobnie jak w przypadku mojej wersji obrotu eliptycznego, kazdy punkt porusza si¢ podczas
takiego obrotu po swojej paraboli bedacej przeskalowang z powinowactwo prostokatnego
parabola dang rownaniem y = x2, o ustalony kat liczony z ogniska przeskalowanej paraboli.

Potozenie ogniska zmienia si¢ wraz z przeskalowywaniem paraboli, w zwigzku z czym, gdy
obrotowi o ten sam kat podlega wiecej niz jeden punkt, to punkty te nickoniecznie beda sie
obraca¢ wzgledem tego samego ogniska.

200 | 200 400 600 800 400 200 o 200 40(

rys 46 - obrot paraboliczny elipsy

Wzory na ta transformacje uzyskatem w ponizszy sposob:

i . . . y
Obracamy punkt P = (x,y) lezacy na paraboli danej rOwnaniem y = ax?, zatem a = "

. . , 1 x?
Ognisko paraboli F ma wspotrzedne (O, E)’ zatem F = (O,E).

Niech o oznacza kat migdzy prosta rownolegla do osi Ox i przechodzaca przez punkt F, a
potprosta FP, natomiast B kat miedzy potprosta FP' bgdacym obrazem punktu P po obrocie
parabolicznym o kat 0. Wtedy:
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xz
YTy _4y’-a?

tga= X 4xy
4y?% — x2
(0B = ta(at 0) = tga+tg® " 4xy +tgb _ Ay?—x?+4xytgh
gB=tgla _l—tgatgﬂ_1_4y2—x2t e_4xy—(4y2—x2)tg6
4xy 9

Wiedzac, ze punkt P’ lezy na tej samej paraboli co punkt P i tworzy kat 8 wzgledem poziomu
a potprostg FP', otrzymujemy i rozwigzujemy:

I_y /]
y —sz
"= x't +x2
y' =x'tgp e
2 2
y 12 ! X y 2 /4 x
2 — . 2 - =1
2" xth+4y 2" x'tg B 4y
) xz(thi,/thB+1)
x =
2y

Ze wzgledu na istnienie dwoch rozwigzan dla x’ (poza przypadkami, gdy y = 0 lub

tg B — o) niezbedne jest zastosowanie korekty k € { —1; 1} za znak ,,+”.
Wtedy finalnie punkt P’ = (x', y') dany jest jako:
, x2(tg B +ktg?p + 1)
x' = 2y
2
. x?(tgB +ktg?p +1)
y = 4
y
gdzie:
0B = 4y? — x2 + 4xytg 6
9k = 4xy — (4y? —x?)tg 6
0 —m+a 0p—m+a 0 —2n+a
k_il 1_|60—Tr+a|+1 tg B |90—T[+O(|+1_|90—2T[+O(|+1 —tg B
x| [yl 2 ltg Bl 2 2 ltg Bl
0 —2n+a 0y + a
JBo—zmral ! tgp [ Teoroa Pl Tt
2 ltg Bl 2 2

Korekta ta polega gltéwnie na ztozeniu ,,if’6w matematycznych” mego pomystu.
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5 Dalsze kierunki badan

e Tworzenie fraktali z iterowania transformacji naktadania.
e Rozszerzenie nietypowych inwersji do trojwymiaru.
e Obroty o dwoch katach wzgledem elipsoidy i paraboloidy w R3 .
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Pragne szczegolnie podzigkowa¢ dr Bronistawowi Pabichowi za cenne wsparcie podczas
pisania pracy.
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